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Abstract 

Dahl, Thomas (2012). Problemlösning kan avslöja matematiska förmågor. 
Att upptäcka matematiska förmågor i en matematisk aktivitet (Problem-
solving can reveal mathematical abilities: How to detect students‟ abilities 
in mathematical activities). Linnéuniversitetet 2012; ISBN:978-91-86983-
28-4. Written in Swedish.  

The thesis deals with the problem of identifying and classifying 
components of mathematical ability in students‟ problem-solving activities. 
The main theoretical framework is Krutetskii‟s theory of mathematical 
abilities in schoolchildren. After a short historical background focusing on 
the question of differentiation or integration among students on the basis of 
their various aptitudes for studies, the theory of mathematical ability and 
especially the Krutetskiian theory are described. According to Krutetskii 
mathematical ability should be looked upon as a structure of seven or eight 
different components called abilities which may appear and be subject to 
analysis during a mathematical activity.  

Krutetskii used school pupils and experimental problems to establish the 
relevance of his structure of abilities. However, in this work the theme is 
approached from the opposite perspective: If a problem and an 
experimental person are given, which mathematical abilities will appear 
and in what ways do they appear in the mathematical activity? The 
empirical study uses three so called “rich mathematics problems” and 98 
students of which 37 study at the lower secondary school, 39 at the upper 
secondary school and 22 at the teacher education programme. The output 
data is either the written outcomes of the students‟ individual work on a 
problem or the recordings from small groups of students solving a problem 
in cooperation with their peers.  

In order to identify and classify abilities, the separate components of 
mathematical ability must be interpreted and adapted to the specific 
problem on which the students are working. I call this process of 
conformation of the abilities operationalization and the question in focus is 
if such an operationalization can be done successfully. The results indicate 
that it could be done and several examples are given which show how one 
or several mathematical abilities may come out more or less strongly in the 
mathematical activity of problem solving. The results also indicate that 
even low or average achieving students may show significant creative 
abilities. Another observation from the empirical study is that creative 
abilities do not seem to be more abundant among upper than lower 
secondary students. These two observations point out possible pathways to 
proceed further in the study of mathematical abilities. 

 

Key words: mathematical abilities, problem-solving, rich mathematical 
problems 
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Förord 

Som lärare i matematik kan man inte undgå att lägga märke till att elever 

har olika goda förutsättningar att lära sig matematik. Man kan inte heller 

undgå att fundera över vad dessa olikheter beror på. Är det kanske så, som 

vissa hävdar, att vi föds in i detta samhälle med identiska möjligheter och 

att alla skillnader i förmåga avseende den ena eller andra färdigheten, kan 

tillskrivas olikheter i social miljö? Är det i så fall möjligt att genom en god 

skola och effektiva insatser utbilda bort denna ojämlikhet? Själv har jag 

alltid haft svårt att tro på det. Det ligger närmare till hands att tänka sig att 

varje människa inte föds som ett ”tabula rasa”, utan med ett antal 

egenskaper som kan utvecklas i olika grad i den sociala och kulturella 

omgivningen och med hjälp av den skola man går i. Enligt detta synsätt har 

varje människa, varje elev i skolan en personlig potential att tillägna sig 

kunskaper och färdigheter i vissa ämnen och i vissa avseenden.  Denna 

potential är möjligen genetiskt betingad, men är inte en gång för alla given 

utan möjlig att påverka genom bra eller dålig utbildning. För matematik 

speciellt kan vi kalla denna personliga egenskap för matematisk förmåga. 

Vilka uttryck den tar sig i en given kontext är vad den här uppsatsen 

handlar om. 

I min gymnasielärarpraktik har jag åtskilliga gånger fått erfara att vissa 

elever med uppenbart god matematisk förmåga på sin höjd presterar 

medelmåttigt på prov. På 1980-talet ställde jag en fråga i klassrummet till 

den naturvetaretta jag hade då: Har ni upptäckt att alla tal av typen abcabc 

såsom 637637 eller 780780 eller 666666 alla är delbara med 13.? Eleverna 

testade ett par exempel på miniräknaren och kunde bekräfta detta. Jag 

frågade klassen om någon kunde förklara detta fenomen så att jag blev 

övertygad. Knappt hann jag uttala min fråga innan en elev på första bänk 

räckte upp handen och gav en bra förklaring. ”Jo det är enkelt”, sa han. 

”För att få 637637 multiplicerar du bara 637 med 1001 och 1001 är delbart 

med 13”. ”Ja, och varje abcabc-tal är en produkt av 1001 och abc”, fann jag 

det nödvändigt att flika in, fast ingen verkade efterfråga den informationen. 

Den här eleven hade betyget tre i matematik på den betygsskala som då 

gällde, vilket kan översättas med ”genomsnittlig”.   

Vad sorts egenskap är då matematisk förmåga, som inte givet låter sig 

speglas i betyg och prov?  Hur kan man t.ex. undersöka dess natur och 

vilka uttryck tar den sig i samband med problemlösning? Åttio och 

nittiotalen svepte förbi och klasserna avlöste varandra. Frågan om den 

matematiska förmågans natur återkom till mig vare gång jag mötte en elev 

med talang som skolan inte förmådde fostra till fulländning. 

Nu, trettio år försenad, har jag tagit tag i frågan och ägnat fyra år på halvtid 

till ett systematiskt studium av detta begrepp. Föreliggande uppsats är en 

lägesrapport med vissa resultat, men ändå, som all forskning är, 

ofullgången. Det mesta av arbetet återstår. 
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Kapitel 1. Inledning 

Härom året berättade en av mina studenter för mig att han hade en dotter på 

9 år som hade en exceptionell matematisk begåvning. Hon behärskade det 

mesta av skolkursen upp till årskurs 6 trots att hon bara gick i trean. Hon 

kunde ledigt och enkelt utföra komplicerade multiplikationer och divisioner 

i huvudet.  

Detta som kunde ha blivit början till en framgångssaga förbyttes i sin 

motsats. Flickan mobbades av sina kamrater och de lokala 

skolmyndigheterna kunde inte finna någon bättre lösning än att placera 

henne i särskolan (!). Där anpassade hon sig och presterade efter bara ett 

halvår som en normal särskoleelev. Skolan hade gjort vad som krävts, man 

hade stoppat mobbningen. Den svenska skolan erbjuder utbildning för de 

”lagom begåvade” eleverna, men problemet med normalfördelningskurvans 

högra respektive vänstra svansar, som i alla tider gäckat skolpolitikerna, 

förblir olöst. Figuren nedan illustrerar detta.   

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Den här uppsatsen handlar om de mentala egenskaper vi människor 

använder oss av då vi arbetar med matematiska problem. Huvuddelen av 

texten är teknisk till sin natur och kopplingen till klassrumsverkligheten 

kan på sin höjd anas. Just därför menar jag att det är angeläget att 

problematiken med den matematiska förmågans natur relateras till den 

sociala kontext ur vilken begreppet emanerar. Det här kapitlet skiljer ut sig 

genom att det handlar om möjligheter och svårigheter med en skola där 
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undervisningen ska anpassas till varje elevs förutsättningar och behov som 

gällande läroplan för grundskolan föreskriver (Skolverket, 2011). 

Åtminstone indirekt speglar det bakgrunden till att jag kommit att 

intressera mig för det komplicerade och svårfångade begreppet matematisk 

förmåga. Ofta sammanhänger ett intresse för matematisk förmåga med en 

ambition att förbättra skolsituationen för elever med särskild fallenhet för 

matematik. Att skolan inte lyckas tillgodose denna elevgrupps behov att 

utvecklas i ämnet efter sin fulla potential är ett mångomvittnat faktum 

(Persson, 1997; Pettersson 2010; Winner, 1996). En reaktion på detta 

problem har varit att på olika sätt sortera barnen så att de högpresterande 

fått gå i egna grupper och där få undervisning på ”sin nivå”, medan de 

övriga och de svagpresterande fått nöja sig med en lägre ambitionsnivå vad 

gäller studieresultat. Tester som avslöjar elever med stor matematisk 

förmåga kom att bli ett viktigt instrument i denna sortering.  

 

1.1 Avhandlingens syfte 

Jag kommer i denna uppsats att fokusera den matematiska förmågans natur 

och möjligheterna att identifiera samt i någon mening mäta den. I ett längre 

perspektiv, dock utanför denna studies räckvidd, tänker jag mig att 

undersöka hur man i undervisningen bäst kan adressera och höja denna 

förmåga. Till detta återkommer jag i kapitel 7. 

Starka skäl talar för att vi bör betrakta matematisk förmåga som 

mångdimensionell på samma sätt som flera forskare menar att intelligensen 

är alltför komplicerad för att ett enda mått, intelligenskvoten, ska ge en 

rättvisande bild av en människas mentala kapacitet (Sternberg, 1988). Den 

huvudsakliga teoretiska ramen för min studie är Krutetskiis teori om 

matematiska förmågor (Krutetskii, 1976). Enligt denna teori kan den 

samlade matematiska förmågan ses som ett spektrum av ett antal (sju eller 

möjligen åtta) matematiska förmågor. Krutetskii visade att just hans system 

av matematiska förmågor var utmärkande för gruppen begåvade eller som 

han uttrycker det ”capable students. I Krutetskiis undersökning var 

matematikproblemen och förmågorna oberoende variabler, medan 

individens respons var den beroende. Min ambition är att byta perspektiv 

och istället studera förmågorna, när jag varierar individer och problem. En 

koncis formulering av mitt syfte med studien är: 

Att undersöka om det är möjligt att operationalisera Krutetskiis system av 

matematiska förmågor så att dessa blir möjliga att identifiera och tolka 

vid studier av individer som löser matematiska problem. 

Termen operationalisera innebär i den här kontexten att ge en viss 

matematisk förmåga eller en viss komponent i systemet av förmågor en 

preciserad innebörd, så att den blir möjlig att identifiera vid studiet av 

individers matematiska aktivitet. Förmågan eller komponenten tjänstgör 
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därmed som en operator på mängden av tänkbara elevlösningar eller 

elevresponser, som tillskriver responsen eller lösningen en viss 

karakteristik, som forskaren noterar för att sedan klassificera denna 

elevrespons. Jag vill poängtera att klassifikationen inte förutsätts vara 

hierarkisk till sin natur. För att analysera graden av matematiskt kunnande 

krävs enligt min mening en helt annan typ av verktyg. Dispositionen är i 

korthet följande: 

Kapitel 1. Inledning. Här ges en historisk exposé över det till synes eviga 

differentieringsproblemet inom den svenska skolan. Kapitlet utgör en 

politisk-pedagogisk bakgrund till den studie jag presenterar här.  

Kapitel 2. Den matematiska förmågan. Kapitlet behandlar begreppet 

matematisk förmåga och matematiska förmågor samt forskningen om 

dessa. Här introducerar jag Krutetskiis teori om den matematiska 

förmågans struktur, vilken utgör uppsatsens huvudsakliga teoretiska bas. 

Jag gör också en egen tolkning av hans taxonomi av åtta matematiska 

förmågor, med syfte att anpassa teorin till den specifika typ av 

undersökning jag gjort. 

Kapitel 3. Problemlösning.  I kapitlet diskuterar jag problemlösning i 

praktiken och forskning om problemlösning.  Vad skiljer exempelvis ett 

”problem” från det mer allmänna begreppet en ”uppgift”?  Jag tar upp 

något om förmågor och problemlösning och exemplifierar med resultat från 

aktuell forskning om problemlösning.   

Kapitel 4. Metodologi. Här diskuteras jag metodfrågor relaterade till min 

empiriska studie såväl teoretiskt som praktiskt. 

Kapitel 5. Den empiriska studien.  I detta avsnitt beskriver jag min 

empiriska studie: Jag beskriver och analyserar problemen, kommenterar ett 

antal elevlösningar och transkriptioner av gruppsamtal.  

Kapitel 6. Resultat. Här presenteras och kommenteras resultaten från den 

empiriska studien i koncentrerad form utifrån min ursprungliga 

frågeställning  

Kapitel 7. Diskussion. I detta avslutande kapitel diskuterar jag några av 

resultaten ytterligare. Vilken övrig närliggande forskning görs och i vilket 

sammanhang vill jag placera in denna studie? Hur kan och bör man bygga 

vidare på de erfarenheter denna studie ger?  

 

1.2. Från växelundervisning till den nioåriga grundskolan 

Tester som tagits fram med syftet att sortera de studielämpade från de 

mindre lämpade, förekommer flitigt i den svenska skolhistorien. Ett skäl 

för denna sortering har varit att slå vakt om den svenska kulturens och 

industrins ställning i Europa och världen, genom att förse skolans avnämare 
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med bästa möjliga mänskliga kapital. Gustaf Ruders testmodell, Snillevalet 

från 1737, kan ses som ett försök att genom en från skolan och 

skolmästaren oberoende bedömning avgöra varje elevs lämplighet för 

vidare studier (Wistedt& Sundström 2011). Ruder argumenterade för sin 

modell utifrån samhällsekonomin, argument som rimligen borde ha fallit i 

god jord vid denna tid som en lösning på det politiska problemet att 

åstadkomma ståndscirkulation, d.v.s. att ge de mest lämpade, oberoende av 

social status, möjlighet till inflytande över samhällsutvecklingen (jfr. den 

radikala franska lösningen på problemet!). Detta var dock något som inte 

alls gillades av ständerna och som troligtvis bidrog till att snillevalet 

förkastades. Det främsta skälet till att Ruders idé inte vann myndigheternas 

bifall var enligt Lundqvist (2009, s.164-165) att en från läroverket 

oberoende urvalsinstitution skulle tvingas på den autonoma skolan.  

Om Ruders tankar inte var i takt med samtiden, var den så kallade 

växelundervisningen eller Bell-Lancastermodellen mer framgångsrik cirka 

100 år senare. Under 1800-talets första hälft bredde den ut sig i vårt land. 

Skolformen konstruerades av engelsmännen Andreas Bell och Joseph 

Lancaster i början av 1800-talet, och ökade snabbt i popularitet (Sjöstrand, 

1970). Klassrummen var stora och bestod i regel av långbänkar och en 

upphöjd kateder längst fram. Läraren administrerade i denna lokal upp till 

200 elever samtidigt och delegerade undervisningen till de något duktigare 

eleverna, som kallades ”monitörer”. Dessa undervisades i sin tur av de 

ännu lite längre komna. Den fysiska ordningen i klassummet var också 

hierarkisk (Skolmuséet i Göteborg, 2010). Längst fram satt de som inte 

kunde något alls. När de lärt sig något kunde de kanske flyttas bakåt i salen 

där nya utmaningar väntade. De som inte motsvarade förväntningarna fick 

bli kvar. Sverige hade behov av kunnigt yrkesfolk och en bildad elit som 

kunde möta sina jämbördiga i Europa.  Utan tvekan spelade 

växelundervisningen en viss roll som katalysator i den dittills obefintliga 

ståndscirkulationen. En politiskt och intellektuellt utarmad adel och en 

obildad underklass utgjorde inte den bästa sociala strukturen för att Sverige 

skulle kunna återta sin ställning som kultur- och industrination i det 

expansiva Europa. Industrialiseringen krävde förvisso en frisk och lydig 

arbetarklass, men också en kår av ingenjörer och jurister att sköta 

kontakterna med myndigheter och affärsmän. Det fanns ett akut behov av 

utbildning och det gällde att få rätt sorts folk till den högre utbildningen. 

Samtidigt som växelundervisningen bidrog till att sätta fart på 

ståndscirkulationen, lade den också grunden till sorteringsskolan, där de 

lämpade valdes ut och de m mindre lämpade valdes bort. 

Bell-Lancaster-systemet fick hård kritik av liberala krafter och 

folkbildningsivrare och 1864 förbjöds modellen genom ett kungligt dekret 

(Skantze, 1989). Sedan införandet av en allmän folkskola 1842 drevs 

kravet på en sexårig allmän och lika obligatorisk bottenskola av radikala 
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liberaler och senare även av den spirande arbetarrörelsen. I spetsen för 

kampen under slutet av 1800-talet och början av 1900-talet stod den 

radikale folkskoleläraren Fritjuv Berg tillsammans med Sveriges allmänna 

folkskolelärarförening (Ohrlander, 1981). Berg blev senare 

ecklesiastikminister 1905-06 samt 1911-14 och drev som sådan kampen 

mot uppluckringen av bottenskolan. Hoten mot den sammanhållna skolan 

kom ifrån de så kallade B-klasserna och svagklasserna, som blev allt 

vanligare under 1900-talets första decennier. Avsikten med dessa var att 

skilja ut de ”underpresterande” eleverna från de övriga. Detta genomfördes 

under stort motstånd från åtskilliga progressiva skoldebattörer, som menade 

att skolan cementerade de sociala orättvisorna i samhället. Svagklasserna, 

menade Berg hotade att dela upp skolans elever i ett A-lag och ett B-lag 

(Axelsson, 2007). Med socialdemokraten Wärner Rydén som 

ecklesiastikminister i Edéns regering förverkligades senare Fritjuv Bergs 

vision om en allmän och likvärdig bottenskola i form av 1919 års läroplan.  

Fritjuv Bergs vision om den sammanhållna bottenskolan attackerades av 

dem som ansåg att de svaga eleverna utgjorde en riskfaktor för massan av 

skolbarn, då de förra kunde ha dåligt inflytande i klasserna. Likaledes fanns 

farhågor att landets industri och internationella konkurrenskraft hotades om 

inte de med ”läshuvud” fick utvecklas efter egen förmåga utan att behöva 

släpa sig fram i den normala folkskolan. 1927 års skolreform delade upp 

skolan i två parallella spår. Realskolan för de studiebegåvade och 

folkskolan med fortsättningsskola för de övriga. Till realskolan kunde man 

antas från årskurs 4 eller årskurs 6 beroende på bostadsort. Skälet till 

införandet av ett parallellskolsystem var, som nämnts, att värna Sveriges 

ekonomiska utveckling, att säkra återväxten av kompetens och 

innovationskraft åt industrin (Axelsson, 2007).  

Detta gillades dock inte av alla. Kampen mot parallellskolsystemet och för 

enhetsskolans idé tog fart under efterkrigstidens första år. 1946 och 1948 

års skolkommissioner andades en stark optimism om ett jämlikare samhälle 

med större rörlighet mellan samhällsklasserna såsom en följd av 

enhetsskolans införande. Reformförslaget präglades dock av idéer om ”fri 

uppfostran”, något som många idag skulle kalla ”flumpedagogik” 

(Ohrlander, 1981). Enhetsskolan byggdes ut, i början som ett 

försöksprojekt, för att senare under 1950-talet övergå i en permanent 

institution.  När bygget var färdigt 1961, var det dags för en ny skolreform 

1962, som innebar att den nioåriga grundskolan infördes. Dock innehöll 

grundskolan till en början rester av det gamla parallellskolsystemet. Från 

och med årskurs 7 skedde en differentiering med uppdelning i olika linjer 

där vissa var gymnasieförberedande och andra yrkesförberedande. 

Dessutom delades matematik och engelska in i allmän och särskild kurs. 

Att denna kvardröjande differentiering av skolan speglade sociala strata i 

samhället var uppenbar. För de som ville se skolan som en murbräcka för 
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att bryta upp klassamhällets orättvisor, återstod alltså att skärpa argumenten 

ytterligare.  

 

1.3 1970-1980-talen: Kunskap eller fostran  

Motsättningen mellan integration och differentiering, specialpedagogikens 

eviga dilemma, kom att ta en större plats i skoldebatten. Den på sjuttiotalet 

skolade marxisten skulle kunna betrakta motsatsparet blanda – sortera som 

tes – antites i en dialektisk relation, vars utveckling beskriver skolans 

förändringsprocess fram till den förlösande ”syntesen”. Denna dialektiska 

knut kunde inte lösas genom strukturella förändringar av skolan. Istället 

fick man ta itu med själva innehållet i det som skolan skulle lära ut. En 

teori om att kunskapen i sig var segregerande, fick fotfäste i skoldebatten. 

Åtminstone gällde det den form av ”akademisk kunskap”, som lärdes ut 

från våra katedrar. Så här kunde exempelvis f.d. skolminister Lena Hjelm-

Wallén uttrycka saken: 

“Frågan är vilka kunskaper skolan lär ut. Vi har tröttnat på att eleverna matas med 

traditionellt kunskapsstoff. Eleverna borde jobba mer med kunskaper man kan få ute i 

verkligheten t. ex. om teknik, arbetslivet, samlevnad med människor. Det är inte 

kunskaper för akademiska finsmakare. 

(Lena Hjelm- Wallén i Helldén, 1982, s.34).  

Hur denna nya kunskap, som inte bidrog till segregering, egentligen skulle 

se ut var det få som kunde reda ut. Ur mitt eget minnesarkiv från det tidiga 

80-talets lärarutbildning erinrar jag mig att multiplikationstabellen och 

frågan om hur många ben en spindel har, kunde klassificeras som 

”ytkunskap” och därför ingenting som skolan borde förmedla.  Att skolan 

överhuvud taget skulle ägna sig åt att förmedla kunskap var ingalunda en 

självklarhet. I Betygsutredningen BU-73 kan man läsa:  

"Betygens hittillsvarande roll som den huvudsakliga grunden för urval till fortsatt 

utbildning och arbetsliv medför att arbetet i skolan riskerar att få en inriktning mot att 

meddela kunskaper och färdigheter" (SOU 1977:9, sid.83).  

Ambitionen var att skapa en skola, som motverkade den sociala 

skiktningen i samhället och som fostrade till jämlikhet. Utredningen 

förespråkade en helt betygsfri skola, men i propositionen stannade man vid 

att behålla betygen i årskurs åtta och nio. Dock slopades alternativkurserna 

i matematik och engelska. Nu var alltså enhetsskolans idé realiserad och 

nivågruppering, permanent såväl som temporär, var borta. Därmed föddes 

Lgr 80, en ny läroplan för grundskolan som kom att utgöra en höjdpunkt 

för den pedagogiska progressivismens inflytande över den svenska skolan. 

Detta skedde till priset av en nivellering av kunskapsbegreppet. Ett visst 

motstånd mot vad man såg som kunskapsnihilism och antiintellektualism i 

den svenska skolan växte fram under 1980-talet under namn som 

Aktionsgruppen ”Kunskap i skolan”, tidskriften ”Äpplet” och ”Föreningen 
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Kunskap i skolan”. Rörelsen hade en bred politisk förankring från den 

yttersta utomparlamentariska vänstern till folkpartiet och moderaterna, 

vilket förklarar att den trots sin litenhet ändå fick ett visst inflytande på den 

framtida skolpolitiken. Ett tecken på vändning kunde vi se i 1994 års 

läroplan, vilken markant skiljer sig från sin föregångare såtillvida att 

kunskapsmålen starkt betonas i varje ämne. Vidare placeras individen 

(eleven) i centrum istället för gruppen (kollektivet).  

”Undervisningen ska anpassas till varje elevs förutsättningar och behov. Den skall med 

utgångspunkt i elevens bakgrund, tidigare erfarenheter, språk och kunskaper främja 

elevernas fortsatta lärande och kunskapsutveckling” (Skolverket, 2006 Lpo 94, s.4).  

Som tidigare nämnts har skolan alltid haft svårt att hantera ”svansarna” på 

normalfördelningskurvan. Integrera eller sortera är nu som alltid det 

centrala dilemmat inom specialpedagogiken. Sorteringen har prövats förr 

(20-talets svagklasser och realskola för de studiemotiverade), med 

resultatet att de svaga blir än svagare då de skiljs ut och att de duktiga 

visserligen får växa friare och kan nå högre höjder i en elitklass, medan 

normalklassen dräneras på högpresterande. Detta dilemma har utifrån de 

svagbegåvades och lågpresterandes synvinkel beskrivits väl av exempelvis 

Mara Westling Allodi (2002) i hennes doktorsavhandling. Samma 

författare har också på senare tid intresserat sig för den högra svansen på 

nämnda kurva och där konstaterat en ny dimension hos nämnda dilemma 

inom pedagogiken. Visserligen garanterar Lpo-94 varje elevs rätt att få 

undervisning anpassad till hennes eller hans behov, men en mycket liten 

andel av svensk lärarkår anser att de akademiskt begåvades eventuella 

behov är någon angelägenhet för skolan (Westling Allodi & Rydelius, 

2008).  

Dessa resultat bekräftas av Eva Pettersson (2011), som i sin 

doktorsavhandling redovisar en enkätundersökning med 180 

matematiklärare, som fick ta ställning till frågor om hur de tillgodoser de 

matematikbegåvade elevernas behov. Den dominerande uppfattningen bland 

lärarna var att ”de duktiga klarar sig själva” och därmed inte skulle vara i 

behov av någon speciell uppmärksamhet. Lärarna tycktes också mena att 

resurserna för undervisningen inte räcker till för att särbehandla de 

begåvade.  

 

1.3 De med fallenhet och intresse 

Termen ”begåvad” för tankarna till en från födseln gudagiven egenskap, 

någonting som därigenom är statiskt och som varken går att förvärva 

genom idogt arbete eller köpas för pengar. Termen är olycklig, men 

används icke desto mindre i vetenskapliga sammanhang. Den engelska 

termen är gifted och utbildning av sådana begåvade individer kallas gifted 
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education.  Utan några ambitioner att här prestera en heltäckande definition 

av begreppet ”begåvad elev” ger jag här några ansatser till avgränsning:  

Benjamin Bloom (1985) menar att begåvning är en ovanligt hög grad av 

förmåga inom ett eller flera områden.  Ellen Winner (1996), världsledande 

expert på särbegåvning definierar begreppet begåvat barn genom att 

precisera vissa karakteristiska egenskaper som skiljer dessa barn från 

andra:  

1. Brådmogenhet 

2. Egensinnighet och vägran att anpassa sin inlärningstakt till omgivningen 

3. Besatthet av att behärska sitt område 

Är dessa karakteristika exceptionellt starkt uttalade använder Winner 

termen underbarn. Vidare diskuterar hon vissa myter om begåvade barn 

och avslutar med tesen att dessa barn ingalunda utmärker sig genom sin 

goda anpassning till skolan utan tvärtom far illa. De utgör en grupp med 

särskilda utbildningsbehov i samma måtto som de med 

inlärningssvårigheter.  

Är de begåvade barnens behov en angelägenhet för svensk skola? Svaret är 

inte självklart och många svenskar har ett ambivalent förhållande till 

frågan.  Ett nyckelord i svensk utbildningspolitik är sedan femtiotalet 

konvergens. Den påbjudna konvergensen skulle även gälla klassrummet. 

De svaga skulle hjälpas upp och de starka hållas tillbaka. Politiken 

förklarades till exempel av Olof Palme (1970) så här:  

(undervisningen) “får inte innebära att elever med olika bakgrund och skiftande 

förutsättningar får gå igenom kurser så snabbt de hinner och orkar; det skulle ytterligare 

öka klyftorna. En sådan form av individualisering innebär också att skolan i stor 

utsträckning inte kommer att klara sin uppgift att öva upp förmågan hos eleverna att 

samarbeta i grupp” (Palme, 1970, s. 14-15).  

Med skolans begränsade ekonomiska resurser skulle alla ansträngningar 

satsas på att hjälpa de svagaste att nå kursmålen medan de elever som 

klarar minimikraven fick lämnas åt sig själva. Detta var i linje med 

konvergenskravet och ”korrekt” i förhållande till det senare 1900-talets 

utbildningspolitik.  

Idag har vi facit. De återkommande internationella studierna om elevers 

kunskaper i matematik och naturvetenskap visar att svenska skolbarn 

presterar allt sämre i matematik och naturvetenskap än tidigare år 

(Skolverket, 2008). Antalet elever som lämnar årskurs 9 utan att uppnå 

godkänt i de tre ämnena matematik, engelska och svenska, ökar 

oroväckande sedan millenniumskiftet och nådde 2010 rekordnivån 14000 

(Skolverket 2010 a). Samtidigt minskar nivån på topparna och allt färre 

som tas in på de tekniska högskolorna klarar av utbildningen (Thunberg & 

Filipsson, 2006).  
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1994 års läroplan öppnade för en brytning med konvergenstänkandet inom 

utbildningspolitiken och ett accepterande av mångfalden. Dock var 

avståndet fortfarande långt till att erkänna de begåvade elevernas behov. 

Fortfarande brottades skolsystemet med målkonflikten mellan att å ena 

säkerställa en likvärdig utbildning åt alla och å andra sidan att understödja 

varje elevs möjlighet att utveckla sin talang maximalt efter sin förmåga.  

1994 kom en rekommendation från Europarådet, nr. 1248, vilken Sverige 

anslutit sig till. Europarådet slår fast att varje barn med särskild begåvning 

också är i behov av särskilt stöd (Council of Europe, 1994). Värt att notera 

är att rekommendationen inte innebär att särskilda elitklasser bör skapas, 

utan att varje medlemsland istället bör utveckla en pedagogik som inom 

ramen för det blandade klassrummet tillgodoser de begåvade elevernas 

behov. Sveriges regering beslöt att satsa 1 miljon initialt till forskning om 

att utveckla en sådan pedagogik i matematik vid dåvarande Växjö 

universitet, numera Linnéuniversitetet, samt en lika stor summa till musik 

vid Luleå Tekniska universitet (Prop. 2002/03:1). Detta blev startskottet för 

ett 6-årigt projekt vid Linnéuniversitetet finansierat av Vetenskapsrådet, se 

www.giftedmath.se (Wistedt, 2008). Denna uppsats utgör en delstudie 

inom projektet. 

På initiativ från EU kom 2005 en statusrapport (Mönks & Pfluger, 2005), 

där varje lands utbildningsministerium kort rapporterade om nationella 

åtgärder för att stödja och utveckla akademisk talang hos landets 

skolelever. Den svenska insatsen på området är vid en jämförelse med 

övriga EU-länder inte imponerande. Först och främst tog det 8 år innan 

regeringen alls behandlade ärendet. Inget styrdokument eller annan revision 

av läroplanen genomfördes, inte heller förordade man att de begåvade 

barnens behov skulle uppmärksammas på annat sätt. Rapporten vittnar om 

en ambivalens mellan å ena sidan varje elevs rätt att utveckla sina 

kunskaper och färdigheter efter egen förmåga (Lpo-94) och den rådande 

skolideologins konvergens- och jämlikhetsnormer å den andra. Lösningen 

av denna pedagogiska målkonflikt har kommit att bli att eleverna hänvisas 

till enskilt arbete med läroboken (Wistedt & Sundström, 2010), på 

bekostnad av den viktiga kommunikationen i matematikklassrummet.  

En av mycket få svenska forskare som ägnat sig åt gifted education, Roland 

Persson, menar att denna vulgärtolkade egalitarism : 

”…rather than being a necessarily political notion, should be considered as an intrinsic 

part of Swedish culture” (Persson, 1997, p. 62).  

Persson studerade attityder till och kunskaper om begåvade barn hos 232 

lärare, som undervisade 2462 elever (7-16 år).  Lärarna bedömde att 9 % av 

eleverna var att betrakta som begåvade och 60 % av lärarna ansåg att dessa 

elever var i behov av särskilt utbildningsstöd, dock utan att kunna ange 

vilken form detta skulle ta. Här antyds ett stort utbildningsbehov av lärare. 

http://www.giftedmath.se/
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Utbudet är magert. Regelrätta kurser för verksamma och blivande lärare 

ges bara vid Jönköpings högskola samt vid Linnéuniversitetet. Om man nu 

anser att någonting bör göras för de begåvade barnen är frågan om att 

integrera eller sortera akut. Som tidigare i historien ligger det sistnämnda 

alternativet nära till hands. 

2009 startades med regeringens stöd ett litet antal klasser med inriktning på 

spetskompetens i matematik på gymnasienivå. Givetvis gynnas eleverna i 

dessa klasser, som får en undervisning på en mer passande nivå. Det är 

dock inte fråga om nivågruppering i den mening vi lärt känna den, utan en 

form av intresseval där ett mycket litet antal elever med ett starkt intresse 

och fallenhet för ämnet får möjlighet att odla sin passion. Men genomförs 

detta på bred front, kan man befara att de ursprungliga klasserna dräneras 

på begåvningskapital med sänkta individuella elevprestationer som följd. 

Wistedt & Sundstöm (2011) påpekar att om det numera i Sverige blivit 

accepterat att tala om utveckling av matematisk talang så har detta kommit 

att betraktas från två väsensskilda perspektiv. Det ena perspektivet, det 

elitistiska leder tillbaks till parallellskolsystemet, där en elit väljs ut för en 

specialiserad utbildning. Denna tolkning möter vi ofta i skoldebatten. 

Författarna förespråkar emellertid det alternativa synsättet enligt vilket 

begreppet likvärdig utbildning och hög kvalitet samverkar symbiotiskt på 

klassrumsnivå. 

Denna vision delas också av Anne Watson, som beskriver hur en lärare 

genom omsorgsfullt val av stoff och metod kan få miljön i det matematiska 

klassrummet att passa alla (Watson, 2006). Klassrumsdiskussionerna som 

redovisas i hennes studie var på hög nivå och eleverna visade prov på 

utvecklat matematiskt tänkande, trots att de tidigare bedömts vara 

svagpresterande. 

Matematiska förmågor och matematisk fallenhet följer inte alltid elevens 

prestationer i klassen och syns inte alltid i form av ett gott betyg. Även om 

bedömningsmallar i samband med nationella prov har utvecklats starkt de 

senaste åren och blivit allsidigare och inkluderar fler aspekter av 

matematisk färdighet än tidigare, så saknas fortfarande 

bedömningsinstrument för de kreativa kvaliteterna i ett matematiskt 

resonemang. Watsons bok från 2006 ger stöd för uppfattningen att ”gifted 

education” inte behöver innebära att eleverna nivågrupperas mer eller 

mindre varaktigt. Åtskillig övrig forskning som till exempel (Boaler, 2008; 

Boaler, William & Brown, 2000) ger ytterligare stöd för denna tes.  

  



16 

 

 

Kapitel 2 Teorier om matematisk förmåga 

2.1 Begreppet ”Matematisk förmåga”  

Skolelevers prestationer i matematik varierar avsevärt. Orsakerna till detta 

är flera. Enligt en skolverksutredning med titeln ”Vad påverkar resultaten i 

svensk grundskola” (Skolverket, 2009), spelar de socioekonomiska 

förhållandena en avgörande roll för elevernas lärande. Lika viktiga för 

studieresultatet är utbildningens organisation samt hur ämnet lärs ut i 

klassrummet. I rapporten konstaterar utredarna att klyftorna mellan hög- 

och lågpresterande elever vidgas, samt att eventuella specialpedagogiska 

insatser ibland kan ha kontraproduktiv verkan (Skolverket, 2008).  

En vanlig åsikt är att skillnader i matematiska prestationer bäst låter sig 

förklaras genom att olika personer har olika mental konstitution. 

Uppfattningar som att vissa personer är utrustade med en ”mattehjärna”, 

medan andra istället kan ha en ”språkhjärna”, ”musikhjärna” eller ”näsa för 

affärer” bygger på grova förenklingar eller vantolkningar av de mänskliga 

förmågornas natur. Matematikern Keith Devlin (2000) kritiserar denna 

förenklade syn i sin bok ”The Math Gene”. Han ger där en komplex bild av 

den matematiska förmågan, som han menar är sammansatt av ett antal 

komponenter som exempelvis ” algorithmic ability”, ”a sense of cause and 

effect”, och ” the ability to handle abstractions”, totalt nio förmågor. Detta 

gör han utan att göra anspråk på någon större grad av vetenskaplig 

precision. 

På en webbsida från Skolverket talas det om matematiska förmågor så här: 

”Problemlösningsförmåga - förmåga att lösa en uppgift där eleven inte har en färdig 

lösningsmetod.   Begreppsförmåga - förmåga att förstå och analysera matematiska 

begrepp. Kommunikationsförmåga - förmåga att kommunicera i tal, skrift och handling 

med ett matematiskt språk ” (Skolverket, 2010 b). 

Här används termen matematiska förmågor i ungefär samma mening som 

”kompetenser” i Niss och Jensens KOM-rapport (Niss & Jensen, 2002), för 

att beteckna en rad utbildningsmål som ska genomsyra varje moment i den 

danska kursplanen i matematik.  

Mycket talar för att det är nödvändigt att skilja begreppen förmågor och 

kompetenser åt. Koshy, Ernest och Casey (2008) försöker bringa reda i 

begreppen så här:  

“An ability is the quality of being able to do something; a natural or acquired skill or 

talent. Thus mathematical ability is the quality of being able to do mathematics that is 

being able to perform mathematical tasks and to utilise mathematical knowledge 

effectively. This could be in selected areas of mathematics or more widely. For school 
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students, mathematical ability is normally manifested in accomplishing tasks related to 

the mathematics curriculum. However, there is also a further dimension to mathematical 

ability, namely a potential or future-oriented skill; the capacity to learn and master new 

mathematical ideas and skills, as well as to solve novel and non-routine problems. 

Because of this dimension, mathematical ability is not observable. It can only be 

inferred from observed performances and therefore remains elusive and any diagnosis 

of its extent must remain tentative and conjectural” (Koshy, Ernest & Casey, 2008, 

pp.217-218).  

Jag föredrar den senare och snävare innebörden av begreppet ”förmåga” . 

Det innebär att jag ser förmågan (ability) som en psykologisk egenskap; en 

potential att göra framsteg i en matematisk aktivitet. Förmågan är alltså 

starkt orienterad mot individen och tämligen oberoende av samhällets 

förväntningar. Kompetensen däremot, reflekterar samhällets förväntan på 

individen och speglar i form av individens handlingar en eller flera av 

hennes underliggande förmågor. ”Ability” i den förstnämnda, vidare 

tolkningen är i huvudsak liktydigt med kompetensbegreppet. 

Denna tolkning av begreppet förmåga inte oproblematisk. Koshy, Earnest 

och Casey slår ju fast att matematisk förmåga inte kan observeras. Vore det 

hela ”sanningen” skulle begreppet vara meningslöst. Å andra sidan är det 

rimligt att den matematiska förmågan på något sätt speglar sig i 

observerbara prestationer i samband med en matematisk aktivitet. Väl 

medvetna om osäkerheten i eventuella resultat borde det därför vara möjligt 

att spåra och identifiera matematisk förmåga genom att med ”rätt nycklar” 

studera personers sätt att angripa och arbeta med matematiska problem. 

 Under hela förra seklet drog begreppet matematisk förmåga till sig 

psykologers, pedagogers och matematikdidaktikers intresse. Svensken 

Ingvar Werdelin gjorde ett ambitiöst försök att närma sig denna i verket 

”The mathematical ability” (Werdelin, 1958).  Efter att ha kritiskt gått 

igenom tidigare försök att definiera begreppet matematisk förmåga, 

presenterar han sin egen definition: 

”The mathematical ability is the ability to understand the nature of mathematical (or 

similar) problems, symbols, methods and proofs; to learn them, to retain them in 

memory and to reproduce them: to combine them with other problems, symbols, 

methods and proofs; and to use them when solving mathematical or similar tasks” 

(Werdelin, 1958 s. 13). 

Werdelins definition har ett par utmärkande drag. För det första är den inte 

relaterad till någon speciell matematisk aktivitet som till exempel att lösa 

utmanande problem, vilket en del tidigare definitioner gjort. Werdelins har 

ett bredare anslag. Matematisk förmåga är till viss del en förmåga att förstå, 

och till viss del att kunna använda den matematiska informationen i 

problemlösning. Han tänker sig den matematiska förmågan beroende av ett 

antal, sex närmare bestämt, apriori givna faktorer vilka han försöker 
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korrelera dels med varandra, dels med testelevernas skolprestationer i form 

av betyg. I sin undersökning finner han stark korrelation mellan faktorerna 

g och R, där g står för ”general  factor” och R för ”General Mathematical  

Reasoning factor” (Werdelin,1958). Faktorn ”g” ansågs av flera psykologer 

från förra seklet snarare mäta allmän intelligens än rent matematiska 

färdigheter och R- faktorn täcker in det mesta som handlar om att tänka och 

resonera matematiskt. Mellan övriga faktorer finner Werdelin svaga eller 

obetydliga korrelationer.  Hans metod att finna eventuella samband är 

faktoranalys, en metod som var mycket vanlig runt mitten av förra seklet. 

Hans data består av testresultat från 50 olika tester med drygt 20 uppgifter i 

varje test. Testpopulationen bestod av ett stort antal elever från ”Högre 

allmänna gossläroverket i Helsingborg” i åldrarna 13 till 16+ år. Med de 

givna ”faktorerna” kan man, om man vill, se den matematiska förmågan i 

Werdelins tolkning som ett multidimensionellt begrepp. Dock höll han fast 

vid sitt mål att definiera ett endimensionellt mått på matematisk förmåga, 

något som han aldrig lyckades med. Han lyckades emellertid påvisa en 

positiv korrelation mellan Faktorn ”R” och matematikbetyget . Detta 

indikerar enligt Werdelin att de matematiska tester han använt sig av i sin 

analys verkligen indikerar graden av matematisk förmåga. Intressant i 

sammanhanget är Krutetskiis kritik av Werdelins arbete:  

”In our opinion the fact that such a correlation betokens something else: School marks 

in mathematics (grades or points) as is well known, represent one‟s level of knowledge 

in mathematics and skills in mathematics (that is what they are meant to do) and are 

therefore a basis for claiming that Werdelins mathematical tests are indicators of 

knowledge and skills in mathematics, not of mathematical ability”  (Krutetskii, 1976, p. 

35). 

Werdelins försök att fånga in och förklara den matematiska förmågan och 

att identifiera denna som den allmänna matematiska resonemangsfaktorn 

föll platt till marken. Vore skolbetyget ett bra mått på matematisk förmåga, 

så hade vi väl knappast behov av att skaffa oss ytterligare ett. 

Vetenskapsfilosofen Peter Damerow har ägnat den matematiska förmågan 

ett kapitel i sin bok ”Abstraction and Representation”. Han skriver 

angående den matematiska förmågan:  

”The performance that can be achieved in solving problems depends on a number of 

traits which the student possesses; the latter however may be present to varying degrees. 

The probability to solve each individual problem is defined by a specific function which 

assigns the appropriate probability for solving the problem to each and every 

constitution of traits. The traits are conceived of as measurable variables, largely 

independent of the contents of the problems” (Damerow, 1996, p. 93). 

Dessa individuella karakteristika (traits) antas kunna variera över en längre 

tidsperiod bland annat på grund av individens val av utbildning och träning, 

men i det korta perspektivet förblir de mer eller mindre konstanta. Detta 
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konstaterande är förstås ett nödvändigt villkor för att det ska vara 

meningsfullt att definiera mått på dessa karakteristika. Damerow beskriver 

hur en konstruktion av en taxonomi av sådana egenskaper kan konstrueras 

och experimentellt verifieras genom att analysera integriteten och 

oberoendet av var och en av de karakteristiska egenskaperna.  När testerna 

är genomförda och en lämplig metrik är definierad på systemet av 

”individuella egenskaper”, kan man se den matematiska förmågan som en 

linjärkombination av specifika ”traits”. Vad vi därmed har uppnått är 

följande: 

”The traits obtained in this fashion from psychometric test results are, therefore, specific 

theoretical constructs within the framework of the general explanatory model, that seeks 

to reduce correct solutions of tasks and problems to personality traits” (Ibid., s.95).  

Det är anmärkningsvärt att Damerow i sitt verk helt lyckas förbigå V.A. 

Krutetskii, förra seklets gigant inom forskningsfältet matematisk förmåga.  

En förklaring till detta icke-omnämnande kan vara att Damerow arbetar i 

en psykometrisk tradition, där psykiska egenskaper (som intelligens t.ex.) 

tilldelas numeriska värden, som utnyttjas till att jämföra individer. 

Krutetskii å andra sidan ogillade starkt den västerländska, som han kallar 

”den borgerliga” psykometriska trenden inom utvecklingspsykologin. Han 

argumenterar i stället starkt för den matematiska förmågan som en 

flerdimensionell, icke metriserbar storhet.  

I det här avsnittet har jag försökt avgränsa begreppet matematiska förmågor 

gentemot matematiska kompetenser. Vidare har jag påbörjat en diskussion 

om möjligheterna att observera och mäta sådana förmågor. I nästa avsnitt 

fördjupar jag diskussionen om förmågornas natur och preciserar därmed 

den teoretiska basen för min studie.  

 

2.2  Krutetskiis teori om matematiska förmågor. 

Sedan Krutetskiis forskning blivit känd för västvärlden genom några 

konferensrapporter och artiklar i engelskspråkiga tidskrifter, var han snart 

ett stort namn i pedagogiska och psykologiska kretsar i väst. Hans 

forskning ansågs unik, då dess inriktning på skillnader i matematisk 

förmåga bland barn i femtiotalets Sovjet, stred mot det gängse mönstret i 

den dåtida sovjetiska vetenskapen. Eftersom skillnader i förmåga, av vad 

slag det vara må, enligt rådande doktriner bara kunde förklaras utifrån 

klassmässiga förhållanden och eftersom klasserna genom sovjetsystemet 

hade avskaffats, kunde sådana skillnader bara bero på ofullkomligheter i 

det socialistiska samhället. Krutetskiis forskning förvånade därför kollegor 

från väst. Hans växande popularitet i väst fick honom att sammanställa tolv 

års intensiv forskning i verket: Psikhologiia matematicheskikh 

spospobnostei  shkol’nikov 1968 , som 1976 genom Jeremy Kilpatricks 

försorg  kom ut i engelsk översättning (Krutetskii,1976). 
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The Psychology of mathematical abilities in schoolchildren är ett 

standardverk inom den pedagogiska psykologin såväl som inom 

matematikdidaktiken. Under 1980-talet var den ofta citerad i 

matematikdidaktisk litteratur och även nu, 35 år efter dess publicering i 

väst, använder sig forskare i matematikdidaktik av olika delar av 

Krutetskiis teorier. Av verkets titel framgår att Krutetskii föredrar att hellre 

tala om en mångfald matematiska förmågor än om den matematiska 

förmågan. Varje människa skulle därmed ha en uppsättning matematiska 

förmågor utvecklade i större eller mindre grad, som synliggörs och 

aktiveras vid matematisk verksamhet. 

Krutetskii inleder sitt verk med en diger litteraturgenomgång av 1900-talets 

(fram till 1965) forskning om förmågornas psykologi. Han behandlar 

därvid Västerländska (”buorgoise”) och sovjetiska forskare separat och är 

noga med att poängtera deras skillnader i grundsyn beträffande mänskliga 

förmågor. 

“The basic question, in which the reactionary essence of many foreign theories of ability 

is at most pronounced, is the matter of the relationship between what is innate and what 

is acquired in the formation and development of abilities” (Ibid., p.8). 

Krutetskii slår fast att ”borgerliga” psykologer i allmänhet betonar det 

medfödda och det biologiska arvets betydelse för utvecklingen av olika 

talanger. Detta kontrasteras mot de marxistiskt influerade psykologer, som i 

frågan om arv eller miljö tveköst hävdar den sociala uppväxtmiljöns 

betydelse för förmågornas utveckling. En annan tvistefråga mellan 

”progressiv (t.ex. Sovjetisk)” psykologi handlar om psykometrins ställning. 

I USA och i övriga västvärlden utvecklades en testkultur som kom att 

genomsyra hela samhället. Krutetskii citerar David Goslin (1963), en 

samtida amerikansk progressiv sociolog. Goslin hävdar bland annat att 

intelligenstest inte visar någonting annat än individens förmåga att korrekt 

besvara testets frågor och att intellektuella förmågor inte är någonting annat 

än en ”hypotetisk konstruktion”, där olika författare har sin specifika 

tolkning av begreppet intellektuell förmåga.  

Det vore givetvis en fördel om varje studie av matematisk förmåga kunde 

börja med en definition av den intellektuella förmågan i allmänhet, menar 

Krutetskii (ibid. s. 21). Inför utarbetandet av en sådan definition tänker sig 

Krutetskii att man måste skilja på å ena sidan ”vanlig skolförmåga” alltså 

att hantera matematisk information som förekommer i läroböckerna och i 

lärarens undervisning och å den andra kreativ matematisk förmåga. Idag 

betonas dock den matematiska aktivitetens kreativa natur alltmer i våra 

kursplaner, varför skillnaden mellan de två olika slagen av matematisk 

förmåga som Krutetskii talar om blir allt mindre relevant. Däremot finns 

det skäl att tala om olika komponenter i den matematiska förmågan, vilka 

svarar mot olika aspekter av den matematiska praktiken. 
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Krutetskiis definition av förmågor i allmänhet är starkt kopplad till skolans 

matematiska aktiviteter. Detta ska jämföras med Werdelin, som föredrar att 

koppla begreppet till bland annat individens förståelse av matematiska 

begrepp och metoder (Werdelin, 1958). 

”By the ability to learn mathematics we mean individual psychological characteristics 

(primarily characteristics of mental activity) that answer the requirements of school 

mathematical activity… (Krutetskii, 1976, p.7)”. 

Och vidare: 

“Therefore the investigation of a pupils‟ mathematical ability is also an investigation of 

his mathematical activity, but from a certain standpoint” (Ibid., p.72 kursivering i 

original). 

I likhet med Koshy, Ernest och Casey (2008) diskuterar också Krutetskii 

begreppet ”ability” utifrån en psykologisk utgångspunkt. Till skillnad från 

de tre förnekar inte Krutetskii att olika matematiska förmågor är 

observerbara, förutsatt att observationen görs under en matematisk aktivitet 

som stimulerar en sådan förmåga. 

“Mathematical ability (as in general all ability for complex types of activity) is a mental 

formation that is complex in structure. It is a unique synthesis of properties, an integral 

quality of the mind including diverse mental aspects and developed during the process 

of mathematical activity. This aggregate is a unique distinct whole; only for purposes of 

analysis do we single out individual components, by no means regarding them as 

isolated properties. These components are closely connected, influence each other and 

form in their aggregate a single system, whose manifestation we conventionally call the 

mathematical giftedness syndrome (a number of interrelated elements that characterize 

the psychological phenomenon)“   (Krutetskii 1976,  p. 76).  

Det vi kallar en matematisk förmåga, kallas av Krutetskii här en 

komponent och är en oskiljaktig del av ett konglomerat av egenskaper. På 

andra ställen i boken använder han termen ”ability” i samma betydelse som 

”component” i detta citat. När en forskare analyserar en individs beteende 

under en matematisk aktivitet och konstaterar existensen av en enskild 

komponent, såsom ”förmåga till flexibilitet i tanken”, är det fråga om en 

apparent förmåga.  Kunskapen om ”das Ding an sich ”, för att parafrasera 

Kant är dold och oåtkomlig för våra analysinstrument. Med en parallell 

från fysiken kan vi likna förmågor vid de tre kvarkarna i en proton: de är 

oskiljaktiga och kan inte ens i teorin observeras enskilt. Trots detta är det 

möjligt att indirekt genom experiment dra slutsatser om de enskilda 

kvarkarnas egenskaper. Enligt Koshy, Ernest och Casey (2008) är även den 

apparenta förmågan en svårfångad (elusive) enhet. Vill man med ett visst 

mått av säkerhet kunna tillskriva en individ en viss förmåga, skulle detta 

kräva omfattande undersökningar. 



22 

 

Dock finner jag det rimligt att acceptera ovanstående som en del av den 

teoretiska basen för detta arbete. Detta har givetvis konsekvenser för hur 

man ser på möjligheterna till resultatens och metodens användbarhet i det 

pedagogiska arbetet. En sådan konsekvens är att en eventuell metrik på 

”rummet av förmågor” i likhet med vad Damerow önskar sig, inte kan bli 

ändamålsenlig. 

Krutetskii slår flera gånger fast att målet med att studera matematiska 

förmågor är att resultaten ska kunna användas för att förbättra undervisningen 

i matematik så att den anpassas till såväl alla elever som till de med stor 

utvecklingspotential. Han skriver till exempel så här angående sin studies 

grundläggande mål: 

”The basic goal toward which a scientific elaboration of the problem of mathematical 

abilities should be directed is to create psychological foundations for an active 

pedagogy of abilities. In order to answer the question posed above we must know in 

advance just what mathematical abilities are – which individual psychological features 

influence successful mastery of mathematics, that is what makes a person 

mathematically able?”  (Ibid., s.77 kursivering i original). 

Här uttrycker Krutetskii sin egentliga forskningsfråga, den som hans stora 

studie syftar till att besvara: Vad konstituerar matematisk förmåga?  

Krutetskiis första uppgift är att formulera ett system av förmågor eller, som 

han ibland själv benämner dem, system av komponenter av matematisk 

förmåga, som är möjligt att analysera och som uppfyller vissa krav. Det ska 

för det första vara möjligt att adressera enskilda förmågor (komponenter) 

hos en individ genom välformulerade problem. För det andra ska de ”mest 

kapabla” individerna i en population besitta dessa förmågor i signifikant 

högre grad än genomsnittet. 

För att skaffa sig ett sådant ”hypotetiskt system” av förmågor, intervjuar 

han och hans team 56 matematiklärare verksamma i sovjetiska skolor 

mellan 1958-60. Vidare skickar han 1965 en enkät till 50 sovjetiska 

matematikprofessorer med nedanstående tre frågor, vilka fullständigt 

besvarades av 21 av professorerna. 

”1. What qualities of the mind, in your opinion make a person mathematically able? 

2. To what extent are mathematical abilities general or specific intellectual abilities? 

3. What are your views of the presence of different types of mathematical abilities?” 

(Ibid., p.83). 

Den tredje källan till det hypotetiska systemet av förmågor var biografier 

över 84 prominenta matematiker och fysiker världen över. Syftet var att 

undersöka möjliga särdrag i deras matematiska tänkande. Information från 

dessa undersökningar tillsammans med andra överväganden ledde fram till 

en preliminär hypotes om förekomsten av nio matematiska förmågor, som 

senare skulle reduceras till sju. En åttonde förmåga tillkommer senare utan 

tydlig motivering.  Inspirerad av bland annat Polyas modell (Polya, 1964) 
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för problemlösning delar Krutetskii in förmågorna i tre kategorier med 

hänsyn till olika faser i en problemlösningsaktivitet: 1. Att samla in 

information 2. Att processa information, och 3. Att minnas information.  

Inom dessa kategorier finns en förmåga i vardera Grupp 1 och 3, medan det 

i grupp 2 kan urskiljas fem eller sex förmågor.  

Bokens kärna är den omfattande experimentella undersökning han utför i 

syfte att slå fast konsistens och relevans i sitt system av förmågor. 

Huvudkällan till de rådata han utnyttjar är de barn och ungdomar vars 

matematiska utveckling han studerar med tester och intervjuer under en 

tidsrymd av nio år. Hans verktyg är: 

“a special system of experimental problems … designed to expose characteristics of the 

mental activity of pupils with various abilities in mathematics” (Krutetskii, 1976, s.98). 

Totalt använde han 26 testserier med i genomsnitt cirka tre tester i varje 

serie.  Varje test bestod av 10-20 uppgifter som var tänkta att adressera 

samma hypotetiska förmåga. Med tanke på att sammanlagt 192 elever 

undergick dessa tester förstår man att hans datamaterial var omfattande.  

Undersökningar av förmåga kräver ett testbatteri av minst den här 

storleken, påpekar Krutetskii och hänvisar till Werdelins avhandling 

(Werdelin, 1958). Som tidigare nämnts krävde hans studie över 50 tester 

med ett stort antal uppgifter i varje test. Vad som ytterligare gör Krutetskiis 

empiriska studie anmärkningsvärd är hans val av analysmetod. Varje elev 

har instruerats att ”tänka högt” under arbetet med ett problem och en 

försöksledare har nedtecknat och utvärderat elevens resonemang.  

Krutetskiis syfte med den omfattande kvantitativa undersökningen var att 

bekräfta det system av förmågor han stipulerat utifrån sin likaledes 

omfattande undersökning bland matematiker och matematiklärare. 

Bekräftelsen skulle bestå främst av två aspekter: För det första att dessa 

förmågor skulle omfattas i hög grad hos de ”kapabla” och ”mycket 

kapabla” eleverna, medan hos de övriga i betydligt lägre grad. För det 

andra skulle analysen visa att varje förmåga i en experimentsituation ses 

isolerad från de övriga. Detta behövde han faktoranalysen till.  I förordet 

till verket riktar emellertid Kilpatrick och Wirzup kritik mot Krutetskiis 

metod att försöka isolera förmågorna: 

”The intercorrelation  of a group of tests presumed to measure the same ability 

analyzed, and the presence of a single common factor is used to argue that an ability has 

been isolated. Then Krutetskii moves on to another group of tests and repeats the 

argument. The problem is that he characterizes the general common factor in a different 

way. He never shows by including all the tests in one analysis, that the groups he has 

formed are associated with different factors. It might be for example that the tests are so 

highly intercorrelated that one factor – a general mental ability – underlies them all. 

This possibility seems remote, but Krutetskii‟s analysis does not preclude it” (Kilpatrick 

& Wirszup, 1976, sid. V). 
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Detta metodiska missgrepp förtar givetvis en del av kraften i Krutetskiis 

argumentation och ställer hans egen kritik av Werdelins avhandling 

(Werdelin, 1958) i ett nytt ljus. Som jag tidigare beskrivit i avsnitt 2.1 har 

Werdelin definierat sina faktorer så att resultatet av hans faktoranalys visar 

att endast en faktor dominerar helt över de övriga. Av den omfattande 

analysen kan man därför inte utläsa någonting av värde, vilket som tidigare 

påpekats, även Krutetskii kritiserat. Utifrån Kilpatricks och Wirzups 

kritiska synpunkter på Krutetskiis sätt att bedriva faktoranalys, skulle man 

kunna påstå att Krutetskiis kritik av Werdelin åtminstone delvis slår 

tillbaka på honom själv.  

Kvar står dock att Krutetskiis resultat är oerhört väl underbyggda med 

omfattande litteraturstudier och undersökningar bland matematiker och 

matematiklärare inför formuleringen av systemet av matematiska förmågor. 

Han ger också åtskilliga prov på hur varje förmåga ska tolkas i olika 

situationer. 

Han har också genomfört en longitudinell fallstudie med nio mycket 

begåvade barn i åldrarna 6 – 14 år mellan åren 1958 – 66. Deras allmänna 

utveckling, fysiskt såväl som psykiskt, sociala livsmiljö samt matematiska 

utveckling kartlades metodiskt genom intervjuer med barnen, deras 

föräldrar och lärare. Detta följdes upp under nio år och en del av resultatet 

redovisas på 30 mycket läsvärda sidor i hans bok.  Det framgår att barnen 

har olika typer av begåvning och man kan lätt se hur till exempel analytisk 

respektive geometrisk begåvningstyp yttrar sig i deras sätt att hantera 

matematiska problem.  

 

2.3 Att spåra matematiska förmågor 

Att finna matematiska förmågor genom att studera 

problemlösningsaktiviteter är ett sällan beforskat område och är därför 

mycket av ett pionjärarbete. Elisabeth Mellroth har i en magisteruppsats 

(Mellroth, 2009) följt en matematikbegåvad fjärdeklassare, Marcus, under 

en termin och låtit honom arbeta med ett antal s.k. rika matematiska 

problem. Hon analyserar hans lösningar med utgångspunkt i Krutetskiis 

förmågor och följer sedan upp med intervjuer. Uppsatsen är i alla stycken 

en inspirerande läsning. Marcus begåvning förvånar i problem efter 

problem han ger sig i kast med. Utan kännedom om formelhantering eller 

ens symbolisk representation av storheter lyckas han till exempel 

generalisera ett resonemang i ett problem så att det mynnar ut i en verbal 

formel för aritmetisk summa.  

En annan som inspirerats av Krutetskiis fallstudie är Eva Pettersson, som 

följde elva matematiskt begåvade barn genom klassrumsobservationer, 

intervjuer med lärare, föräldrar och eleven själv (Pettersson, 2011). Två av 
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eleverna följer hon under fem år. I Krutetskiis anda lät hon eleven ”tänka 

högt” i samband med problemlösning under det att hon observerade, 

noterade och analyserade elevens matematiska resonemang. Hon återfinner 

Krutetskiis förmågor i sina tolkningar av dessa elevers matematiska 

aktiviteter.  Huvudsyftet i Petterssons avhandling är dock ett annat än mitt; 

nämligen att beskriva det bemötande elever med särskild fallenhet för 

matematik får av skolan och hur detta påverkar deras vidare matematiska 

utveckling. Att dessa elever ofta bromsas av lärares okunskap och de 

jantelagsliknande sociala normer som råder mellan eleverna i klassen är ju 

visserligen ingen nyhet, men genom Petterssons fallstudie får fenomenet en 

mänsklig gestalt.  

När man söker och identifierar matematiska förmågor blir resultatet starkt 

beroende av den analysmetod man valt. Det är, vilket denna studie visar, 

skillnad på vad man kan se om man använder sig av skriftliga 

elevprestationer eller videofilmade observationer av elever som arbetar i 

grupp. Det kan då finnas skäl i att begränsa antalet förmågor man letar 

efter.  Detta har Tanya Vilkomir och John Donoghue gjort i en studie från 

2009. I denna introducerar de en fyrgradig hierarkisk skala på tre av 

Krutetskiis åtta förmågor (Vilkomir & O‟Donoghue, 2009). De har därvid 

lånat Krutetskiis terminologi och klassificerar tänkta elevresponser som  

Incapable, Average, Capable (Promising) eller Very Capable (Gifted). De 

gör en apriorianalys av några problem, valda så att de ska adressera tre av 

de förmågor som beskrivs i nästa avsnitt (2b, 2d och 2f). Syftet är att 

upptäcka ”lovande studenter” i klassrummet, samt att stödja deras 

matematiska utveckling. 

”For this the authors suggest an approach of transformation of routine problems for the 

students in such a way as to develop components of mathematical abilities in all students 

and then move to identification of the mathematically promising based on aforesaid 

components”(Vilkomir & Donoghue ,2009, p.197). 

Vilkomir & Donoghues artikel utgör endast en förstudie eller 

forskningssynopsis och saknar empirisk del. Därför är det svårt att uttala 

sig om relevansen i deras fyrgradiga nivåskala av förmågor. Kvar står den 

skepsis mot en sådan skala, som uttryckts av Koshy, Ernest och Casey 

(2009) samt av Krutetskii själv, som ju motsatte sig det psykometriska 

perspektivet.  I denna studie har jag därför valt att inte använda mig av en 

graderad skala avseende matematiska förmågor. 

  

2.4 Karakteristik av Krutetskiis förmågor. 

I detta avsnitt beskriver jag Krutetskiis system av matematiska förmågor 

såsom jag tolkar dem utifrån hans text. Senare, i samband med 

presentationen av min empiriska undersökning, ska jag också tolka dessa 

förmågor specifikt utifrån ett givet matematiskt problem, som jag kallar 
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apriorianalys, eftersom den görs innan och oberoende av min genomgång 

av elevernas lösningar. Denna operationella tolkning kan i sina detaljer 

skilja sig något ifrån nedanstående generella tolkning, dock utan att på 

någon punkt stå i kontradiktorisk motsättning till densamma. 

I min text förekommer termerna ”kapabla”, ”genomsnittliga” och 

”inkapabla”, vilka syftar på Krutetskiis indelning av eleverna i sitt 

experimentmaterial. Han arbetade med totalt fyra kategorier: ”Very 

capable”, ”capable”, ”average”, och ”incapable”.  

1.  Samla in relevanta data/ förstå problemet (information Gathering) 

Förmågan att samla relevanta data och att förstå problemet handlar om att 

extrahera nödvändiga data och information ur en verklig situation eller ett 

formulerat problem, att skilja relevant från oväsentlig information, att 

skapa sig förståelse för problemet. Kapabla elever kan enligt Krutetskii 

skilja på tre sorters data och förmår att hantera dem på bästa sätt: 

1. Information, väsentlig för problemets lösning, där elementen i denna 

information är matematiskt relaterade.  

2. Kvantiteter ointressanta för problemets generella lösning, men relevanta 

för det eller de specialfall, som problemet möjligen innehåller. 

3. Överflödig information, onödig för problemets lösning. 

Kapabla elever tar till sig ett matematiskt problem analytiskt. Det innebär 

att de isolerar de olika delarna i problemet, analyserar dem och ordnar dem 

hierarkiskt. Vidare behandlar de problemets komponenter syntetiskt, varvid 

de kombinerar dem och undersöker deras inbördes matematiska relationer.  

När det gäller frågan om hur förmågan kan undersökas ger Krutetskii viss 

vägledning. Om genomsnittliga elever möter en ny typ av problem, ser de 

olika element i problemet, men förmår inte att omedelbart se hur de 

matematiskt är kopplade till varandra. Kopplingarna måste antingen 

konkret uttalas eller ges som en särskild uppgift åt försökspersonen/eleven 

att utreda. Den medelbegåvade behöver som regel instruktion för att ta till 

sig informationen på rätt sätt. För de inkapabla är inte heller instruktion 

tillräcklig om den inte är mycket detaljerad och även då kan eleven ta till 

sig informationen endast med största svårighet (Krutetskii, 1976, pp 227-

228). 

Egenskapen att formalisera perceptionen av matematiskt material utvecklas 

enligt Krutetskii från de första skolåren och långt upp i sena tonåren och de 

”kapabla” eleverna utvecklar denna form av perception betydligt tidigare 

än de övriga. I dessa slutsatser lutar sig Krutetskii mot två andra sovjetiska 

forskare: S.I. Shapiro och I.V. Dubrovina (ibid. pp 330-334). 
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2. Behandla data (Information Processing) 

Förmågan att behandla insamlade data består av flera komponenter, som 

var och en kan uppfattas som en enskild förmåga.  

2a. Förmågan till logiskt resonerande i geometriska eller aritmetiska 

sammanhang. Förmågan att tänka i symboler. 
Denna förmåga, ”den åttonde”, har på något sätt tillkommit i Krutetskiis 

lista sprungen ur ”nonexperimental material” till skillnad från de övriga sju 

förmågorna vilkas relevans och konsistens ju vilar på experimentell grund. 

Jag var från början tveksam till att ta med denna förmåga i min studie, 

eftersom den inte heller kommenteras på samma utförliga sätt av 

författaren. Enligt min tolkning ska en person som har denna förmåga dels 

visa upp en förmåga att dra slutsatser med deduktiva resonemang, dels 

använda ett symboliskt uttryckssätt. 

2b. Förmågan att generalisera matematiska objekt, relationer och 

operationer. 

Krutetskii skiljer mellan två nivåer av generalisering. I den lägre nivån 

generaliserar eleven till någonting som är bekant för henne, medan en 

generalisering i den högre nivån tar sikte på något tidigare okänt.  I nivå 1 

kan det till exempel handla om att tillämpa en viss formel på en ny 

situation, medan det på nivå 2 handlar om att upptäcka ett ”nytt” samband 

genom att till exempel studera en talserie eller klippa och pussla sig fram 

till Pythagoras sats.  

Är då en elev som går från att arbeta med enskilda värden till att arbeta 

med samma problematik i den symboliska världen mer kapabel än den som 

håller sig till enskilda värden? I en uppsats från 2006 kommenterar John 

Mason och Anne Watson Krutetskiis generalitetsbegrepp genom att slå fast 

att det inte finns något empiriskt belägg för att de som skyndar till 
symbolernas värld skulle vara mer begåvade än övriga.  

”People don´t always use the most sophisticated technique available to them” (Watson 

& Mason, 2006).  

Jag kommer dock att skilja mellan de två nivåerna av generalisering av 

andra skäl än att jag söker markörer för mer eller mindre utvecklad 

förmåga. I en problemlösningssituation är det uppenbart att de två nivåerna 

svarar mot olika operationer med olika syften. 

2c. Förmågan att korta ner resonemang till förmån för koncishet och 

klarhet. 

Krutetskii ger några exempel på hur förmågan att resonera klart och koncist 

visar sig. Här är ett exempel från hans experimentproblem: 

”Anna cyklar mellan A och B och tillbala igen. Från A till B är hennes 
medelhastighet 20 km/h och från B till A är medelhastigheten 30 km/h. 
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Beräkna hennes medelhastighet för hela sträckan A-B-A om vi antar att 

hon vänder direkt vid B.” 

Den kapable eleven börjar med: Det tar längre tid att cykla med 20 än med 

30 km/h trots att sträckorna är lika. Alltså kan medelhastigheten inte bli 25 

km/h. Eleven ger sedan lösningen: 

1. Hastighet är ju sträcka dividerat med tid. För att erhålla 

medelhastigheten dividerar vi bara totala sträckan med totala tiden. 

2. Om sträckan A-B är x så är totala sträckan 2x. 

3. Nu söker vi en tid. För att få tiden måste jag dela avståndet med 

hastigheten. 

4. x/20 timmar tog det från A till B.  

5. och från B till A tog det x/30 timmar. 

6. Och hela resan tog x/20+x/30 timmar eller 3x/60 + 2x/60 timmar = 

5x/60 timmar.  

7. Nu dividerar vi totala sträckan 2x km med totala tiden 2x/(5x/60) 

km/h = 24 km/h. 

Koncisheten och klarheten ligger i sättet att dela upp lösningen, i detta fall i 

sju punkter. 

2d. Flexibilitet i mentala processer.  

Vad Krutetskii menar med flexibilitet i mentala processer uttrycks bäst av 

honom själv. 

“It is expressed in a free and easy switching from one mental operation to another 

qualitatively different one, in a diversity of aspects in the approach to problem solving, 

in the freedom from the binding influence of stereotyped, conventional methods of 

solution and in an ease in reconstructing established thought patterns and systems of 

operation” (Krutetskii, 1976, p. 282).  

Krutetskii experimenterar med idén att antalet sätt en person kan lösa ett 

problem på speglar personens ”flexibilitet”. Han använde för ändamålet en 

uppgiftsserie (serie VIII) på 17 ”kapabla”, 24 ”medelmåttiga” samt 17 

”inkapabla” elever. I denna studie mätte Krutetskii antalet olika 

lösningsmetoder, som vardera elevgruppen visade upp viktat med gruppens 

relativa storlek. Genom att också mäta tiden som varje grupp spenderade på 

att lösa uppgifterna fick han ytterligare ett mått på den matematiska 

flexibiliteten. 

Krutetskii (1976, s.279) exemplifierar förmågan till flexibilitet i tanken 

med hur Sonya, 10 år, försöker finna en algoritm för att beräkna sådant som 

113² - 112². Hon börjar med att teckna a² -b² =… sedan (a+1)² - a²= … och 

till sist: a² - (a – 1)². Det närmast självklara skiftet mellan numerisk och 

symbolisk uttrycksform är ett tecken på en sådan förmåga till flexibelt 
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tänkande. Om nu Sonja känt till hur man utvecklar (a-1)², hade hon kunnat 

förenkla a² - (a – 1)² till 2a -1 och genast fått en generell algoritm för att 

snabbt beräkna skillnaden mellan två konsekutiva heltals kvadrater. 

Förutom flexibilitet i tänkandet visar Sonya i detta fall upp en god förmåga 

att generalisera (nivå 2).  

2e. Strävan till klarhet, enkelhet och elegans i en lösning: 

Krutetskii poängterar likheten mellan strävan efter klarhet, enkelhet och 

elegans i matematiska resonemang å ena sidan och förmåga till flexibilitet i 

tanken å den andra.  Själv har jag lättare att se likheten mellan förmågan att 

korta ned resonemang och strävan efter klarhet och elegans. Detta synsätt 

delar jag med Zalman Usiskin när han förelår att 2c och 2e slås samman till 

en komponent, som han kallar för ”curtailment” (Usiskin, 1999). En rimlig 

tolkning av en sådan sammanslagen ”2 ce”- komponent är att vi har att 

räkna med en förmåga att värdesätta de estetiska aspekterna av en lösning 

eller ett resonemang och att detta sker efter en bestämd estetisk norm, där 

genvägar, insikter och logiska strukturer är möjliga aspekter. Krutetskii 

hävdar att just denna strävan efter ”ekonomi” i resonemangen och elegans i 

lösningsprocessen är en typisk egenskap hos professionella matematiker. Ju 

mer matematiskt kapabel individen är, desto mer uttalad är denna strävan 

till elegans, klarhet och kalkyleringsekonomi.   

2f. Förmåga att ”vända på” mentala processer i ett matematiskt 

resonemang. (Förmåga att snabbt och fritt skifta från ett direkt till ett 

omvänt perspektiv på problemet.) 

Jag inleder med två exempel: 

EX 1: Vår erfarenhet, om inte annat, säger oss att ett tal vars kvadrat 

är jämn, måste vara ett jämnt tal. Men hur bevisar man detta?  Alltså 

att om n² är jämnt, så är även n jämnt.  Ska detta ske med direkt 

metod, d.v.s. att vi antar premissen och därur logiskt härleder 

slutsatsen, visar sig detta vara besvärligt för att inte säga klumpigt. 

Men om vi vänder på tankegången och inser att det vi ska bevisa är 

samma sak som att bevisa att kvadraten på ett udda tal är udda, har vi 

en väsentligt enklare uppgift framför oss: 

Antag att n är udda. Alltså n = 2k+1 för något k.  

Då är n² = 4k²+ 4k + 1 = 2(2k²+ 2k) + 1. 

n² är alltså udda 

Denna slutsats är ekvivalent med att om n² är jämnt så är n jämnt. 

(Anm: Bevis av denna typ benämns ibland bevis i kontraposition eller 

”Modus Ponens”.) 

EX 2: Ett annat exempel handlar om plan geometri: Är det sant att det till 

varje triangel existerar en cirkel, vars periferi skär alla triangelns tre hörn? 
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Bharat Sriraman studerade lösningsprocessen när fyra matematiskt kapabla 

elever i sitt åttonde skolår arbetade med problemet. Först när de istället för 

att börja med att fokusera på triangeln, vilket många skulle känna naturligt, 

istället började med att rita cirkeln, nådde de framgång. (Sriraman, 2003). 

De lyckades visserligen inte att genomföra ett matematiskt godtagbart 

bevis, men med den nya, ”omvända” metoden lyckades studenterna 

systematisera sitt prövande och därmed få en rikare flora av goda uppslag 

och produktiva idéer att arbeta med.  

 

(Anm.: För att genomföra ett hållbart (deduktivt) bevis kan man börja med 

att konstruera mittpunktsnormalerna till den godtyckliga triangelns sidor. 

 

 

 

 

 

Punkterna på en mittpunktsnormal till en sträcka har samma avstånd till 

sträckans båda ändpunkter. I triangeln möts de tre sidornas ändpunkter i 

triangelns hörn. I den punkt där de tre mittpunktsnormalerna möts måste 

därför avstånden till vart och ett av hörnen vara lika. Med denna 

skärningspunkt som centrum och med det gemensamma hörnavståndet som 

radie kan den sökta cirkeln ritas upp.) 

Eleverna som arbetade med problemet fördes genom det ”omvända 

perspektivet” inte närmare problemets lösning i form av ett deduktivt bevis. 

Istället arbetade eleverna induktivt och vägleddes av sin intuition istället 

för den formella logikens krav.  

En algebraisk regel, som till exempel konjugatregeln (a+b)(a-b) = a²- b² 

uppfattas av elever allmänhet som gällande från vänster till höger. Att 

istället faktorisera med denna regel är däremot något som varje 

medelmåttig student visserligen kan lära sig efter idogt arbete, men som 

samtidigt är naturligt för ”kapabla” elever. Att använda regeln ”baklänges” 

kan alltså ses som att ”reverse the train of thought” (Krutetskii, V. s.289). 

Krutetskii redovisar på några sidor kommentarer från 62 matematiklärare 

som intervjuades mellan 1958 och 1960 angående deras reflektioner över 

matematiska förmågor. Beträffande ”Ability to transfer from a direct to a 

reverse train of thought” förekommer följande kommentar: ”… but this is 

probably a particular case of flexibility of thinking…” (Krutetskii, 1976, p.  
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188-189). Idén att slå samman dessa förmågor finns även hos Usiskin, som 

tänker sig rubriken ”flexibility” för dessa båda. (Usiskin, 1999). 

3. Förmåga att minnas matematiskt stoff och kunna utnyttja detta i 

senare problemlösningsaktiviteter. 

Den kapable problemlösaren minns strukturer och bakomliggande principer 

från tidigare lösta problem. Det kanske räcker att lösa ett enda problem av 

ett visst slag för att denna struktur ska manifesteras i form av ett nytt 

verktyg som problemlösaren förfogar över. 

Krutetskii testade ett antal ”kapabla” och ”genomsnittliga” elever 

beträffande deras matematiska minne en tid efter det att de löst några 

testbatterier i den stora studien. Hans slutsats är att de flesta kapabla elever 

minns typen och den allmänna karaktären av de operationer hon gjort för 

att lösa ett visst problem. Däremot mindes de inte mycket av problemets 

yttre karakteristika, kontexten, numeriska värden och liknande. Sådant 

mindes dock de mindre kapabla (average).  De mindes kanske att det var 

några problem med kaniner och kycklingar, medan de kapabla istället kom 

att tänka på typen av problem (diofantisk ekvation). 

Vi kommer att se exempel på denna förmåga i den empiriska studien. Det 

ska dock inte vara ett samband ur det ordinarie formelbatteriet eleven 

förfogar över. Jag markerar denna förmåga i min studie, när en elev visar 

att hon kan använda ett tidigare funnet samband från ett annat problem för 

att lösa det aktuella problemet. 

  

2.5 Avslutande kommentar om Krutetskiis förmågor 

Som en fjärde kategori inför Krutetskii något han kallar ”General synthetic 

component” och i denna kategori finns bara en förmåga eller snarare en 

egenskap, som han kallar ”Mathematical cast of mind”, något han har 

funnit hos många med matematisk talang. Kännetecknande för individer 

med ”mathematical cast of mind”, är att de gärna matematiserar allt i sin 

omgivning. Ska de exempelvis köpa kaffe och kaka när det finns tre sorters 

kaffe och sju sorters kakor, så funderar de på hur många kombinationer av 

kaffe och kaka det finns.  Att studera denna förmåga ligger utanför de 

ambitioner jag har med denna studie. Jag ägnar mig därför inte vidare åt 

begreppet ”mathematical cast of mind”. 

Jag har alltså valt att arbeta med det i förra avsnittet beskrivna systemet av 

åtta matematiska förmågor. Detta har ingalunda varit självklart, men jag 

valde att hålla mig till Krutetskiis kategorier av två skäl: För det första är 

detta system väl underbyggt med empiriska studier och rikligt kommenterat 

i den vetenskapliga litteraturen. För det andra kommer jag att indirekt få en 

diagnos på relevansen av detta system när jag undersöker matematiska 

aktiviteter med systemet som redskap. Till frågan om alternativa system av 
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förmågor för analytiskt bruk får jag anledning att återkomma i slutet av 

uppsatsen. 

Krutetskii har i likhet med exempelvis Hadamard och Poincaré funnit att 

det verkar finnas två eller tre olika ”begåvningstyper” i matematik 

(Hadamard, 1945), (Poincaré, 1908). Krutetskii genomförde en analys av 

olika ”begåvningstyper” bland 34 av de så kallade ”kapabla” eleverna. Han 

lyckades isolera tre typer: En analytisk ”abstract cast of mind”, en 

geometrisk, ”geometric or mathematically  picturial cast of mind “ och en 

kombination av dessa bägge, en så kallad ”harmonic cast of mind” 

(Krutetskii, 1976, p. 315).  

För att illustrera skillnaden mellan den geometriska och analytiska typen 

exemplifierar Krutetskii med följande problem: När varje sida i en kvadrat 

ökar med 3 cm, så ökar dess area med 39 cm². Bestäm sidan i den nya 

(större) kvadraten! 

För att lösa problemet börjar Geometrikern börjar med att rita en figur, så 

här, kanske: 

 

 

 

Resonemanget går så här: Den lilla kvadraten, ”x” har sidan 3 cm och 

därför arean 9 cm². Därför har rektanglarna ”Y” totala arean 39-3
2
 = 30 cm² 

och alltså en rektangel 15 cm². Ena sidan i denna är 3 och den andra därför 

5. Sidan i den nya kvadraten blir därför 5+3 cm = 8 cm.  Den analytiska 

typen skulle, ställd inför samma problem, börja med att ställa upp en 

lämplig ekvation som till exempel: (x+3)² - x² = 39.  

Krutetskii lyckades påvisa positiv korrelation mellan den analytiska typen 

och framgång i att lära sig algebra och motsvarande samband mellan den 

geometriska typen och framgång i geometri. Han hänvisar också till 

Werdelin som inte fann någon korrelation mellan faktorerna för 

beräkningsförmåga (computetive factor) och spatial förmåga.  

Förutom Geometrisk och Analytisk typ finns naturligtvis hybriden eller 

som Krutetskii betecknar typen: ”Harmonikern” som är lite det ena och lite 

det andra.  Med detta lämnar jag området begåvningstyper. 

Som sagt förutsätter Krutetskii en matematisk aktivitet för att identifiera 

matematiska förmågor. Den aktuella studien handlar också just om detta: 

Att identifiera matematiska förmågor. Aktiviteten ifråga är liksom i 

Krutetskiis studie problemlösning och därför ägnas nästa kapitel 

problemlösning som företeelse och forskningsområde.  

  

Y x 

Y 
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Kapitel 3 Problemlösning 

3.1 Inledning 

Matematisk verksamhet i allmänhet kan karakteriseras som problemlösning 

åtminstone i vid mening. I detta avsnitt preciseras dock begreppet 

problemlösning till att gälla en aktivitet i skolan ledd av en lärare. 

Beträffande problemen i sig behandlar jag olika aspekter på de krav som 

bör ställas dessa för att betecknas som ”goda” problem. Avsnitt 3.3 handlar 

om aktiviteten problemlösning och om forskningen om denna. Jag kommer 

in på olika ramverk eller om man så vill ”flödesscheman” för själva 

problemlösningsprocessen. En viktig observation är att dessa ramverk till 

sina strukturer är snarlika Krutetskiis system av förmågor. Om inte annat 

indikerar detta att studium av problemlösningens anatomi lämpligen sker i 

symbios med användningen av Krutetskiis förmågor. 

 

3.2 Problem? 

Vad menas med ett matematiskt problem och hur ska vi avgränsa 

begreppet? Schoenfeld (1992) upptäckte två motstridiga definitioner av 

begreppet problem i Websters lexikon från 1979: 

Definition 1:”In mathematics, anything required to be done or requiring to do 

something…” 

Definition 2: “A question… that is perplexing or difficult…” (Schoenfeld, 1992, p. 10). 

Accepterar vi den andra definitionen kan vi säga att vi dragit upp gränsen 

mellan en rutinuppgift och ett problem. En rutinuppgift brukar ju kunna 

lösas med en för subjektet känd metod och är därmed inte enligt definition 

2 ett problem. Influerad av denna distinktion mellan problem och 

rutinuppgift, konstaterar Johan Lithner i sin doktorsavhandling:  

”Thus the classification of a task as routine or problem is not only determined by 

properties of the problem alone, but is determined by the relation by the task in question 

and the solver” (Lithner, 2001, p. 8). 

Problemlösning är allt viktigare i den svenska grundskolan vilket bl.a. 

framgår av att formuleringarna i kursplanen i matematik skärpts i det nya 

förslaget till kursplan jämfört med den nu gällande: 

Genom undervisningen i ämnet matematik ska eleverna ges förutsättningar 

att utveckla förmågan att formulera och lösa matematiska problem samt 

värdera valda strategier och metoder (Skolverket, 2010b). 

 

För att kallas ett problem måste en uppgift vara sådan att problemlösaren 

inte omedelbart vet hur hon ska angripa den. I det läge någon har löst ett 

problem är ”problemet” inte längre något problem.  
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Ett problem kan ses som en relation mellan en elev och en uppgift. Ebbe 

Möllehed formulerar sig så här i sin doktorsavhandling från 2001: 

”Förvisso har man alltid löst problem under matematiklektionerna. Men det som 

numera går under namnet problemlösning är en reaktion mot alltför stereotypa 

lösningsmetoder, där eleverna i alltför stor utsträckning kopierar färdiga metoder som 

serveras av läraren och tillämpar rutinartade räknemetoder utan att själva reflektera över 

problemet och de olika lösningsmetoder som står till buds. Istället vill man ge eleverna 

sådana problem, som de inte tidigare mött och där det från början inte finns någon 

färdig lösningsmetod utan eleverna ska genom eget tankerbete själva leta sig fram till en 

lämplig metod att lösa problemet” (Möllehed, 2001, s.11). 

En liknande idé om problemlösning som en upptäcktsresa i det okända, där 

inga kända metoder eller algoritmer hjälper eleven fram till rätt svar 

återfinner vi exempelvis hos Schoenfeld (1992). 

Givetvis finns det bra och dåliga problem. Vilket som är vilket bestäms av 

situationen, problemlösarens kunskaper och ändamålet med en viss övning. 

Är syftet att introducera ett visst begrepp eller att stimulera 

problemlösarens förmåga att göra generaliseringar, så ställer det specifika 

krav på problemvalet.  

Ett bra problem är enligt Borovik och Gardiner (2006) ett problem som: 

 är lätt att närma sig för alla elever, d.v.s. är ”accessible” 

 har utvecklingspotential, aktiverar och tränar nya tankevägar 

 kan leda till avslöjande av nya matematiska upptäckter 

 kan generaliseras mot nivåer av ökande komplexitet och kanske till och 

med till utvecklandet av en matematisk teori i miniatyr. 

Ole Björkqvist introducerar begreppet ”rikt problem” i en artikel i 

Nämnaren 1999. Med ett sådant problem menar han ett problem som… 

” kopplar olika tillvägagångssätt till varandra eller utgör utgångspunkter för 

utvecklandet av två eller flera helt skilda teman inom matematiken”  (Björkqvist, 1999, 

s.35). 

Björkqvist ser helst att rika problem ska ha en potential att locka till 

lösningar där olika representationsformer (t.ex. symbolisk, geometrisk, 

numerisk) kommer till uttryck. Vidare ska man som lärare kunna återvända 

till problemet flera gånger och varje gång förmedla ny matematisk kunskap 

till eleverna.  

Begreppet ”Rika Matematiska Problem” preciseras och avgränsas av Eva 

Taflin, som i sin avhandling ”Matematikproblem i skolan” från 2007 ger 

följande definition: 

”För att ett problem ska benämnas som ett rikt problem ska följande sju kriterier 

uppfyllas: 

1. Problemet ska introducera till viktiga matematiska idéer. 
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2. Problemet ska vara lätt att förstå och alla ska ha en möjlighet att arbeta med det. 

3. Problemet ska upplevas som en utmaning, kräva ansträngning och tillåtas ta tid. 

4. Problemet ska kunna lösas på flera olika sätt, med olika matematiska idéer och 

representationer. 

5. Problemet ska kunna initiera till matematiska resonemang utifrån elevernas skilda 

lösningar, ett resonemang som visar på olika matematiska idéer. 

6. Problemet ska kunna fungera som brobyggare. 

7. Problemet ska kunna leda till att elever och lärare formulerar nya intressanta 

problem” 

(Taflin, 2007, s. 10-11). 

Det finns anledning att anta att problem som möter Borovik & Gardners, 

Björkqvists samt Taflins kriterier i hög grad kan stimulera eleverna till 

kreativitet och locka fram deras matematiska förmågor. Dock finner jag 

Taflins kriterier vara i starkaste laget för användas som avgränsare mellan 

bra och mindre bra problem. Många ”bra ”problemkan stimulera 

matematiska förmågor utan att de med nödvändighet leder till att nya 

begrepp och matematiska idéer introduceras. 

Problemlösning som matematisk aktivitet kan se ut på olika sätt.  Det 

väsentliga är aktivitetens innehåll, inte dess form. Den kan äga rum i eller 

utanför klassrummet och kan innebära enskilt eller gruppvis arbete. Vidare 

kan läraren i helklass leda en diskussion där klassen gemensamt löser ett 

problem. 

 

3.3 Forskning om Problemlösning och Krutetskiis förmågor 

Litteraturen inom problemlösning är omfattande, mycket beroende på att 

skolmyndigheter i hela världen prioriterar problemlösning inte bara som ett 

moment bland flera utan som huvudvägen till matematiskt kunnande.”Lära 

och undervisa matematik genom problemlösning” är en fras man ser allt 

oftare i styrdokument och i rapporter. För att uppnå specifika lärandemål 

blir lärarens uppgift i klassrummet: 

“…helping students construct a deep understanding of mathematical ideas and 

processes by engaging them in doing mathematics: creating, conjecturing, exploring, 

testing, and verifying” (Lester, Masingila, Mau, Lambdin, dos Santon & Raymond, 

1994, p.154).  

Vi som befinner oss nära skolverkligheten vet att för de flesta elever ser 

inte den svenska skolmatematiken ut så. Enligt TIMSS 93/94 uppger 72 % 

av matematiklärarna i åk. 6 och 7 att tyst räkning dominerar varje eller 

nästan varje lektion och enligt 17 % av samma grupp inträffar det aldrig 

eller nästan aldrig att eleverna arbetar i helklass under ledning av läraren. I 

41 % av fallen är det bara under vissa lektioner som läraren leder 

undervisningen i helklass (Olofsson, 1999). I TIMSS-rapporten 2007, kan 

vi läsa att 61 % av lektionstiden används till ”tyst räkning”. Lärarledd 
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undervisning tar upp i genomsnitt 24 % av lektionstiden. Tiden som blir 

över till att lösa utmanande problem är därför högst begränsad (Skolverket, 

2008).   

Bilden bekräftas i stort av en enkätstudie genomförd 2005 och 2006 med 

700 grundskollärare i Sverige. På frågan: ”Vilken undervisningsmodell 

passar bäst in på dig och din klass?” angav cirka 60 % någon form av 

självständigt arbete med läroboken. Laborativ matematik eller arbete med 

problem som utvalts av läraren att arbeta med under lektionen passade bäst 

in på endast 1/5 av lärarna. Den resterande femtedelen valde alternativet 

”genomgång med alla elever” (Pettersson, 2011).  

Såsom lärarutbildare sedan tio år tillbaka kan jag bekräfta denna bild.  

Även de skriftliga prov som läraren själv framställer och ger till eleverna 

består uteslutande av uppgifter av mer eller mindre rutinkaraktär och 

definitivt inte av typen ”problem”. Detta har undersökts av bl.a. Jesper 

Boesen, som dessutom konstaterar att lärarnas prov skiljer sig från de 

nationella proven, som också innehåller uppgifter, som inte kan lösas 

enbart med en inlärd ”metod”: 

“The focus on tasks possible to solve by imitative reasoning in teacher-made tests seems 

explainable by teachers limited awareness about creative mathematically founded 

reasoning and their wish to get as many students as possible to reach the grade level” 

(Boesen, 2006, s. 45). 

En möjlig förklaring till den svenska skolans svårigheter att implementera 

problemlösning som metod att lära sig matematik är alltså lärarnas 

okunnighet och mod att gå ifrån den ram för undervisningen, som 

läroboken uppfordrar till. Kreativt grundade klassrumsresonemang i en 

”conjecturing atmosphere” (Mason & Johnston-Wilder, 2004) tycks 

oförenligt med det överordnade målet att ”få igenom alla elever”.  En 

vanlig föreställning bland lärare är att problemlösningsaktiviteter bara 

intresserar de duktigaste eleverna och att det tar mycket värdefull tid som 

bättre kan användas för att hjälpa de svagaste. Den gängse uppfattningen är 

att problemlösning är en verksamhet som bara de matematikbegåvade 

uppskattar och får ut någonting av. Då är det uppfriskande att läsa om 

någon som går mot strömmen. 

Runt sekelskiftet undersökte Anne Watson genom en interventionsstudie 

möjligheterna att introducera utmanande problem till en grupp om 11 

mycket svagpresterande 13-14 åriga elever, med lågt självförtroende och 

beteendestörningar. Hennes metod var att göra tvärt emot regelboken eller 

som hon uttrycker det: ”Going across the grain”. Problemen var av samma 

slag och med samma svårighetsgrad som de som brukar ges till 

högpresterande elever, dock serverade i en något annorlunda form. För att 

analysera barnens matematiska tänkande använde hon sig av Krutetskiis 
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kategorier (se kap.1). Hon fann alla Krutetskiis förmågor hos samtliga av 

dessa elever (Watson, 2000).  

Är det möjligt att upptäcka en generell princip genom att lösa olika 

problem vars lösning bygger på att denna princip? I termer av Krutetskiis 

teori, skulle detta innebära en förmåga till generalisering i relationer av 
den ”högre” graden.  

”the ability to see something in general and still unknown to him in what is isolated and 

particular” (Krutetskii, 1976). 

Fenomenet undersöktes av Bharath Sriraman när han lät fyra ytterst 

begåvade och fem medelmåttiga sextonåringar lösa fem problem inom 

kombinatorik (som de inte studerat systematiskt i skolan). De fem 

problemen var tillämpningar av Dirichlets lådprincip eller 

”duvslagsprincipen” som den kallas ibland: 

”Om m föremål ska fördelas på n lådor, där m>n, så kommer minst en av lådorna att 

innehålla fler än ett föremål” (Svensson, 2001, s. 36). 

Målet var alltså att eleverna skulle upptäcka den gemensamma nämnaren, 

när de löste problemen ett efter ett (Sriraman, 2003). De fyra begåvade 

eleverna (Grupp A) kunde alla finna den gemensamma nämnaren, men 

endast en av dem, Amy, förmådde formulera Dirichlets princip någorlunda 

matematiskt korrekt och detta efter en hel del besvär. De fem ”övriga” 

fördelade sig på två grupper; Grupp B (tre studenter) var fixerade vid att 

hitta algebraiska uttryck som kunde leda till rätt svar utan att för den skull 

bry sig så mycket om att försöka förstå problemet i grunden. Grupp C (två 

studenter), slutligen var inställda på att ”finna numeriska exempel som 

fungerar”. Indelningen i tre grupper, för tankarna till Krutetskiis 

”nivågruppering” av sina experimentelever i ”Very Capable”,”Capable”,  

”Average” samt ”Non-capable”. Sriraman påpekar också denna analogi. 

Jämfört med att lösa enbart rutinuppgifter där ”metoden” är given innebär 

problemlösning att nya och mer avancerade foci hos såväl lärare som elev 

introduceras. Dessa har Alan Schoenfeld har sammanfattat i tre punkter: 

• “Seeking solutions, not just memorizing procedures; 

• Exploring patterns, not just memorizing formulas; 

• Formulating conjectures, not just doing exercises” (Schoenfeld, 1992, p. 4). 

En lista med olika aktiviteter under en problemlösningsprocess har 

presenterats av Charles, Lester och O‟Daffer 1987: 

“Mathematical Problem-solving Thinking Processes 

1. Understanding/formulating the question in the problem/situation. 

2. Understanding the conditions and variables in the problem. 

3. Selecting/finding data needed to solve the problem. 

4. Formulating subproblems and selecting appropriate solution strategies to pursue. 
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5. Correctly implementing the solution strategy and attaining subgoals.  

6. Giving an answer in terms of the data given in the problem. 

7. Evaluating the reasonableness of the answer. 

8. Making appropriate generalizations” (Charles, Lester, & O'Daffer, 1987). 

Punkterna 1-8 kan, om man vill, tolkas som ett ”flödesschema”, som en 

problemlösare kan antas följa sekventiellt. Dock var detta möjligen inte 

avsikten. Gör vi ändå processtolkningen får vi en modell som kan jämföras 

med exempelvis Polyas (1957). Hans modell är i nedanstående avskalat 

skick skäligen enkel och kan beskrivas som fyra punkter som inte 

nödvändigtvis ska exekveras i nummerordning. De fyra är: 1) Att förstå 

problemet, 2) Att göra upp en plan för att attackera problemet, 3) Att 

genomföra planen, 4) Att se tillbaks och reflektera över lösningen. (Polya, 

1957). Enkelheten i modellen är dock skenbar. Bakom var och en av de 

fyra rubrikerna döljer sig åtskilliga underrubriker, med möjligheter till 

rörelser både uppåt och nedåt i fyrpunktsschemat. 

Likheten med strukturen hos Krutetskiis förmågor är också slående, låt vara 

att de behandlar vitt skilda saker . Förmågan att samla in matematisk 

information svarar mot ”Att förstå problemet” i Polyas modell och 

förmågorna under rubriken ”information processing”, alltså förmågorna 2a-

2f, är analoga med ”att göra upp en plan” och ”att genomföra planen”. Att 

se tillbaks, reflektera svarar mot Krutetskiis ”Förmågan att minnas 

matematisk information.” Krutetskii lär ha medgett att han låtit sig 

influeras av Polya när han formulerade sin modell, men har ingen referens 

till Polya i sin bok. 

Från mitten av förra seklet har begreppet matematisk modellering blivit allt 

viktigare inom såväl vetenskap och tillverkningsindustri som inom 

samhällslivet i stort. Detta sammanhänger naturligtvis med datorernas allt 

större betydelse som verktyg för problemlösning i vid mening. På senare år 

har modellering i skolsammanhang också börjat diskuteras bland 

matematik- och naturvetenskapsdidaktiker. I det danska KOM-projektet 

(Niss, 2003; Niss & Jensen, 2002), som utvecklats på uppdrag av det 

danska utbildningsdepartementet, beskrivs ”modelleringskompetensen” 

som en av åtta matematiska kompetenser, som alla rekommenderas som 

mål för skolmatematiken. Dock är matematisk modellering i 

skolmatematiken en sällsynthet i den svenska skolan, vilket konstateras i en 

avhandling av Jonas Bergman-Ärlebäck (2010). Han presenterar där också 

ett ramverk för modelleringsprocessen: 

“Reading: this involves the reading of the task and getting an initial understanding of 

the task  

Making model: simplifying and structuring the task and mathematizing 

Estimating: making estimates of a quantitative nature 
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Calculating: doing maths, for example performing calculations and rewriting 

equations, drawing pictures or diagrams  

Validating: interpreting, verifying and validating results, calculations and the model 

itself  

Writing: summarizing the findings and results in a report, writing up the solution” 

(Bergman-Ärlebäck, 2010, s. 43). 

Ramverket, som han kallar ”Modelling Activity Diagram (MAD)”, har som 

vi ser, uppenbara likheter med Polyas modell för problemlösning och 

Krutetskiis system av förmågor. Man skulle kunna säga att modellering 

som matematisk aktivitet är en viss typ av problemlösning och vad som 

gäller generellt för problemlösning gäller alltså speciellt modellering. Att 

låta modellering vara den matematiska aktiviteten vid studier av 

matematiska förmågor borde därför vara fruktbart. 

Ett annat koncept för problemlösning möter vi hos John Mason. I ett par av 

sina klassiska läroböcker, Thinking Mathematically (Mason, Burton & 

Stacey, 1985) och Learning and doing mathematics (Mason, 1999) 

presenterar författaren ett schema för problemlösning, vilket synes passa en 

viss typ av problem bättre än andra. Vi kan tänka oss en ändlig summa, för 

vilken en formel söks. Tag till exempel 1+2+3…+n+…3+2+1 Om man 

förstått problemet har man kanske i första skedet kört fast, eftersom man 

inte vet hur man ska gå vidare. Därefter kanske man prövar med något litet 

värde på n, till exempel n=2. Då blir summan: 1 +2 +1 = 4 Detta kallas 

specialisering. En ytterligare specialisering ger: 1+2+3+2+1 = 9. Men när 

det nästa gång blir 16, är man kanske mogen att göra en förmodan och anta 

att för alla positiva heltal, n gäller: 1+2+3…+n + +3+2+1 = n². Nu är 

uppgiften att övertyga sig själv och till och med sin värsta fiende, att 

förmodan verkligen är sann. Ett tillräckligt övertygande argument är ett 

deduktivt bevis, för vilket det krävs ett visst mått av kreativitet eller i 

termer av Krutetskiis teori, förmågan till flexibelt tänkande samt förmågan 

att generalisera ett matematiskt resonemang. En något mer än vanligt 

kreativ problemlösare kanske presenterar följande figurer som förklaring: 

      

 

Nästan alla uppgifter kan, enligt Mason, utvidgas till utmanande, goda 

problem. Därför är det inte främst uppgifterna i sig utan 

klassrumssituationen och läraren, som avgör om det ska bli en 

framgångsrik övning eller ej. Att skapa en ”conjecturing atmosphere” i 

klassrummet och att uppmuntra studenterna till ”expressing 

generalizations” är nyckeln till det framgångsrika lärandet i matematik 

(Mason & Johnston-Wilder, 2004). 
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Kapitel 4.   Metodologi 

4.1 Generella synpunkter 

Som forskare av ett fenomen har man att göra med ett antal variabler som 

inverkar på detta fenomen samt de variabler som konstituerar fenomenet i 

sig. Vi skiljer mellan oberoende och beroende variabler, där den 

sistnämnda typen utgörs av den eller de storheter vi vill mäta eller 

identifiera som beroende av de övriga. Kilpatrick (1978)  delar in de 

oberoende variablerna i tre huvudkategorier; 1) subjektrelaterade (individen 

eller gruppen av individer, som löser problemet), 2) problemrelaterade och 

3) situationsrelaterade (lokalen, tidsåtgång, hjälpmedel, m.m.). Beroende 

variabler kan också klassificeras och Kilpatrick nämner fyra kategorier där 

produktvariabler och processvariabler är de intressanta ur denna studies 

perspektiv. Produktvariablerna handlar om forskarens bedömning av 

lösningens kvalitet, och processvariaber är relaterade till subjektets 

kognitiva väg mot lösningen.  Jag kan identifiera analysenheten i denna 

studie som mötet mellan de tre storheterna: Problemet, Individen (eller 

gruppen) och Förmågorna. Min analysenhet är alltså denna treenighet.  

Inom analysenheten är förmågorna den beroende variabeln, medan 

Individen och Problemet är oberoende variabler. 

För Krutetskii var situationen annorlunda. I hans empiriska studie kan man 

se samma analysenhet, men förmågorna och problemen måste ses som 

oberoende variabler, medan individen, eller snarare en bestämd 

individrelaterad variabel, som testutfall, är den beroende variabeln. 

Man kan se det så att jag i min studie vänder på Krutetskiis perspektiv. Jag 

frågar i stället: Kan man återfinna Krutetskiis matematiska förmågor och 

hur manifesteras dessa förmågor i de data man får genom studier av elevers 

problemlösningsaktiviteter?  För att söka svar på dessa frågor har jag 

genomfört två typer av undersökningar, som ger två olika typer av 

experimentdata: skriftlig lösningsanalys och observation av 

lösningsprocess. Den förstnämnda metoden innebär att eleverna i en klass 

arbetar enskilt i klassrummet med ett problem och dokumenterar sina 

lösningar noga. Därefter analyserar jag dem utifrån en mall strukturerad 

enligt Krutetskiis teori. Denna mall är specifik för varje problem och 

konstrueras med hjälp av den apriorianalys, som görs av forskaren. Genom 

apriorianalysen har förmågorna formulerats så att de kan i denna form 

observeras i elevernas lösningar. Förmågornas roll ändras därmed från att 

ha varit ”passiva komponenter” av matematisk förmåga till att bli 

operatörer på paret individ-problem. Denna rollförändring har jag kallat 

operationalisering av Krutetskiis förmågor och den ena av mina 

forskningsfrågor är om det är möjligt att på ett ändamålsenligt sätt 

genomföra en sådan operationalisering. 
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Den andra metoden är en form av strukturerad observation (Bryman, 2002, 

s.176) av en liten grupp av 3-4 elever som arbetar tillsammans med ett 

problem. Aktiviteten videoinspelas och konversationen transkriberas och 

analyseras med samma mall som i den första metoden. Dessa bägge 

metoder är givetvis inte de enda tänkbara. Men just analys av elevlösningar 

och observation av grupparbete är enkla att utföra i varje lärares klass på 

vanliga matematiklektioner där aktiviteten är integrerad i den ordinarie 

undervisningen. Min vision är att de metoder och resultat jag presenterar 

här ska kunna användas av matematiklärare i syfte att utveckla sin 

undervisning i riktning mot att utveckla sina elever matematiska förmågor. 

En skenbar komplikation med att arbeta med Krutetskiis förmågor är de 

tveksamheter till observerbarhet av förmågor som uttryckts av Koshy, 

Ernest och Casey (2009) samt på ett indirekt sätt av Krutetskii själv, som 

jag tidigare beskrivit. Vad gäller operationaliseringsproblemet räcker det 

med notera att det vi observerar är en bild eller ett spår av den 

bakomliggande psykologiska egenskapen i fråga. Jag kallar detta för den 

apparenta förmågan, således det vi uppfattar som en förmåga. För enkelhets 

skull kallar jag den apparenta förmågan helt enkelt för förmågan.  

 

4.2 Metodens validitet 

I samband med analysen av experimentdata, gjordes en informell 

validitetsbedömning av metoden. Den gick till så att några elevlösningar ur 

datamaterialet valdes ut på måfå och en väl insatt annan person analyserade 

dessa utifrån samma mall som jag och vi jämförde våra analyser. Den andra 

bedömaren var Lektor Thomas Biro, tillika en av mina handledare i 

forskarutbildningen. Detaljerna redovisas i kapitel 5. 

 

4.3 Urval av experimentpersoner och experimentproblem. 

Jag har valt att studera följande elevgrupper: en årskurs 8-klass, En NV1- 

och en NV2-klass samt en grupp lärarstudenter på matematikinriktningens 

första termin.  Utöver dessa hela klasser har jag vid observationsstudier 

använt tre smågrupper av 3-4 elever i årskurs 7, 8 respektive gymnasiets 

IB-program, årskurs 2. (IB =International Baccalaureate). Med ett brett 

spektrum av försökspersoner hoppas jag att få se samma förmåga aktiverad 

på olika sätt när olika elevkategorier löser samma problem.  Mitt urval av 

klasser är ett bekvämlighetsurval (Bryman, 2002, s. 114).  Jag känner 

matematiklärarna, som undervisade i grupperna, vilket underlättade 

samarbetet och arbetet med eleverna. Urvalet av elever till smågrupperna 

gjordes av deras matematiklärare. Kriterierna för urvalet var att eleverna i 

de respektive grupperna skulle vara någorlunda prestationsmässigt 

homogena och att de ansågs kunna arbeta bra tillsammans. Medvetet valde 
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jag bort årskurs 9 och årskurs 3 på gymnasiet. Stressen inför nationella 

provet i nian respektive gymnasieavslutningen riskerade att störa elevernas 

vilja och förmåga att koncentrera sig på testuppgifterna. 

All datainsamling har skett mellan sista veckan i april och tredje veckan i 

maj under åren 2007 – 2009. Jag har också tillsammans med klassens 

matematiklärare planerat den exakta tidpunkten för datainsamlingen, så att 

den inte skulle infalla under en period med andra aktiviteter, som kunde 

befaras skingra elevernas uppmärksamhet. 

Jag har valt tre problem, hämtade ur Hagland, Hedrén & Taflin (2007), som 

jag modifierat något för att passa mina behov. Jag har kallat dem 

”Skolgårdsmönstret”, ”Handskakning” och ”Glass” och jag beskriver dem 

noggrant i nästa kapitel. Jag har valt mina problem så att de ska kunna möta 

följande krav: 1) Problemen ska kunna passa så många som möjligt av 

försökspersonerna. 2) Vidare ska de förmodas framkalla flera av de 

matematiska förmågor jag vill registrera. 3) 50 minuter ska vara en 

tillräcklig tid för alla elever att behandla ett av problemen. 

 

Följande tabell beskriver mitt experimentella material. Siffrorna i tabellen 

anger antalet elever i respektive grupp. 

  

(*) 6 grupper om 3 elever som jobbar ihop 

 

 Analys av skriftligt resultat Gruppobservation 

 Enskilt arbete i helklass; analys av 

elevers skriftliga lösningar 

Arbete i 

smågrupper; analys 

av videofilmade 

diskussioner 

PROBLEM Åk 8 Nv1 Nv2  Lärarstudenter a) IB-programmet 

(3 elever) b) åk.7 (4 

elever)                   

c) åk 8 (4 elever) 

Mönster 6 29 10 22 1  

Handskakning 20     1  

Glass 6 *     1 
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4.2 Experimentfasen 

Ett av de utvalda tre problemen delas ut skriftligt till 

undersökningsgruppen. De som ska arbeta enskilt i helklass uppmanas att 

föra noggranna anteckningar under hela lösningsprocessen, som jag efter 

50 minuters arbete samlar in. 

Gruppobservationen går till så att elevgruppen ges en viss tid, 5-10 

minuter, att bekanta sig med filmkameran och sina roller som aktörer. Jag 

upprepar på nytt att filmen bara kommer att användas i mitt 

forskningsprojekt och kommer så snart analysen är gjord, att arkiveras och 

inte lämnas ut till någon. Därefter delas problemtexten ut och 

gruppmedlemmarna uppmanas att enskilt läsa igenom texten och fundera 

tyst under 5 minuter innan grupparbetet börjar. Efter 40-50 minuter är 

lektionen över och inspelningen avbryts. 

 

4.3 Analysfasen 

Vid analysen använder jag min tolkning av Krutetskiis förmågor. Närmare 

bestämt använder jag en apriorianalys, specifik för varje problem, som jag 

redovisar i nästa kapitel.  

Om jag kan identifiera en viss förmåga i ett skriftligt lösningsdokument 

eller från ett avsnitt i en videofilm, klassificeras den observerade förmågan 

som ”tydlig” eller ”diffus”. Tydlig innebär att förmågan är klart uttalad, 

fullt eller i det närmaste fullt utvecklad hos eleven medan diffus innebär att 

förmågan inte är fullt ut utvecklad eller att den har ett  diffust och 

svårtolkat uttryck. Man skulle kunna definiera en skala i flera steg som 

anger graden av ”tydlighet” i varje förmåga, och därmed närma sig det 

flerdimensionella mått som Damerow efterlyser (Damerow, 1997).  

 

4.4 Etiska överväganden 

Alla försökspersoner har informerats om syftet med mitt forskningsprojekt 

och hur materialet kommer att användas. Inför redovisningen har alla 

egennamn ändrats, liksom namn på skolor, städer och så vidare. Omyndiga 

elever fick ett brev med sig hem till målsman, som påskrivet returnerades 

tillbaks till skolan och mig. Föräldrar och elever blev också informerade 

om att resultatet inte skulle påverka betyget och att de som inte önskade 

delta var fria att ”räkna i boken istället”. Vid ett tillfälle meddelade två 

elever att de inte ville medverka i studien. 
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Kapitel 5: Den empiriska studien 

I detta kapitel beskriver jag och ger en apriorianalys av, de tre problem jag 

använt i min empiriska studie. Analysen bygger på den nyss beskrivna 

teorin för matematiska förmågor. I den mån jag kan se indikation på någon 

av förmågorna, noterar jag detta och karaktäriserar förekomsten av uttryck 

för en förmåga som ”Tydlig eller ”Diffus” (se sektion 4.3). Kan jag inte 

avgöra huruvida förmågan finns där eller ej, noterar jag ingenting. 

Jag baserar min bedömning på min tolkning av Krutetskiis förmågor, 

vilken utgör verktyg för problemlösaren och analysobjekt för forskaren.  

Denna tolkning måste med nödvändighet anpassas till den aktuella 

matematiska aktiviteten alltså det specifika problem individen eller 

gruppen arbetar med. Jag redovisar därför en tolkning eller apriorianalys 

för vart och ett av de tre experimentproblem jag har arbetat med.    

 

5.1 Problem 1: Skolgårdsmönstret 

5.1.1 Problemformulering och lösningsförslag 

Någon har ritat upp följande mönster på en skolgård:  

 

 

 

 

 

Du ser tre polygoner, vilka växer i storlek då vi går från vänster till höger. 

Alla kantlinjer är lika långa. Figur nummer 1 har omkretsen 12m. 

a) Bestäm arean hos den första figuren (fig. 1) 

b) Bestäm omkrets och area hos de två andra figurerna (2 och 3) 

c) Antag att mönstret fortsätter och att polygonerna alltså fortätter att 

växa enligt samma princip. Bestäm uttryck för omkrets respektive 

area för figur nummer n. 

d) Antag att en godtycklig sådan figur har omkretsen L. Uttryck dess 

area A i termer av L 

Extrauppgift: Kan man ur denna familj av speciella polygoner finna tre 

stycken medlemmar där arean av en av dem är summan av de övrigas 

areor? 

Extrauppgiften finns bara med i en av undersökningsgrupperna, nämligen 
IB  

 

 

Fig. 3 Fig. 1  

Fig. 

1 

Fig. 2 
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Kortfattad lösning: 

a) Omkretsen av Fig.1 består av 12 räta linjestycken vardera med längden  

1m. Det inre av fig.1 kan delas in i 5 kongruenta kvadrater med vardera 

arean 1 m². 

Totala arean blir därför 5 m².  

b) Figuren nr 2 kan skrivas in i en kvadrat med sidan 

2·2 + 1 m = 5m.Omkretsen blir 4 gånger detta alltså 20 m. 

För att bestämma arean kan man betrakta skillnaden 

mellan 5x5-kvadraten och arean av de områden vid hörnen, 

som ligger mellan kvadraten och figuren.  

De kan tänkas klippas ut och pusslas ihop parvis till två  

rektanglar. Sammanlagd area blir: 2·2·3 m² 

c) Generalisering: Omkrets: 4·(2n+1); Area = (2n+1)² - 2·n·(n+1) = 2n²+ 

2n +1 

d) L = 4·(2n+1) som ger n = (L/4 – 1)/2. Insatt i uttrycket för arean ger 

detta: A = L²/16 – (L/4 – 1)(L/8 – 1) = L²/32 + 3L/8 -1 

e) Av formeln för area t.ex. A=2n² + 2n + 1 är det uppenbart att denna är 

udda för varje val av n. Eftersom summan av två udda tal alltid är jämn, 

kan summan av två figurers areor aldrig bli arean av en annan figur. 

5.1.2 Beskrivning och apriorianalys: 

1. Förmåga att samla in relevant information/ förstå problemet: 

      

DIFFUS: Studenten förstår att utnyttja informationen att varje figur 

begränsas av ett antal 1,0 m långa kantlinjer och att deras areor byggs upp 

av ett antal 1 m² stora kvadrater . Omkretsen och arean kan då beräknas 

som summor av sådana sträckor respektive areor. 

 

TYDLIG: Eleven har en (eller flera) strategi(-er) för att uttrycka L 

respektive A . Det är dock inte säkert att hon förmår utnyttja dessa 

strategier fullt ut. 

 

2. Förmåga att behandla (processa) information 
 

2a) Förmågan att använda deduktiva resonemang – logiskt tänkande. 
 
DIFFUS: Studenten förmår representera matematiska objekt och storheter 

med symboler och att med visst besvär genomföra enkla kalkyler med 

dessa. Det är möjligt att den formella representationen blandas med verbal 

representation. Kalkyler är i allmänhet bara uttryckta i ett eller högst två 
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steg. Oavsett om verbal eller formell uttrycksform används, ska 

resonemanget föras på ett generellt plan.  

 
TYDLIG: Studenten använder det formella språket korrekt och håller fast 

vid en logiskt sammanhängande kedja med flera länkar i sina resonemang. 

Slutsatser beträffande omkrets och area bygger på en strategisk plan eller 

uppräkningsprincip och inte på enskilda värden i en tabell även om denna 

skulle vara omfattande.  

2b) Förmåga att generalisera i objekt, relationer och operationer  

DIFFUS: Studenten finner rekursiva eller explicita uttryck för omkrets och 

area med verbal uttrycksform eller formell sådan, där den matematiska 

syntaxen kan vara delvis felaktig. 

  

TYDLIG: Studenten finner korrekt explicit formel, med korrekt matematisk 

syntax för omkretsen i ett resonemang som bygger på förståelse för 

problemets natur; alltså inte enbart genom att studera en talföljd. Studenten 

förmår även att ta fram ett uttryck för area, vilken möjligen endast är på 

rekursiv form. 

2c) Förmågan att korta ner resonemanget och mängden av operationer 

DIFFUS: Det är uppenbart att studenten strävar efter att uttrycka sig kort 

och koncist, men att detta inte alltid lyckas. 

 

TYDLIG: Studenten eliminerar oväsentliga mellanled och skriver bara ned 

en ”avskalad” del av resonemanget. Ett exempel är: ”2n²+2n+1, det vill 

säga n² + (n+1)². 

Hon visar också att hon söker den enklaste lösningen på problemet. Denna 

strävan blir också till ett mål i sig.  

 

2d) Förmågan till flexibilitet i mentala processer. 
 

DIFFUS: Studenten kan växla mellan olika uttrycksformer, men har ändå 

ibland svårt att byta perspektiv. 

 

TYDLIG: Studenten byter perspektiv och prövar nya ansatser tämligen fritt 

och i allmänhet utan att läraren ingriper. Studenten har också förmåga att 

formulera om problemet eller dela upp det i olika delproblem. Hon har 

heller inga svårigheter att gå från rekursiv till explicit form när det handlar 

om att hantera formeluttryck. 

2e) Strävan efter klarhet, enkelhet, elegans och Lösningsekonomi 

Denna förmåga är i allmänhet mycket svår att skilja från förmågan 2c, 

ovan, men jag bestämmer mig för att lägga tyngdpunkten vid de estetiska 

aspekterna avseende lösningen.  
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DIFFUS: Studenten undviker besvärliga decimaluttryck och ersätter i 

allmänhet dessa med bokstäver. Är i regel nöjd med sin lösning även om 

hon inser att den innehåller onödiga steg och kan kortas ned. Ser möjligtvis 

ingen kvalitetsskillnad mellan lösningar som enbart bygger på resonemang 

utifrån specialfall och lösningar där slutsatsen deduceras fram. I valet av 

redovisningsmetod är studentens uppfattning av lärarens förväntningar 

överordnad hennes egen värdering av vad som är en estetiskt ”snygg” 

lösning.  

 

TYDLIG: Studenten föredrar deduktiva och generella resonemang därför att 

hon är övertygad om att dessa leder till ett övertygande resultat. Studenten 

är i regel inte nöjd med sin första lösning utan söker olika sätt att förbättra 

denna. Hon uttrycker eventuellt också en klar uppfattning i frågan om vad 

som är matematiskt elegant och vad som inte är det. 

 

2f) Förmågan att vända på ett resonemang eller en mental process 

 

DIFFUS: Studenten kan identifiera en reverserad process och inse att 

denna kan användas för att lösa problemet, men kan inte, eller med största 

svårighet i enkla fall, själv upptäcka sådana vägar till lösningen. 

 

Exempel: Studenten kan skriva in en figur i en kvadrat men istället för att 

beräkna arean direkt, bestämmer hon skillnaden mellan den omskrivna 

kvadratens area och området mellan denna och polygonen. 

 

 
 

 

 

 

 

 

  

 

Eftersom kvadratens area = (2·2+1)² m², kan Polygonens area lätt beräknas:  

(2·2+1)² - 4·(1+2) = 25 m² - 12 m² = 13 m² 

Detta kan generaliseras till: An = (2n + 1) – 4·(1+2+3+…+n) 

3.Förmåga att minnas relevant matematiskt material 

Arean = (1 + 2) m² 

Totala arean mellan kvadrat och polygon = 4·(1+2) m² = 12 m² 

Sidan = 2·2 + 1 m 

2 

2 
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Här har jag svårt att se hur jag kan diskriminera mellan två nivåer. 

DIFFUS & TYDLIG: Studenten visar att hon kan utnyttja en matematisk 

princip hon minns från någon tidigare situation. Hon visar därvid också att 

hon kan extrahera relevanta delar av strukturell natur ur minnet och se hur 

det nya problemet helt eller delvis passar in i dessa strukturer. I det aktuella 

problemet kan en student som tidigare varit i kontakt med numeriska 

talföljder se fruktbara analogier och kanske börja konstruera 

differensscheman för att finna explicita uttryck för omkrets respektive area 

som funktioner av n.  

Ett annat exempel är om Eleven/studenten förmår skriva om och utnyttja en 

formel som hon möjligtvis stött på i ett annat sammanhang. Formeln som 

ger summan av de n första naturliga talen, nämligen:  

1+2+3+…+n = ½ ·n(n+1), är en sådan. 

5.1.3 Redovisning av kvantitativa data 

Problemet ”Skolgårdsmönstret” gavs under 2007 och 2008 i två 

gymnasieklasser, år ett respektive år två på naturvetenskapsprogrammet. 

Dessa benämns N1 respektive N2. Vidare gavs problemet till en årskurs 8 

(betecknas 8) under 2008 samt till en grupp om 25 lärarstuderande på 

matematiklärarinriktningen (betecknas L1) under deras första år. Eleverna 

löste uppgifterna individuellt under 50 minuter (lärarstudenterna hade 

endast 40 minuter) och lösningarna granskades av mig. Nedan redovisas 

resultaten i tabellform såsom tidigare beskrivits. D och T står för att 

förmågan klassificerats som diffus respektive tydlig, enligt den modell för 

operationalisering som beskrivits i avsnitt 5.1.2. 

 

Experimentgrupp 8 N1 N2 L1 

Typ: Diffus/Tydlig  

Förmåga 
D T D T D T D T 

1. Samla in 1 5 2 24 2 8  21 

2a. Logiskt tänkande 3  9 1 1 1 3 4 

2b. Generalisering 4 1 23 5 4 1 12 8 

2c. Korta ned 1  7    5 1 

2d. Flexibelt tänkande 2 1 5 3 3 1 3 7 

2e. Elegans   2   1 2  

2f. Vända på 

tankekedjan 

2  1 1  1 1  
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En omedelbar slutsats av ovanstående resultat visar, föga förvånande, att de 

matematiska förmågorna är mer utvecklade ju mer välutbildad i matematik 

problemlösaren är. Vi kan också konstatera att förmågan till generalisering 

och förmågan att tänka flexibelt ofta framträder vid analys av skriftliga 

presentationer, men att detta också kräver att eleven/studenten har uppnått 

tillräcklig matematisk mognad. 

Förmågan att korta ned resonemanget, och strävan till klarhet och elegans 

liksom förmågan att minnas uppenbarar sig inte gärna vid analys av 

skriftliga resultat. Här krävs istället en annan typ av analys, exempelvis i 

form av kliniska intervjuer såsom de Krutetskii använde sig av. I de fåtal 

fall som jag ändå kunnat påstå något om dessa förmågor, har 

eleven/studenten fört mycket detaljerade anteckningar eller på annat sätt 

varit mycket tydlig på de punkter som rör den aktuella förmågan. 

 

Validitetskontroll:   

Tre elevlösningar från klass N1, analyserades av både författaren och hans 

handledare. Klassificeringen av förmågorna i tydlig och diffus enligt de 

beskrivna kriterierna i apriorianalysen hade vi vid tillfället för 

validitetskontrollen inte uppnått samsyn om. Markeringarna nedan avser 

därför endast epitetet ”Tydlig” för motsvarande förmågor. I tabellen nedan 

kallas de tre elevlösningarna för A, B respektive C. 

X: Författarens bedömning, O: Handledarens bedömning 

 

Eftersom de två bedömarnas analyser i stort sett överensstämmer, indikerar 

detta att metodens validitet är tillfredställande. 

 

 

Förmåga 

Elevlösning 

1 2a 2b 2c 2d 2e 2f 

A X  O X O X O O X O   

B X  O X X O  X O   

C X O X O  X  X O X X O 
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5.1.4 Redovisning av individuella elevlösningar 

Jag ger först ett exempel från en elev i klass 8 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Vi ser här eleven Danne, som är inte lärt sig att använda ett symboliskt 

språk, ändå presenterar en lösning som minst av allt är klar och elegant. 

Men han uppvisar trots detta förmågor vi skulle kunna kalla kreativa (2d 

och 2f).  

Överst i Dannes lösning ser vi en av figurerna i serien, nämligen den andra 

i ordningen. Danne skriver in denna i en kvadrat och han väljer att till en 
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början fokusera den area som begränsas av ett av kvadratens hörn och 

figurens kantlinje. Han visar här prov på förmågan att vända på 

tankekedjan (2f) och väljer att försöka komma åt figurens area indirekt. 

Han konstruerar en tabell, som visar hur arean av en sådan hörnyta, ökar 

med stigande ordningsnummer.  

Om vi betecknar en hörnytas area för figur nummer n med Hn , så ges arean 

av nästföljande figurs motsvarande hörnyta av den rekursiva formeln:  

Hn+1=Hn+n. På så vis genererar han  tabellen, där de matematiskt erfarna  

genast känner igen triangeltalen, eller den aritmetiska summan 1+2+3…. 

Här ser vi exempel på förmågan till generalisering (2b), men denna är 

inte uttryckt i ett formellt matematiskt språk. Han finner också ett generellt 

uttryck för kantsidans längd . Då han ska beräkna arean av figur nummer 

10 (alltså n = 10 i det följande) startar han med att ta fram arean av en 

hörnyta i denna figur (H10) genom det rekursiva förfarande han ”uppfunnit” 

och får denna area till 55 areaenheter. Den totala arean mellan den 

omskrivna kvadraten och figuren blir då: 4·55 = 220 areaenheter. Den 

omskrivna kvadratens area är (2·10 + 1)² = 441 areaenheter och figurens 

area får Danne som skillnaden mellan kvadratens area och totala hörnytans 

radie area. Han får: 441 – 220 = 221 areaenheter. 

 Detta resonemang kräver ett visst mått av flexibelt tänkande (2d), en 

förmåga vi kan tillskriva honom. Vid det aktuella tillfället uppgav Danne 

att han var intresserad av problemlösning, en verksamhet klassen ägnade 

sig åt vissa fredagar. Enligt hans lärare var Danne en typisk ”medelelev”. 

Han riskerade visserligen inte underkänt, men visade heller inte tendenser 

åt något högre betyg än godkänt. Det här exemplet ger stöd för 

uppfattningen att den gängse bedömningen i skolan missar en del 

dimensioner som en bedömning grundad på Krutetskiis teori lyfter fram.  

Nästa exempel är hämtat från lärarstudenten Jokke som på en rad lyckas 

förklara hur han bestämmer arean av figur nummer n. 
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På nästa rad konstateras att An = n² + (n+1)² och motiveringen finns 

implicit i figursekvensen ovan.  Av figuren kan vi identifiera tre förmågor. 

Jokke tycks ha en strävan efter enkelhet och förkortning (2c) liksom 

förmåga till generalisering (2b) och till flexibilitet i tanken(2d). En 

matematiklärare kan däremot sakna en bra motivering till att kvadrattalen 

uppträder som de gör. En sådan motivering saknar dock inte lösningen från 

Jokkes klasskamrat Beatrice: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Beatrice utgår ifrån figuren i stort och lyckas hitta en ny struktur. Hon 

finner att varje figur är uppbyggd av två kvadrater i figur 3 (ovan) en 3x3-

kvadrat och en 4x4-kvadrat. Detta framträder tydligt om man som Beatrice 

gjort färglägger varannan ruta. Hon uppvisar därmed en tydlig förmåga till 

elegans och klarhet (2e) Vidare framträder förmågorna till generalisering 

(2b), logiskt tänkande (2a) (formelspråket, t.ex.) och att driva ett 

resonemang från ett annat håll (2f) tydligt.  

Till sist en lösning från Victor en matematisk särbegåvning i N1. Jag 

återger hans lösning i sin helhet och min kommentar är att vi kan räkna in 

samtliga komponenter av matematisk förmåga i hans lösning. 
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Ett generellt uttryck för omkretsen hos figur n tar Victor fram genom att 

skriva in figuren i en kvadrat och konstatera att dess sida är 2n+1 och att 

omkretsen därför är 4·(2n+1). Detta eleganta grepp är självklart för honom, 

men långt därifrån för de flesta andra, lärarstudenterna inräknade. 

Beträffande area har Victor en metod som påminner om Dannes i förra 

exemplet. Till skillnad från Danne har Victor valt att pussla samman de 

bortklippta hörnen till en rektangel, vars area lätt kan ges ett generellt 

uttryck. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



54 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



55 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



56 

 

5.1.5 Redovisning av observationsstudie av gruppvis arbete. 

Mitt avslutande exempel blir en transkribering av en videoinspelning av tre 

gymnasister på IB-programmet, som tillsammans löser problemet. 

Elevernas skolspråk är engelska, varför jag återger deras konversation på 

engelska. Mina kommentarer är dock på svenska. Eleverna läser andra året 

på en avancerad matematikkurs, som snarast kan jämföras med andra årets 

matematik på naturvetenskapligt program i Sverige. Jag  kallar eleverna 

Elsie, Sally och Harry och de är enligt deras lärare förhållandevis 

högpresterande. De får problemet i en engelsk översättning på ett papper 

och börjar med en tyst genomläsning.  

Harry tar först ordet… 

1 H:  (in a) There are 12 lines in 12 meters, then each line is 1. 

S:  Meaning that the area of each square is one and that area of  

figure number one is 5 m² 

E:  (mumlar för sig själv) Number 3 will be 3 times three plus 
four plus four and it will  be the same square as here hmmm… 

S:  and for the circumference we have eight times the number 

and minus one and plus four… 

 

Harry skriver I sitt block: L = 8(n-1) + 4 och A = n² + (n+1)². Det har gått 

drygt 5 minuter och problemet är löst så när som på att finna ett uttryck 

där arean är en funktion av omkretsen L. När trion ställs inför detta 
problem finner de sig nödsakade att skaffa sig en geometrisk motivering för 

omkretsen. På något sätt måste de ha trott att hemligheten ligger dold i 
härledningen av omkretsen. 

5. E:  We must test with a value on L 

S:  Is this a geometric series ? 

H:  Arithmetic it is  

S:  n times n+1 then and divided by two, that is the formula. 

E:  3 times 3 and 4 times 4. It feels geometric… 

Uppenbarligen vet de inte hur de ska eliminera n ur de två 

funktionsuttrycken för L respektive A. Istället fastnar de i ett improduktivt 
resonemang som pågår i 14 minuter innan Erica ritar i problempappret: 

 

 
   

  

  

1+1 +1 2  +  1   + 2

 
 1+1 +1 

3  +   1   +   3 
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S:  What‟s all this ? 

H:  It‟s the circumference, stupid 

S:  (lätt irriterad) I can see that, two n plus one, we‟ve been 

there before. 

E:  Okay, times four and you get… Harry? 

10. H:  The circumference, stupid (skrattar lätt överslätande)  

S:  We have what we have. L equals two n plus one times four 

and A equals two n squared plus two n plus one squared. But 

we should be without any “enns”… 

 

I detta läge ingriper forskaren för att föra diskussionen framåt genom att 
säga “Look at what you have as a system of two simultaneous equations, 
where one variable is to be eliminated.” 

I samma ögonblick skriver Harry: n = (L – 4)/8 och några sekunder senare 
har alla tre skrivit   

   

    
   

 
 
 

  
   

 
   

 

 

 

  De begrundade sina alster några sekunder och Erica undrar om de måste 
förenkla uttrycken ytterligare. 

 

S:  What‟s up now ? 

H:  Take a rest… 

15. E:  But I think that is “e” 

H:  What‟s the problem? 

S:  Divide them! 

H:  What? 

S:  Yes, divide all the figures into two parts and see if we can 

build two new figures from   another figures‟ parts. 

20. E:  We can‟t divide one figure into two because e always must 

have “the one in the middle” I mean right there. (Erica pekar 

mitt i en figur, men ingen verkar förstå exakt vad hon menar) 
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H: (efter tio sekunders tystnad). Must they be at the same size? 

S: „course not! 

E: Then the area of one of them must be two times something 

which doesn‟t work because all of them have odd area. And odd 

plus odd is even, always, I hope. 

H:  That proves that they must be of unequal size.. 

25. H:  Congratulations! 

S:  What? 

E:  It‟s done, we‟ve been proven it. It‟s impossible to divide 

like that. 

 

Kommentar: Erica har i princip löst problemet med arean bara efter tio 

sekunder utan att ha kommunicerat med någon.  Hon såg strukturen med 

summan av två kvadrater i de tre givna figurerna omedelbart. Harry är med 

på noterna och generaliserar resonemanget. Samtidigt löser Sally problemet 

med omkretsen och efter 5 minuter finns de generella uttrycken för omkrets 

och area på pappret. Vi kan se hur en provkarta på de olika förmågorna 

målas upp genom studenternas samtal.  

 

Vi kan lätt konstatera ”Förmågan att samla in relevanta data (1), 

Flexibilitet i tanken (2d), och Förmågan att korta ned resonemanget 

(2c). Den sistnämnda kan vi exempelvis se i Harrys omedelbara övergång 

till ett formellt och generellt resonemang (rad 5) utan att behöva antyda 

vägen dit. Förmågan till logiskt tänkande, (2a) är uppenbar i och med 

den snabba härledningen av arean uttryckt i omkretsen (rad nr. 12) samt i 

Ericas indirekta bevisföring mot slutet (rad nr. 23). Samma rad vittnar 

också om Ericas förmåga att minnas relevant matematisk information 

(3), när hon utnyttjar det faktum att ”udda+udda = jämnt” något som, 

märkligt nog, är helt obekant för många gymnasister. 

 

5.2 Problem 2 Handskakningsproblemet 

Handskakningsproblemet uppfyller flera av kriterierna på att ett problem 

ska vara ”rikt” i Taflins mening (Taflin, 2007). Det inbjuder till olika 

varianter av kreativ visualisering och de två huvudvägar till problemets 

lösning som eleverna visar upp kastar ljus över triangeltalens och den 

aritmetiska summans mystik. Formuleringen kan naturligtvis variera, 

beroende på för vem eller vilka problemet presenteras och vilken avsikt 

läraren eller forskaren har med detta. Jag har valt att formulera problemet 

enligt nedan.  
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5.2.1  Problemformulering 

a) Fyra personer träffas på en bjudning. Alla ska skaka hand med varandra. 

Hur många handskakningar blir det? 

b) Ytterligare en person ansluter sig till sällskapet. Den personen måste 

också skaka hand med alla andra. Hur många ytterligare handskakningar 

blir det? 

c) Antag att nu är det n personer som träffas på bjudningen och alla dessa n 

personerna ska skaka hand med varandra. Hur många handskakningar blir 

det nu? (Uttryck svaret i bokstaven n) 

d) Till bjudningen med n personer anländer ytterligare två personer(så att 

de nu blir n+2 personer). 

Dessa ska skaka hand med alla de övriga på bjudningen. Hur många 

ytterligare handskakningar blir det?  

e) På en fest där alla skakat hand en gång med varje annan person förekom 

totalt 3160 handskakningar. Hur många personer deltog i festen? 

 

Lösningsskisser: 

 a) 4·3/2 = 6 b) 4 c) n·(n-1)/2         d) 2n+1 

 e) ekv. n(n-1)/2 = 3160   n²- n = 6320   (n - ½)² = 25281/4   

 n - ½ = ±79,5 Svar: 80 (Lösningen -79 förkastas)   

 

5.2.2  Apriorianalys 

1. Samla in information:  

TYDLIG: Eleven har förstått från början att en handskakning mellan två 

deltagare bara ska räknas en gång.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

DIFFUS: E börjar fundera på detta efter att ha arbetat en tid med problemet 

2b) Generalisering:  

 TYDLIG: Eleven når formeln n(n-1)/2 och visar att han/hon förstår hur den 

ska användas. 

DIFFUS: Eleven kan generalisera sitt resonemang, men använder ingen 

algebraisk formel. Möjligtvis används en ”ordformel”, som på ett konkret 

sätt beskriver de räkningar som ska göras. Eleven förstår att samma 

räkneprincip används oavsett antalet deltagare.  

2d) Förmåga till flexibelt tänkande:  
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TYDLIG: Eleven kan växla mellan kombinatoriskt resonemang å ena sidan 

och en 1+2+3+…+n – aspekt å den andra. Eventuellt uttalar eleven 

därigenom en generell formel för 1+2+3+…+n-1 = n(n-1)/2 i en generell 

kontext. Man skulle också kunna hävda att detta är exempel på en ”mycket 

tydlig” grad av förmågan att generalisera i relationer och samband.  

DIFFUS: Eleven kan representera problemet grafiskt och utnyttja den 

grafiska framställningen. Till exempel kan gästerna representeras som hörn 

och handskakningarna som kanter i en multigraf. Hon kan också växla 

mellan den bildmässiga uttrycksformen och den verbala eller den formella. 

Eleven kan möjligen också inse att summan 1+2+3+…+n-1 ger lösningen 

till problemet. Genom att följa en annan tanketråd finner hon kanske istället 

att antalet handskakningar blir n(n-1)/2 .  

2e) Strävan till klarhet, enkelhet och elegans: 

TYDLIG: Eleven visar att hon föredrar ett deduktivt resonemang. I det här 

fallet innebär det en förklaring till varför vi får n(n-1)/2.  

DIFFUS: Eleven representerar problemet grafiskt, men fullföljer inte 

resonemanget. Figuren skulle utan ändringar kunna användas som stöd för 

en fullständig och generell lösning. 

2f) Förmåga att byta riktning på en tanketråd eller ett matematiskt 
resonemang: 

TYDLIG: Eleven beräknar på båda sätten och jämför resultaten. 

DIFFUS: Eleven antyder att hon ser att man kan resonera från två håll här 

och beskriver båda sätten, men beräknar bara i ena fallet. Sätt 1: En person 

ska skaka hand med n-1 personer. N personer ger n(n-1) handskakningar, 

men varje handskakning räknas då 2 gånger varför vi måste dela med 2 på 

slutet. Sätt 2: De n personerna placeras i ring. Person nr. n ska skaka hand 

med n-1 personer, person nr n-1 ska skaka hand med n-2 personer, o.s.v. 

Totalt 1+2+3+…+ (n-2) + (n-1) 

3. Förmåga att minnas relevant matematisk information: 

Till exempel genom att eleven associerar till ett annat exempel där 

beräkning av aritmetisk summa varit aktuell.  

5.2.3 Redovisning av kvantitativa data 

Handskakningsproblemet behandlades även av eleverna i klass 8 våren 

2008. Skolan är en fyrparallellig 6-9-skola i en medelstor stad. Klassen 

bedömdes av sin matematiklärare vara normalpresterande och eleverna 

hade en viss erfarenhet av att på lektionstid självständigt lösa utmanande 

problem. Det var stor spridning beträffande matematikkunskaper i klassen. 
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De 20 elever som var på plats när vårt testmaterial delades ut var 

förväntansfulla inför uppgiften. 

Uppgiftsbladet med problemformuleringen delades ut och två minuter 

ägnades till tyst enskild genomläsning. En väntad fråga inställde sig strax 

därefter: ”Om jag skakar hand med Linda, och sedan Linda skakar hand 

med mig – är det två handskakningar eller bara en.” 

Forskaren behövde därför klargöra situationen (en handskakning, alltså), 

och förvissa sig om att samma information hade nått fram till samtliga 

elever. 

Efter insamling och analys av de individuella lösningarna fördelar sig 

lösningarna så här: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Validitetskontroll: Markeringarna nedan avser därför endast epitetet 

”Tydlig” hos motsvarande förmågor. I tabellen nedan kallas de tre 

elevlösningarna för A, B respektive C. 

X: Thomas Dahls bedömning, O: Handledarens bedömning  

Förmåga   

Elevlösning 
1 2a 2b 2c 2d 2e 2f 

A X  O O X O  X O  X 

B X    X O  X O  XO 

C     X O   

 

Med reservation för validitetskontrollens ofullständighet indikerar tabellen 

ovan tillfredställande validitet. 

FÖRMÅGA DIFFUS TYDLIG 

Samla in (1) 10 5 

Logiskt tänkande (2a) 0 0 

Generalisering (2b) 3 4 

Korta ned (2c) 1  

Flexibelt tänkande (2d) 4 4 

Elegans (2e) 2 2 

Vända på resonemang (2f) 2  

Minnas matematisk info (3)   
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5.2.4 Redovisning av individuella elevlösningar 

Nu följer kommentarer till två elevers lösningar: Först: Solveigs lösning 

 

 

Solveig har lyckats samla in relevanta data och förstå problemet (1). 

Hon har vidare förmågan att generalisera (2b) trots att hon ännu inte har 

lärt sig hantera formler med oberoende och beroende variabel enligt den 

gängse matematiska syntaxen. Innan hon uttrycker sig med symboler 

föredrar hon att starta resonemanget med sifferexempel som vi ser i 

deluppgift c) med 8 och i d) med 10. Hennes resonemang är procedurellt 

d.v.s det följer händelseförloppet i problemet utan att övergå till bli 

strukturellt där en generell formel blir verktyget hon grundar sin slutsats på.  

Hon har en förmåga till flexibelt tänkande (2d) eftersom hon visar att hon 

både kan utnyttja ”summa-aspekten” (deluppgift a) och ett kombinatoriskt 

resonemang (deluppgift d)  

Hon uppvisar också en strävan till klarhet och enkelhet (2e), då hon inte 

nöjer sig med rent induktiva resonemang, utan resonerar deduktivt, trots att 

hon tvingas arbeta med siffror. De klara och tydliga och argumenten är helt 

befriade från oväsentligheter. Detta gör hon alltså utan att ta stöd i 

algebraiska uttryck och formler. 
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Maria har valt en mer bildmässig uttrycksform: 

 

  

Maria visar att hon förmår Samla in information och förstå problemet 

(1) utan att missförstå något, d.v.s. på Tydlig nivå. 

Hon använder sin bildmässiga representation till att ge stöd åt sin slutsats 

4+3+2+1 i fall a). Kopplingen bild-slutsats är kanske inte klar för läsaren, 

men vittnar desto mer om en förmåga att korta ner matematiska 

resonemang (2c). 

b) Hon beräknar först antalet handskakningar totalt och därefter hur många 

extra handskakningar den femte personen genererar. Detta kan tyckas 

motsäga förmågan till klarhet och elegans. Dock medger min analysmodell 

och den teori jag grundar denna på inte att ”icke-förmåga” kan upptäckas 

med den metod jag valt. 

5.2.5  Analys av gruppobservation 

Nedan demonstrerar jag resultatet av en observationsstudie i en något 

annorlunda formulering av samma problem. Våren 2009 lät jag tre av mina 

studenter i lärarutbildningen observera en grupp om fyra elever i årskurs 7 

som löste handskakningsproblemet. Dessa elever bedömdes vara ”något 

över medel” av sin matematiklärare, samt mycket intresserade av 
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problemlösning. Deras kollektiva arbete med problemet filmades och jag 

redovisar ett par avsnitt ur den transkriberade texten. Formuleringen av 

problemet avvek från den nyss redovisade och därför återger jag den här: 

Festen illustreras av en bild med fjorton personer med koniska glas och 

lustiga hattar. Sedan kommer frågorna: 

a) Hur många personer är med på festen? 

b) Alla ska hälsa på varandra. Hur många måste varje person ta i 

hand ? 

c) Hur många handskakningar blir det totalt ? 

d) Hur många handskakningar blir det totalt om 50 pers. deltar i 

festen ? 

e) Hur många handskakningar blir det totalt om n pers. deltar i 

festen ? 

 

De fyra runt bordet kallar jag Susanne, Johanna, Patrick och Germund. 

Patrick utses till sekreterare och ska för gruppens räkning skriva ned vad 

man kommit fram till. Efter ett par minuters gemensam inläsning startar 

konversationen: 

1. G:  Hur många personer är med på festen? (läser högt ur 

uppgiftsbladet) 

2. G:  Hur många är det på bilden? 

3.  J:  Fjorton 

4.  S:  Ja dom är fjorton 

5.  G:  Och hur många måste var och en ta i hand ? 

P:  Tretton 

G:  (tyst för sig själv)  Å sen räknar man fjorton gånger tretton  

P:  Å sen var dom fjorton 

G:  Ja 

10. P:  då blir det fjorton gånger tretton 

J:  Varför då da? 

P:  Vet inte. Det var roligt 

S:  Men om nummer 14 hälsar på 13 olika och han med 

nummer tretton ska hälsa då har han ju redan hälsat på nummer 

fjorton. 

P:  Ja vaddå? 15.      
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15. S:  Ja nummer tretton kan bara hälsa på tolv och tolvan har bara 

tie å sen vidare nedåt tills alla har hälsat på alla 

J:  Och den siste har ingen att hälsa på. 

S:  Men han har ju redan hälsat på alla 

S:  Då blir det ju 14+13+12 och så vidare ner till 1 

G:  Hur funkar det? Om jag skakar hand med dig och du med 

mig, då har vi bara skakat hand en gång eller hur? 

20. S:  (lätt ironisk) Va smart du är 

P:  Men alla 14 skulle ju vardera skaka hand med 13. 

J:  Så det blir alltså 14 gånger 13. 

S:  Nittien (91) blir det ju om man räknar på mitt sätt 

P:  182, 14 gånger 13 blir 182  P skriver upp resultatet (182) i 

protokollet= 

25. G:  Nu blev det bra. Sen har vi femti… 

P:  Ja 50. gånger 49 

S:  Blir 2450 Det låter mycke…. 

Vi ser att pojkarna Germund och Patrick snabbt tar initiativet, medan 

flickorna hålls tillbaka. I rad 13, visar dock Susanne prov på förmågan att 

vända tankegången (2f) samt förmåga till flexibilitet i tanken (2d). Hon 

anlägger ”summa-aspekten”, men det dröjer tills slutet av denna akt innan 

hon får gehör från grabbarna. Ingen följer upp Susannes riktiga svar (rad 

23)… 

14 minuter senare, efter att ha kört fast ordentligt, får gruppen ett råd av 

forskaren: (min lärarstudent) ”Pröva att skaka hand med varandra och 

räkna hur många det blir!”  

De genomför denna övning fysiskt och utan någon direkt systematik, varför 

det åtgår några försök till att övertyga varandra om att det blir precis sex 

handskakningar. Ändå håller Germund fast vid sitt tidigare sätt att resonera: 

”Fyra personer ska hälsa på tre personer vardera. Då¨blir det 4x3 =12 

handskakningar.” 

Gruppen övergår till att betrakta det ursprungliga problemet med 14 

personer på festen. Forskaren ingriper på nytt: 

28.             F:  Skulle det ha hjälpt om ni fick en till att skaka hand med? 

 P:  Då ska varje person skaka hand med 4 stycken. 

30. S:  Sedan med tre och sen med 2 och sist med en enda. 

31. G:  Fyra gånger fem blir tjugo.  20 handskakningar blir det. 
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 J:  Men tänk på förra gången. Då blev det bara sex. 

 S.  Då borde det ha blivit…. 

G:  Men det är olika nu. Tänk på att det är matte det här. Då blir 

ju ändå allting så konstigt . 

35. S:  Jag tror att det är samma ändå  

Diskussionen fortsätter inte utan gruppen återvänder till problemet och 

Susanne tar upp sin gamla tråd. 

S:  Men det måste vara 13+12+11+10+9+8+7+6+5+4+3+2+1 

Susanne knäpper på sin räknare och mumlar något för sig själv. Sedan ritar 

hon fem streckgubbar i sitt block och drar streck mellan dem. Varje streck 

symboliserar en handskakning. De andra tittar på. Alla räknar till 10 streck. 

G:  4 personer 6 handskakningar Om vi delar 14 med 4 får vi 

3,5. 3,5 gånger 6 blir 21. 

40. S:  Med 14 blir det 91 13+12+11 och ner till 1. Det blir 91 inte 

21. 

 G:  Finns det nån genväg ? 

 G:  Jo 13.. Hälften, 6,5  och 6,5 gånger 14 blir 91 

 S:  och det var vad jag fick när jag la ihop alltihopa. 

 G:  Jag har hittat en genväg. Utgångstalet gånger halva talet 

under. 

45. S,P,J:  Fattar ingenting 

 G:  Om vi nu har 50 pers får vi:… 50 gånger 49 

 P:  Det blir 1225  

Därefter avbröts lektionen av läraren som meddelade att tiden var ute.    

I det här exemplet kan det tyckas lättare att upptäcka brist på förmågor än 

förekomst av sådana. Som tidigare nämnts förekommer inte ”icke-

förmågor” i Krutetskiis teori och är därmed irrelevanta för mig. Däremot 

kan vi konstatera förekomst av förmågan att samla in relevant 

matematisk information (1). När det gäller förmågan att generalisera kan 

vi konstatera att denna inte verkar vara lika utvecklad hos alla. I rad 34 

antyder Germund att olika principer för beräkning av antalet 

handskakningar råder om det är 4 eller 14 personer på festen. Huruvida 

detta är allvar eller om han bara skämtar är faktiskt svårt att avgöra. 

Emellertid upptäcker han sedan en princip, som han formulerar så här: 

”Utgångstalet gånger halva talet under”. Han testar också sin princip mot 

Susannes ”summeringsmetod” och konstaterar att resultatet blir detsamma. 

Däremot finns det inget förklarande resonemang kring Germunds uttryck, 

vilket det finns bakom Susannes metod. Förmåga till generalisering (2b) 
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på nivån ”Diffus” kan vi åtminstone konstatera. Som nämnts i avsnitt 2.2 

skiljer Krutetskii på olika nivåer av generalisering, som dock inte har något 

att göra med vad jag menar med ”Tydlig ” och ”Diffus” i denna studie.  

”…(1) as a persons‟ ability to see something general and known to him in what is 

particular and concrete (subsuming a particular case under a known general concept), 

and (2) the ability to see something general and still unknown to him in what is isolated 

and particular (to deduce the general from the particular cases, to form a concept)”  

(Krutetskii, 1976, p. 237). 

Att slå fast en gemensam princip för att beräkna antalet handskakningar 

oavsett om det handlar om 5, 15 eller 100 personer gäller är ett exempel på 

”typ 1 – generalisering” enligt Krutetskii, medan att nå fram till formeln 

n(n-1)/2 är av ”typ 2” oavsett om uttrycksformen skulle vara verbal eller 

med algebraisk. Vi såg ju generalisering av både typ 1 och typ 2 i elevernas 

samtal. 

Flexibilitet uttrycker Susanne en del av, såsom tidigare påpekats till 

skillnad från Germund, som är påtagligt låst vid sina ursprungliga tankar. 

Den verbala motsvarigheten till uttrycket n(n-1) hänger kvar hos honom 

påfallande länge trots att detta visat sig ge fel svar. 

   

5.3 Problem 3 ”Glass” 

För den som är något bekant med elementär kombinatorik är följande 

problem tämligen trivialt.  Emellertid är det en rejäl utmaning för den som 

ännu inte har haft förmånen att stifta denna bekantskap.  För gruppen elever 

i grundskolan och i gymnasiet är problemet definitivt ett problem även i 

Shoenfelds och Lithners mening (Shoenfeld, 1992, Lithner, 2001) vilket 

följande exempel visar: 

 

5.3.1 Problemformulering och lösningsskisser 

Lisa ska köpa lösglass i strut. 

a) Hon tänker handla två kulor och det finns fyra smaker att välja 

mellan. Hur många glasskombinationer är möjliga? 

b) Antag nu att antalet smaker kan varieras och inte längre 

nödvändigtvis är fyra. Undersök sambandet mellan antalet 

glasskombinationer och antalet olika smaker. 

c) Antag att Lisa ska köpa tre kulor glass och antalet smaker får du 

bestämma själv. Undersök sambandet mellan antalet 

glasskombinationer och antalet olika smaker. 

I en version av problemet fick eleverna följande tilläggsinformation: Det är 

inte tillåtet att köpa två kulor med samma smak och det spelar ingen roll i 
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viken ordning man köper kulorna; alltså: Om man till exempel köper 

jordgubb som kula 1 och vanilj som kula 2, så är det samma kombination 

som vanilj som kula 1 och jordgubb som kula 2. 

Lösningsskisser: Utan tilläggsinformationen kan problemet tolkas på fyra 

olika sätt: 

(i) Det är tillåtet att köpa glass med båda kulorna av samma sort, 

och ordningen mellan kulorna är väsentlig. 

(ii)  Det är inte tillåtet att köpa glass med båda kulorna av samma 

sort, och ordningen mellan kulorna är väsentlig. 

(iii) Det är inte tillåtet att köpa glass med båda kulorna av samma 

sort, och ordningen mellan kulorna är ovesäntlig. (Tolkningen 

ekvivalent med att erhålla tilläggsinformationen) 

(iv) Det är tillåtet att köpa glass med båda kulorna av samma sort, 

och ordningen mellan kulorna är ovesäntlig. 

Vi antar att antalet smaker är n 

Tolkning enligt (i) För varje val av första kulan kan vi välja den andra 

kulan på n sätt. Enligt multiplikationsprincipen blir antalet möjligheter n·n 

= n² sätt . 

Tolkning enligt (ii) För varje val av första kulan kan vi välja andra kulan på 

n-1 sätt. Enligt multiplikationsprincipen blir antalet möjligheter n·(n-1) = 

sätt . 

Tolkning enligt (iii): På samma sätt som i föregående fall, men nu ska 

vanilj-jordgubb uppfattas som samma glass som jordgubb-vanilj. Vi måste 

därför dividera resutatet i enligt (ii) med 2 för att inte räkna glassarna två 

gånger. Alltså får vi n(n-1)/2 sätt . 

Tolkning enligt (iv). Två likadana kulor kan väljas på n sätt och två olika 

kulor på som sagt,  n(n-1)/2 sätt. Totalt ger detta n + n(n-1)/2 

möjligheter. 
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5.3.2 Apriorianalys 

1. Samla in matematisk information/ förstå problemet: 

 

TYDLIG: Eleven förstår problemets natur inklusive vitsen med 

tilläggsinformationen direkt. Om tilläggsinformationen inte givits, måste 

eleven inse att flera fall förekommer och sedan uttala att hon väljer ett av 

dem.  

 

DIFFUS: Eleven behöver hjälp med att förstå tilläggsinformationen, men 

förstår den och varför den behövs efter att fått den förklarad för sig. Om 

inte denna har givits förutsätter hon någonting extra utan att kommentera 

det på något sätt 

2a) Logiskt tänkande/ användning av det matematiska symbolspråket: 

TYDLIG: Eleven resonerar ”kombinatoriskt” och betecknar storheter med 

bokstanssymboler exempelvis: n kulor och m smaker. (Detta är knappast 

aktuellt i denna undersökning) 

2b) Förmåga till generalisering: 

TYDLIG: Att gå från fyra till n smaker, utan svårighet och utan mellansteg.  

 

DIFFUS: Att klara av samma sak men med stöd av att först ha räknat på en 

del specialfall eller fått lite hjälp på traven. 

2c) Förmåga att korta ned matematiska resonemang: 

TYDLIG: Eleven resonerar i generella termer och föredrar att behandla n 

smaker först och att sedan betrakta fallet 4 smaker som ett specialfall. 

2d) Förmåga till flexibilitet i mentala processer: 

Med tilläggsinformationen är det svårt att tänka sig att denna förmåga ska 

aktualiseras. Utan denna extra information, skulle eleven få flera 

tolkningsmöjligheter. Om hon kan röra sig fritt mellan de tre olika möjliga 

tolkningarna och jämföra resultaten är det tecken på flexibelt tänkande. 

Fanns det dessutom möjlighet till att välja fler glasskulor, kan flexibilitet i 

tanken avslöjas på olika sätt. 

TYDLIG: Eleven ser alternativa tolkningar av problemet utan att därvid ge 

uttryck för frustration utan snarare ser det som en utmaning att fundera 

över vad de kan leda till.  

DIFFUS: Eleven inser att problemet inte är entydigt lösbart med den 

information som givits, vilket upplevs irriterande och möjligtvis också 

paralyserande. 

2e) Strävan efter klarhet, enkelhet och elegans: 

Se punkt 2a ovan. 
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2f) Förmågan att resonera i omvänd riktning: 

Här måste vi tänka oss en mer avancerad problemställning när fler kulor än 

två kan väljas. Säg att vi har 3 kulor och 4 smaker. En talangfull elev kan 

bestämma sig för att istället beräkna antalet möjligheter för den smak hon 

inte väljer. Alltså fyra möjligheter. 

Vore det istället 5 smaker, skulle hon alltså välja bort 2 smaker och nu 

återförs problemet på det enklare problemet med 2 kulor. 

3. Förmågan att minnas matematisk information: 

Eleven jämför situationen med till exempel handskakningsproblemet, där 

det ju också var frågan om ”parbildning”. Formeln n(n-1)/2 kommer väl till 

pass även här. Elisabet Mellroth noterade också denna koppling mellan 

strukturen i dessa båda problem. När elvaårige Markus just tagit del av 

frågeställningen i glassproblemet utbrast han glatt: ”Det är ju precis samma 

som handskakningsproblemet.”(Mellroth, 2009) 

Skulle det dock bli fråga om fler kulor än två, måste ett kombinatoriskt 

resonemang anläggas. I det läget kan denna parbildningsmodell snarare stå 

som ett hinder än en hjälp. Det matematiska minnet, om det inte används 

rätt, kan i ett sådant fall ha rent kontrapositiv verkan. Exempel på detta 

kommer att visas. 

 

5.3.3. Utfall av glassproblemet. Analys av skriftliga resultat från 

grupper 

Problemet gavs i en årskurs 8, samma årskurs 8 som redovisats i de tidigare 

exemplen.  Instruktionerna var att eleverna skulle arbeta i grupper; tre och 

tre med problemet under 50 min. Antalet grupper var 6.  En elev utsågs till 

att anteckna i varje grupp och en grupp videofilmades och redovisas här 

efter de övriga fem.. En grupp producerade ingenting och utesluts därför. 

Viktigt att notera är att klassen tidigare arbetat med 

handskakningsproblemet och delvis färgats av resonemanget där. 

Grupperna fick också den tilläggsinformation som beskrivits ovan i 

skriftlig form tillsammans med problembladet. 

Deluppgift a: Fyra smaker, två kulor, hur många kombinationer?  

Alla fick fram 6 glasskombinationer och alla ritade snarlika förklarande 

figurer till sina lösningar. Förmågan att samla in information och förstå 

problemet, visade sig etablerad i grupperna. 

Deluppgift b: Två kulor och varierat antal smaker. Undersök sambandet 

mellan antalet smaker och antalet glasskombinationer. 

Alla grupper klarade att beräkna antalet kombinationer för fem olika 

smaker, men bara tre av grupperna kunde påstå någonting generellt om 

antalet smaker och antalet kombinationer. 
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Deluppgift c: Tre kulor och ett varierat antal smaker. Undersök sambandet 

mellan antalet smaker och antalet glasskombinationer. Alla grupper 

försökte, men ingen kom fram till ett någorlunda riktigt resultat. 

En av grupperna lämnade in den här lösningen: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Vi ser att gruppen, efter att ha undersökt ett par specialfall, upptäcker en 

korrekt rekursionsformel.  Översatt till gängse matematiskt symbolspråk 

kan vi skriva deras funna samband som Gn = Gn-1 + n – 1, där Gn står för 

antalet glasskombinationer om vi har n smaker. Vi kan säga att gruppen 

visar prov på förmågan att generalisera (2b) utifrån ett mönster, på nivå 

två enligt Krutetskiis teori (Krutetskii, 1976). Nivå två innebär 

generalisering i riktning mot något som från början var okänt för subjektet 

(i det här fallet en ny relation). Jag klassar förmågan (2b) som diffus 

eftersom det funna sambandet inte används vidare i lösningen.  
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En annan grupp, bestående av Emil, Maja och Sofie skriver bara N(N-1)/2 

utan kommentar alls (se nedanstående fig.). Detta tyder antingen på en 

förmåga att korta ner lösningen (2c; ”diffus”) till förmån för 

koncisheten, men mer troligt på en förmåga att minnas matematisk 

information (3; ”tydlig”). Klassen hade tidigare arbetat med 

handskakningsproblemet och gruppen eller någon i gruppen kände 

möjligtvis igen frågeställningen därifrån. En vanlig lösningsstrategi för 

handskakningsproblemet är att man räknar hur många par man kan bilda av 

gruppen människor som ska skaka hand med varandra.  Just den här 

gruppen ägnade cirka 30 minuter till att försöka lösa problemet 

generaliserat till att gälla tre kulor. De skrev systematiskt ned tänkbara 

glasskombinationer med tre kulor och där sju smaker, representerade av 

siffrorna 1-7, fanns att välja på. Gruppen var låst vid samma tänkande som 

i handskakningsproblemet och försökte förgäves modifiera formeln N(N-

1)/2 för att passa det antal kombinationer de fann.  

Vi kan se att de har skrivit ned 34 kombinationer och har därvid missat en, 

nämligen 5,6,7. Förmodligen hade det korrekta antalet 35 inte hjälpt dem 

att finna en generell formel. Med två kulor glass är analogin med 

handskakningsproblemet, men med tre kulor glass hade det krävts att 

resonemanget från handskakningsproblemet generaliserats.  Det klarade 

ingen av eleverna. Om N är antalet smaker och k antalet kulor i en glass är 

det korrekta uttrycket för antalet glasskombinationer lika med  

N(N-1)(N-2)/k! . Om k = 3 blir k! = 3! = 123 = 6 

Man kan spekulera i om det matematiska minnet i det här fallet har verkat 

kontraproduktivt. Ett möjligt scenario är att eleverna upptäcker en analogi 

med ett tidigare problem och applicerar en formel, som lösningen av det 

tidigare problemet genererat. Om detta nya problem ska generaliserats 

fungerar inte analogin längre, men istället för att försöka generalisera 

resonemanget, utgår man istället från formeln och försöker generalisera 

den: Just det faktum att formeln finns i minnet skapar en låsning till en viss 

struktur på lösningen och ger näring till en improduktiv matematisk diskurs 

i gruppen.  
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Gruppen Emil, Maja och Sofie lyckades dock som synes korrekt räkna upp 

de möjliga kombinationerna. De skriver dock inte ner svaret 34 trots att de 

på min fråga svarar att de är helt säkra på att det är rätt. Den missade 

kombinationen 5,6,7, skulle ha bildat en egen kolumn längst till höger. 

Eftersom de inte har ”räknat ut ” svaret utan bara ”räknat upp 

möjligheterna”, ansåg de inte sig ha behandlat uppgiften korrekt 

matematiskt. Här kan man fundera över de socio-matematiska normer 

(Yackel & Cobb, 1996), som vid det tillfället etablerat sig i klassen. I 

samspelet mellan lärare och elever missbedömer ofta eleverna de 

förväntningar som läraren ställer på dem. Vi kan dock konstatera att 

gruppen använt sig av en lyckad strategi för att räkna kombinationerna, 

trots nämnda miss. Tittar vi noga på hur de har systematiserat 

uppräkningen, är det uppenbart att här finns en strävan efter klarhet och 

elegans på (2e).  

5.3.4  Analys av observationsstudie av elevers gruppvisa arbete 

Slutligen en observationsstudie av en grupp med 4 elever i årskurs 8, som 

löste glassproblemet, men nu utan tilläggsinformationen.  Grupparbetet 

filmades och valda delar av konversationen följer nedan: De fyra eleverna 

gick i en fristående skola i en medelstor svensk stad och var enligt deras 
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matematiklärare högpresterande. Eleverna kan vi kalla Hugo, Bastian, 

Tessie och Sanna. 

Deluppgift 1: Två kulor Fyra smaker, hur många kombinationer ? 

1. S: Säg att vi har Jordgubb, Päron, Vanilj och Choklad. Sen tar 

vi två kulor, två smaker… 

Samtidigt ritar Tessie fyra cirklar symmetriskt belägna i kvadratisk 
formation på sitt papper. Hon förbinder sedan cirklarna parvis med 

streck och räknar till sex sådana streck. 

2. T:  Sex blir det, det blir sex. 

H:  Jag har en uträkning här… 

B:  Vad är det där ? 

5. T:  Strecken är kombinationerna, bollarna är smakerna. Capice? 

H:  16 kombinationer fick jag. 

S:  Hur då? 

H:  Fyra på varje kula. Säg att du valt jordgubb först och sen 

har du fyra  

nya val för nästa.   

S:  Blir ju åtta, ju. 

10. H:  Fyra gånger fyra, Fubik!    

T:  Det är precis som med handskakningen. Man skakar inte 

samma hand  

två gånger.  

S:  Vad blir det om man redovisar båda? Om man tar bort alla 

typ vanilj-    vanilj? 

B:  Nu tar vi tvåan. Läs allihop! 

 

Deluppgift 2: Två kulor, varierat antal smaker. Samband mellan antal 

smaker och kombinationer? 

Hugo gör en tabell på sitt papper utan att säga något. Han skriver raskt 
och utan uppehåll märkbart irriterad över omgivningen som inte tycks vilja 
hänga med i hans tempo. 

Smaker Komb. 

4  16 

 5 25 
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 6 36 

 7 49 

 8 64 

14. T:  Om det är två kulor, så blir det upphöjt med två och om det 

är tre kulor å blir det väl upphöjt med tre. 

15. B:  Om det är sex så blir det 216. 

Läraren förklarar att tiden är ute utan att ta upp Tessies och Bastians nya 

tråd med ytterligare generalisering. 

Vi ser att problemet angrips utifrån två olika premisser samtidigt. Tessie 

föredrar alternativ 1- tolkningen, alltså där ordningen inte spelar någon roll 

och där upprepning inte tillåts. Hugo, däremot lyssnar inte ens. Han har låst 

fast sig vid sin modell och det är tveksamt om han inser att det finns andra 

möjligheter. Däremot reflekterar ingen över att informationen i uppgiften 

inte räcker för ett entydigt svar. Alltså kan jag räkna in ”Förmågan att 

samla in information” på nivån DIFFUS (1). I deluppgift b) förekommer 

generalisering nivå 2, alltså mot något för subjektet okänt förhållande. 

Eftersom det matematiska symbolspråket inte utvecklats fullt ut hos 

deltagarna fick den generella regeln uttryckas verbalt i stället för som en 

matematisk formel. 
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Kapitel 6. Resultatsammanfattning 

Min ursprungliga frågeställning, formulerad som avhandlingens syfte i 

avsnitt 1.4 var: 

att undersöka om det är möjligt att operationalisera Krutetskiis system av 

matematiska förmågor, så att dessa blir möjliga att identifiera och tolka 

vid studier av individer som löser matematiska problem. 

I denna formulering ligger implicit två uppgifter: 

1. Att genomföra en anpassning (operationalisering) av Krutetskiis 

förmågor till en specifik matematisk aktivitet (problemlösning). 

2. Att genomföra identifiering och tolkning av (de anpassade) 

förmågorna i de data som kommer ut från denna matematiska 

aktivitet. 

Genom de apriorianalyser som gjorts i anslutning till formuleringen av 

varje testuppgift och som har redovisats i avsnitten 5.1.2, 5.2.2 samt 5.3.2 

har den första uppgiften fullbordats. Resultatet av den andra uppgiften 

utgörs dels av de kvantitativa data, som i återfinns i 5.1.3, 5.2.3  och 5.3.3, 

dels av de kommenterade elevlösningarna i 5.1.4, 5.2.4 samt 5.3.4. 

6.1  Resultat från kvantitativa data 

Följande tabell illustrerar mina kvantitativa resultat i en mer koncis form: 

Procentuell  förekomst av olika förmågor i elevernas skriftliga resultat. 

 

 Skolgårdsmönstret  åk 

8+ N1+ N2+ lärastud. 

totalt 70 

Handskakning                                              

åk 8; 20 elever 

Förmåga 1 Samla in 

information, förstå problemet. 

100 % 75 % 

Förmåga 2a  Logiskt 

tänkande 

23 %                                         0 % 

Förmåga 2b               

Generalisering 

80 %                                            50 %                                             

Förmåga2d    Flexibilitet i 

tanken 

35 %                                           40 %                                           

Förmåga 2f  Förmåga att 

vända på tankegången. 

10 %  10 %  
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Tre av förmågorna (2c, 2e samt 3) förekom i mycket liten eller ingen 

omfattning, varför dessa inte redovisas här. Tolkningen av procenttalen 

måste göras försiktigt. Dessa beror naturligtvis starkt av den givna 

uppgiftens karaktär, men också av den tolkning och anpassning 

(operationalisering), som gjorts av Krutetskiis förmågor.  

 

6.2 Resultat från kvalitativa data 

Vid observationsstudien är datamaterialet inte kvantifierbart i sådan 

omfattning att vi kan tala i termer av procentsiffror. Icke desto mindre är 

det rikt på information. Problem 1, ”Skolgårdsmönstret”, löstes i grupp av 

några högpresterande elever på IB-programmet år 2. Det gick att identifiera 

7 av 8 förmågor. Endast förmågan att vända tankegången (2f) gick inte 

att se. 

I handskakningsproblemet (problem 2), som behandlades av fyra elever i 

årskurs 8, visar sig förmågan att vända tankegången (2f) samt förmågan 

att samla in relevant matematisk information (1). En i gruppen visar sig 

ha förmågan att resonera och tänka flexibelt (2d). Förmågan att 

generalisera såg jag inte mycket av. Man skulle kunna ledas till hypotesen 

att denna förmåga inte är tillräckligt utvecklad hos 13-14 åringar. Om inte 

annat så av rent epistemologiska skäl måste en sådan hypotes förkastas.  

Man kan upptäcka eller inte upptäcka en matematisk förmåga, men man 

kan inte säga någonting om eventuell brist på förmågor man inte upptäcker.  

Att en elvaåring mycket väl kan ha förmågan att generalisera i Krutetskiis 

mening visar Mellroths fallstudie (Mellroth, 2009). Hon låter den begåvade 

fjärdeklassaren Marcus arbeta med ”handskakningsproblemet”. Med fem 

personer som ska skaka hand med varandra kommer Marcus snabbt fram 

till att det blir 1+2+3+4+5=10 handskakningar. När antalet deltagare ökas 

till 50 upptäcker han en generell ”formel”: 4950/2.  

Att matematiska förmågor kan utvecklas och förädlas är ett faktum, men att 

deras utveckling skulle vara bestämd av en sorts ”stadieprincip” analog 

med Piagets utvecklingspsykologiska teori (Furth, 1977), har inget stöd i 

forskningen. 

Vad gäller Glassproblemet var förutsättningarna för ett framgångsrikt 

grupparbete inte bra. En av deltagarna (Hugo) dominerade helt och han 

lyssnade inte heller på de andras idéer. Detta tillsammans med en olycklig 

tidspress medförde att endast en förmåga, ”generalisering” (2b), kunde 

konstateras. 
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6.3 Konklusion 

I förhållande till mitt syfte kan mina resultat sammanfattas i följande två 

punkter: 

(i) Det är möjligt att operationalisera Krutetskiis förmågor och använda 

dem som analysinstrument vid studiet av matematiska förmågor.  

(ii) Valet av aktivitet och arbetssätt har stor betydelse för vilka 

förmågor som går att upptäcka. 

Observation av problemlösning i grupp kan göra alla förmågor 

åtkomliga. Förmågan att korta ned och förmågan att sträva efter elegans 

och klarhet är visserligen svåråtkomliga genom analys av skriftliga 

lösningar, men kan ändå konstateras med denna metod i en del fall.  

  



79 

 

 

Kapitel 7 Diskussion 

Enligt Krutetskii är målet med hans arbete med matematiska förmågor  

”…to create psychological foundations for an active pedagogy of abilities” 

(Krutetskii, 1976, s.77). Min studie ligger i linje med denna ambition, men 

är dock inte långtgående nog för att besvara frågan hur en sådan ”pedagogy 

of ablities ” egentligen ser ut. Studien är närmast av teoretisk natur och kan 

som sådan placeras i en diskurs om den matematiska förmågans olika 

uttryck. I ett längre perspektiv tänker jag mig den emellertid som en 

komponent i ett framtida utbildningsprojekt som möter Krutetskiis vision. I 

detta avslutande kapitel försöker jag beskriva den länk mellan teori och 

praktik, som är nödvändig för att komma vidare. 

Jag börjar med en observation jag gjort i samband med min studie. 

Ur redovisade kvantitativa data (kap. 5 och 6) kan man se att förmågan att 

generalisera (2b), samt förmågan till logiskt resonerande (2a) tycks öka i 

andel av de observerade förmågorna med stigande matematisk mognad hos 

eleverna/studenterna. Detta är knappast förvånande och bekräftar 

Krutetskiis tes att matematiska förmågor inte är konstanta över tid utan 

utvecklingsbara.  Betraktar vi istället de kreativa förmågorna 2d och 2f, 

verkar dessa finnas i ungefär lika stor andel hos alla fyra 

undersökningsgrupperna. I förhållande till förmågan att resonera logiskt 

och att generalisera tycks alltså inte den matematiska kreativiteten stärkas 

genom skolans matematikundervisning. 

Vad detta tyder på är svårt att säga. För ett klargörande i denna fråga skulle 

det krävas en omfattande undersökning. En rimlig hypotes är att elevernas 

matematiska kreativitet inte fått chansen att utvecklas i det svenska 

klassrummet. Detta skulle kunna bero på att eleverna, i synnerhet i 

grundskolans senare del och i gymnasieskolan, utsätts för en typ av 

undervisning, som syftar till mekanisk inlärning av räkneprocedurer i 

stället för matematiskt skapande och kreativ problemlösning. Detta framgår 

till exempel av Skolinspektionens granskning av matematiken i 

gymnasieskolan (Skolinspektionen, 2010) och av Jesper Boessens 

avhandling där han jämför uppgifter och problem i läroböcker och lärares 

egna prov med skolmyndigheternas intentioner och de nationella proven 

(Boessen, 2006). 

Ett centralt dilemma med skolans matematikundervisning är att den inte 

förmår understödja elevernas problemlösande kompetens. Istället ser sig 

läraren ofta nödgad att lägga sin undervisning på en mycket basal nivå i 

syfte att ingen elev ska ”komma efter”. De uppgifter som föreläggs 

eleverna inbjuder i allmänhet till ett repetitivt lösningsbeteende, där läraren 

i början av lektionen visar ett par exempel på hur man lämpligen löser en 

viss typ av problem. Eleverna får sedan fortsätta genom att enskilt räkna 
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igenom ett antal snarlika uppgifter. För flertalet elever upplevs detta som 

trist och meningslöst och motivationen att lära sig matematik sjunker med 

allt sämre studieresultat som följd (Boessen, 2006; Pettersson 2011). 

En grupp som särskilt missgynnas av denna typ av matematikundervisning 

är de med fallenhet och intresse för matematik. Såsom nämnts i avsnitt 1.2 

och 1.3 har detta uppmärksammats på senare år i matematikdidaktisk 

forskning (Engström & Magne, 2008; Pettersson, 2011). Att ”de duktiga 

klarar sig själva”, framstår alltmer som en myt i synnerhet eftersom de 

högpresterande inte innefattar alla elever med särskild fallenhet (Pettersson, 

2011). Ett exempel på detta utgör eleven ”Danne” i årskurs åtta, vars 

lösning till ”Skolgårdsmönstret” kommenterats i avsnitt 5.1.4. Danne var 

en ”normalpresterande elev”, som i min undersökning dock uppvisade 

såväl förmåga att generalisera som kreativa förmågor. 

Att finna metoder för tidig diagnostik av matematisk begåvning hos barn 

kan vara ett skäl till att studera matematiska förmågor. Sådana motiv har 

till exempel Tanya Vilkomir & John O‟Doneghue, som genomför en 

operationalisering av tre av Krutetskiis förmågor, som i detta fall också 

innebär att de skriftliga resultaten kvalitetsgraderas (Vilkomir & 

O‟Doneghue, 2009). Tyvärr saknas empiri i deras enda publicerade artikel, 

men ansatsen är lovvärd och det ska bli intressant att se deras modell 

empiriskt prövad. 

Vad görs då för att utveckla matematisk talang i skolan? Historiskt sett har 

skolan hanterat uppgiften på samma sätt för samtliga elever. Det har 

handlat om olika former av nivågruppering och i kapitel 1 har jag beskrivit 

denna problematik utförligt. Vi hade svagklasserna på 1910–20-talet, 

senare parallellskolsystemet samt mellan 1960 och 1994 olika lärokurser i 

matematik och engelska. I dagens sammanhållna grundskola är det mycket 

vanligt med olika ”spår” i matematikkurserna. Eleverna kan välja rött eller 

grönt spår i läroboken, beroende på intresse, ambition och förmåga. Dessa 

åtgärder har dock inte främjat idén om en god matematikutbildning för alla. 

Flera resultat tyder däremot på motsatsen. Boaler, William & Brown 

(2000) har i en omfattande jämförande studie av tre ”högstadieskolor” i 

England sett negativa effekter av nivågruppering i matematik även för de 

högpresterande. I den av skolorna som tillämpade nivågruppering i 

matematik kom eleverna i den ”duktigaste” gruppen att utveckla en alltmer 

negativ attityd till matematik jämfört med eleverna i den skola som 

arbetade inkluderande. Arbetssättet hos den förra elevgruppen 

kännetecknades också av memorering framför att tänka och resonera 

matematiskt. 

För elever med fallenhet och intresse för matematik är det alltså inte 

självklart att deras behov att utveckla sin talang bäst tillgodoses genom att 

de lyfts ut ur klasserna och undervisas i särskilda grupper. Det finns därför 
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anledning att förhålla sig avvaktande till den typ av gymnasiala 

”spetsutbildningar”, som utbildningsdepartementet introducerade under 

2009 och som nu även införs i grundskolan. Får omfattningen av sådana 

utbildningsformer växa obehindrat finns risken att vi permanentar en social 

struktur i skolan som snarare motverkar än bidrar till en likvärdig skola för 

alla. 

Motsatsen till nivågruppering är inkludering. God matematikundervisning i 

ett ”blandat” klassrum är en utmaning värd att ta på allvar. En inkluderande 

pedagogik som bygger på problemlösning, i grupp eller helklass, beskrivs 

av Peter Sullivan m.fl. (Sullivan, Mousley & Zevenbergen, 2008). De lyfter 

fram tre punkter som leder till ett lyckat resultat:  

1. Arbeta med ”öppna problem”, alltså problem där svaret inte är entydigt 

utan där flera vägar kan leda till flera olika svar.  

2. Planera för alternativa minispår för de elever som stöter på 

svåröverkomliga hinder på sin väg mot en lösning på problemet.  

3. Formulera utvidgningar av problemen till de som klarar av problemen 

före övriga elever i klassen. 

Att arbeta med en problemlösningsbaserad pedagogik kräver en strategisk 

planering av kursinnehållet av ett slag som få matematiklärare idag har 

erfarenhet av. Vill man etablera ett sådant arbetssätt med matematiken i 

skolan krävs en omfattande och målmedveten fortbildning av våra 

matematiklärare. 

Att döma av Anne Watsons studie ”Going across the grain” (Watson, 2002) 

och av Eva Petterssons avhandling (Pettersson, 2011) kan man genom 

analys av förmågor identifiera elever med matematisk potential, som 

annars inte upptäckts av läraren via prov eller under klassrumsaktiviteter. 

Mina resultat tycks peka i samma riktning. Det finns en del tecken på att 

åtminstone de kreativa förmågorna, ”flexibilitet” (2d) och ”förmågan att 

vända tankegången” (2f), kan visa sig starka hos en del genomsnittselever 

samtidigt som vissa högpresterande inte uppvisar dessa förmågor.  

Huvudtemat i min studie är att upptäcka och klassificera matematiska 

förmågor, sådana de framträder under en matematisk aktivitet. Jag har valt 

att följa Krutetskiis definition och karakteristik av matematiska förmågor 

främst av det skäl att detta system är det mest genomarbetade och bygger 

på omfattande empirisk grund. Ett naturligt nästa steg skulle kunna vara att 

använda den kunskap om hur matematiska förmågor framträder till att 

planera en lärogång i matematik som i sin helhet och i sina detaljer direkt 

adresserar dessa förmågor. En vacker vision av detta målas upp av Wistedt 

& Sundström (2011). 
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”When you walk into a Swedish mathematics classroom in the future, you should see 

questioning, discovery, rigor and creativity. You should see teachers with knowledge 

sharing that knowledge with students who want to learn” (Wistedt & Sundström, 2011, 

p. 345). 

En sådan pedagogik kan bestå av kreativa matematiska aktiviteter som 

utmanar individens matematiska förmågor. Detta låter sig göras genom att 

arbeta med öppna problem (Sullivan et al. 2009), rika problem (Björkqvist, 

1999; Taflin, 2007) eller ”goda problem” (Lester, et al. 1994; Mason, 

2005). Urvalet av problem till ett visst undervisningsprojekt kan med fördel 

styras av lärarens ambition att utmana och utveckla elevens matematiska 

förmågor. Ett verktyg för detta är operationalisering och anpassning av 

Krutetskiis förmågor till ett aktuellt problem eller grupp av problem 

liknande den jag beskrivit i denna avhandling. På så sätt blir detta arbete en 

liten men betydelsefull länk i arbetet att förverkliga Krutetskiis vision om 

en ”pedagogy of abilities” i en skola för alla. 
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