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Abstract

Dahl, Thomas (2012). Probleml6sning kan avsloja matematiska formagor.
Att upptdacka matematiska formagor i en matematisk aktivitet (Problem-
solving can reveal mathematical abilities: How to detect students’ abilities
in mathematical activities). Linneuniversitetet 2012; ISBN:978-91-86983-
28-4. Written in Swedish.

The thesis deals with the problem of identifying and classifying
components of mathematical ability in students’ problem-solving activities.
The main theoretical framework is Krutetskii’s theory of mathematical
abilities in schoolchildren. After a short historical background focusing on
the question of differentiation or integration among students on the basis of
their various aptitudes for studies, the theory of mathematical ability and
especially the Krutetskiian theory are described. According to Krutetskii
mathematical ability should be looked upon as a structure of seven or eight
different components called abilities which may appear and be subject to
analysis during a mathematical activity.

Krutetskii used school pupils and experimental problems to establish the
relevance of his structure of abilities. However, in this work the theme is
approached from the opposite perspective: If a problem and an
experimental person are given, which mathematical abilities will appear
and in what ways do they appear in the mathematical activity? The
empirical study uses three so called “rich mathematics problems” and 98
students of which 37 study at the lower secondary school, 39 at the upper
secondary school and 22 at the teacher education programme. The output
data is either the written outcomes of the students’ individual work on a
problem or the recordings from small groups of students solving a problem
in cooperation with their peers.

In order to identify and classify abilities, the separate components of
mathematical ability must be interpreted and adapted to the specific
problem on which the students are working. | call this process of
conformation of the abilities operationalization and the question in focus is
if such an operationalization can be done successfully. The results indicate
that it could be done and several examples are given which show how one
or several mathematical abilities may come out more or less strongly in the
mathematical activity of problem solving. The results also indicate that
even low or average achieving students may show significant creative
abilities. Another observation from the empirical study is that creative
abilities do not seem to be more abundant among upper than lower
secondary students. These two observations point out possible pathways to
proceed further in the study of mathematical abilities.

Key words: mathematical abilities, problem-solving, rich mathematical
problems
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Forord

Som larare i matematik kan man inte undga att lagga mérke till att elever
har olika goda forutsattningar att lara sig matematik. Man kan inte heller
undga att fundera dver vad dessa olikheter beror pa. Ar det kanske sa, som
vissa havdar, att vi fods in i detta samhélle med identiska mojligheter och
att alla skillnader i formaga avseende den ena eller andra fardigheten, kan
tillskrivas olikheter i social miljo? Ar det i sa fall mojligt att genom en god
skola och effektiva insatser utbilda bort denna ojdmlikhet? Sjélv har jag
alltid haft svart att tro pa det. Det ligger narmare till hands att tanka sig att
varje manniska inte fods som ett ”tabula rasa”, utan med ett antal
egenskaper som kan utvecklas i olika grad i den sociala och kulturella
omgivningen och med hjélp av den skola man gar i. Enligt detta synséatt har
varje manniska, varje elev i skolan en personlig potential att tilldgna sig
kunskaper och fardigheter i vissa @amnen och i vissa avseenden. Denna
potential ar mojligen genetiskt betingad, men &r inte en gang for alla given
utan mojlig att paverka genom bra eller dalig utbildning. For matematik
speciellt kan vi kalla denna personliga egenskap for matematisk formaga.
Vilka uttryck den tar sig i en given kontext ar vad den har uppsatsen
handlar om.

I min gymnasielararpraktik har jag atskilliga ganger fatt erfara att vissa
elever med uppenbart god matematisk formaga pa sin hojd presterar
medelmattigt pa prov. Pa 1980-talet stéllde jag en fraga i klassrummet till
den naturvetaretta jag hade da: Har ni upptackt att alla tal av typen abcabc
sasom 637637 eller 780780 eller 666666 alla ar delbara med 13.? Eleverna
testade ett par exempel pa minirdknaren och kunde bekrafta detta. Jag
fragade klassen om nagon kunde forklara detta fenomen sa att jag blev
overtygad. Knappt hann jag uttala min fraga innan en elev pa forsta bank
rackte upp handen och gav en bra forklaring. ”Jo det dr enkelt”, sa han.
”For att f4 637637 multiplicerar du bara 637 med 1001 och 1001 4r delbart
med 13”. ”Ja, och varje abcabc-tal ar en produkt av 1001 och abc”, fann jag
det nodvandigt att flika in, fast ingen verkade efterfraga den informationen.
Den har eleven hade betyget tre i matematik pa den betygsskala som da
gallde, vilket kan 6verséttas med ’genomsnittlig”.

Vad sorts egenskap ar da matematisk formaga, som inte givet later sig
speglas i betyg och prov? Hur kan man t.ex. understka dess natur och
vilka uttryck tar den sig i samband med problemlésning? Attio och
nittiotalen svepte forbi och klasserna avloste varandra. Fragan om den
matematiska formagans natur aterkom till mig vare gang jag motte en elev
med talang som skolan inte formadde fostra till fullandning.

Nu, trettio ar férsenad, har jag tagit tag i fragan och agnat fyra ar pa halvtid
till ett systematiskt studium av detta begrepp. Foéreliggande uppsats ar en
lagesrapport med vissa resultat, men anda, som all forskning ér,
ofullgangen. Det mesta av arbetet aterstar.
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Kapitel 1. Inledning

Harom aret berattade en av mina studenter for mig att han hade en dotter pa
9 ar som hade en exceptionell matematisk begavning. Hon beharskade det
mesta av skolkursen upp till arskurs 6 trots att hon bara gick i trean. Hon
kunde ledigt och enkelt utféra komplicerade multiplikationer och divisioner
I huvudet.

Detta som kunde ha blivit borjan till en framgangssaga forbyttes i sin
motsats. Flickan mobbades av sina kamrater och de lokala
skolmyndigheterna kunde inte finna nagon béttre 16sning an att placera
henne i sérskolan (!). D&r anpassade hon sig och presterade efter bara ett
halvar som en normal sérskoleelev. Skolan hade gjort vad som kravts, man
hade stoppat mobbningen. Den svenska skolan erbjuder utbildning for de
’lagom begédvade” eleverna, men problemet med normalfordelningskurvans
hogra respektive vanstra svansar, som i alla tider gackat skolpolitikerna,
forblir olost. Figuren nedan illustrerar detta.

% av eleverna

A

. » Prestation

Den hdr uppsatsen handlar om de mentala egenskaper vi méanniskor
anvander oss av da vi arbetar med matematiska problem. Huvuddelen av
texten ar teknisk till sin natur och kopplingen till klassrumsverkligheten
kan pa sin hojd anas. Just darfor menar jag att det ar angeléaget att
problematiken med den matematiska formagans natur relateras till den
sociala kontext ur vilken begreppet emanerar. Det har kapitlet skiljer ut sig
genom att det handlar om mojligheter och svarigheter med en skola déar



undervisningen ska anpassas till varje elevs forutsattningar och behov som
gallande laroplan for grundskolan foreskriver (Skolverket, 2011).
Atminstone indirekt speglar det bakgrunden till att jag kommit att
intressera mig for det komplicerade och svarfangade begreppet matematisk
formaga. Ofta sammanhanger ett intresse for matematisk formaga med en
ambition att forbattra skolsituationen for elever med sarskild fallenhet for
matematik. Att skolan inte lyckas tillgodose denna elevgrupps behov att
utvecklas i amnet efter sin fulla potential &r ett mangomvittnat faktum
(Persson, 1997; Pettersson 2010; Winner, 1996). En reaktion pa detta
problem har varit att pa olika satt sortera barnen sa att de hogpresterande
fatt ga 1 egna grupper och dir fa undervisning pa “’sin niva”, medan de
ovriga och de svagpresterande fatt ndja sig med en lagre ambitionsniva vad
géller studieresultat. Tester som avsldjar elever med stor matematisk
formaga kom att bli ett viktigt instrument i denna sortering.

1.1 Avhandlingens syfte

Jag kommer i denna uppsats att fokusera den matematiska formagans natur
och mojligheterna att identifiera samt i ndgon mening méta den. | ett langre
perspektiv, dock utanfér denna studies rackvidd, tanker jag mig att
unders6ka hur man i undervisningen bést kan adressera och hoja denna
formaga. Till detta aterkommer jag i kapitel 7.

Starka skal talar for att vi bor betrakta matematisk formaga som
mangdimensionell pa samma satt som flera forskare menar att intelligensen
ar alltfor komplicerad for att ett enda matt, intelligenskvoten, ska ge en
rattvisande bild av en ménniskas mentala kapacitet (Sternberg, 1988). Den
huvudsakliga teoretiska ramen for min studie &r Krutetskiis teori om
matematiska formagor (Krutetskii, 1976). Enligt denna teori kan den
samlade matematiska formagan ses som ett spektrum av ett antal (sju eller
mojligen atta) matematiska formagor. Krutetskii visade att just hans system
av matematiska formagor var utméarkande for gruppen begavade eller som
han uttrycker det ”capable students. | Krutetskiis undersékning var
matematikproblemen och férmagorna oberoende variabler, medan
individens respons var den beroende. Min ambition ar att byta perspektiv
och istéllet studera formagorna, nar jag varierar individer och problem. En
koncis formulering av mitt syfte med studien ar:

Att underséka om det & mojligt att operationalisera Krutetskiis system av
matematiska formagor sa att dessa blir mojliga att identifiera och tolka
vid studier av individer som l6ser matematiska problem.

Termen operationalisera innebdr i den har kontexten att ge en viss
matematisk férmaga eller en viss komponent i systemet av formagor en
preciserad innebord, sa att den blir mojlig att identifiera vid studiet av
individers matematiska aktivitet. Formagan eller komponenten tjanstgor
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darmed som en operator pa mangden av tankbara elevlésningar eller
elevresponser, som tillskriver responsen eller I6sningen en viss
karakteristik, som forskaren noterar fOr att sedan klassificera denna
elevrespons. Jag vill poéngtera att klassifikationen inte forutsatts vara
hierarkisk till sin natur. FOr att analysera graden av matematiskt kunnande
kravs enligt min mening en helt annan typ av verktyg. Dispositionen &r i
korthet foljande:

Kapitel 1. Inledning. Har ges en historisk exposé dver det till synes eviga
differentieringsproblemet inom den svenska skolan. Kapitlet utgor en
politisk-pedagogisk bakgrund till den studie jag presenterar har.

Kapitel 2. Den matematiska formagan. Kapitlet behandlar begreppet
matematisk férmaga och matematiska formagor samt forskningen om
dessa. Har introducerar jag Krutetskiis teori om den matematiska
formagans struktur, vilken utgor uppsatsens huvudsakliga teoretiska bas.
Jag gor ocksa en egen tolkning av hans taxonomi av atta matematiska
formagor, med syfte att anpassa teorin till den specifika typ av
undersokning jag gjort.

Kapitel 3. Problemldsning. | kapitlet diskuterar jag problemldsning i
praktiken och forskning om problemlésning. Vad skiljer exempelvis ett
“problem” fran det mer allmédnna begreppet en uppgift”? Jag tar upp
nagot om férmagor och problemlésning och exemplifierar med resultat fran
aktuell forskning om problemldsning.

Kapitel 4. Metodologi. Har diskuteras jag metodfragor relaterade till min
empiriska studie saval teoretiskt som praktiskt.

Kapitel 5. Den empiriska studien. | detta avsnitt beskriver jag min
empiriska studie: Jag beskriver och analyserar problemen, kommenterar ett
antal elevldsningar och transkriptioner av gruppsamtal.

Kapitel 6. Resultat. Har presenteras och kommenteras resultaten fran den
empiriska studien i koncentrerad form utifran min ursprungliga
fragestallning

Kapitel 7. Diskussion. | detta avslutande kapitel diskuterar jag nagra av
resultaten ytterligare. Vilken dvrig narliggande forskning gors och i vilket
sammanhang vill jag placera in denna studie? Hur kan och bér man bygga
vidare pa de erfarenheter denna studie ger?

1.2. Fran véxelundervisning till den nioariga grundskolan

Tester som tagits fram med syftet att sortera de studielampade fran de
mindre lampade, forekommer flitigt i den svenska skolhistorien. Ett skél
for denna sortering har varit att sla vakt om den svenska kulturens och
industrins stallning i Europa och varlden, genom att forse skolans avnamare



med bésta mojliga ménskliga kapital. Gustaf Ruders testmodell, Snillevalet
fran 1737, kan ses som ett forsok att genom en fran skolan och
skolmaéstaren oberoende beddémning avgora varje elevs lamplighet for
vidare studier (Wistedt& Sundstrom 2011). Ruder argumenterade for sin
modell utifran samhéllsekonomin, argument som rimligen borde ha fallit i
god jord vid denna tid som en l6sning pa det politiska problemet att
astadkomma standscirkulation, d.v.s. att ge de mest lampade, oberoende av
social status, mojlighet till inflytande dver samhallsutvecklingen (jfr. den
radikala franska l6sningen pa problemet!). Detta var dock nagot som inte
alls gillades av standerna och som troligtvis bidrog till att snillevalet
forkastades. Det framsta skalet till att Ruders idé inte vann myndigheternas
bifall var enligt Lundgvist (2009, s.164-165) att en fran laroverket
oberoende urvalsinstitution skulle tvingas pa den autonoma skolan.

Om Ruders tankar inte var i takt med samtiden, var den sa kallade
véxelundervisningen eller Bell-Lancastermodellen mer framgangsrik cirka
100 ar senare. Under 1800-talets forsta halft bredde den ut sig i vart land.
Skolformen konstruerades av engelsmannen Andreas Bell och Joseph
Lancaster i borjan av 1800-talet, och 6kade snabbt i popularitet (Sjéstrand,
1970). Klassrummen var stora och bestod i regel av langbankar och en
upphojd kateder langst fram. Lararen administrerade i denna lokal upp till
200 elever samtidigt och delegerade undervisningen till de nagot duktigare
eleverna, som kallades “monitérer”. Dessa undervisades i sin tur av de
annu lite langre komna. Den fysiska ordningen i klassummet var ocksa
hierarkisk (Skolmuséet i Goteborg, 2010). Langst fram satt de som inte
kunde nagot alls. Nar de lart sig nagot kunde de kanske flyttas bakat i salen
dar nya utmaningar vantade. De som inte motsvarade férvantningarna fick
bli kvar. Sverige hade behov av kunnigt yrkesfolk och en bildad elit som
kunde mota sina jdmbordiga i Europa. Utan tvekan spelade
vaxelundervisningen en viss roll som katalysator i den dittills obefintliga
standscirkulationen. En politiskt och intellektuellt utarmad adel och en
obildad underklass utgjorde inte den bdsta sociala strukturen for att Sverige
skulle kunna aterta sin stallning som kultur- och industrination i det
expansiva Europa. Industrialiseringen kravde forvisso en frisk och lydig
arbetarklass, men ocksa en kar av ingenjorer och jurister att skota
kontakterna med myndigheter och affarsméan. Det fanns ett akut behov av
utbildning och det gallde att fa ratt sorts folk till den hogre utbildningen.
Samtidigt som vaxelundervisningen bidrog till att satta fart pa
standscirkulationen, lade den ocksa grunden till sorteringsskolan, dér de
l&mpade valdes ut och de m mindre lampade valdes bort.

Bell-Lancaster-systemet fick hard kritik av liberala krafter och
folkbildningsivrare och 1864 forbjods modellen genom ett kungligt dekret
(Skantze, 1989). Sedan inférandet av en allman folkskola 1842 drevs
kravet pa en sexarig allman och lika obligatorisk bottenskola av radikala



liberaler och senare &ven av den spirande arbetarrérelsen. | spetsen for
kampen under slutet av 1800-talet och bdrjan av 1900-talet stod den
radikale folkskolelararen Fritjuv Berg tillsammans med Sveriges allménna
folkskolelararforening (Ohrlander, 1981). Berg blev senare
ecklesiastikminister 1905-06 samt 1911-14 och drev som sadan kampen
mot uppluckringen av bottenskolan. Hoten mot den sammanhallna skolan
kom ifran de sa kallade B-klasserna och svagklasserna, som blev allt
vanligare under 1900-talets forsta decennier. Avsikten med dessa var att
skilja ut de "underpresterande” eleverna fran de dvriga. Detta genomfordes
under stort motstand fran atskilliga progressiva skoldebattorer, som menade
att skolan cementerade de sociala oréttvisorna i samhéllet. Svagklasserna,
menade Berg hotade att dela upp skolans elever i ett A-lag och ett B-lag
(Axelsson, 2007). Med socialdemokraten Wérner Rydén som
ecklesiastikminister i Edéns regering forverkligades senare Fritjuv Bergs
vision om en allméan och likvardig bottenskola i form av 1919 ars laroplan.

Fritjuv Bergs vision om den sammanhallna bottenskolan attackerades av
dem som ansag att de svaga eleverna utgjorde en riskfaktor for massan av
skolbarn, da de forra kunde ha daligt inflytande i klasserna. Likaledes fanns
farhagor att landets industri och internationella konkurrenskraft hotades om
inte de med “ldshuvud” fick utvecklas efter egen formaga utan att behdva
slapa sig fram i den normala folkskolan. 1927 ars skolreform delade upp
skolan i tva parallella spar. Realskolan for de studiebegavade och
folkskolan med fortsattningsskola for de 6vriga. Till realskolan kunde man
antas fran arskurs 4 eller arskurs 6 beroende pa bostadsort. Skalet till
inforandet av ett parallellskolsystem var, som ndmnts, att varna Sveriges
ekonomiska utveckling, att sakra atervaxten av kompetens och
innovationskraft at industrin (Axelsson, 2007).

Detta gillades dock inte av alla. Kampen mot parallellskolsystemet och for
enhetsskolans idé tog fart under efterkrigstidens forsta ar. 1946 och 1948
ars skolkommissioner andades en stark optimism om ett jamlikare samhalle
med storre rorlighet mellan samhéllsklasserna sasom en féljd av
enhetsskolans inforande. Reformforslaget praglades dock av idéer om fri
uppfostran”, ndgot som manga idag skulle kalla ”flumpedagogik”
(Ohrlander, 1981). Enhetsskolan byggdes ut, i bérjan som ett
forsoksprojekt, for att senare under 1950-talet 6verga i en permanent
institution. Nar bygget var fardigt 1961, var det dags for en ny skolreform
1962, som innebar att den niodariga grundskolan inférdes. Dock innehdll
grundskolan till en borjan rester av det gamla parallellskolsystemet. Fran
och med arskurs 7 skedde en differentiering med uppdelning i olika linjer
dar vissa var gymnasieforberedande och andra yrkesférberedande.
Dessutom delades matematik och engelska in i allman och sérskild kurs.
Att denna kvardr6jande differentiering av skolan speglade sociala strata i
samhaéllet var uppenbar. For de som ville se skolan som en murbracka for
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att bryta upp klassamhaéllets orattvisor, aterstod alltsa att skarpa argumenten
ytterligare.

1.3 1970-1980-talen: Kunskap eller fostran

Motséttningen mellan integration och differentiering, specialpedagogikens
eviga dilemma, kom att ta en storre plats i skoldebatten. Den pa sjuttiotalet
skolade marxisten skulle kunna betrakta motsatsparet blanda — sortera som
tes — antites i en dialektisk relation, vars utveckling beskriver skolans
fordndringsprocess fram till den forlosande ’syntesen”. Denna dialektiska
knut kunde inte I6sas genom strukturella forandringar av skolan. Istallet
fick man ta itu med sjélva innehallet i det som skolan skulle lara ut. En
teori om att kunskapen i sig var segregerande, fick fotféste i skoldebatten.
Atminstone gillde det den form av “akademisk kunskap”, som lirdes ut
fran vara katedrar. Sa har kunde exempelvis f.d. skolminister Lena Hjelm-
Wallén uttrycka saken:

“Fragan i#r vilka kunskaper skolan lir ut. Vi har tréttnat pa att eleverna matas med
traditionellt kunskapsstoff. Eleverna borde jobba mer med kunskaper man kan fa ute i
verkligheten t. ex. om teknik, arbetslivet, samlevnad med manniskor. Det &r inte
kunskaper for akademiska finsmakare.

(Lena Hjelm- Wallén i Helldén, 1982, s.34).

Hur denna nya kunskap, som inte bidrog till segregering, egentligen skulle
se ut var det fa som kunde reda ut. Ur mitt eget minnesarkiv fran det tidiga
80-talets lararutbildning erinrar jag mig att multiplikationstabellen och
fragan om hur manga ben en spindel har, kunde klassificeras som
“ytkunskap” och darfor ingenting som skolan borde formedla. Att skolan
overhuvud taget skulle dgna sig at att formedla kunskap var ingalunda en
sjalvklarhet. | Betygsutredningen BU-73 kan man l&sa:

""Betygens hittillsvarande roll som den huvudsakliga grunden for urval till fortsatt
utbildning och arbetsliv medfor att arbetet i skolan riskerar att fa en inriktning mot att
meddela kunskaper och fardigheter" (SOU 1977:9, sid.83).

Ambitionen var att skapa en skola, som motverkade den sociala
skiktningen i samhallet och som fostrade till jamlikhet. Utredningen
foresprakade en helt betygsfri skola, men i propositionen stannade man vid
att behalla betygen i arskurs atta och nio. Dock slopades alternativkurserna
i matematik och engelska. Nu var alltsa enhetsskolans idé realiserad och
nivagruppering, permanent saval som temporér, var borta. Darmed foddes
Lgr 80, en ny laroplan for grundskolan som kom att utgéra en héjdpunkt
for den pedagogiska progressivismens inflytande éver den svenska skolan.
Detta skedde till priset av en nivellering av kunskapsbegreppet. Ett visst
motstand mot vad man sag som kunskapsnihilism och antiintellektualism i
den svenska skolan véxte fram under 1980-talet under namn som
Aktionsgruppen “Kunskap i skolan”, tidskriften ”Applet” och “Féreningen
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Kunskap i skolan”. Rorelsen hade en bred politisk foérankring fran den
yttersta utomparlamentariska vanstern till folkpartiet och moderaterna,
vilket forklarar att den trots sin litenhet &dnda fick ett visst inflytande pa den
framtida skolpolitiken. Ett tecken pa vandning kunde vi se i 1994 ars
laroplan, vilken markant skiljer sig fran sin foregangare satillvida att
kunskapsmalen starkt betonas i varje dmne. Vidare placeras individen
(eleven) i centrum istéllet for gruppen (kollektivet).

”Undervisningen ska anpassas till varje elevs forutsiattningar och behov. Den skall med
utgangspunkt i elevens bakgrund, tidigare erfarenheter, sprak och kunskaper framja
elevernas fortsatta larande och kunskapsutveckling” (Skolverket, 2006 Lpo 94, s.4).

Som tidigare ndmnts har skolan alltid haft svart att hantera ”svansarna” pa
normalférdelningskurvan. Integrera eller sortera &r nu som alltid det
centrala dilemmat inom specialpedagogiken. Sorteringen har provats forr
(20-talets svagklasser och realskola fér de studiemotiverade), med
resultatet att de svaga blir &n svagare da de skiljs ut och att de duktiga
visserligen far véxa friare och kan na hogre hojder i en elitklass, medan
normalklassen draneras pa hogpresterande. Detta dilemma har utifran de
svagbegavades och lagpresterandes synvinkel beskrivits val av exempelvis
Mara Westling Allodi (2002) i hennes doktorsavhandling. Samma
forfattare har ocksa pa senare tid intresserat sig for den hogra svansen pa
namnda kurva och dar konstaterat en ny dimension hos ndamnda dilemma
inom pedagogiken. Visserligen garanterar Lpo-94 varje elevs ritt att fa
undervisning anpassad till hennes eller hans behov, men en mycket liten
andel av svensk lararkar anser att de akademiskt begavades eventuella
behov ar nagon angelagenhet for skolan (Westling Allodi & Rydelius,
2008).

Dessa resultat bekraftas av Eva Pettersson (2011), somi sin
doktorsavhandling redovisar en enkatundersokning med 180
matematiklarare, som fick ta stallning till fragor om hur de tillgodoser de
matematikbegavade elevernas behov. Den dominerande uppfattningen bland
l&rarna var att ”de duktiga klarar sig sjdlva” och ddrmed inte skulle vara i
behov av nagon speciell uppmarksamhet. Lararna tycktes ocksa mena att
resurserna for undervisningen inte racker till for att sarbehandla de
begavade.

1.3 De med fallenhet och intresse

Termen “begévad” for tankarna till en frdn fodseln gudagiven egenskap,
nagonting som darigenom &r statiskt och som varken gar att forvarva
genom idogt arbete eller kbpas for pengar. Termen ar olycklig, men
anvands icke desto mindre i vetenskapliga sammanhang. Den engelska
termen ar gifted och utbildning av sadana begavade individer kallas gifted
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education. Utan nagra ambitioner att har prestera en heltackande definition
av begreppet “begédvad elev” ger jag hir nigra ansatser till avgransning:

Benjamin Bloom (1985) menar att begavning ar en ovanligt hog grad av
formaga inom ett eller flera omraden. Ellen Winner (1996), varldsledande
expert pa sarbegavning definierar begreppet begavat barn genom att
precisera vissa karakteristiska egenskaper som skiljer dessa barn fran
andra:

1. Bradmogenhet
2. Egensinnighet och vagran att anpassa sin inlarningstakt till omgivningen
3. Besatthet av att beharska sitt omrade

Ar dessa karakteristika exceptionellt starkt uttalade anvander Winner
termen underbarn. Vidare diskuterar hon vissa myter om begavade barn
och avslutar med tesen att dessa barn ingalunda utmarker sig genom sin
goda anpassning till skolan utan tvartom far illa. De utg6r en grupp med
sarskilda utbildningsbehov i samma matto som de med
inlarningssvarigheter.

Ar de begdvade barnens behov en angelégenhet for svensk skola? Svaret ar
inte sjalvklart och manga svenskar har ett ambivalent forhallande till
fragan. Ett nyckelord i svensk utbildningspolitik ar sedan femtiotalet
konvergens. Den pabjudna konvergensen skulle dven gélla klassrummet.
De svaga skulle hjélpas upp och de starka hallas tillbaka. Politiken
forklarades till exempel av Olof Palme (1970) sa har:

(undervisningen) “fér inte innebéra att elever med olika bakgrund och skiftande
forutsattningar far ga igenom kurser sa snabbt de hinner och orkar; det skulle ytterligare
oka klyftorna. En sadan form av individualisering innebér ocksa att skolan i stor
utstrackning inte kommer att klara sin uppgift att 6va upp formagan hos eleverna att
samarbeta i grupp” (Palme, 1970, s. 14-15).

Med skolans begrénsade ekonomiska resurser skulle alla anstrangningar
satsas pa att hjdlpa de svagaste att na kursmalen medan de elever som
klarar minimikraven fick lamnas at sig sjalva. Detta var i linje med
konvergenskravet och “’korrekt” i forhallande till det senare 1900-talets
utbildningspolitik.

Idag har vi facit. De aterkommande internationella studierna om elevers
kunskaper i matematik och naturvetenskap visar att svenska skolbarn
presterar allt samre i matematik och naturvetenskap an tidigare ar
(Skolverket, 2008). Antalet elever som lamnar arskurs 9 utan att uppna
godkant i de tre damnena matematik, engelska och svenska, 6kar
orovéackande sedan millenniumskiftet och nadde 2010 rekordnivan 14000
(Skolverket 2010 a). Samtidigt minskar nivan pa topparna och allt farre
som tas in pa de tekniska hogskolorna klarar av utbildningen (Thunberg &
Filipsson, 2006).
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1994 ars laroplan 6ppnade for en brytning med konvergenstankandet inom
utbildningspolitiken och ett accepterande av mangfalden. Dock var
avstandet fortfarande langt till att erkanna de begavade elevernas behov.
Fortfarande brottades skolsystemet med malkonflikten mellan att & ena
sakerstélla en likvardig utbildning at alla och & andra sidan att understddja
varje elevs mojlighet att utveckla sin talang maximalt efter sin formaga.

1994 kom en rekommendation fran Europaradet, nr. 1248, vilken Sverige
anslutit sig till. Europaradet slar fast att varje barn med sérskild begavning
ocksa ar i behov av sarskilt stod (Council of Europe, 1994). Vart att notera
ar att rekommendationen inte innebar att sérskilda elitklasser bor skapas,
utan att varje medlemsland istallet bor utveckla en pedagogik som inom
ramen for det blandade klassrummet tillgodoser de begavade elevernas
behov. Sveriges regering beslot att satsa 1 miljon initialt till forskning om
att utveckla en sadan pedagogik i matematik vid davarande Vaxjo
universitet, numera Linnéuniversitetet, samt en lika stor summa till musik
vid Lulea Tekniska universitet (Prop. 2002/03:1). Detta blev startskottet for
ett 6-arigt projekt vid Linnéuniversitetet finansierat av Vetenskapsradet, se
www.giftedmath.se (Wistedt, 2008). Denna uppsats utgor en delstudie
inom projektet.

Pa initiativ fran EU kom 2005 en statusrapport (Moénks & Pfluger, 2005),
dar varje lands utbildningsministerium kort rapporterade om nationella
atgarder for att stodja och utveckla akademisk talang hos landets
skolelever. Den svenska insatsen pa omradet ar vid en jamforelse med
ovriga EU-lander inte imponerande. Forst och framst tog det 8 ar innan
regeringen alls behandlade drendet. Inget styrdokument eller annan revision
av laroplanen genomférdes, inte heller férordade man att de begavade
barnens behov skulle uppmarksammas pa annat sétt. Rapporten vittnar om
en ambivalens mellan a ena sidan varje elevs rétt att utveckla sina
kunskaper och fardigheter efter egen formaga (Lpo-94) och den radande
skolideologins konvergens- och jamlikhetsnormer a den andra. Losningen
av denna pedagogiska malkonflikt har kommit att bli att eleverna hanvisas
till enskilt arbete med laroboken (Wistedt & Sundstrom, 2010), pa
bekostnad av den viktiga kommunikationen i matematikklassrummet.

En av mycket fa svenska forskare som dgnat sig at gifted education, Roland
Persson, menar att denna vulgartolkade egalitarism :

”...rather than being a necessarily political notion, should be considered as an intrinsic
part of Swedish culture” (Persson, 1997, p. 62).

Persson studerade attityder till och kunskaper om begavade barn hos 232
larare, som undervisade 2462 elever (7-16 ar). Lararna bedomde att 9 % av
eleverna var att betrakta som begavade och 60 % av lararna ansag att dessa
elever var i behov av sarskilt utbildningsstdd, dock utan att kunna ange
vilken form detta skulle ta. Har antyds ett stort utbildningsbehov av larare.
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Utbudet &r magert. Regelrétta kurser for verksamma och blivande larare
ges bara vid Jonkdpings hogskola samt vid Linnéuniversitetet. Om man nu
anser att nagonting bor goras for de begavade barnen ar fragan om att
integrera eller sortera akut. Som tidigare i historien ligger det sistndmnda
alternativet néra till hands.

2009 startades med regeringens stod ett litet antal klasser med inriktning pa
spetskompetens i matematik pa gymnasieniva. Givetvis gynnas eleverna i
dessa klasser, som far en undervisning pa en mer passande niva. Det ar
dock inte fraga om nivagruppering i den mening vi lart kdnna den, utan en
form av intresseval dar ett mycket litet antal elever med ett starkt intresse
och fallenhet for amnet far mojlighet att odla sin passion. Men genomfors
detta pa bred front, kan man befara att de ursprungliga klasserna draneras
pa begavningskapital med sankta individuella elevprestationer som foljd.
Wistedt & Sundstom (2011) papekar att om det numera i Sverige blivit
accepterat att tala om utveckling av matematisk talang sa har detta kommit
att betraktas fran tva vasensskilda perspektiv. Det ena perspektivet, det
elitistiska leder tillbaks till parallellskolsystemet, dar en elit valjs ut for en
specialiserad utbildning. Denna tolkning méter vi ofta i skoldebatten.
Forfattarna foresprakar emellertid det alternativa synséttet enligt vilket
begreppet likvardig utbildning och hog kvalitet samverkar symbiotiskt pa
klassrumsniva.

Denna vision delas ocksa av Anne Watson, som beskriver hur en larare
genom omsorgsfullt val av stoff och metod kan fa miljon i det matematiska
klassrummet att passa alla (Watson, 2006). Klassrumsdiskussionerna som
redovisas i hennes studie var pa hég niva och eleverna visade prov pa
utvecklat matematiskt tdnkande, trots att de tidigare bedémts vara
svagpresterande.

Matematiska formagor och matematisk fallenhet foljer inte alltid elevens
prestationer i klassen och syns inte alltid i form av ett gott betyg. Aven om
bedomningsmallar i samband med nationella prov har utvecklats starkt de
senaste aren och blivit allsidigare och inkluderar fler aspekter av
matematisk fardighet &n tidigare, sa saknas fortfarande
beddmningsinstrument for de kreativa kvaliteterna i ett matematiskt
resonemang. Watsons bok fran 2006 ger stod for uppfattningen att “gifted
education” inte behdver innebéra att eleverna nivagrupperas mer eller
mindre varaktigt. Atskillig ovrig forskning som till exempel (Boaler, 2008;
Boaler, William & Brown, 2000) ger ytterligare stod for denna tes.
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Kapitel 2 Teorier om matematisk férmaga

2.1 Begreppet ”Matematisk formaga”

Skolelevers prestationer i matematik varierar avsevart. Orsakerna till detta
ar flera. Enligt en skolverksutredning med titeln ”Vad péaverkar resultaten i
svensk grundskola” (Skolverket, 2009), spelar de socioekonomiska
forhallandena en avgorande roll for elevernas larande. Lika viktiga for
studieresultatet &r utbildningens organisation samt hur amnet lars ut i
klassrummet. | rapporten konstaterar utredarna att klyftorna mellan hog-
och lagpresterande elever vidgas, samt att eventuella specialpedagogiska
insatser ibland kan ha kontraproduktiv verkan (Skolverket, 2008).

En vanlig asikt ar att skillnader i matematiska prestationer bast later sig
forklaras genom att olika personer har olika mental konstitution.
Uppfattningar som att vissa personer dr utrustade med en “mattehjirna”,
medan andra istallet kan ha en sprakhjarna”, “musikhjarna” eller “nisa for
affarer” bygger pd grova forenklingar eller vantolkningar av de ménskliga
formagornas natur. Matematikern Keith Devlin (2000) kritiserar denna
forenklade syn i sin bok ”The Math Gene”. Han ger ddr en komplex bild av
den matematiska formagan, som han menar & sammansatt av ett antal
komponenter som exempelvis * algorithmic ability”, ”a sense of cause and
effect”, och  the ability to handle abstractions”, totalt nio formagor. Detta
gor han utan att géra ansprak pa nagon storre grad av vetenskaplig
precision.

Pa en webbsida fran Skolverket talas det om matematiska formagor sa har:

”Problemldsningsforméaga - formaga att 16sa en uppgift dar eleven inte har en fardig
l6sningsmetod. Begreppsformaga - formaga att forsta och analysera matematiska
begrepp. Kommunikationsformaga - formaga att kommunicera i tal, skrift och handling
med ett matematiskt sprak > (Skolverket, 2010 b).

Har anvands termen matematiska formagor i ungefar samma mening som
“kompetenser” i Niss och Jensens KOM-rapport (Niss & Jensen, 2002), for
att beteckna en rad utbildningsmal som ska genomsyra varje moment i den
danska kursplanen i matematik.

Mycket talar for att det ar nodvandigt att skilja begreppen formagor och
kompetenser at. Koshy, Ernest och Casey (2008) forsoker bringa reda i
begreppen sa har:

“An ability is the quality of being able to do something; a natural or acquired skill or
talent. Thus mathematical ability is the quality of being able to do mathematics that is
being able to perform mathematical tasks and to utilise mathematical knowledge
effectively. This could be in selected areas of mathematics or more widely. For school
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students, mathematical ability is normally manifested in accomplishing tasks related to
the mathematics curriculum. However, there is also a further dimension to mathematical
ability, namely a potential or future-oriented skill; the capacity to learn and master new
mathematical ideas and skills, as well as to solve novel and non-routine problems.
Because of this dimension, mathematical ability is not observable. It can only be
inferred from observed performances and therefore remains elusive and any diagnosis
of its extent must remain tentative and conjectural” (Koshy, Ernest & Casey, 2008,
pp.217-218).

Jag foredrar den senare och snidvare inneborden av begreppet ”formaga” .
Det innebar att jag ser formagan (ability) som en psykologisk egenskap; en
potential att gora framsteg i en matematisk aktivitet. Formagan ar alltsa
starkt orienterad mot individen och tdmligen oberoende av samhallets
forvantningar. Kompetensen daremot, reflekterar samhéllets forvantan pa
individen och speglar i form av individens handlingar en eller flera av
hennes underliggande formagor. Ability” i den forstndmnda, vidare
tolkningen &r i huvudsak liktydigt med kompetensbegreppet.

Denna tolkning av begreppet formaga inte oproblematisk. Koshy, Earnest
och Casey slar ju fast att matematisk formaga inte kan observeras. Vore det
hela “’sanningen” skulle begreppet vara meningslost. A andra sidan ar det
rimligt att den matematiska formagan pa nagot satt speglar sig i
observerbara prestationer i samband med en matematisk aktivitet. Val
medvetna om osédkerheten i eventuella resultat borde det darfor vara mojligt
att spara och identifiera matematisk formaga genom att med “ritt nycklar”
studera personers satt att angripa och arbeta med matematiska problem.

Under hela forra seklet drog begreppet matematisk formaga till sig
psykologers, pedagogers och matematikdidaktikers intresse. Svensken
Ingvar Werdelin gjorde ett ambitiost forsok att ndrma sig denna i verket
”The mathematical ability” (Werdelin, 1958). Efter att ha kritiskt gatt
igenom tidigare forsok att definiera begreppet matematisk formaga,
presenterar han sin egen definition:

”The mathematical ability is the ability to understand the nature of mathematical (or
similar) problems, symbols, methods and proofs; to learn them, to retain them in
memory and to reproduce them: to combine them with other problems, symbols,
methods and proofs; and to use them when solving mathematical or similar tasks”
(Werdelin, 1958 s. 13).

Werdelins definition har ett par utmérkande drag. For det forsta &r den inte
relaterad till nagon speciell matematisk aktivitet som till exempel att l6sa
utmanande problem, vilket en del tidigare definitioner gjort. Werdelins har
ett bredare anslag. Matematisk formaga ér till viss del en formaga att forsta,
och till viss del att kunna anvénda den matematiska informationen i
problemldsning. Han tanker sig den matematiska formagan beroende av ett
antal, sex ndrmare bestamt, apriori givna faktorer vilka han férsoker
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korrelera dels med varandra, dels med testelevernas skolprestationer i form
av betyg. I sin undersokning finner han stark korrelation mellan faktorerna
g och R, dar g star for ”general factor” och R for ’General Mathematical
Reasoning factor” (Werdelin,1958). Faktorn ”’g” ansags av flera psykologer
fran forra seklet snarare mata allméan intelligens an rent matematiska
fardigheter och R- faktorn técker in det mesta som handlar om att tdnka och
resonera matematiskt. Mellan dvriga faktorer finner Werdelin svaga eller
obetydliga korrelationer. Hans metod att finna eventuella samband &r
faktoranalys, en metod som var mycket vanlig runt mitten av forra seklet.
Hans data bestar av testresultat fran 50 olika tester med drygt 20 uppgifter i
varje test. Testpopulationen bestod av ett stort antal elever fran "Hogre
allmdnna gossldroverket i Helsingborg” i aldrarna 13 till 16+ ar. Med de
givna “faktorerna” kan man, om man vill, se den matematiska formagan i
Werdelins tolkning som ett multidimensionellt begrepp. Dock héll han fast
vid sitt mal att definiera ett endimensionellt matt pa matematisk formaga,
nagot som han aldrig lyckades med. Han lyckades emellertid pavisa en
positiv korrelation mellan Faktorn ”R” och matematikbetyget . Detta
indikerar enligt Werdelin att de matematiska tester han anvént sig av i sin
analys verkligen indikerar graden av matematisk formaga. Intressant i
sammanhanget ar Krutetskiis kritik av Werdelins arbete:

”In our opinion the fact that such a correlation betokens something else: School marks
in mathematics (grades or points) as is well known, represent one’s level of knowledge
in mathematics and skills in mathematics (that is what they are meant to do) and are
therefore a basis for claiming that Werdelins mathematical tests are indicators of
knowledge and skills in mathematics, not of mathematical ability” (Krutetskii, 1976, p.
35).

Werdelins forsok att fanga in och forklara den matematiska formagan och
att identifiera denna som den allménna matematiska resonemangsfaktorn
foll platt till marken. Vore skolbetyget ett bra matt pa matematisk férmaga,
sa hade vi vél knappast behov av att skaffa oss ytterligare ett.

Vetenskapsfilosofen Peter Damerow har agnat den matematiska férmagan
ett kapitel 1 sin bok ”Abstraction and Representation”. Han skriver
angaende den matematiska formagan:

”The performance that can be achieved in solving problems depends on a number of
traits which the student possesses; the latter however may be present to varying degrees.
The probability to solve each individual problem is defined by a specific function which
assigns the appropriate probability for solving the problem to each and every
constitution of traits. The traits are conceived of as measurable variables, largely
independent of the contents of the problems” (Damerow, 1996, p. 93).

Dessa individuella karakteristika (traits) antas kunna variera 6ver en langre
tidsperiod bland annat pa grund av individens val av utbildning och traning,
men i det korta perspektivet forblir de mer eller mindre konstanta. Detta
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konstaterande ar forstas ett nddvandigt villkor for att det ska vara
meningsfullt att definiera matt pa dessa karakteristika. Damerow beskriver
hur en konstruktion av en taxonomi av sadana egenskaper kan konstrueras
och experimentellt verifieras genom att analysera integriteten och
oberoendet av var och en av de karakteristiska egenskaperna. Nar testerna
ar genomforda och en lamplig metrik ar definierad pa systemet av
“individuella egenskaper”, kan man se den matematiska formagan som en
linjirkombination av specifika “traits”. Vad vi darmed har uppnatt ar
foljande:

”The traits obtained in this fashion from psychometric test results are, therefore, specific
theoretical constructs within the framework of the general explanatory model, that seeks
to reduce correct solutions of tasks and problems to personality traits” (Ibid., s.95).

Det ar anmarkningsvart att Damerow i sitt verk helt lyckas forbiga V.A.
Krutetskii, forra seklets gigant inom forskningsfaltet matematisk formaga.
En forklaring till detta icke-omndmnande kan vara att Damerow arbetar i
en psykometrisk tradition, dar psykiska egenskaper (som intelligens t.ex.)
tilldelas numeriska varden, som utnyttjas till att jamf6ra individer.
Krutetskii a andra sidan ogillade starkt den vésterlandska, som han kallar
”den borgerliga” psykometriska trenden inom utvecklingspsykologin. Han
argumenterar i stallet starkt for den matematiska formagan som en
flerdimensionell, icke metriserbar storhet.

| det har avsnittet har jag forsokt avgransa begreppet matematiska formagor
gentemot matematiska kompetenser. Vidare har jag paborjat en diskussion
om mojligheterna att observera och mata sadana formagor. I nasta avsnitt
fordjupar jag diskussionen om férmagornas natur och preciserar darmed
den teoretiska basen for min studie.

2.2 Krutetskiis teori om matematiska formagor.

Sedan Krutetskiis forskning blivit kand for vastvéarlden genom nagra
konferensrapporter och artiklar i engelsksprakiga tidskrifter, var han snart
ett stort namn i pedagogiska och psykologiska kretsar i vast. Hans
forskning ansags unik, da dess inriktning pa skillnader i matematisk
formaga bland barn i femtiotalets Sovjet, stred mot det gangse monstret i
den datida sovjetiska vetenskapen. Eftersom skillnader i formaga, av vad
slag det vara ma, enligt radande doktriner bara kunde forklaras utifran
klassmassiga forhallanden och eftersom klasserna genom sovjetsystemet
hade avskaffats, kunde sadana skillnader bara bero pa ofullkomligheter i
det socialistiska samhéllet. Krutetskiis forskning forvanade darfor kollegor
fran vast. Hans vaxande popularitet i vast fick honom att sammanstélla tolv
ars intensiv forskning i verket: Psikhologiia matematicheskikh
spospobnostei shkol’nikov 1968 , som 1976 genom Jeremy Kilpatricks
forsorg kom ut i engelsk dverséattning (Krutetskii,1976).
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The Psychology of mathematical abilities in schoolchildren &r ett
standardverk inom den pedagogiska psykologin saval som inom
matematikdidaktiken. Under 1980-talet var den ofta citerad i
matematikdidaktisk litteratur och dven nu, 35 ar efter dess publicering i
vast, anvander sig forskare i matematikdidaktik av olika delar av
Krutetskiis teorier. Av verkets titel framgar att Krutetskii foredrar att hellre
tala om en mangfald matematiska formagor &n om den matematiska
formagan. Varje manniska skulle darmed ha en uppséttning matematiska
formagor utvecklade i storre eller mindre grad, som synliggors och
aktiveras vid matematisk verksamhet.

Krutetskii inleder sitt verk med en diger litteraturgenomgang av 1900-talets
(fram till 1965) forskning om formagornas psykologi. Han behandlar
darvid Visterlandska (“buorgoise”) och sovjetiska forskare separat och ar
noga med att poangtera deras skillnader i grundsyn betraffande manskliga
formagor.

“The basic question, in which the reactionary essence of many foreign theories of ability
is at most pronounced, is the matter of the relationship between what is innate and what
is acquired in the formation and development of abilities” (Ibid., p.8).

Krutetskii slér fast att ”borgerliga” psykologer 1 allmédnhet betonar det
medfoédda och det biologiska arvets betydelse for utvecklingen av olika
talanger. Detta kontrasteras mot de marxistiskt influerade psykologer, som i
fragan om arv eller miljo tvekost havdar den sociala uppvaxtmiljons
betydelse for férmagornas utveckling. En annan tvistefraga mellan
’progressiv (t.ex. Sovjetisk)” psykologi handlar om psykometrins stéllning.
| USA och i 6vriga vastvarlden utvecklades en testkultur som kom att
genomsyra hela samhéllet. Krutetskii citerar David Goslin (1963), en
samtida amerikansk progressiv sociolog. Goslin hdvdar bland annat att
intelligenstest inte visar nagonting annat an individens formaga att korrekt
besvara testets fragor och att intellektuella formagor inte ar nagonting annat
an en "hypotetisk konstruktion”, dér olika forfattare har sin specifika
tolkning av begreppet intellektuell férmaga.

Det vore givetvis en fordel om varje studie av matematisk formaga kunde
borja med en definition av den intellektuella formagan i allméanhet, menar
Krutetskii (ibid. s. 21). Infor utarbetandet av en sadan definition tanker sig
Krutetskii att man méste skilja pa 4 ena sidan vanlig skolférméga” alltsa
att hantera matematisk information som férekommer i l&robdckerna och i
lararens undervisning och a den andra kreativ matematisk formaga. ldag
betonas dock den matematiska aktivitetens kreativa natur alltmer i vara
kursplaner, varfor skillnaden mellan de tva olika slagen av matematisk
formaga som Krutetskii talar om blir allt mindre relevant. Daremot finns
det skal att tala om olika komponenter i den matematiska formagan, vilka
svarar mot olika aspekter av den matematiska praktiken.
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Krutetskiis definition av formagor i allménhet ar starkt kopplad till skolans
matematiska aktiviteter. Detta ska jamforas med Werdelin, som foredrar att
koppla begreppet till bland annat individens forstaelse av matematiska
begrepp och metoder (Werdelin, 1958).

By the ability to learn mathematics we mean individual psychological characteristics
(primarily characteristics of mental activity) that answer the requirements of school
mathematical activity... (Krutetskii, 1976, p.7)”.

Och vidare:

“Therefore the investigation of a pupils’ mathematical ability is also an investigation of
his mathematical activity, but from a certain standpoint” (Ibid., p.72 kursivering i
original).

| likhet med Koshy, Ernest och Casey (2008) diskuterar ocksa Krutetskii
begreppet ability” utifrdn en psykologisk utgangspunkt. Till skillnad fran
de tre fornekar inte Krutetskii att olika matematiska formagor ar
observerbara, forutsatt att observationen gérs under en matematisk aktivitet
som stimulerar en sadan formaga.

“Mathematical ability (as in general all ability for complex types of activity) is a mental
formation that is complex in structure. It is a unique synthesis of properties, an integral
quality of the mind including diverse mental aspects and developed during the process
of mathematical activity. This aggregate is a unique distinct whole; only for purposes of
analysis do we single out individual components, by no means regarding them as
isolated properties. These components are closely connected, influence each other and
form in their aggregate a single system, whose manifestation we conventionally call the
mathematical giftedness syndrome (a number of interrelated elements that characterize
the psychological phenomenon)*“ (Krutetskii 1976, p. 76).

Det vi kallar en matematisk formaga, kallas av Krutetskii har en
komponent och ar en oskiljaktig del av ett konglomerat av egenskaper. Pa
andra stillen 1 boken anvinder han termen “ability” i samma betydelse som
component” i detta citat. Nar en forskare analyserar en individs beteende
under en matematisk aktivitet och konstaterar existensen av en enskild
komponent, sdsom “formaga till flexibilitet i tanken”, &r det fraga om en
apparent formdga. Kunskapen om “das Ding an sich ”, for att parafrasera
Kant ar dold och oatkomlig for vara analysinstrument. Med en parallell
fran fysiken kan vi likna formagor vid de tre kvarkarna i en proton: de &r
oskiljaktiga och kan inte ens i teorin observeras enskilt. Trots detta ar det
mojligt att indirekt genom experiment dra slutsatser om de enskilda
kvarkarnas egenskaper. Enligt Koshy, Ernest och Casey (2008) &r dven den
apparenta formagan en svarfangad (elusive) enhet. Vill man med ett visst
matt av sakerhet kunna tillskriva en individ en viss formaga, skulle detta
krdava omfattande undersokningar.
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Dock finner jag det rimligt att acceptera ovanstaende som en del av den
teoretiska basen for detta arbete. Detta har givetvis konsekvenser for hur
man ser pa mojligheterna till resultatens och metodens anvéndbarhet i det
pedagogiska arbetet. En sadan konsekvens ar att en eventuell metrik pa
“rummet av formagor” i likhet med vad Damerow onskar sig, inte kan bli
andamalsenlig.

Krutetskii slar flera ganger fast att malet med att studera matematiska
formagor ar att resultaten ska kunna anvandas for att forbattra undervisningen
i matematik sa att den anpassas till savél alla elever som till de med stor
utvecklingspotential. Han skriver till exempel sa har angaende sin studies
grundlaggande mal:

”The basic goal toward which a scientific elaboration of the problem of mathematical
abilities should be directed is to create psychological foundations for an active
pedagogy of abilities. In order to answer the question posed above we must know in
advance just what mathematical abilities are — which individual psychological features
influence successful mastery of mathematics, that is what makes a person
mathematically able?” (lbid., s.77 kursivering i original).

Har uttrycker Krutetskii sin egentliga forskningsfraga, den som hans stora
studie syftar till att besvara: Vad konstituerar matematisk formaga?

Krutetskiis forsta uppgift ar att formulera ett system av formagor eller, som
han ibland sjalv bendmner dem, system av komponenter av matematisk
formaga, som ar mojligt att analysera och som uppfyller vissa krav. Det ska
for det forsta vara mojligt att adressera enskilda formagor (komponenter)
hos en individ genom vilformulerade problem. For det andra ska de ”mest
kapabla” individerna i en population besitta dessa formagor i signifikant
hogre grad &n genomsnittet.

For att skaffa sig ett sddant “hypotetiskt system” av formdgor, intervjuar
han och hans team 56 matematiklarare verksamma i sovjetiska skolor
mellan 1958-60. Vidare skickar han 1965 en enkét till 50 sovjetiska
matematikprofessorer med nedanstaende tre fragor, vilka fullstandigt
besvarades av 21 av professorerna.

1. What qualities of the mind, in your opinion make a person mathematically able?
2. To what extent are mathematical abilities general or specific intellectual abilities?
3. What are your views of the presence of different types of mathematical abilities?”
(Ibid., p.83).

Den tredje kallan till det hypotetiska systemet av formagor var biografier
dver 84 prominenta matematiker och fysiker varlden dver. Syftet var att
undersoka maéjliga sardrag i deras matematiska tankande. Information fran
dessa undersokningar tillsammans med andra 6vervaganden ledde fram till
en preliminar hypotes om férekomsten av nio matematiska formagor, som
senare skulle reduceras till sju. En attonde formaga tillkommer senare utan
tydlig motivering. Inspirerad av bland annat Polyas modell (Polya, 1964)
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for problemldsning delar Krutetskii in formagorna i tre kategorier med
hénsyn till olika faser i en problemlésningsaktivitet: 1. Att samla in
information 2. Att processa information, och 3. Att minnas information.
Inom dessa kategorier finns en formaga i vardera Grupp 1 och 3, medan det
i grupp 2 kan urskiljas fem eller sex formagor.

Bokens kérna ar den omfattande experimentella undersokning han utfor i
syfte att sla fast konsistens och relevans i sitt system av férmagor.
Huvudkaéllan till de radata han utnyttjar ar de barn och ungdomar vars
matematiska utveckling han studerar med tester och intervjuer under en
tidsrymd av nio ar. Hans verktyg ar:

“a special system of experimental problems ... designed to expose characteristics of the
mental activity of pupils with various abilities in mathematics” (Krutetskii, 1976, s.98).

Totalt anvénde han 26 testserier med i genomsnitt cirka tre tester i varje
serie. Varje test bestod av 10-20 uppgifter som var tankta att adressera
samma hypotetiska formaga. Med tanke pa att sammanlagt 192 elever
undergick dessa tester forstar man att hans datamaterial var omfattande.
Undersokningar av formaga kraver ett testbatteri av minst den har
storleken, papekar Krutetskii och hanvisar till Werdelins avhandling
(Werdelin, 1958). Som tidigare ndmnts kravde hans studie 6ver 50 tester
med ett stort antal uppgifter i varje test. Vad som ytterligare gor Krutetskiis
empiriska studie anmarkningsvard ar hans val av analysmetod. Varje elev
har instruerats att ’tinka hogt” under arbetet med ett problem och en
forsoksledare har nedtecknat och utvérderat elevens resonemang.

Krutetskiis syfte med den omfattande kvantitativa undersokningen var att
bekrafta det system av formagor han stipulerat utifran sin likaledes
omfattande undersdkning bland matematiker och matematikléarare.
Bekraftelsen skulle besta framst av tva aspekter: For det forsta att dessa
formagor skulle omfattas i hog grad hos de “kapabla” och “mycket
kapabla” eleverna, medan hos de 6vriga i betydligt ldgre grad. For det
andra skulle analysen visa att varje formaga i en experimentsituation ses
isolerad fran de évriga. Detta behdvde han faktoranalysen till. | forordet
till verket riktar emellertid Kilpatrick och Wirzup kritik mot Krutetskiis
metod att forsoka isolera formagorna:

”The intercorrelation of a group of tests presumed to measure the same ability
analyzed, and the presence of a single common factor is used to argue that an ability has
been isolated. Then Krutetskii moves on to another group of tests and repeats the
argument. The problem is that he characterizes the general common factor in a different
way. He never shows by including all the tests in one analysis, that the groups he has
formed are associated with different factors. It might be for example that the tests are so
highly intercorrelated that one factor — a general mental ability — underlies them all.
This possibility seems remote, but Krutetskii’s analysis does not preclude it” (Kilpatrick
& Wirszup, 1976, sid. V).
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Detta metodiska missgrepp fortar givetvis en del av kraften i Krutetskiis
argumentation och staller hans egen kritik av Werdelins avhandling
(Werdelin, 1958) i ett nytt ljus. Som jag tidigare beskrivit i avsnitt 2.1 har
Werdelin definierat sina faktorer sa att resultatet av hans faktoranalys visar
att endast en faktor dominerar helt 6ver de 6vriga. Av den omfattande
analysen kan man darfor inte utlasa nagonting av vérde, vilket som tidigare
papekats, dven Krutetskii kritiserat. Utifran Kilpatricks och Wirzups
kritiska synpunkter pa Krutetskiis satt att bedriva faktoranalys, skulle man
kunna pasta att Krutetskiis kritik av Werdelin atminstone delvis slar
tillbaka pa honom sjalv.

Kvar star dock att Krutetskiis resultat ar oerhort val underbyggda med
omfattande litteraturstudier och undersdékningar bland matematiker och
matematiklarare infor formuleringen av systemet av matematiska formagor.
Han ger ocksa atskilliga prov pa hur varje formaga ska tolkas i olika
situationer.

Han har ocksa genomfort en longitudinell fallstudie med nio mycket
begavade barn i aldrarna 6 — 14 ar mellan aren 1958 — 66. Deras allméanna
utveckling, fysiskt saval som psykiskt, sociala livsmiljé samt matematiska
utveckling kartlades metodiskt genom intervjuer med barnen, deras
foraldrar och larare. Detta foljdes upp under nio ar och en del av resultatet
redovisas pa 30 mycket lasvérda sidor i hans bok. Det framgar att barnen
har olika typer av begavning och man kan latt se hur till exempel analytisk
respektive geometrisk begavningstyp yttrar sig i deras satt att hantera
matematiska problem.

2.3 Att spara matematiska formagor

Att finna matematiska formagor genom att studera
problemldsningsaktiviteter ar ett sallan beforskat omrade och ar darfor
mycket av ett pionjararbete. Elisabeth Mellroth har i en magisteruppsats
(Mellroth, 2009) f6ljt en matematikbegavad fjardeklassare, Marcus, under
en termin och latit honom arbeta med ett antal s.k. rika matematiska
problem. Hon analyserar hans I6sningar med utgangspunkt i Krutetskiis
formagor och foljer sedan upp med intervjuer. Uppsatsen ar i alla stycken
en inspirerande lasning. Marcus begavning forvanar i problem efter
problem han ger sig i kast med. Utan k&nnedom om formelhantering eller
ens symbolisk representation av storheter lyckas han till exempel
generalisera ett resonemang i ett problem sa att det mynnar ut i en verbal
formel for aritmetisk summa.

En annan som inspirerats av Krutetskiis fallstudie &r Eva Pettersson, som
foljde elva matematiskt begavade barn genom klassrumsobservationer,
intervjuer med larare, foraldrar och eleven sjalv (Pettersson, 2011). Tva av
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eleverna foljer hon under fem éar. I Krutetskiis anda 14t hon eleven “’tinka
hogt” 1 samband med problemldsning under det att hon observerade,
noterade och analyserade elevens matematiska resonemang. Hon aterfinner
Krutetskiis formagor i sina tolkningar av dessa elevers matematiska
aktiviteter. Huvudsyftet i Petterssons avhandling ar dock ett annat &n mitt;
namligen att beskriva det bemotande elever med sérskild fallenhet for
matematik far av skolan och hur detta paverkar deras vidare matematiska
utveckling. Att dessa elever ofta bromsas av larares okunskap och de
jantelagsliknande sociala normer som rader mellan eleverna i klassen é&r ju
visserligen ingen nyhet, men genom Petterssons fallstudie far fenomenet en
ménsklig gestalt.

Nar man soker och identifierar matematiska formagor blir resultatet starkt
beroende av den analysmetod man valt. Det &r, vilket denna studie visar,
skillnad pa vad man kan se om man anvander sig av skriftliga
elevprestationer eller videofilmade observationer av elever som arbetar i
grupp. Det kan da finnas skal i att begransa antalet férmagor man letar
efter. Detta har Tanya Vilkomir och John Donoghue gjort i en studie fran
2009. | denna introducerar de en fyrgradig hierarkisk skala pa tre av
Krutetskiis atta formagor (Vilkomir & O’Donoghue, 2009). De har darvid
lanat Krutetskiis terminologi och klassificerar tankta elevresponser som
Incapable, Average, Capable (Promising) eller Very Capable (Gifted). De
gor en apriorianalys av nagra problem, valda sa att de ska adressera tre av
de formagor som beskrivs i nasta avsnitt (2b, 2d och 2f). Syftet ar att
uppticka lovande studenter” i1 klassrummet, samt att stodja deras
matematiska utveckling.

”For this the authors suggest an approach of transformation of routine problems for the
students in such a way as to develop components of mathematical abilities in all students
and then move to identification of the mathematically promising based on aforesaid
components”(Vilkomir & Donoghue ,2009, p.197).

Vilkomir & Donoghues artikel utgor endast en forstudie eller
forskningssynopsis och saknar empirisk del. Darfor ar det svart att uttala
sig om relevansen i deras fyrgradiga nivaskala av formagor. Kvar star den
skepsis mot en sadan skala, som uttryckts av Koshy, Ernest och Casey
(2009) samt av Krutetskii sjalv, som ju motsatte sig det psykometriska
perspektivet. | denna studie har jag darfor valt att inte anvdnda mig av en
graderad skala avseende matematiska formagor.

2.4 Karakteristik av Krutetskiis formagor.

| detta avsnitt beskriver jag Krutetskiis system av matematiska férmagor
sasom jag tolkar dem utifran hans text. Senare, i samband med
presentationen av min empiriska undersokning, ska jag ocksa tolka dessa
formagor specifikt utifran ett givet matematiskt problem, som jag kallar
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apriorianalys, eftersom den gors innan och oberoende av min genomgang
av elevernas losningar. Denna operationella tolkning kan i sina detaljer
skilja sig nagot ifran nedanstaende generella tolkning, dock utan att pa
nagon punkt sta i kontradiktorisk motséattning till densamma.

29 9

I min text forekommer termerna kapabla”, ”genomsnittliga” och
“inkapabla”, vilka syftar pa Krutetskiis indelning av eleverna 1 sitt
experimentmaterial. Han arbetade med totalt fyra kategorier: ”Very

29 9 29 9

capable”, ’capable”, “average”, och ’incapable”.
1. Samla in relevanta data/ forsta problemet (information Gathering)

Formagan att samla relevanta data och att forsta problemet handlar om att
extrahera nddvéndiga data och information ur en verklig situation eller ett
formulerat problem, att skilja relevant fran ovasentlig information, att
skapa sig forstaelse for problemet. Kapabla elever kan enligt Krutetskii
skilja pa tre sorters data och férmar att hantera dem pa béasta séatt:

1. Information, vasentlig for problemets 16sning, dar elementen i denna
information ar matematiskt relaterade.

2. Kvantiteter ointressanta for problemets generella 16sning, men relevanta
for det eller de specialfall, som problemet méjligen innehaller.

3. Overflodig information, onddig for problemets I6sning.

Kapabla elever tar till sig ett matematiskt problem analytiskt. Det innebar

att de isolerar de olika delarna i problemet, analyserar dem och ordnar dem
hierarkiskt. Vidare behandlar de problemets komponenter syntetiskt, varvid
de kombinerar dem och undersoker deras inbdrdes matematiska relationer.

Nar det galler fragan om hur férmagan kan undersokas ger Krutetskii viss
vagledning. Om genomsnittliga elever moéter en ny typ av problem, ser de
olika element i problemet, men formar inte att omedelbart se hur de
matematiskt &r kopplade till varandra. Kopplingarna maste antingen
konkret uttalas eller ges som en sarskild uppgift at forsokspersonen/eleven
att utreda. Den medelbegavade behdver som regel instruktion for att ta till
sig informationen pa ratt sétt. For de inkapabla ar inte heller instruktion
tillracklig om den inte &r mycket detaljerad och dven da kan eleven ta till
sig informationen endast med storsta svarighet (Krutetskii, 1976, pp 227-
228).

Egenskapen att formalisera perceptionen av matematiskt material utvecklas
enligt Krutetskii fran de forsta skolaren och langt upp i sena tonaren och de
“kapabla” eleverna utvecklar denna form av perception betydligt tidigare
an de Ovriga. | dessa slutsatser lutar sig Krutetskii mot tva andra sovjetiska
forskare: S.I. Shapiro och 1.VV. Dubrovina (ibid. pp 330-334).
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2. Behandla data (Information Processing)
Formagan att behandla insamlade data bestar av flera komponenter, som
var och en kan uppfattas som en enskild formaga.

2a. Formagan till logiskt resonerande i geometriska eller aritmetiska
sammanhang. Formagan att tanka i symboler.

Denna formaga, ’den attonde”, har pa nagot sétt tillkommit 1 Krutetskiis
lista sprungen ur “nonexperimental material” till skillnad fran de 6vriga sju
formagorna vilkas relevans och konsistens ju vilar pa experimentell grund.
Jag var fran borjan tveksam till att ta med denna formaga i min studie,
eftersom den inte heller kommenteras pa samma utforliga satt av
forfattaren. Enligt min tolkning ska en person som har denna formaga dels
visa upp en férmaga att dra slutsatser med deduktiva resonemang, dels
anvanda ett symboliskt uttryckssatt.

2b. Formagan att generalisera matematiska objekt, relationer och
operationer.

Krutetskii skiljer mellan tva nivaer av generalisering. | den lagre nivan
generaliserar eleven till ndgonting som ar bekant for henne, medan en
generalisering i den hogre nivan tar sikte pa nagot tidigare okant. I niva 1
kan det till exempel handla om att tillampa en viss formel pa en ny
situation, medan det pa niva 2 handlar om att uppticka ett “nytt” samband
genom att till exempel studera en talserie eller klippa och pussla sig fram
till Pythagoras sats.

Ar da en elev som gér fran att arbeta med enskilda varden till att arbeta
med samma problematik i den symboliska varlden mer kapabel &n den som
haller sig till enskilda varden? | en uppsats fran 2006 kommenterar John
Mason och Anne Watson Krutetskiis generalitetsbegrepp genom att sla fast
att det inte finns nagot empiriskt beldagg for att de som skyndar till
symbolernas vérld skulle vara mer begavade an 6vriga.

”People don’t always use the most sophisticated technique available to them” (Watson
& Mason, 2006).

Jag kommer dock att skilja mellan de tva nivaerna av generalisering av
andra skél &n att jag soker markdorer for mer eller mindre utvecklad
formaga. | en problemlésningssituation ar det uppenbart att de tva nivaerna
svarar mot olika operationer med olika syften.

2c. Férmagan att korta ner resonemang till forman for koncishet och
Klarhet.

Krutetskii ger nagra exempel pa hur formagan att resonera klart och koncist
visar sig. Har ar ett exempel fran hans experimentproblem:

”Anna cyklar mellan A och B och tillbala igen. Fran A till B ar hennes
medelhastighet 20 km/h och fran B till A ar medelhastigheten 30 km/h.
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Berakna hennes medelhastighet for hela strackan A-B-A om vi antar att
hon vinder direkt vid B.”

Den kapable eleven borjar med: Det tar langre tid att cykla med 20 an med
30 km/h trots att strackorna &r lika. Alltsa kan medelhastigheten inte bli 25
km/h. Eleven ger sedan Iésningen:

1. Hastighet &r ju stracka dividerat med tid. For att erhalla
medelhastigheten dividerar vi bara totala strackan med totala tiden.

Om strackan A-B &r x sa ar totala strackan 2x.

Nu soker vi en tid. For att fa tiden maste jag dela avstandet med
hastigheten.

X/20 timmar tog det fran A till B.
och fran B till A tog det x/30 timmar.

Och hela resan tog x/20+x/30 timmar eller 3x/60 + 2x/60 timmar =
5x/60 timmar.

7. Nu dividerar vi totala strackan 2x km med totala tiden 2x/(5x/60)
km/h = 24 km/h,

Koncisheten och klarheten ligger i séttet att dela upp l6sningen, i detta fall i
sju punkter.

2d. Flexibilitet i mentala processer.

Vad Krutetskii menar med flexibilitet i mentala processer uttrycks bast av
honom sjalv.

“It is expressed in a free and easy switching from one mental operation to another
qualitatively different one, in a diversity of aspects in the approach to problem solving,
in the freedom from the binding influence of stereotyped, conventional methods of
solution and in an ease in reconstructing established thought patterns and systems of
operation” (Krutetskii, 1976, p. 282).

Krutetskii experimenterar med idén att antalet sétt en person kan l6sa ett
problem pé speglar personens “flexibilitet”. Han anvinde for dndamalet en
uppgiftsserie (serie VIII) pa 17 “kapabla”, 24 “medelmattiga” samt 17
“inkapabla” elever. I denna studie métte Krutetskii antalet olika
I6sningsmetoder, som vardera elevgruppen visade upp viktat med gruppens
relativa storlek. Genom att ocksa mata tiden som varje grupp spenderade pa
att 16sa uppgifterna fick han ytterligare ett matt pa den matematiska
flexibiliteten.

Krutetskii (1976, 5.279) exemplifierar formagan till flexibilitet i tanken
med hur Sonya, 10 ar, forsoker finna en algoritm for att berakna sadant som
1132 - 1122. Hon borjar med att teckna a2 -b? =... sedan (a+1)? - a>= ... och
till sist: a2 - (a — 1)2. Det narmast sjélvklara skiftet mellan numerisk och
symbolisk uttrycksform &r ett tecken pa en sadan formaga till flexibelt
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tdnkande. Om nu Sonja kant till hur man utvecklar (a-1)?, hade hon kunnat
forenkla a2 - (a — 1) till 2a -1 och genast fatt en generell algoritm for att
snabbt berdkna skillnaden mellan tva konsekutiva heltals kvadrater.
Forutom flexibilitet i tankandet visar Sonya i detta fall upp en god férmaga
att generalisera (niva 2).

2e. Stravan till klarhet, enkelhet och elegans i en 16sning:

Krutetskii podngterar likheten mellan stravan efter klarhet, enkelhet och
elegans i matematiska resonemang a ena sidan och formaga till flexibilitet i
tanken a den andra. Sjalv har jag lattare att se likheten mellan férmagan att
korta ned resonemang och strévan efter klarhet och elegans. Detta synsatt
delar jag med Zalman Usiskin nér han forelar att 2c och 2e slas samman till
en komponent, som han kallar for ”curtailment” (Usiskin, 1999). En rimlig
tolkning av en sadan sammanslagen 2 ce”- komponent &r att vi har att
rakna med en formaga att vardesatta de estetiska aspekterna av en lésning
eller ett resonemang och att detta sker efter en bestamd estetisk norm, dar
genvégar, insikter och logiska strukturer ar mojliga aspekter. Krutetskii
havdar att just denna strivan efter “ekonomi” 1 resonemangen och elegans 1
I6sningsprocessen ar en typisk egenskap hos professionella matematiker. Ju
mer matematiskt kapabel individen ar, desto mer uttalad &r denna stréavan
till elegans, klarhet och kalkyleringsekonomi.

2f. Formadga att ”viinda pa” mentala processer i ett matematiskt
resonemang. (Férmaga att snabbt och fritt skifta fran ett direkt till ett
omvant perspektiv pa problemet.)

Jag inleder med tva exempel:

EX 1: Var erfarenhet, om inte annat, sager oss att ett tal vars kvadrat
ar jamn, maste vara ett jamnt tal. Men hur bevisar man detta? Alltsa
att om n2 dr jamnt, sa ar dven n jamnt. Ska detta ske med direkt
metod, d.v.s. att vi antar premissen och darur logiskt harleder
slutsatsen, visar sig detta vara besvarligt for att inte séga klumpigt.
Men om vi vander pa tankegangen och inser att det vi ska bevisa ar
samma sak som att bevisa att kvadraten pa ett udda tal ar udda, har vi
en vasentligt enklare uppgift framfor oss:

Antag att n ar udda. Alltsa n = 2k+1 for nagot k.
D4 ar n2 = 4k2+ 4k + 1 = 2(2k2+ 2Kk) + 1.
n2 &r alltsa udda

Denna slutsats ar ekvivalent med att om n2 ar jamnt sa ar n jamnt.
(Anm: Bevis av denna typ bendmns ibland bevis i kontraposition eller
”’Modus Ponens™.)

EX 2: Ett annat exempel handlar om plan geometri: Ar det sant att det till
varje triangel existerar en cirkel, vars periferi skér alla triangelns tre horn?
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Bharat Sriraman studerade l6sningsprocessen nar fyra matematiskt kapabla
elever i sitt attonde skolar arbetade med problemet. Forst nar de istéllet for
att borja med att fokusera pa triangeln, vilket manga skulle kénna naturligt,
istallet borjade med att rita cirkeln, nadde de framgang. (Sriraman, 2003).
De lyckades visserligen inte att genomfora ett matematiskt godtagbart
bevis, men med den nya, “omvédnda” metoden lyckades studenterna
systematisera sitt provande och darmed fa en rikare flora av goda uppslag
och produktiva idéer att arbeta med.

(Anm.: For att genomfora ett hallbart (deduktivt) bevis kan man bérja med
att konstruera mittpunktsnormalerna till den godtyckliga triangelns sidor.

Punkterna pa en mittpunktsnormal till en stracka har samma avstand till
strackans bada andpunkter. | triangeln méts de tre sidornas andpunkter i
triangelns horn. I den punkt dar de tre mittpunktsnormalerna mots maste
darfor avstanden till vart och ett av hornen vara lika. Med denna
skarningspunkt som centrum och med det gemensamma hérnavstandet som
radie kan den sokta cirkeln ritas upp.)

Eleverna som arbetade med problemet fordes genom det “omvénda
perspektivet” inte ndrmare problemets 16sning 1 form av ett deduktivt bevis.
Istéllet arbetade eleverna induktivt och végleddes av sin intuition istallet
for den formella logikens krav.

En algebraisk regel, som till exempel konjugatregeln (a+b)(a-b) = a2- b2
uppfattas av elever allméanhet som gallande fran vanster till hoger. Att
istallet faktorisera med denna regel dr daremot nagot som varije
medelmattig student visserligen kan lara sig efter idogt arbete, men som
samtidigt ar naturligt for “kapabla” elever. Att anvinda regeln “baklénges”
kan alltsd ses som att “reverse the train of thought” (Krutetskii, V. s.289).

Krutetskii redovisar pa nagra sidor kommentarer fran 62 matematiklarare
som intervjuades mellan 1958 och 1960 angaende deras reflektioner 6ver
matematiska formagor. Betriffande “Ability to transfer from a direct to a
reverse train of thought” forekommer foljande kommentar: ... but this is
probably a particular case of flexibility of thinking...” (Krutetskii, 1976, p.
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188-189). Idén att sla samman dessa formagor finns dven hos Usiskin, som
tanker sig rubriken “flexibility” for dessa bada. (Usiskin, 1999).

3. Férmaga att minnas matematiskt stoff och kunna utnyttja detta i
senare problemlésningsaktiviteter.

Den kapable problemldsaren minns strukturer och bakomliggande principer
fran tidigare 16sta problem. Det kanske réacker att 16sa ett enda problem av
ett visst slag for att denna struktur ska manifesteras i form av ett nytt
verktyg som problemldsaren forfogar Gver.

Krutetskii testade ett antal ’kapabla” och ”genomsnittliga” elever
betraffande deras matematiska minne en tid efter det att de 16st nagra
testbatterier i den stora studien. Hans slutsats &r att de flesta kapabla elever
minns typen och den allménna karaktaren av de operationer hon gjort for
att 16sa ett visst problem. Daremot mindes de inte mycket av problemets
yttre karakteristika, kontexten, numeriska varden och liknande. Sadant
mindes dock de mindre kapabla (average). De mindes kanske att det var
nagra problem med kaniner och kycklingar, medan de kapabla istallet kom
att tanka pa typen av problem (diofantisk ekvation).

Vi kommer att se exempel pa denna férmaga i den empiriska studien. Det
ska dock inte vara ett samband ur det ordinarie formelbatteriet eleven
forfogar dver. Jag markerar denna formaga i min studie, nar en elev visar
att hon kan anvanda ett tidigare funnet samband fran ett annat problem for
att 16sa det aktuella problemet.

2.5 Avslutande kommentar om Krutetskiis formagor

Som en fjérde kategori infor Krutetskii ndgot han kallar ”General synthetic
component” och 1 denna kategori finns bara en forméga eller snarare en
egenskap, som han kallar "Mathematical cast of mind”, ndgot han har
funnit hos manga med matematisk talang. Kannetecknande for individer
med “mathematical cast of mind”, &r att de gérna matematiserar allt 1 sin
omgivning. Ska de exempelvis kdpa kaffe och kaka nar det finns tre sorters
kaffe och sju sorters kakor, sa funderar de pa hur manga kombinationer av
kaffe och kaka det finns. Att studera denna féormaga ligger utanfor de
ambitioner jag har med denna studie. Jag agnar mig darfor inte vidare at
begreppet “mathematical cast of mind”.

Jag har alltsa valt att arbeta med det i forra avsnittet beskrivna systemet av
atta matematiska formagor. Detta har ingalunda varit sjalvklart, men jag
valde att halla mig till Krutetskiis kategorier av tva skal: For det forsta ar
detta system val underbyggt med empiriska studier och rikligt kommenterat
i den vetenskapliga litteraturen. For det andra kommer jag att indirekt fa en
diagnos pa relevansen av detta system nar jag undersoker matematiska
aktiviteter med systemet som redskap. Till frdgan om alternativa system av
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formagor for analytiskt bruk far jag anledning att aterkomma i slutet av
uppsatsen.

Krutetskii har i likhet med exempelvis Hadamard och Poincaré funnit att
det verkar finnas tva eller tre olika “begévningstyper” 1 matematik
(Hadamard, 1945), (Poincaré, 1908). Krutetskii genomférde en analys av
olika “begivningstyper” bland 34 av de sé kallade "’kapabla” eleverna. Han
lyckades isolera tre typer: En analytisk abstract cast of mind”, en
geometrisk, ”geometric or mathematically picturial cast of mind “ och en

kombination av dessa bigge, en sé kallad ”harmonic cast of mind”
(Krutetskii, 1976, p. 315).

For att illustrera skillnaden mellan den geometriska och analytiska typen
exemplifierar Krutetskii med foljande problem: Nar varje sida i en kvadrat
okar med 3 cm, sa okar dess area med 39 cm2. Bestam sidan i den nya
(storre) kvadraten!

For att 16sa problemet borjar Geometrikern borjar med att rita en figur, sa
hér, kanske:

Resonemanget gér sé hir: Den lilla kvadraten, ”x” har sidan 3 cm och
dirfor arean 9 cm?2. Dérfor har rektanglarna Y totala arean 39-3% = 30 cm?
och alltsa en rektangel 15 cm2. Ena sidan i denna ar 3 och den andra darfor
5. Sidan i den nya kvadraten blir darfér 5+3 cm = 8 cm. Den analytiska
typen skulle, stalld infér samma problem, borja med att stélla upp en
lamplig ekvation som till exempel: (x+3)2 - x2 = 39.

Krutetskii lyckades pavisa positiv korrelation mellan den analytiska typen
och framgang i att lara sig algebra och motsvarande samband mellan den
geometriska typen och framgang i geometri. Han hanvisar ocksa till
Werdelin som inte fann nagon korrelation mellan faktorerna for
berakningsférmaga (computetive factor) och spatial formaga.

Forutom Geometrisk och Analytisk typ finns naturligtvis hybriden eller
som Krutetskii betecknar typen: “Harmonikern” som &r lite det ena och lite
det andra. Med detta lamnar jag omradet begavningstyper.

Som sagt forutsatter Krutetskii en matematisk aktivitet for att identifiera
matematiska formagor. Den aktuella studien handlar ocksa just om detta:
Att identifiera matematiska formagor. Aktiviteten ifraga ar liksom i
Krutetskiis studie problemldsning och darfor dgnas nasta kapitel
problemldsning som foreteelse och forskningsomrade.
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Kapitel 3 Problemlésning
3.1 Inledning

Matematisk verksamhet i allmanhet kan karakteriseras som problemldsning
atminstone i vid mening. | detta avsnitt preciseras dock begreppet
problemldsning till att galla en aktivitet i skolan ledd av en l&rare.
Betraffande problemen i sig behandlar jag olika aspekter pa de krav som
bor stillas dessa for att betecknas som ”goda” problem. Avsnitt 3.3 handlar
om aktiviteten problemldsning och om forskningen om denna. Jag kommer
in pé olika ramverk eller om man sa vill ”flodesscheman” for sjdlva
problemldsningsprocessen. En viktig observation &r att dessa ramverk till
sina strukturer ar snarlika Krutetskiis system av formagor. Om inte annat
indikerar detta att studium av problemldsningens anatomi lampligen sker i
symbios med anvandningen av Krutetskiis formagor.

3.2 Problem?

Vad menas med ett matematiskt problem och hur ska vi avgrénsa
begreppet? Schoenfeld (1992) upptackte tva motstridiga definitioner av
begreppet problem i Websters lexikon fran 1979:

Definition 1:”In mathematics, anything required to be done or requiring to do
something...”
Definition 2: “A question... that is perplexing or difficult...” (Schoenfeld, 1992, p. 10).

Accepterar vi den andra definitionen kan vi sdga att vi dragit upp gransen
mellan en rutinuppgift och ett problem. En rutinuppgift brukar ju kunna
|6sas med en for subjektet kdnd metod och &r darmed inte enligt definition
2 ett problem. Influerad av denna distinktion mellan problem och
rutinuppgift, konstaterar Johan Lithner i sin doktorsavhandling:

”Thus the classification of a task as routine or problem is not only determined by
properties of the problem alone, but is determined by the relation by the task in question
and the solver” (Lithner, 2001, p. 8).

Problemldsning ar allt viktigare i den svenska grundskolan vilket bl.a.
framgar av att formuleringarna i kursplanen i matematik skarpts i det nya
forslaget till kursplan jamfort med den nu géllande:

Genom undervisningen i &mnet matematik ska eleverna ges forutsattningar
att utveckla formagan att formulera och l6sa matematiska problem samt
vardera valda strategier och metoder (Skolverket, 2010b).

For att kallas ett problem maste en uppgift vara sadan att problemlésaren
inte omedelbart vet hur hon ska angripa den. | det lage nagon har I6st ett
problem &r ”problemet” inte ldngre nagot problem.
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Ett problem kan ses som en relation mellan en elev och en uppgift. Ebbe
Mollehed formulerar sig sa har i sin doktorsavhandling fran 2001:

”Forvisso har man alltid 16st problem under matematiklektionerna. Men det som
numera gar under namnet problemldsning &r en reaktion mot alltfor stereotypa
I6sningsmetoder, dar eleverna i alltfor stor utstrackning kopierar fardiga metoder som
serveras av lararen och tillampar rutinartade raknemetoder utan att sjélva reflektera éver
problemet och de olika I6sningsmetoder som star till buds. Istallet vill man ge eleverna
sadana problem, som de inte tidigare métt och dar det fran bérjan inte finns nagon
fardig 16sningsmetod utan eleverna ska genom eget tankerbete sjélva leta sig fram till en
lamplig metod att 16sa problemet” (Mollehed, 2001, s.11).

En liknande idé om problemlésning som en upptécktsresa i det okanda, dar
inga kdnda metoder eller algoritmer hjalper eleven fram till ratt svar
aterfinner vi exempelvis hos Schoenfeld (1992).

Givetvis finns det bra och daliga problem. Vilket som ar vilket bestams av
situationen, problemldsarens kunskaper och andamalet med en viss 6vning.
Ar syftet att introducera ett visst begrepp eller att stimulera
problemldsarens formaga att géra generaliseringar, sa staller det specifika
krav pa problemvalet.

Ett bra problem ar enligt Borovik och Gardiner (2006) ett problem som:

ar 1att att ndrma sig for alla elever, d.v.s. &r “accessible”

har utvecklingspotential, aktiverar och tréanar nya tankevagar

kan leda till avsldjande av nya matematiska upptéackter

kan generaliseras mot nivaer av 0kande komplexitet och kanske till och
med till utvecklandet av en matematisk teori i miniatyr.

Ole Bjorkqvist introducerar begreppet “’rikt problem” i en artikel 1
Némnaren 1999. Med ett sddant problem menar han ett problem som...

> kopplar olika tillvagagangssatt till varandra eller utgor utgangspunkter for
utvecklandet av tva eller flera helt skilda teman inom matematiken™ (Bjorkqvist, 1999,
s.35).

Bjorkaqvist ser helst att rika problem ska ha en potential att locka till
I6sningar dér olika representationsformer (t.ex. symbolisk, geometrisk,
numerisk) kommer till uttryck. Vidare ska man som larare kunna atervanda
till problemet flera ganger och varje gang férmedla ny matematisk kunskap
till eleverna.

Begreppet “Rika Matematiska Problem” preciseras och avgrinsas av Eva
Taflin, som 1 sin avhandling “Matematikproblem i skolan” frdn 2007 ger
foljande definition:

”For att ett problem ska bendmnas som ett rikt problem ska f6ljande sju kriterier
uppfyllas:
1. Problemet ska introducera till viktiga matematiska idéer.
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2. Problemet ska vara latt att forsta och alla ska ha en majlighet att arbeta med det.
3. Problemet ska upplevas som en utmaning, krava anstrangning och tillatas ta tid.
4. Problemet ska kunna losas pa flera olika satt, med olika matematiska idéer och
representationer.

5. Problemet ska kunna initiera till matematiska resonemang utifran elevernas skilda
[6sningar, ett resonemang som visar pa olika matematiska idéer.

6. Problemet ska kunna fungera som brobyggare.

7. Problemet ska kunna leda till att elever och larare formulerar nya intressanta
problem”

(Taflin, 2007, s. 10-11).

Det finns anledning att anta att problem som moter Borovik & Gardners,
Bjorkqvists samt Taflins kriterier i hog grad kan stimulera eleverna till
kreativitet och locka fram deras matematiska férmagor. Dock finner jag
Taflins Kkriterier vara i starkaste laget for anvandas som avgransare mellan
bra och mindre bra problem. Manga “bra ’problemkan stimulera
matematiska formagor utan att de med nodvandighet leder till att nya
begrepp och matematiska ideer introduceras.

Problemldsning som matematisk aktivitet kan se ut pa olika satt. Det
vasentliga ar aktivitetens innehall, inte dess form. Den kan &ga rum i eller
utanfor klassrummet och kan innebéra enskilt eller gruppvis arbete. Vidare
kan lararen i helklass leda en diskussion dar klassen gemensamt lGser ett
problem.

3.3 Forskning om Problemldsning och Krutetskiis formagor

Litteraturen inom problemldsning &r omfattande, mycket beroende pa att
skolmyndigheter i hela vérlden prioriterar probleml6sning inte bara som ett
moment bland flera utan som huvudvégen till matematiskt kunnande.”Ldra
och undervisa matematik genom problemldsning” &r en fras man ser allt
oftare i styrdokument och i rapporter. For att uppna specifika larandemal
blir lararens uppgift i klassrummet:

“...helping students construct a deep understanding of mathematical ideas and
processes by engaging them in doing mathematics: creating, conjecturing, exploring,
testing, and verifying” (Lester, Masingila, Mau, Lambdin, dos Santon & Raymond,
1994, p.154).

Vi som befinner oss néra skolverkligheten vet att for de flesta elever ser
inte den svenska skolmatematiken ut sa. Enligt TIMSS 93/94 uppger 72 %
av matematiklararna i ak. 6 och 7 att tyst rakning dominerar varje eller
néstan varje lektion och enligt 17 % av samma grupp intraffar det aldrig
eller nastan aldrig att eleverna arbetar i helklass under ledning av l&araren. |
41 % av fallen &r det bara under vissa lektioner som l&raren leder
undervisningen i helklass (Olofsson, 1999). | TIMSS-rapporten 2007, kan
vi lasa att 61 % av lektionstiden anvands till "tyst rakning”. L&rarledd
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undervisning tar upp i genomsnitt 24 % av lektionstiden. Tiden som blir
over till att I6sa utmanande problem &r darfor hogst begrénsad (Skolverket,
2008).

Bilden bekraftas i stort av en enkétstudie genomférd 2005 och 2006 med
700 grundskolldrare i Sverige. Pa fragan: ”Vilken undervisningsmodell
passar biist in pa dig och din klass?” angav cirka 60 % nagon form av
sjalvstandigt arbete med laroboken. Laborativ matematik eller arbete med
problem som utvalts av lararen att arbeta med under lektionen passade bast
in pa endast 1/5 av lararna. Den resterande femtedelen valde alternativet
”genomgang med alla elever” (Pettersson, 2011).

Sasom lararutbildare sedan tio ar tillbaka kan jag bekrafta denna bild.
Aven de skriftliga prov som lararen sjalv framstaller och ger till eleverna
bestar uteslutande av uppgifter av mer eller mindre rutinkaraktar och
definitivt inte av typen “problem”. Detta har undersokts av bl.a. Jesper
Boesen, som dessutom konstaterar att lararnas prov skiljer sig fran de
nationella proven, som ocksa innehaller uppgifter, som inte kan lésas
enbart med en inldrd “metod”:

“The focus on tasks possible to solve by imitative reasoning in teacher-made tests seems
explainable by teachers limited awareness about creative mathematically founded

reasoning and their wish to get as many students as possible to reach the grade level”
(Boesen, 2006, s. 45).

En mojlig forklaring till den svenska skolans svarigheter att implementera
problemldsning som metod att lara sig matematik ar alltsa lararnas
okunnighet och mod att ga ifran den ram for undervisningen, som
laroboken uppfordrar till. Kreativt grundade klassrumsresonemang i en
”conjecturing atmosphere” (Mason & Johnston-Wilder, 2004) tycks
ofdrenligt med det 6verordnade malet att f4 igenom alla elever”. En
vanlig forestéllning bland l&arare &r att problemldsningsaktiviteter bara
intresserar de duktigaste eleverna och att det tar mycket vérdefull tid som
béattre kan anvandas for att hjalpa de svagaste. Den géngse uppfattningen ar
att probleml6sning ar en verksamhet som bara de matematikbegavade
uppskattar och far ut nagonting av. Da &r det uppfriskande att ldsa om
nagon som gar mot strémmen.

Runt sekelskiftet undersokte Anne Watson genom en interventionsstudie
mojligheterna att introducera utmanande problem till en grupp om 11
mycket svagpresterande 13-14 ariga elever, med lagt sjalvfortroende och
beteendestdrningar. Hennes metod var att gora tvart emot regelboken eller
som hon uttrycker det: "Going across the grain”. Problemen var av samma
slag och med samma svarighetsgrad som de som brukar ges till
hogpresterande elever, dock serverade i en nagot annorlunda form. For att
analysera barnens matematiska tdnkande anvénde hon sig av Krutetskiis
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kategorier (se kap.1). Hon fann alla Krutetskiis formagor hos samtliga av
dessa elever (Watson, 2000).

Ar det mojligt att upptacka en generell princip genom att 16sa olika
problem vars lésning bygger pa att denna princip? | termer av Krutetskiis
teori, skulle detta innebara en formaga till generalisering i relationer av
den hogre” graden.

the ability to see something in general and still unknown to him in what is isolated and
particular” (Krutetskii, 1976).

Fenomenet undersoktes av Bharath Sriraman nér han lat fyra ytterst
begavade och fem medelmattiga sextonaringar lésa fem problem inom
kombinatorik (som de inte studerat systematiskt i skolan). De fem
problemen var tillampningar av Dirichlets ladprincip eller
’duvslagsprincipen” som den kallas ibland:

”Om m foremal ska fordelas pa n 1ddor, dir m>n, s& kommer minst en av ladorna att
innehalla fler 4n ett foremal” (Svensson, 2001, s. 36).

Malet var alltsa att eleverna skulle upptacka den gemensamma namnaren,
nar de l6ste problemen ett efter ett (Sriraman, 2003). De fyra begavade
eleverna (Grupp A) kunde alla finna den gemensamma ndmnaren, men
endast en av dem, Amy, formadde formulera Dirichlets princip nagorlunda
matematiskt korrekt och detta efter en hel del besvér. De fem ”6vriga”
fordelade sig pa tva grupper; Grupp B (tre studenter) var fixerade vid att
hitta algebraiska uttryck som kunde leda till ratt svar utan att fér den skull
bry sig sa mycket om att forsoka forsta problemet i grunden. Grupp C (tva
studenter), slutligen var instillda pa att ”finna numeriska exempel som
fungerar”. Indelningen i tre grupper, for tankarna till Krutetskiis
’nivagruppering” av sina experimentelever 1 ”Very Capable”,”Capable”,
”Average” samt ”"Non-capable”. Sriraman pipekar ocksa denna analogi.

Jamfort med att 16sa enbart rutinuppgifter dar “metoden” ar given innebér
problemldsning att nya och mer avancerade foci hos savél larare som elev
introduceras. Dessa har Alan Schoenfeld har sammanfattat i tre punkter:

* “Seeking solutions, not just memorizing procedures;
 Exploring patterns, not just memorizing formulas;
 Formulating conjectures, not just doing exercises” (Schoenfeld, 1992, p. 4).

En lista med olika aktiviteter under en problemldsningsprocess har
presenterats av Charles, Lester och O’Daffer 1987

“Mathematical Problem-solving Thinking Processes

1. Understanding/formulating the question in the problem/situation.

2. Understanding the conditions and variables in the problem.

3. Selecting/finding data needed to solve the problem.

4. Formulating subproblems and selecting appropriate solution strategies to pursue.
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5. Correctly implementing the solution strategy and attaining subgoals.

6. Giving an answer in terms of the data given in the problem.

7. Evaluating the reasonableness of the answer.

8. Making appropriate generalizations” (Charles, Lester, & O'Daffer, 1987).

Punkterna 1-8 kan, om man vill, tolkas som ett ’flodesschema”, som en
problemldsare kan antas félja sekventiellt. Dock var detta mojligen inte
avsikten. Gor vi anda processtolkningen far vi en modell som kan jamforas
med exempelvis Polyas (1957). Hans modell ar i nedanstaende avskalat
skick skaligen enkel och kan beskrivas som fyra punkter som inte
nodvandigtvis ska exekveras i nummerordning. De fyra ar: 1) Att forsta
problemet, 2) Att géra upp en plan for att attackera problemet, 3) Att
genomfdra planen, 4) Att se tillbaks och reflektera dver I6sningen. (Polya,
1957). Enkelheten i modellen ar dock skenbar. Bakom var och en av de
fyra rubrikerna doljer sig atskilliga underrubriker, med mojligheter till
rorelser bade uppat och nedat i fyrpunktsschemat.

Likheten med strukturen hos Krutetskiis formagor ar ocksa slaende, lat vara
att de behandlar vitt skilda saker . Formagan att samla in matematisk
information svarar mot Att forsta problemet” i Polyas modell och
formagorna under rubriken “information processing”, alltsa formégorna 2a-
2f, ar analoga med “att géra upp en plan” och “att genomfora planen”. Att
se tillbaks, reflektera svarar mot Krutetskiis "Formagan att minnas
matematisk information.” Krutetskii lar ha medgett att han latit sig

influeras av Polya nar han formulerade sin modell, men har ingen referens
till Polya i sin bok.

Fran mitten av forra seklet har begreppet matematisk modellering blivit allt
viktigare inom saval vetenskap och tillverkningsindustri som inom
samhallslivet i stort. Detta sammanhanger naturligtvis med datorernas allt
storre betydelse som verktyg for problemldsning i vid mening. Pa senare ar
har modellering i skolsammanhang ocksa bérjat diskuteras bland
matematik- och naturvetenskapsdidaktiker. | det danska KOM-projektet
(Niss, 2003; Niss & Jensen, 2002), som utvecklats pa uppdrag av det
danska utbildningsdepartementet, beskrivs modelleringskompetensen”
som en av atta matematiska kompetenser, som alla rekommenderas som
mal for skolmatematiken. Dock &r matematisk modellering i
skolmatematiken en sdllsynthet i den svenska skolan, vilket konstateras i en
avhandling av Jonas Bergman-Arleback (2010). Han presenterar dar ocksa
ett ramverk for modelleringsprocessen:

“Reading: this involves the reading of the task and getting an initial understanding of
the task

Making model: simplifying and structuring the task and mathematizing

Estimating: making estimates of a quantitative nature
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Calculating: doing maths, for example performing calculations and rewriting
equations, drawing pictures or diagrams

Validating: interpreting, verifying and validating results, calculations and the model
itself

Writing: summarizing the findings and results in a report, writing up the solution”
(Bergman-Arleback, 2010, s. 43).

Ramverket, som han kallar ’Modelling Activity Diagram (MAD)”, har som
vi ser, uppenbara likheter med Polyas modell fér problemlésning och
Krutetskiis system av férmagor. Man skulle kunna saga att modellering
som matematisk aktivitet &r en viss typ av problemldsning och vad som
galler generellt for problemldsning galler alltsa speciellt modellering. Att
lata modellering vara den matematiska aktiviteten vid studier av
matematiska formagor borde darfor vara fruktbart.

Ett annat koncept for problemldsning méter vi hos John Mason. | ett par av
sina klassiska larobocker, Thinking Mathematically (Mason, Burton &
Stacey, 1985) och Learning and doing mathematics (Mason, 1999)
presenterar forfattaren ett schema for problemlésning, vilket synes passa en
viss typ av problem béttre &n andra. Vi kan tanka oss en andlig summa, for
vilken en formel soks. Tag till exempel 1+2+3...+n+...3+2+1 Om man
forstatt problemet har man kanske i forsta skedet kort fast, eftersom man
inte vet hur man ska ga vidare. Darefter kanske man provar med nagot litet
vérde pa n, till exempel n=2. Da blir summan: 1 +2 +1 = 4 Detta kallas
specialisering. En ytterligare specialisering ger: 1+2+3+2+1 = 9. Men nér
det nésta gang blir 16, & man kanske mogen att gora en formodan och anta
att for alla positiva heltal, n galler: 1+2+3...4n + +34+2+1 =n2 Nu &r
uppgiften att dvertyga sig sjalv och till och med sin varsta fiende, att
formodan verkligen &r sann. Ett tillrackligt 6vertygande argument &r ett
deduktivt bevis, for vilket det krévs ett visst matt av kreativitet eller i
termer av Krutetskiis teori, formagan till flexibelt tinkande samt formagan
att generalisera ett matematiskt resonemang. En nagot mer an vanligt
kreativ problemldsare kanske presenterar foljande figurer som forklaring:

R 1
R R L1 %

Néstan alla uppgifter kan, enligt Mason, utvidgas till utmanande, goda
problem. Darfor ar det inte frdmst uppgifterna i sig utan
klassrumssituationen och l&raren, som avgor om det ska bli en
framgéngsrik 6vning eller ej. Att skapa en ’conjecturing atmosphere” 1
klassrummet och att uppmuntra studenterna till ”expressing
generalizations” dr nyckeln till det framgéngsrika larandet i matematik
(Mason & Johnston-Wilder, 2004).
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Kapitel 4. Metodologi
4.1 Generella synpunkter

Som forskare av ett fenomen har man att gora med ett antal variabler som
inverkar pa detta fenomen samt de variabler som konstituerar fenomenet i
sig. Vi skiljer mellan oberoende och beroende variabler, dar den
sistnamnda typen utgdrs av den eller de storheter vi vill mata eller
identifiera som beroende av de 6vriga. Kilpatrick (1978) delar in de
oberoende variablerna i tre huvudkategorier; 1) subjektrelaterade (individen
eller gruppen av individer, som loser problemet), 2) problemrelaterade och
3) situationsrelaterade (lokalen, tidsatgang, hjalpmedel, m.m.). Beroende
variabler kan ocksa klassificeras och Kilpatrick namner fyra kategorier dar
produktvariabler och processvariabler ar de intressanta ur denna studies
perspektiv. Produktvariablerna handlar om forskarens beddémning av
I6sningens kvalitet, och processvariaber ar relaterade till subjektets
kognitiva vag mot lI6sningen. Jag kan identifiera analysenheten i denna
studie som motet mellan de tre storheterna: Problemet, Individen (eller
gruppen) och Férmagorna. Min analysenhet ar alltsa denna treenighet.

Inom analysenheten ar formagorna den beroende variabeln, medan
Individen och Problemet ar oberoende variabler.

For Krutetskii var situationen annorlunda. | hans empiriska studie kan man
se samma analysenhet, men férmagorna och problemen maste ses som
oberoende variabler, medan individen, eller snarare en bestamd
individrelaterad variabel, som testutfall, &r den beroende variabeln.

Man kan se det sa att jag i min studie vander pa Krutetskiis perspektiv. Jag
fragar i stallet: Kan man aterfinna Krutetskiis matematiska formagor och
hur manifesteras dessa férmagor i de data man far genom studier av elevers
problemldsningsaktiviteter? For att soka svar pa dessa fragor har jag
genomfort tva typer av undersokningar, som ger tva olika typer av
experimentdata: skriftlig I6sningsanalys och observation av
I6sningsprocess. Den forstndmnda metoden innebér att eleverna i en klass
arbetar enskilt i klassrummet med ett problem och dokumenterar sina
I6sningar noga. Darefter analyserar jag dem utifran en mall strukturerad
enligt Krutetskiis teori. Denna mall &r specifik for varje problem och
konstrueras med hjalp av den apriorianalys, som gors av forskaren. Genom
apriorianalysen har formagorna formulerats sa att de kan i denna form
observeras i elevernas lésningar. Formagornas roll dndras darmed fran att
ha varit ”passiva komponenter” av matematisk formaga till att bli
operatdrer pa paret individ-problem. Denna rollférandring har jag kallat
operationalisering av Krutetskiis formagor och den ena av mina
forskningsfragor ar om det ar mojligt att pa ett andamalsenligt satt
genomfora en sadan operationalisering.
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Den andra metoden &r en form av strukturerad observation (Bryman, 2002,
s.176) av en liten grupp av 3-4 elever som arbetar tillsammans med ett
problem. Aktiviteten videoinspelas och konversationen transkriberas och
analyseras med samma mall som i den forsta metoden. Dessa bagge
metoder ar givetvis inte de enda tdnkbara. Men just analys av elevldsningar
och observation av grupparbete ar enkla att utfora i varje larares klass pa
vanliga matematiklektioner dar aktiviteten ar integrerad i den ordinarie
undervisningen. Min vision ar att de metoder och resultat jag presenterar
hér ska kunna anvéndas av matematikl&rare i syfte att utveckla sin
undervisning i riktning mot att utveckla sina elever matematiska férmagor.

En skenbar komplikation med att arbeta med Krutetskiis formagor ar de
tveksamheter till observerbarhet av férmagor som uttryckts av Koshy,
Ernest och Casey (2009) samt pa ett indirekt satt av Krutetskii sjalv, som
jag tidigare beskrivit. Vad galler operationaliseringsproblemet réacker det
med notera att det vi observerar ar en bild eller ett spar av den
bakomliggande psykologiska egenskapen i fraga. Jag kallar detta for den
apparenta formagan, saledes det vi uppfattar som en formaga. For enkelhets
skull kallar jag den apparenta férmagan helt enkelt for férmagan.

4.2 Metodens validitet

| samband med analysen av experimentdata, gjordes en informell
validitetsbedomning av metoden. Den gick till sa att nagra elevlésningar ur
datamaterialet valdes ut pa mafa och en val insatt annan person analyserade
dessa utifran samma mall som jag och vi jamforde vara analyser. Den andra
beddmaren var Lektor Thomas Biro, tillika en av mina handledare i
forskarutbildningen. Detaljerna redovisas i kapitel 5.

4.3 Urval av experimentpersoner och experimentproblem.

Jag har valt att studera foljande elevgrupper: en arskurs 8-klass, En NV1-
och en NV2-klass samt en grupp lararstudenter pa matematikinriktningens
forsta termin. Utover dessa hela klasser har jag vid observationsstudier
anvant tre smagrupper av 3-4 elever i arskurs 7, 8 respektive gymnasiets
IB-program, arskurs 2. (IB =International Baccalaureate). Med ett brett
spektrum av forsokspersoner hoppas jag att fa se samma formaga aktiverad
pa olika satt nar olika elevkategorier 16ser samma problem. Mitt urval av
Klasser &r ett bekvamlighetsurval (Bryman, 2002, s. 114). Jag k&nner
matematiklararna, som undervisade i grupperna, vilket underlattade
samarbetet och arbetet med eleverna. Urvalet av elever till smagrupperna
gjordes av deras matematiklarare. Kriterierna for urvalet var att eleverna i
de respektive grupperna skulle vara nagorlunda prestationsmassigt
homogena och att de ansags kunna arbeta bra tillsammans. Medvetet valde
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jag bort arskurs 9 och arskurs 3 pa gymnasiet. Stressen infor nationella
provet i nian respektive gymnasieavslutningen riskerade att stora elevernas
vilja och formaga att koncentrera sig pa testuppgifterna.

All datainsamling har skett mellan sista veckan i april och tredje veckan i
maj under aren 2007 — 2009. Jag har ocksa tillsammans med klassens
matematiklarare planerat den exakta tidpunkten for datainsamlingen, sa att
den inte skulle infalla under en period med andra aktiviteter, som kunde
befaras skingra elevernas uppmarksamhet.

Jag har valt tre problem, hamtade ur Hagland, Hedrén & Taflin (2007), som
jag modifierat nagot for att passa mina behov. Jag har kallat dem
’Skolgérdsmonstret”, "Handskakning” och ”Glass” och jag beskriver dem
noggrant i nasta kapitel. Jag har valt mina problem sa att de ska kunna mota
foljande krav: 1) Problemen ska kunna passa sa manga som mojligt av
forsokspersonerna. 2) Vidare ska de férmodas framkalla flera av de
matematiska formagor jag vill registrera. 3) 50 minuter ska vara en
tillracklig tid for alla elever att behandla ett av problemen.

Féljande tabell beskriver mitt experimentella material. Siffrorna i tabellen
anger antalet elever i respektive grupp.

Analys av skriftligt resultat Gruppobservation

Enskilt arbete i helklass; analys av | Arbete i

elevers skriftliga 16sningar smagrupper; analys
av videofilmade
diskussioner

PROBLEM | Ak8 | Nv1 | Nv2 [ Lérarstudenter | a) IB-programmet
(3 elever) b) ak.7 (4
elever)

c) ak 8 (4 elever)
Monster 6 29 10 22 1
Handskakning | 20 1
Glass 6* 1

(*) 6 grupper om 3 elever som jobbar ihop
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4.2 Experimentfasen

Ett av de utvalda tre problemen delas ut skriftligt till
undersokningsgruppen. De som ska arbeta enskilt i helklass uppmanas att
fora noggranna anteckningar under hela 16sningsprocessen, som jag efter
50 minuters arbete samlar in.

Gruppobservationen gar till sa att elevgruppen ges en viss tid, 5-10
minuter, att bekanta sig med filmkameran och sina roller som aktérer. Jag
upprepar pa nytt att filmen bara kommer att anvandas i mitt
forskningsprojekt och kommer sa snart analysen dr gjord, att arkiveras och
inte lamnas ut till nagon. Déarefter delas problemtexten ut och
gruppmedlemmarna uppmanas att enskilt l4sa igenom texten och fundera
tyst under 5 minuter innan grupparbetet borjar. Efter 40-50 minuter &r
lektionen 6ver och inspelningen avbryts.

4.3 Analysfasen

Vid analysen anvander jag min tolkning av Krutetskiis formagor. Narmare
bestdmt anvander jag en apriorianalys, specifik for varje problem, som jag
redovisar i nésta kapitel.

Om jag kan identifiera en viss formaga i ett skriftligt I16sningsdokument
eller fran ett avsnitt i en videofilm, klassificeras den observerade formagan
som “tydlig” eller “diffus”. Tydlig innebér att formagan &r klart uttalad,
fullt eller i det ndrmaste fullt utvecklad hos eleven medan diffus innebér att
formagan inte ar fullt ut utvecklad eller att den har ett diffust och
svartolkat uttryck. Man skulle kunna definiera en skala i flera steg som
anger graden av “’tydlighet” i varje formaga, och dirmed niarma sig det
flerdimensionella matt som Damerow efterlyser (Damerow, 1997).

4.4 Etiska dvervaganden

Alla forsokspersoner har informerats om syftet med mitt forskningsprojekt
och hur materialet kommer att anvéndas. Infor redovisningen har alla
egennamn andrats, liksom namn pa skolor, stader och sa vidare. Omyndiga
elever fick ett brev med sig hem till malsman, som paskrivet returnerades
tillbaks till skolan och mig. Foraldrar och elever blev ocksa informerade
om att resultatet inte skulle paverka betyget och att de som inte énskade
delta var fria att ’ridkna i boken istéllet”. Vid ett tillfdlle meddelade tva
elever att de inte ville medverka i studien.
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Kapitel 5: Den empiriska studien

| detta kapitel beskriver jag och ger en apriorianalys av, de tre problem jag
anvant i min empiriska studie. Analysen bygger pa den nyss beskrivna
teorin for matematiska formagor. | den man jag kan se indikation pa nagon
av formagorna, noterar jag detta och karaktariserar forekomsten av uttryck
for en forméga som “Tydlig eller "Diffus” (se sektion 4.3). Kan jag inte
avgora huruvida formagan finns dar eller gj, noterar jag ingenting.

Jag baserar min bedémning pa min tolkning av Krutetskiis formagor,
vilken utgor verktyg for problemldsaren och analysobjekt for forskaren.
Denna tolkning maste med nodvandighet anpassas till den aktuella
matematiska aktiviteten alltsa det specifika problem individen eller
gruppen arbetar med. Jag redovisar darfor en tolkning eller apriorianalys
for vart och ett av de tre experimentproblem jag har arbetat med.

5.1 Problem 1: Skolgardsmonstret
5.1.1 Problemformulering och l8sningsforslag
Nagon har ritat upp féljande monster pa en skolgard:

S 5 4

Du ser tre polygoner, vilka véxer i storlek da vi gar fran vanster till hoger.
Alla kantlinjer &r lika langa. Figur nummer 1 har omkretsen 12m.

a) Bestdm arean hos den forsta figuren (fig. 1)

b) Bestdam omkrets och area hos de tva andra figurerna (2 och 3)

c) Antag att monstret fortsétter och att polygonerna alltsa fortatter att
vaxa enligt samma princip. Bestam uttryck for omkrets respektive
area for figur nummer n.

d) Antag att en godtycklig sadan figur har omkretsen L. Uttryck dess
area A i termer av L

Extrauppgift: Kan man ur denna familj av speciella polygoner finna tre
stycken medlemmar dér arean av en av dem ar summan av de 0vrigas
areor?

Extrauppgiften finns bara med i en av undersokningsgrupperna, ndmligen
IB
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Kortfattad 16sning:

a) Omkretsen av Fig.1 bestar av 12 réta linjestycken vardera med langden
1m. Det inre av fig.1 kan delas in i 5 kongruenta kvadrater med vardera
arean 1 m2,

Totala arean blir darfor 5 m2.

b) Figuren nr 2 kan skrivas in i en kvadrat med sidan ]
2-2 + 1 m=5m.Omkretsen blir 4 ganger detta alltsa 20 m. El: L
For att bestdmma arean kan man betrakta skillnaden ]
mellan 5x5-kvadraten och arean av de omraden vid hornen,

som ligger mellan kvadraten och figuren. ERmMSER
De kan tankas klippas ut och pusslas ihop parvis till tva

rektanglar. Sammanlagd area blir: 2-2-3 m?

c) Generalisering: Omkrets: 4-(2n+1); Area = (2n+1)2 - 2-n-(n+1) = 2n%+
2n +1

d) L =4-(2n+1) som ger n = (L/4 — 1)/2. Insatt i uttrycket for arean ger
detta: A=L%16—-(L/4-1)(L/8—-1)=12%32+3L/8-1

e) Av formeln for area t.ex. A=2n2 + 2n + 1 dr det uppenbart att denna ar
udda for varje val av n. Eftersom summan av tva udda tal alltid ar jamn,
kan summan av tva figurers areor aldrig bli arean av en annan figur.

5.1.2 Beskrivning och apriorianalys:
1. Férmaga att samla in relevant information/ forsta problemet:

DIFFUS: Studenten forstar att utnyttja informationen att varje figur
begransas av ett antal 1,0 m langa kantlinjer och att deras areor byggs upp
av ett antal 1 m2 stora kvadrater . Omkretsen och arean kan da beraknas
som summor av sadana strackor respektive areor.

TYDLIG: Eleven har en (eller flera) strategi(-er) for att uttrycka L
respektive A . Det ar dock inte sékert att hon formar utnyttja dessa
strategier fullt ut.

2. Formaga att behandla (processa) information

2a) Formagan att anvanda deduktiva resonemang — logiskt tankande.
DIFFUS: Studenten formar representera matematiska objekt och storheter
med symboler och att med visst besvéar genomféra enkla kalkyler med

dessa. Det & majligt att den formella representationen blandas med verbal
representation. Kalkyler &r i allmanhet bara uttryckta i ett eller hogst tva
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steg. Oavsett om verbal eller formell uttrycksform anvands, ska
resonemanget foras pa ett generellt plan.

TYDLIG: Studenten anvander det formella spraket korrekt och haller fast
vid en logiskt sammanhangande kedja med flera lankar i sina resonemang.
Slutsatser betraffande omkrets och area bygger pa en strategisk plan eller
uppréakningsprincip och inte pa enskilda varden i en tabell &ven om denna
skulle vara omfattande.

2b) Formaga att generalisera i objekt, relationer och operationer

DIFFUS: Studenten finner rekursiva eller explicita uttryck fér omkrets och
area med verbal uttrycksform eller formell sadan, dar den matematiska
syntaxen kan vara delvis felaktig.

TYDLIG: Studenten finner korrekt explicit formel, med korrekt matematisk
syntax for omkretsen i ett resonemang som bygger pa forstaelse for
problemets natur; alltsa inte enbart genom att studera en talfoljd. Studenten
formar aven att ta fram ett uttryck for area, vilken méjligen endast ar pa
rekursiv form.

2c) Formagan att korta ner resonemanget och mangden av operationer

DIFFUS: Det ar uppenbart att studenten stravar efter att uttrycka sig kort
och koncist, men att detta inte alltid lyckas.

TYDLIG: Studenten eliminerar ovasentliga mellanled och skriver bara ned
en “avskalad” del av resonemanget. Ett exempel ar: ”2n*+2n+1, det vill
sdga n? + (n+1)2

Hon visar ocksa att hon séker den enklaste l6sningen pa problemet. Denna
stravan blir ocksa till ett mal i sig.

2d) Formagan till flexibilitet i mentala processer.

DIFFUS: Studenten kan véxla mellan olika uttrycksformer, men har dnda
ibland svart att byta perspektiv.

TYDLIG: Studenten byter perspektiv och prévar nya ansatser tdmligen fritt
och i allmanhet utan att lararen ingriper. Studenten har ocksa formaga att
formulera om problemet eller dela upp det i olika delproblem. Hon har
heller inga svarigheter att ga fran rekursiv till explicit form nar det handlar
om att hantera formeluttryck.

2e) Stravan efter klarhet, enkelhet, elegans och Losningsekonomi

Denna formaga ar i allmanhet mycket svar att skilja fran formagan 2c,
ovan, men jag bestdammer mig for att lagga tyngdpunkten vid de estetiska
aspekterna avseende lGsningen.
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DIFFUS: Studenten undviker besvarliga decimaluttryck och ersatter i
allmanhet dessa med bokstaver. Ar i regel néjd med sin l16sning aven om
hon inser att den innehaller onddiga steg och kan kortas ned. Ser méjligtvis
ingen kvalitetsskillnad mellan I6sningar som enbart bygger pa resonemang
utifran specialfall och losningar dar slutsatsen deduceras fram. | valet av
redovisningsmetod &r studentens uppfattning av lararens forvantningar
overordnad hennes egen virdering av vad som ar en estetiskt ”snygg”
|0sning.

TYDLIG: Studenten foéredrar deduktiva och generella resonemang darfor att
hon &r Overtygad om att dessa leder till ett Overtygande resultat. Studenten
ar i regel inte n6jd med sin forsta l6sning utan soker olika séatt att forbéattra
denna. Hon uttrycker eventuellt ocksa en klar uppfattning i fragan om vad
som ar matematiskt elegant och vad som inte &r det.

2f) Formagan att vénda pa ett resonemang eller en mental process
DIFFUS: Studenten kan identifiera en reverserad process och inse att
denna kan anvandas for att 16sa problemet, men kan inte, eller med storsta
svarighet i enkla fall, sjalv upptacka sadana végar till I6sningen.
Exempel: Studenten kan skriva in en figur i en kvadrat men istéllet for att

berdkna arean direkt, bestdammer hon skillnaden mellan den omskrivna
kvadratens area och omradet mellan denna och polygonen.

iR
T T

i

>‘ Sidan=22+1m

Arean = (1 +2) m2
Totala arean mellan kvadrat och polygon = 4-(1+2) m? = 12 m?

Eftersom kvadratens area = (2:2+1)2 m?, kan Polygonens area latt berdknas:
(2:2+41)2-4-(1+2) =25 m2 - 12 m?2 = 13 m?
Detta kan generaliseras till: A, = (2n + 1) — 4-(1+2+3+...+n)

3.Formaga att minnas relevant matematiskt material
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Har har jag svart att se hur jag kan diskriminera mellan tva nivaer.

DIFFUS & TYDLIG: Studenten visar att hon kan utnyttja en matematisk
princip hon minns fran nagon tidigare situation. Hon visar darvid ocksa att
hon kan extrahera relevanta delar av strukturell natur ur minnet och se hur
det nya problemet helt eller delvis passar in i dessa strukturer. | det aktuella
problemet kan en student som tidigare varit i kontakt med numeriska
talfoljder se fruktbara analogier och kanske borja konstruera
differensscheman for att finna explicita uttryck for omkrets respektive area
som funktioner av n.

Ett annat exempel &r om Eleven/studenten formar skriva om och utnyttja en
formel som hon mojligtvis stott pa i ett annat sammanhang. Formeln som
ger summan av de n forsta naturliga talen, namligen:

1+2+3+...4n = Y% -n(n+1), &r en sadan.

5.1.3 Redovisning av kvantitativa data

Problemet ”Skolgardsménstret” gavs under 2007 och 2008 i tva
gymnasieklasser, ar ett respektive ar tva pa naturvetenskapsprogrammet.
Dessa benamns N1 respektive N2. Vidare gavs problemet till en arskurs 8
(betecknas 8) under 2008 samt till en grupp om 25 lararstuderande pa
matematiklararinriktningen (betecknas L1) under deras forsta ar. Eleverna
I6ste uppgifterna individuellt under 50 minuter (l&rarstudenterna hade
endast 40 minuter) och lésningarna granskades av mig. Nedan redovisas
resultaten i tabellform sasom tidigare beskrivits. D och T star for att
formagan klassificerats som diffus respektive tydlig, enligt den modell for
operationalisering som beskrivits i avsnitt 5.1.2.

Experimentgrupp 8 N1 N2 L1
Typ: Diffus/Tydlig D [T |[D |T |D |T |D |T
Formaga

1. Samlain 1 5 2 24 |2 8 21
2a. Logiskt tankande | 3 9 1 1 1 3 4
2b. Generalisering 4 1 23 |5 4 1 12 | 8
2c. Korta ned 1 7 5 1

2d. Flexibelt tinkande | 2 1 5 3 3 1 3 7

2e. Elegans 2 1 2
2f. Vanda pa 2 1 |1 1 |1
tankekedjan
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En omedelbar slutsats av ovanstaende resultat visar, foga forvanande, att de
matematiska formagorna ar mer utvecklade ju mer valutbildad i matematik
problemldsaren ar. Vi kan ocksa konstatera att formagan till generalisering
och formagan att tanka flexibelt ofta framtrader vid analys av skriftliga
presentationer, men att detta ocksa kraver att eleven/studenten har uppnatt
tillracklig matematisk mognad.

Formagan att korta ned resonemanget, och stravan till klarhet och elegans
liksom formdagan att minnas uppenbarar sig inte garna vid analys av
skriftliga resultat. Har kravs istallet en annan typ av analys, exempelvis i
form av kliniska intervjuer sasom de Krutetskii anvande sig av. | de fatal
fall som jag anda kunnat pasta nagot om dessa formagor, har
eleven/studenten fort mycket detaljerade anteckningar eller pa annat séatt
varit mycket tydlig pa de punkter som ror den aktuella formagan.

Validitetskontroll:

Tre elevlosningar fran klass N1, analyserades av bade forfattaren och hans
handledare. Klassificeringen av formagorna i tydlig och diffus enligt de
beskrivna kriterierna i apriorianalysen hade vi vid tillfallet for
validitetskontrollen inte uppnatt samsyn om. Markeringarna nedan avser
déarfor endast epitetet " Tydlig” for motsvarande formagor. I tabellen nedan
kallas de tre elevlidsningarna for A, B respektive C.

Formaga =% 1 2a 2b 2c 2d 2e 2f
EIedesning

A X 0 X0 X0 O X0

B X 0 X X0 X0

C X0 X0 X X0 X X0

X: Forfattarens beddmning, O: Handledarens beddmning

Eftersom de tva bedémarnas analyser i stort sett Overensstammer, indikerar
detta att metodens validitet ar tillfredstallande.
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5.1.4 Redovisning av individuella eleviésningar
Jag ger forst ett exempel fran en elev i klass 8
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Vi ser hér eleven Danne, som &r inte lart sig att anvanda ett symboliskt
sprak, anda presenterar en losning som minst av allt ar klar och elegant.
Men han uppvisar trots detta formagor vi skulle kunna kalla kreativa (2d

och 2f).

Overst i Dannes I6sning ser vi en av figurerna i serien, namligen den andra
I ordningen. Danne skriver in denna i en kvadrat och han véljer att till en
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borjan fokusera den area som begransas av ett av kvadratens hérn och
figurens kantlinje. Han visar har prov pa formagan att vanda pa
tankekedjan (2f) och viljer att forsoka komma at figurens area indirekt.
Han konstruerar en tabell, som visar hur arean av en sadan hornyta, 6kar
med stigande ordningsnummer.

Om vi betecknar en hornytas area for figur nummer n med H,, sa ges arean
av nastféljande figurs motsvarande hérnyta av den rekursiva formeln:
Hn.1=H,+n. Pa sa vis genererar han tabellen, dar de matematiskt erfarna
genast kdnner igen triangeltalen, eller den aritmetiska summan 1+2+3....
Har ser vi exempel pa formagan till generalisering (2b), men denna &r
inte uttryckt i ett formellt matematiskt sprak. Han finner ocksa ett generellt
uttryck for kantsidans langd . Da han ska berakna arean av figur nummer
10 (alltsa n = 10 i det foljande) startar han med att ta fram arean av en
hornyta i denna figur (Hyo) genom det rekursiva forfarande han “uppfunnit”
och far denna area till 55 areaenheter. Den totala arean mellan den
omskrivna kvadraten och figuren blir da: 4-55 = 220 areaenheter. Den
omskrivna kvadratens area ar (2-10 + 1)2 = 441 areaenheter och figurens
area far Danne som skillnaden mellan kvadratens area och totala hornytans
radie area. Han far: 441 — 220 = 221 areaenheter.

Detta resonemang kraver ett visst matt av flexibelt tankande (2d), en
formaga vi kan tillskriva honom. Vid det aktuella tillfallet uppgav Danne
att han var intresserad av problemldsning, en verksamhet klassen dgnade
sig at vissa fredagar. Enligt hans ldrare var Danne en typisk “medelelev”.
Han riskerade visserligen inte underként, men visade heller inte tendenser
at nagot hogre betyg én godkéant. Det har exemplet ger stod for
uppfattningen att den gangse beddémningen i skolan missar en del
dimensioner som en bedomning grundad pa Krutetskiis teori lyfter fram.

Nasta exempel ar hamtat fran lararstudenten Jokke som pa en rad lyckas
forklara hur han bestdimmer arean av figur nummer n.
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Pa nasta rad konstateras att A, = n2 + (n+1)2 och motiveringen finns
implicit i figursekvensen ovan. Av figuren kan vi identifiera tre formagor.
Jokke tycks ha en stravan efter enkelhet och forkortning (2c) liksom
formaga till generalisering (2b) och till flexibilitet i tanken(2d). En
matematiklarare kan déaremot sakna en bra motivering till att kvadrattalen
upptrader som de gor. En sadan motivering saknar dock inte I6sningen fran
Jokkes klasskamrat Beatrice:
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Beatrice utgar ifran figuren i stort och lyckas hitta en ny struktur. Hon
finner att varje figur ar uppbyggd av tva kvadrater i figur 3 (ovan) en 3x3-
kvadrat och en 4x4-kvadrat. Detta framtrader tydligt om man som Beatrice
gjort farglagger varannan ruta. Hon uppvisar darmed en tydlig formaga till
elegans och klarhet (2e) Vidare framtrader formagorna till generalisering
(2b), logiskt tankande (2a) (formelspraket, t.ex.) och att driva ett
resonemang fran ett annat hall (2f) tydligt.

Till sist en 16sning fran Victor en matematisk sarbegavning i N1. Jag
aterger hans losning i sin helhet och min kommentar &r att vi kan rakna in
samtliga komponenter av matematisk férmaga i hans losning.
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Ett generellt uttryck for omkretsen hos figur n tar Victor fram genom att
skriva in figuren i en kvadrat och konstatera att dess sida &r 2n+1 och att
omkretsen darfor ar 4-(2n+1). Detta eleganta grepp ar sjalvklart for honom,
men langt darifran for de flesta andra, lararstudenterna inraknade.

Betraffande area har Victor en metod som paminner om Dannes i forra
exemplet. Till skillnad fran Danne har Victor valt att pussla samman de
bortklippta hornen till en rektangel, vars area latt kan ges ett generellt
uttryck.
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5.1.5 Redovisning av observationsstudie av gruppvis arbete.

Mitt avslutande exempel blir en transkribering av en videoinspelning av tre
gymnasister pa IB-programmet, som tillsammans I6ser problemet.
Elevernas skolsprak ar engelska, varfor jag aterger deras konversation pa
engelska. Mina kommentarer dr dock pa svenska. Eleverna laser andra aret
pa en avancerad matematikkurs, som snarast kan jamféras med andra arets
matematik pa naturvetenskapligt program i Sverige. Jag kallar eleverna
Elsie, Sally och Harry och de &r enligt deras larare forhallandevis
hogpresterande. De far problemet i en engelsk dverséttning pa ett papper
och bdrjar med en tyst genomlésning.

Harry tar forst ordet...

1 H: (in a) There are 12 lines in 12 meters, then each line is 1.

S: Meaning that the area of each square is one and that area of
figure number one is 5 m?

E: (mumlar for sig sjalv) Number 3 will be 3 times three plus
four plus four and it will be the same square as here hmmm...

S: and for the circumference we have eight times the number
and minus one and plus four...

Harry skriver I sitt block: L = 8(n-1) + 4 och A = n2 + (n+1)2. Det har gatt
drygt 5 minuter och problemet &r 16st sa nar som pa att finna ett uttryck
dar arean ar en funktion av omkretsen L. Nar trion stalls infér detta
problem finner de sig nddsakade att skaffa sig en geometrisk motivering for
omkretsen. Pa nagot satt maste de ha trott att hemligheten ligger dold i
harledningen av omkretsen.

5. E: We must test with a value on L
S: Is this a geometric series ?
H: Arithmetic it is
S: ntimes n+1 then and divided by two, that is the formula.
E: 3 times 3 and 4 times 4. It feels geometric...

Uppenbarligen vet de inte hur de ska eliminera n ur de tva
funktionsuttrycken for L respektive A. Istéllet fastnar de i ett improduktivt
resonemang som pagar i 14 minuter innan Erica ritar i problempappret:

B
nd Rr '
1+1 +1 2+1 +2 3+ 1+ 3



S: What’s all this ?
H: It’s the circumference, stupid

S: (latt irriterad) I can see that, two n plus one, we’ve been
there before.

E: Okay, times four and you get... Harry?
10. H: The circumference, stupid (skrattar latt 6verslatande)

S: We have what we have. L equals two n plus one times four
and A equals two n squared plus two n plus one squared. But
we should be without any “enns”...

| detta lage ingriper forskaren for att fora diskussionen framat genom att
sdga “Look at what you have as a system of two simultaneous equations,
where one variable is to be eliminated.”

| samma Ogonblick skriver Harry: n = (L — 4)/8 och nagra sekunder senare
har alla tre skrivit

De begrundade sina alster nagra sekunder och Erica undrar om de maste
forenkla uttrycken ytterligare.

What’s up now ?
Take a rest...

But I think that is “e”
What’s the problem?
Divide them!

What?

S: Yes, divide all the figures into two parts and see if we can
build two new figures from another figures’ parts.

15.

20. E: We can’t divide one figure into two because e always must
have “the one in the middle” I mean right there. (Erica pekar
mitt i en figur, men ingen verkar forsta exakt vad hon menar)
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H: (efter tio sekunders tystnad). Must they be at the same size?
S: ‘course not!

E: Then the area of one of them must be two times something
which doesn’t work because all of them have odd area. And odd
plus odd is even, always, | hope.

H: That proves that they must be of unequal size..
25. H: Congratulations!
S: What?

E: It’s done, we’ve been proven it. It’s impossible to divide
like that.

Kommentar: Erica har i princip l6st problemet med arean bara efter tio
sekunder utan att ha kommunicerat med nagon. Hon sag strukturen med
summan av tva kvadrater i de tre givna figurerna omedelbart. Harry &r med
pa noterna och generaliserar resonemanget. Samtidigt l6ser Sally problemet
med omkretsen och efter 5 minuter finns de generella uttrycken for omkrets
och area pa pappret. Vi kan se hur en provkarta pa de olika formagorna
malas upp genom studenternas samtal.

Vi kan litt konstatera ”FOrmagan att samla in relevanta data (1),
Flexibilitet i tanken (2d), och Férmagan att korta ned resonemanget
(2c). Den sistnamnda kan vi exempelvis se i Harrys omedelbara 6vergang
till ett formellt och generellt resonemang (rad 5) utan att behdva antyda
vagen dit. Formagan till logiskt tdnkande, (2a) ar uppenbar i och med
den snabba harledningen av arean uttryckt i omkretsen (rad nr. 12) samt i
Ericas indirekta bevisforing mot slutet (rad nr. 23). Samma rad vittnar
ocksa om Ericas formaga att minnas relevant matematisk information
(3), nér hon utnyttjar det faktum att "udda+udda = jamnt” nagot som,
markligt nog, ar helt obekant for manga gymnasister.

5.2 Problem 2 Handskakningsproblemet

Handskakningsproblemet uppfyller flera av kriterierna pa att ett problem
ska vara rikt” i Taflins mening (Taflin, 2007). Det inbjuder till olika
varianter av kreativ visualisering och de tva huvudvagar till problemets
I6sning som eleverna visar upp kastar ljus 6ver triangeltalens och den
aritmetiska summans mystik. Formuleringen kan naturligtvis variera,
beroende pa for vem eller vilka problemet presenteras och vilken avsikt
lararen eller forskaren har med detta. Jag har valt att formulera problemet
enligt nedan.
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5.2.1 Problemformulering

a) Fyra personer traffas pa en bjudning. Alla ska skaka hand med varandra.
Hur manga handskakningar blir det?

b) Ytterligare en person ansluter sig till sallskapet. Den personen maste
ocksa skaka hand med alla andra. Hur manga ytterligare handskakningar
blir det?

c) Antag att nu ar det n personer som traffas pa bjudningen och alla dessa n
personerna ska skaka hand med varandra. Hur manga handskakningar blir
det nu? (Uttryck svaret i bokstaven n)

d) Till bjudningen med n personer anlander ytterligare tva personer(sa att
de nu blir n+2 personer).

Dessa ska skaka hand med alla de 6vriga pa bjudningen. Hur manga
ytterligare handskakningar blir det?

e) Pa en fest dar alla skakat hand en gang med varje annan person forekom
totalt 3160 handskakningar. Hur manga personer deltog i festen?

Ldsningsskisser:

a)4-3/2=6 b) 4 c) n:(n-1)/2 d) 2n+1
e) ekv. n(n-1)/2 = 3160 < n?-n=6320 < (n-%)?=25281/4 <
n-%=4+795 Svar: 80 (Losningen -79 forkastas)

5.2.2 Apriorianalys
1. Samla in information:

TYDLIG: Eleven har forstatt fran borjan att en handskakning mellan tva
deltagare bara ska raknas en gang.
DIFFUS: E bérjar fundera pa detta efter att ha arbetat en tid med problemet

2b) Generalisering:

TYDLIG: Eleven nar formeln n(n-1)/2 och visar att han/hon forstar hur den
ska anvandas.

DIFFUS: Eleven kan generalisera sitt resonemang, men anvander ingen
algebraisk formel. Mojligtvis anvénds en ”ordformel”, som pé ett konkret
satt beskriver de rakningar som ska goras. Eleven forstar att samma
rakneprincip anvands oavsett antalet deltagare.

2d) Formaga till flexibelt tankande:
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TYDLIG: Eleven kan véxla mellan kombinatoriskt resonemang a ena sidan
och en 1+2+3+...+n — aspekt & den andra. Eventuellt uttalar eleven
darigenom en generell formel for 1+2+3+...4+n-1 = n(n-1)/2 i en generell
kontext. Man skulle ocksa kunna havda att detta #ir exempel pa en “mycket
tydlig” grad av formagan att generalisera 1 relationer och samband.

DIFFUS: Eleven kan representera problemet grafiskt och utnyttja den
grafiska framstallningen. Till exempel kan gésterna representeras som hérn
och handskakningarna som kanter i en multigraf. Hon kan ocksa vaxla
mellan den bildméssiga uttrycksformen och den verbala eller den formella.
Eleven kan majligen ocksa inse att summan 1+2+3+...+n-1 ger losningen
till problemet. Genom att félja en annan tanketrad finner hon kanske istéllet
att antalet handskakningar blir n(n-1)/2 .

2e) Stravan till klarhet, enkelhet och elegans:

TYDLIG: Eleven visar att hon foredrar ett deduktivt resonemang. | det hér
fallet innebéar det en forklaring till varfor vi far n(n-1)/2.

DIFFUS: Eleven representerar problemet grafiskt, men fullféljer inte
resonemanget. Figuren skulle utan andringar kunna anvandas som stod for
en fullstandig och generell 16sning.

2f) Formaga att byta riktning pa en tanketrad eller ett matematiskt
resonemang:

TYDLIG: Eleven beraknar pa bada satten och jamfor resultaten.

DIFFUS: Eleven antyder att hon ser att man kan resonera fran tva hall har
och beskriver bada satten, men berdknar bara i ena fallet. Satt 1: En person
ska skaka hand med n-1 personer. N personer ger n(n-1) handskakningar,
men varje handskakning raknas da 2 ganger varfor vi maste dela med 2 pa
slutet. Sétt 2: De n personerna placeras i ring. Person nr. n ska skaka hand
med n-1 personer, person nr n-1 ska skaka hand med n-2 personer, 0.S.v.
Totalt 1+2+3+...+ (n-2) + (n-1)

3. Formaga att minnas relevant matematisk information:

Till exempel genom att eleven associerar till ett annat exempel dar
berdkning av aritmetisk summa varit aktuell.

5.2.3 Redovisning av kvantitativa data

Handskakningsproblemet behandlades dven av eleverna i klass 8 varen
2008. Skolan &r en fyrparallellig 6-9-skola i en medelstor stad. Klassen
beddmdes av sin matematikl&rare vara normalpresterande och eleverna
hade en viss erfarenhet av att pa lektionstid sjalvstandigt 16sa utmanande
problem. Det var stor spridning betraffande matematikkunskaper i klassen.
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De 20 elever som var pa plats nér vart testmaterial delades ut var
forvantansfulla infor uppgiften.

Uppgiftsbladet med problemformuleringen delades ut och tva minuter
agnades till tyst enskild genomlasning. En vantad fraga instéllde sig strax
dérefter: ”Om jag skakar hand med Linda, och sedan Linda skakar hand
med mig — ar det tva handskakningar eller bara en.”

Forskaren behdvde darfor klargora situationen (en handskakning, alltsa),
och forvissa sig om att samma information hade natt fram till samtliga
elever.

Efter insamling och analys av de individuella I6sningarna fordelar sig
l6sningarna sa har:

FORMAGA DIFFUS | TYDLIG
Samlain (1) 10
Logiskt tankande (2a) 0
Generalisering (2b)

Korta ned (2c)
Flexibelt tinkande (2d)
Elegans (2e)

Vénda pa resonemang (2f)
Minnas matematisk info (3)

Validitetskontroll: Markeringarna nedan avser darfor endast epitetet
”Tydlig” hos motsvarande formégor. I tabellen nedan kallas de tre
elevldsningarna for A, B respektive C.

X: Thomas Dahls beddmning, O: Handledarens bedémning

Formaga = | 4 2a 2b 2¢ 2d 2e of
Elevlbsning v
A X 0O @) X0 X0 X
B X X0 X0 XO
C X0

Med reservation for validitetskontrollens ofullstdndighet indikerar tabellen
ovan tillfredstallande validitet.
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5.2.4 Redovisning av individuella elevlésningar
Nu foljer kommentarer till tva elevers l6sningar: Forst: Solveigs I6sning

Solveig har lyckats samla in relevanta data och férsta problemet (1).
Hon har vidare formagan att generalisera (2b) trots att hon annu inte har
lart sig hantera formler med oberoende och beroende variabel enligt den
gangse matematiska syntaxen. Innan hon uttrycker sig med symboler
foredrar hon att starta resonemanget med sifferexempel som vi ser i
deluppgift ¢c) med 8 och i d) med 10. Hennes resonemang ar procedurellt
d.v.s det foljer handelseforloppet i problemet utan att 6verga till bli
strukturellt déar en generell formel blir verktyget hon grundar sin slutsats pa.

Hon har en formaga till flexibelt tdnkande (2d) eftersom hon visar att hon
bade kan utnyttja “summa-aspekten” (deluppgift a) och ett kombinatoriskt
resonemang (deluppgift d)

Hon uppvisar ocksa en stravan till klarhet och enkelhet (2e), da hon inte
nojer sig med rent induktiva resonemang, utan resonerar deduktivt, trots att
hon tvingas arbeta med siffror. De klara och tydliga och argumenten &r helt
befriade fran ovasentligheter. Detta gor hon alltsa utan att ta stod i
algebraiska uttryck och formler.
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Maria har valt en mer bildméssig uttrycksform:

5 e ?{f

Maria visar att hon formar Samla in information och forsta problemet
(1) utan att missforsta nagot, d.v.s. pa Tydlig niva.

Hon anvander sin bildmassiga representation till att ge stod at sin slutsats
4+3+2+1 i fall a). Kopplingen bild-slutsats &r kanske inte klar for lasaren,
men vittnar desto mer om en formaga att korta ner matematiska
resonemang (2c).

b) Hon beraknar forst antalet handskakningar totalt och darefter hur manga
extra handskakningar den femte personen genererar. Detta kan tyckas
motsaga formagan till klarhet och elegans. Dock medger min analysmodell
och den teori jag grundar denna pa inte att “icke-formaga” kan upptackas
med den metod jag valt.

5.2.5 Analys av gruppobservation

Nedan demonstrerar jag resultatet av en observationsstudie i en nagot
annorlunda formulering av samma problem. Varen 2009 lat jag tre av mina
studenter i lararutbildningen observera en grupp om fyra elever i arskurs 7
som l0ste handskakningsproblemet. Dessa elever bedomdes vara ’nagot
over medel” av sin matematiklarare, samt mycket intresserade av
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problemldsning. Deras kollektiva arbete med problemet filmades och jag
redovisar ett par avsnitt ur den transkriberade texten. Formuleringen av
problemet avvek fran den nyss redovisade och darfor aterger jag den har:

Festen illustreras av en bild med fjorton personer med koniska glas och
lustiga hattar. Sedan kommer fragorna:

a) Hur manga personer dr med pa festen?

b) Alla ska hélsa pa varandra. Hur manga maste varje person ta i
hand ?

¢) Hur manga handskakningar blir det totalt ?

d) Hur manga handskakningar blir det totalt om 50 pers. deltar i
festen ?

e) Hur manga handskakningar blir det totalt om n pers. deltar i
festen ?

De fyra runt bordet kallar jag Susanne, Johanna, Patrick och Germund.
Patrick utses till sekreterare och ska for gruppens rakning skriva ned vad
man kommit fram till. Efter ett par minuters gemensam inl&sning startar
konversationen:

1. G: Hur manga personer ar med pa festen? (laser hogt ur
uppgiftsbladet)

G: Hur manga ar det pa bilden?

J: Fjorton

S: Jadom ér fjorton

G

AN

: Och hur manga maste var och en ta i hand ?
. Tretton
. (tyst for sig sjalv) A sen raknar man fjorton ganger tretton

G

G: Ja
: da blir det fjorton ganger tretton
J: Varfor da da?

P: Vet inte. Det var roligt

P
P: A sen var dom fjorton
P

10.

S: Men om nummer 14 halsar pa 13 olika och han med
nummer tretton ska hélsa da har han ju redan halsat pa nummer
fjorton.

P: Javadda? 15.
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15. S: Ja nummer tretton kan bara halsa pa tolv och tolvan har bara
tie & sen vidare nedat tills alla har halsat pa alla

J: Och den siste har ingen att halsa pa.
S: Men han har ju redan hélsat pa alla
S: Da blir det ju 14+13+12 och sa vidare ner till 1

G: Hur funkar det? Om jag skakar hand med dig och du med
mig, da har vi bara skakat hand en gang eller hur?

20. S: (latt ironisk) Va smart du ar
P: Men alla 14 skulle ju vardera skaka hand med 13.
J: Sadet blir alltsd 14 ganger 13.
S: Nittien (91) blir det ju om man raknar pa mitt sétt

P: 182, 14 ganger 13 blir 182 P skriver upp resultatet (182) i
protokollet=

25. G: Nu blev det bra. Sen har vi femti...
P: Ja50. ganger 49
S: Blir 2450 Det later mycke....

Vi ser att pojkarna Germund och Patrick snabbt tar initiativet, medan
flickorna halls tillbaka. I rad 13, visar dock Susanne prov pa férmagan att
vanda tankegangen (2f) samt formaga till flexibilitet i tanken (2d). Hon
anldgger “summa-aspekten”, men det drdjer tills slutet av denna akt innan
hon far gehor fran grabbarna. Ingen foljer upp Susannes riktiga svar (rad
23)...

14 minuter senare, efter att ha kort fast ordentligt, far gruppen ett rad av
forskaren: (min ldrarstudent) ”Prova att skaka hand med varandra och
rakna hur manga det blir!”

De genomfor denna évning fysiskt och utan nagon direkt systematik, varfor
det atgar nagra forsok till att dvertyga varandra om att det blir precis sex
handskakningar. Anda haller Germund fast vid sitt tidigare satt att resonera:
“Fyra personer ska hilsa pa tre personer vardera. Da blir det 4x3 =12
handskakningar.”

Gruppen Overgar till att betrakta det ursprungliga problemet med 14
personer pa festen. Forskaren ingriper pa nytt:

28. F: Skulle det ha hjalpt om ni fick en till att skaka hand med?
P: Da ska varje person skaka hand med 4 stycken.

30. S: Sedan med tre och sen med 2 och sist med en enda.

31. G: Fyra ganger fem blir tjugo. 20 handskakningar blir det.
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J: Men tank pa forra gangen. Da blev det bara sex.
S. Da borde det ha blivit. ...

G: Men det &r olika nu. Tank pa att det ar matte det har. Da blir
ju anda allting sa konstigt .

35. S: Jag tror att det & samma anda

Diskussionen fortsétter inte utan gruppen atervander till problemet och
Susanne tar upp sin gamla trad.

S: Men det maste vara 13+12+11+10+9+8+7+6+5+4+3+2+1

Susanne knapper pa sin raknare och mumlar nagot for sig sjalv. Sedan ritar
hon fem streckgubbar i sitt block och drar streck mellan dem. Varje streck
symboliserar en handskakning. De andra tittar pa. Alla raknar till 10 streck.

G: 4 personer 6 handskakningar Om vi delar 14 med 4 far vi
3,5. 3,5 ganger 6 blir 21.

40. S: Med 14 blir det 91 13+12+11 och ner till 1. Det blir 91 inte
21.

G: Finns det nan genvég ?
G: Jo 13.. Halften, 6,5 och 6,5 ganger 14 blir 91
S: och det var vad jag fick nér jag la ihop alltihopa.

G: Jag har hittat en genvég. Utgangstalet ganger halva talet
under.

45, S,P,J: Fattar ingenting
G: Om vi nu har 50 pers far vi:... 50 génger 49
P: Det blir 1225
Dérefter avbrots lektionen av lararen som meddelade att tiden var ute.

| det har exemplet kan det tyckas lattare att upptacka brist pa férmagor an
forekomst av sadana. Som tidigare nimnts forekommer inte “icke-
formagor” i Krutetskiis teori och ar darmed irrelevanta for mig. Daremot
kan vi konstatera férekomst av formagan att samla in relevant
matematisk information (1). Néar det géller formagan att generalisera kan
vi konstatera att denna inte verkar vara lika utvecklad hos alla. | rad 34
antyder Germund att olika principer for berédkning av antalet
handskakningar rader om det ar 4 eller 14 personer pa festen. Huruvida
detta &r allvar eller om han bara skamtar ar faktiskt svart att avgora.
Emellertid upptacker han sedan en princip, som han formulerar sa har:
”Utgéngstalet gdnger halva talet under”. Han testar ocksa sin princip mot
Susannes ”summeringsmetod” och konstaterar att resultatet blir detsamma.
Déaremot finns det inget forklarande resonemang kring Germunds uttryck,
vilket det finns bakom Susannes metod. Formaga till generalisering (2b)
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pa nivan ”Diffus” kan vi atminstone konstatera. Som namnts i avsnitt 2.2
skiljer Krutetskii pa olika nivaer av generalisering, som dock inte har nagot
att géra med vad jag menar med “Tydlig ” och ”Diffus” i denna studie.

”...(1) as a persons’ ability to see something general and known to him in what is
particular and concrete (subsuming a particular case under a known general concept),
and (2) the ability to see something general and still unknown to him in what is isolated
and particular (to deduce the general from the particular cases, to form a concept)”
(Krutetskii, 1976, p. 237).

Att sla fast en gemensam princip for att berdkna antalet handskakningar
oavsett om det handlar om 5, 15 eller 100 personer galler ar ett exempel pa
“typ 1 — generalisering” enligt Krutetskii, medan att na fram till formeln
n(n-1)/2 ar av “typ 2” oavsett om uttrycksformen skulle vara verbal eller
med algebraisk. Vi sag ju generalisering av bade typ 1 och typ 2 i elevernas
samtal.

Flexibilitet uttrycker Susanne en del av, sasom tidigare papekats till
skillnad fran Germund, som &r patagligt last vid sina ursprungliga tankar.
Den verbala motsvarigheten till uttrycket n(n-1) hanger kvar hos honom
pafallande lange trots att detta visat sig ge fel svar.

5.3 Problem 3 ”Glass”

For den som &r nagot bekant med elementar kombinatorik ar foljande
problem tdmligen trivialt. Emellertid ar det en rejal utmaning fér den som
annu inte har haft formanen att stifta denna bekantskap. For gruppen elever
I grundskolan och i gymnasiet ar problemet definitivt ett problem aven i
Shoenfelds och Lithners mening (Shoenfeld, 1992, Lithner, 2001) vilket
foljande exempel visar:

5.3.1 Problemformulering och Iésningsskisser
Lisa ska kopa losglass i strut.

a) Hon tanker handla tva kulor och det finns fyra smaker att vélja
mellan. Hur manga glasskombinationer &r mojliga?

b) Antag nu att antalet smaker kan varieras och inte langre
nddvandigtvis &r fyra. Undersok sambandet mellan antalet
glasskombinationer och antalet olika smaker.

c) Antag att Lisa ska kopa tre kulor glass och antalet smaker far du
bestdmma sjalv. Undersok sambandet mellan antalet
glasskombinationer och antalet olika smaker.

| en version av problemet fick eleverna féljande tillaggsinformation: Det &r
inte tillatet att kopa tva kulor med samma smak och det spelar ingen roll i
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viken ordning man koper kulorna; alltsa: Om man till exempel képer
jordgubb som kula 1 och vanilj som kula 2, sa ar det samma kombination
som vanilj som kula 1 och jordgubb som kula 2.

Losningsskisser: Utan tillaggsinformationen kan problemet tolkas pa fyra
olika sétt:

(1) Det ar tillatet att kopa glass med bada kulorna av samma sort,
och ordningen mellan kulorna &r vasentlig.

(i) Det ar inte tillatet att kopa glass med bada kulorna av samma
sort, och ordningen mellan kulorna ar vasentlig.

(iii) Det ar inte tillatet att kopa glass med bada kulorna av samma
sort, och ordningen mellan kulorna ar ovesantlig. (Tolkningen
ekvivalent med att erhalla tillaggsinformationen)

(iv) Det ar tillatet att kopa glass med bada kulorna av samma sort,
och ordningen mellan kulorna &r ovesantlig.

Vi antar att antalet smaker &r n

Tolkning enligt (i) For varje val av forsta kulan kan vi valja den andra
kulan pa n satt. Enligt multiplikationsprincipen blir antalet mojligheter n-n
= n? satt .

Tolkning enligt (ii) For varje val av forsta kulan kan vi vélja andra kulan pa
n-1 sétt. Enligt multiplikationsprincipen blir antalet mojligheter n-(n-1) =
satt .

Tolkning enligt (iii): Pa samma satt som i foregaende fall, men nu ska
vanilj-jordgubb uppfattas som samma glass som jordgubb-vanilj. Vi maste
darfor dividera resutatet i enligt (ii) med 2 for att inte rakna glassarna tva

ganger. Alltsa far vi n(n-1)/2 satt .

Tolkning enligt (iv). Tva likadana kulor kan valjas pa n sétt och tva olika
kulor pa som sagt, n(n-1)/2 satt. Totalt ger detta n + n(n-1)/2

mdjligheter.
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5.3.2 Apriorianalys
1. Samla in matematisk information/ forsta problemet:

TYDLIG: Eleven forstar problemets natur inklusive vitsen med
tillaggsinformationen direkt. Om tillaggsinformationen inte givits, maste
eleven inse att flera fall forekommer och sedan uttala att hon véljer ett av
dem.

DIFFUS: Eleven behover hjalp med att forsta tillaggsinformationen, men
forstar den och varfor den behdvs efter att fatt den forklarad for sig. Om
inte denna har givits forutsatter hon nagonting extra utan att kommentera
det pa nagot séatt

2a) Logiskt tankande/ anvandning av det matematiska symbolspraket:

TYDLIG: Eleven resonerar “kombinatoriskt” och betecknar storheter med
bokstanssymboler exempelvis: n kulor och m smaker. (Detta &r knappast
aktuellt i denna undersokning)

2b) Formaga till generalisering:

TYDLIG: Att ga fran fyra till n smaker, utan svarighet och utan mellansteg.

DIFFUS: Att klara av samma sak men med stdd av att forst ha raknat pa en
del specialfall eller fatt lite hjalp pa traven.

2c) Formaga att korta ned matematiska resonemang:

TYDLIG: Eleven resonerar i generella termer och féredrar att behandla n
smaker forst och att sedan betrakta fallet 4 smaker som ett specialfall.

2d) Formaga till flexibilitet i mentala processer:

Med tillaggsinformationen &r det svart att tanka sig att denna formaga ska
aktualiseras. Utan denna extra information, skulle eleven fa flera
tolkningsmajligheter. Om hon kan rora sig fritt mellan de tre olika moéjliga
tolkningarna och jamfora resultaten &r det tecken pa flexibelt tankande.
Fanns det dessutom mojlighet till att vélja fler glasskulor, kan flexibilitet i
tanken avslojas pa olika satt.

TYDLIG: Eleven ser alternativa tolkningar av problemet utan att darvid ge
uttryck for frustration utan snarare ser det som en utmaning att fundera
over vad de kan leda till.

DIFFUS: Eleven inser att problemet inte &r entydigt l6sbart med den
information som givits, vilket upplevs irriterande och majligtvis ocksa
paralyserande.

2e) Stravan efter klarhet, enkelhet och elegans:
Se punkt 2a ovan.
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2f) Formagan att resonera i omvand riktning:

Har maste vi tanka oss en mer avancerad problemstéllning nar fler kulor &n
tva kan véljas. Ség att vi har 3 kulor och 4 smaker. En talangfull elev kan
bestdmma sig for att istéllet berdkna antalet mojligheter fér den smak hon
inte véljer. Alltsa fyra mojligheter.

Vore det istallet 5 smaker, skulle hon alltsa vélja bort 2 smaker och nu
aterfors problemet pa det enklare problemet med 2 kulor.

3. Férmagan att minnas matematisk information:

Eleven jamfor situationen med till exempel handskakningsproblemet, dar
det ju ocksa var fragan om “’parbildning”. Formeln n(n-1)/2 kommer vl till
pass dven har. Elisabet Mellroth noterade ocksa denna koppling mellan
strukturen i dessa bada problem. Néar elvaarige Markus just tagit del av
fragestillningen 1 glassproblemet utbrast han glatt: ”Det dr ju precis samma
som handskakningsproblemet.”(Mellroth, 2009)

Skulle det dock bli fraga om fler kulor an tva, maste ett kombinatoriskt
resonemang anléggas. | det laget kan denna parbildningsmodell snarare sta
som ett hinder &n en hjélp. Det matematiska minnet, om det inte anvéands
ratt, kan i ett sadant fall ha rent kontrapositiv verkan. Exempel pa detta
kommer att visas.

5.3.3. Utfall av glassproblemet. Analys av skriftliga resultat fran
grupper

Problemet gavs i en arskurs 8, samma arskurs 8 som redovisats i de tidigare
exemplen. Instruktionerna var att eleverna skulle arbeta i grupper; tre och
tre med problemet under 50 min. Antalet grupper var 6. En elev utsags till
att anteckna i varje grupp och en grupp videofilmades och redovisas har
efter de 6vriga fem.. En grupp producerade ingenting och utesluts darfor.
Viktigt att notera ar att klassen tidigare arbetat med
handskakningsproblemet och delvis fargats av resonemanget dar.
Grupperna fick ocksa den tillaggsinformation som beskrivits ovan i
skriftlig form tillsammans med problembladet.

Deluppgift a: Fyra smaker, tva kulor, hur manga kombinationer?

Alla fick fram 6 glasskombinationer och alla ritade snarlika forklarande
figurer till sina I6sningar. Formagan att samla in information och forsta
problemet, visade sig etablerad i grupperna.

Deluppgift b: Tva kulor och varierat antal smaker. Undersok sambandet
mellan antalet smaker och antalet glasskombinationer.

Alla grupper klarade att berédkna antalet kombinationer for fem olika
smaker, men bara tre av grupperna kunde pasta nagonting generellt om
antalet smaker och antalet kombinationer.
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Deluppaift c: Tre kulor och ett varierat antal smaker. Undersok sambandet
mellan antalet smaker och antalet glasskombinationer. Alla grupper
forsokte, men ingen kom fram till ett nagorlunda riktigt resultat.

En av grupperna lamnade in den har I6sningen:

I

N P e
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Vi ser att gruppen, efter att ha undersokt ett par specialfall, upptécker en
korrekt rekursionsformel. Oversatt till gangse matematiskt symbolsprak
kan vi skriva deras funna samband som G,, = G,; + n — 1, dar G,, star for
antalet glasskombinationer om vi har n smaker. Vi kan séga att gruppen
visar prov pa férmagan att generalisera (2b) utifran ett ménster, pa niva
tva enligt Krutetskiis teori (Krutetskii, 1976). Niva tva innebar
generalisering i riktning mot nagot som fran borjan var okant for subjektet
(i det har fallet en ny relation). Jag klassar formagan (2b) som diffus
eftersom det funna sambandet inte anvands vidare i 16sningen.
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En annan grupp, bestaende av Emil, Maja och Sofie skriver bara N(N-1)/2
utan kommentar alls (se nedanstaende fig.). Detta tyder antingen pa en
formaga att korta ner lésningen (2¢; diffus”) till forman for
koncisheten, men mer troligt pa en formaga att minnas matematisk
information (3; ”tydlig”). Klassen hade tidigare arbetat med
handskakningsproblemet och gruppen eller nagon i gruppen kénde
mojligtvis igen fragestallningen déarifran. En vanlig losningsstrategi for
handskakningsproblemet ar att man raknar hur manga par man kan bilda av
gruppen ménniskor som ska skaka hand med varandra. Just den hér
gruppen agnade cirka 30 minuter till att férsoka I6sa problemet
generaliserat till att galla tre kulor. De skrev systematiskt ned tdnkbara
glasskombinationer med tre kulor och dar sju smaker, representerade av
siffrorna 1-7, fanns att valja pa. Gruppen var last vid samma tankande som
I handskakningsproblemet och férsokte forgaves modifiera formeln N(N-
1)/2 tOr att passa det antal kombinationer de fann.

Vi kan se att de har skrivit ned 34 kombinationer och har darvid missat en,
namligen 5,6,7. Férmodligen hade det korrekta antalet 35 inte hjalpt dem
att finna en generell formel. Med tva kulor glass ar analogin med
handskakningsproblemet, men med tre kulor glass hade det kréavts att
resonemanget fran handskakningsproblemet generaliserats. Det klarade
ingen av eleverna. Om N &r antalet smaker och k antalet kulor i en glass ar
det korrekta uttrycket for antalet glasskombinationer lika med

N(N-1)(N-2)/k! . Omk =3 blirk! =31=1.2.3=6

Man kan spekulera i om det matematiska minnet i det har fallet har verkat
kontraproduktivt. Ett mojligt scenario ar att eleverna upptécker en analogi
med ett tidigare problem och applicerar en formel, som Iésningen av det
tidigare problemet genererat. Om detta nya problem ska generaliserats
fungerar inte analogin langre, men istéllet for att forsoka generalisera
resonemanget, utgar man istéllet fran formeln och forsoker generalisera
den: Just det faktum att formeln finns i minnet skapar en lasning till en viss
struktur pa l6sningen och ger naring till en improduktiv matematisk diskurs

I gruppen.
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Gruppen Emil, Maja och Sofie lyckades dock som synes korrekt rakna upp
de mojliga kombinationerna. De skriver dock inte ner svaret 34 trots att de
pa min fraga svarar att de ar helt siakra pa att det ar ratt. Den missade
kombinationen 5,6,7, skulle ha bildat en egen kolumn langst till hdger.
Eftersom de inte har “’rdknat ut ” svaret utan bara “raknat upp
mojligheterna”, ansag de inte sig ha behandlat uppgiften korrekt
matematiskt. Har kan man fundera 6ver de socio-matematiska normer
(Yackel & Cobb, 1996), som vid det tillfallet etablerat sig i klassen. |
samspelet mellan larare och elever missbeddmer ofta eleverna de
forvantningar som lararen staller pa dem. Vi kan dock konstatera att
gruppen anvéant sig av en lyckad strategi for att rakna kombinationerna,
trots namnda miss. Tittar vi noga pa hur de har systematiserat
uppréakningen, &r det uppenbart att har finns en stravan efter klarhet och
elegans pa (2e).

5.3.4 Analys av observationsstudie av elevers gruppvisa arbete

Slutligen en observationsstudie av en grupp med 4 elever i arskurs 8, som
I6ste glassproblemet, men nu utan tillaggsinformationen. Grupparbetet
filmades och valda delar av konversationen foljer nedan: De fyra eleverna
gick i en fristaende skola i en medelstor svensk stad och var enligt deras
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matematiklarare hogpresterande. Eleverna kan vi kalla Hugo, Bastian,
Tessie och Sanna.

Deluppgift 1: Tva kulor Fyra smaker, hur manga kombinationer ?

1. S: S4g att vi har Jordgubb, Paron, Vanilj och Choklad. Sen tar
vi tva kulor, tva smaker...

Samtidigt ritar Tessie fyra cirklar symmetriskt belagna i kvadratisk
formation pa sitt papper. Hon forbinder sedan cirklarna parvis med
streck och raknar till sex sddana streck.

2. T: Sex blir det, det blir sex.

. Jag har en utrdkning hér...

Vad ar det dar ?

Strecken dr kombinationerna, bollarna ar smakerna. Capice?
16 kombinationer fick jag.

Hur da?

H: Fyra pa varje kula. Sag att du valt jordgubb forst och sen
har du fyra
nya val fOr nésta.

o1
» I 4w I

S: Blir ju atta, ju.
10. H: Fyra ganger fyra, Fubik!

T. Det &r precis som med handskakningen. Man skakar inte
samma hand
tva ganger.

S: Vad blir det om man redovisar bada? Om man tar bort alla
typ vanilj- vanilj?

B: Nu tar vi tvaan. Lés allihop!

Deluppaqift 2: Tva kulor, varierat antal smaker. Samband mellan antal
smaker och kombinationer?

Hugo gor en tabell pa sitt papper utan att saga nagot. Han skriver raskt
och utan uppehall méarkbart irriterad 6ver omgivningen som inte tycks vilja
h&nga med i hans tempo.

Smaker Komb.
4 16
5 25
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6 36

7 49
8 64

14. T: Om det &r tva kulor, sa blir det upphdjt med tva och om det
ar tre kulor a blir det val upphaijt med tre.

15. B: Om det &r sex sa blir det 216.

Lararen forklarar att tiden &r ute utan att ta upp Tessies och Bastians nya
trad med ytterligare generalisering.

Vi ser att problemet angrips utifran tva olika premisser samtidigt. Tessie
foredrar alternativ 1- tolkningen, alltsa dar ordningen inte spelar nagon roll
och dar upprepning inte tillats. Hugo, daremot lyssnar inte ens. Han har last
fast sig vid sin modell och det &r tveksamt om han inser att det finns andra
majligheter. Daremot reflekterar ingen 6ver att informationen i uppgiften
inte ricker for ett entydigt svar. Alltsa kan jag rdkna in "Formégan att
samla in information” pa nivan DIFFUS (1). | deluppgift b) férekommer
generalisering niva 2, alltsa mot nagot for subjektet okant forhallande.
Eftersom det matematiska symbolspraket inte utvecklats fullt ut hos
deltagarna fick den generella regeln uttryckas verbalt i stéllet for som en
matematisk formel.
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Kapitel 6. Resultatsammanfattning

Min ursprungliga fragestéllning, formulerad som avhandlingens syfte i
avsnitt 1.4 var:

att understka om det ar mojligt att operationalisera Krutetskiis system av
matematiska formagor, sa att dessa blir mojliga att identifiera och tolka
vid studier av individer som l6ser matematiska problem.

| denna formulering ligger implicit tva uppgifter:

1.  Att genomféra en anpassning (operationalisering) av Krutetskiis
formagor till en specifik matematisk aktivitet (problemldsning).

2. Att genomfora identifiering och tolkning av (de anpassade)
formagorna i de data som kommer ut fran denna matematiska
aktivitet.

Genom de apriorianalyser som gjorts i anslutning till formuleringen av
varje testuppgift och som har redovisats i avsnitten 5.1.2, 5.2.2 samt 5.3.2
har den forsta uppgiften fullbordats. Resultatet av den andra uppgiften
utgors dels av de kvantitativa data, som i aterfinns i 5.1.3, 5.2.3 och 5.3.3,
dels av de kommenterade elevldsningarna i 5.1.4, 5.2.4 samt 5.3.4.

6.1 Resultat fran kvantitativa data
Foljande tabell illustrerar mina kvantitativa resultat i en mer koncis form:
Procentuell forekomst av olika formagor i elevernas skriftliga resultat.

Skolgardsmonstret ak Handskakning
8+ N1+ N2+ larastud. ak 8; 20 elever
totalt 70
Formaga 1 Samla in 100 % 75 %
information, forsta problemet.
Formaga 2a Logiskt 23% 0%
tankande
Formaga 2b 80 % 50 %
Generalisering
Formaga2d Flexibilitet i 35 % 40 %
tanken
Formaga 2f Formaga att 10 % 10 %
vanda pa tankegangen.
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Tre av formagorna (2c, 2e samt 3) forekom i mycket liten eller ingen
omfattning, varfor dessa inte redovisas har. Tolkningen av procenttalen
maste goras forsiktigt. Dessa beror naturligtvis starkt av den givna
uppgiftens karaktar, men ocksa av den tolkning och anpassning
(operationalisering), som gjorts av Krutetskiis formagor.

6.2 Resultat fran kvalitativa data

Vid observationsstudien ar datamaterialet inte kvantifierbart i sadan
omfattning att vi kan tala i termer av procentsiffror. Icke desto mindre ar
det rikt pd information. Problem 1, ”Skolgardsmonstret”, 1ostes 1 grupp av
nagra hogpresterande elever pa IB-programmet ar 2. Det gick att identifiera
7 av 8 formagor. Endast formagan att vanda tankegangen (2f) gick inte
att se.

| handskakningsproblemet (problem 2), som behandlades av fyra elever i
arskurs 8, visar sig formagan att vanda tankegangen (2f) samt formagan
att samla in relevant matematisk information (1). En i gruppen visar sig
ha formagan att resonera och tanka flexibelt (2d). Formagan att
generalisera sag jag inte mycket av. Man skulle kunna ledas till hypotesen
att denna férmaga inte ar tillrackligt utvecklad hos 13-14 aringar. Om inte
annat sa av rent epistemologiska skal maste en sadan hypotes forkastas.
Man kan upptécka eller inte upptacka en matematisk formaga, men man
kan inte sdga nagonting om eventuell brist pa formagor man inte upptacker.
Att en elvaaring mycket val kan ha formagan att generalisera i Krutetskiis
mening visar Mellroths fallstudie (Mellroth, 2009). Hon later den begavade
fjardeklassaren Marcus arbeta med handskakningsproblemet”. Med fem
personer som ska skaka hand med varandra kommer Marcus snabbt fram
till att det blir 1+2+3+4+5=10 handskakningar. Né&r antalet deltagare dkas
till 50 upptécker han en generell ”formel”: 49-50/2.

Att matematiska férmagor kan utvecklas och foradlas ar ett faktum, men att
deras utveckling skulle vara bestamd av en sorts “’stadieprincip” analog
med Piagets utvecklingspsykologiska teori (Furth, 1977), har inget stod i
forskningen.

Vad galler Glassproblemet var forutsattningarna for ett framgangsrikt
grupparbete inte bra. En av deltagarna (Hugo) dominerade helt och han
lyssnade inte heller pa de andras idéer. Detta tillsammans med en olycklig
tidspress medforde att endast en formaga, ”generalisering” (2b), kunde
konstateras.
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6.3 Konklusion

| forhallande till mitt syfte kan mina resultat sasmmanfattas i foljande tva
punkter:

(i) Det ar mojligt att operationalisera Krutetskiis formagor och anvanda
dem som analysinstrument vid studiet av matematiska formagor.

(i) Valet av aktivitet och arbetssatt har stor betydelse for vilka
formagor som gar att upptécka.

Observation av problemldsning i grupp kan gora alla férmagor
atkomliga. Férmagan att korta ned och formagan att strava efter elegans
och klarhet &r visserligen svaratkomliga genom analys av skriftliga
I6sningar, men kan anda konstateras med denna metod i en del fall.
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Kapitel 7 Diskussion

Enligt Krutetskii ar malet med hans arbete med matematiska formagor
”...to create psychological foundations for an active pedagogy of abilities”
(Krutetskii, 1976, s.77). Min studie ligger i linje med denna ambition, men
ar dock inte langtgaende nog for att besvara fragan hur en sddan ’pedagogy
of ablities ” egentligen ser ut. Studien ar narmast av teoretisk natur och kan
som sadan placeras i en diskurs om den matematiska formagans olika
uttryck. I ett langre perspektiv tanker jag mig den emellertid som en
komponent i ett framtida utbildningsprojekt som méter Krutetskiis vision. |
detta avslutande kapitel forsoker jag beskriva den lank mellan teori och
praktik, som ar nédvandig for att komma vidare.

Jag borjar med en observation jag gjort i samband med min studie.

Ur redovisade kvantitativa data (kap. 5 och 6) kan man se att formagan att
generalisera (2b), samt férmagan till logiskt resonerande (2a) tycks oka i
andel av de observerade formagorna med stigande matematisk mognad hos
eleverna/studenterna. Detta ar knappast forvanande och bekraftar
Krutetskiis tes att matematiska férmagor inte ar konstanta dver tid utan
utvecklingsbara. Betraktar vi istdllet de kreativa formagorna 2d och 2f,
verkar dessa finnas i ungefér lika stor andel hos alla fyra
undersokningsgrupperna. | forhallande till formagan att resonera logiskt
och att generalisera tycks alltsa inte den matematiska kreativiteten starkas
genom skolans matematikundervisning.

Vad detta tyder pa r svart att saga. For ett klargérande i denna fraga skulle
det krdvas en omfattande undersékning. En rimlig hypotes &r att elevernas
matematiska kreativitet inte fatt chansen att utvecklas i det svenska
klassrummet. Detta skulle kunna bero pa att eleverna, i synnerhet i
grundskolans senare del och i gymnasieskolan, utsétts for en typ av
undervisning, som syftar till mekanisk inlarning av rakneprocedurer i
stallet for matematiskt skapande och kreativ problemldsning. Detta framgar
till exempel av Skolinspektionens granskning av matematiken i
gymnasieskolan (Skolinspektionen, 2010) och av Jesper Boessens
avhandling dar han jamfor uppgifter och problem i larobdcker och larares
egna prov med skolmyndigheternas intentioner och de nationella proven
(Boessen, 2006).

Ett centralt dilemma med skolans matematikundervisning ar att den inte
formar understodja elevernas problemlésande kompetens. Istallet ser sig
lararen ofta nodgad att lagga sin undervisning pa en mycket basal niva i
syfte att ingen elev ska “komma efter”. De uppgifter som foreldggs
eleverna inbjuder i allménhet till ett repetitivt I6sningsbeteende, dar lararen
i borjan av lektionen visar ett par exempel pa hur man lampligen léser en
viss typ av problem. Eleverna far sedan fortsatta genom att enskilt rakna
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igenom ett antal snarlika uppgifter. FOr flertalet elever upplevs detta som
trist och meningsldst och motivationen att lara sig matematik sjunker med
allt sdmre studieresultat som foljd (Boessen, 2006; Pettersson 2011).

En grupp som sarskilt missgynnas av denna typ av matematikundervisning
ar de med fallenhet och intresse for matematik. Sdsom namnts i avsnitt 1.2
och 1.3 har detta uppméarksammats pa senare ar i matematikdidaktisk
forskning (Engstrom & Magne, 2008; Pettersson, 2011). Att ”de duktiga
klarar sig sjdlva”, framstér alltmer som en myt i synnerhet eftersom de
hogpresterande inte innefattar alla elever med sarskild fallenhet (Pettersson,
2011). Ett exempel pa detta utgor eleven “Danne” i drskurs atta, vars
|0sning till ”Skolgérdsmonstret” kommenterats i avsnitt 5.1.4. Danne var
en “normalpresterande elev”, som 1 min undersokning dock uppvisade
saval formaga att generalisera som kreativa formagor.

Att finna metoder for tidig diagnostik av matematisk begavning hos barn
kan vara ett skal till att studera matematiska formagor. Sadana motiv har
till exempel Tanya Vilkomir & John O’Doneghue, som genomfor en
operationalisering av tre av Krutetskiis formagor, som i detta fall ocksa
innebér att de skriftliga resultaten kvalitetsgraderas (Vilkomir &
O’Doneghue, 2009). Tyvarr saknas empiri i deras enda publicerade artikel,
men ansatsen ar lovvard och det ska bli intressant att se deras modell
empiriskt prévad.

Vad gors da for att utveckla matematisk talang i skolan? Historiskt sett har
skolan hanterat uppgiften pa samma sétt for samtliga elever. Det har
handlat om olika former av nivagruppering och i kapitel 1 har jag beskrivit
denna problematik utfrligt. Vi hade svagklasserna pa 1910-20-talet,
senare parallellskolsystemet samt mellan 1960 och 1994 olika larokurser i
matematik och engelska. | dagens sammanhallna grundskola &r det mycket
vanligt med olika ”spar” 1 matematikkurserna. Eleverna kan vélja rott eller
gront spar i laroboken, beroende pa intresse, ambition och formaga. Dessa
atgarder har dock inte framjat idén om en god matematikutbildning for alla.
Flera resultat tyder daremot pa motsatsen. Boaler, William & Brown
(2000) har i en omfattande jamforande studie av tre hogstadieskolor” i
England sett negativa effekter av nivagruppering i matematik aven for de
hogpresterande. | den av skolorna som tillampade nivagruppering i
matematik kom eleverna i den ”duktigaste” gruppen att utveckla en alltmer
negativ attityd till matematik jamfort med eleverna i den skola som
arbetade inkluderande. Arbetssattet hos den forra elevgruppen
kannetecknades ocksa av memorering framfor att tdnka och resonera
matematiskt.

For elever med fallenhet och intresse for matematik ar det alltsa inte
sjalvklart att deras behov att utveckla sin talang bast tillgodoses genom att
de lyfts ut ur klasserna och undervisas i sarskilda grupper. Det finns darfor
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anledning att forhalla sig avvaktande till den typ av gymnasiala
’spetsutbildningar”, som utbildningsdepartementet introducerade under
2009 och som nu aven infors i grundskolan. Far omfattningen av sadana
utbildningsformer véxa obehindrat finns risken att vi permanentar en social
struktur i skolan som snarare motverkar an bidrar till en likvardig skola for
alla.

Motsatsen till nivagruppering &r inkludering. God matematikundervisning i
ett blandat” klassrum &r en utmaning vird att ta pa allvar. En inkluderande
pedagogik som bygger pa problemldsning, i grupp eller helklass, beskrivs
av Peter Sullivan m.fl. (Sullivan, Mousley & Zevenbergen, 2008). De lyfter
fram tre punkter som leder till ett lyckat resultat:

1. Arbeta med “O6ppna problem”, alltsd problem déir svaret inte dr entydigt
utan dar flera vagar kan leda till flera olika svar.

2. Planera for alternativa minispar for de elever som stéter pa
svaroverkomliga hinder pa sin vag mot en losning pa problemet.

3. Formulera utvidgningar av problemen till de som klarar av problemen
fore Ovriga elever i klassen.

Att arbeta med en problemldsningsbaserad pedagogik kréver en strategisk
planering av kursinnehallet av ett slag som fa matematiklarare idag har
erfarenhet av. Vill man etablera ett sadant arbetssatt med matematiken i
skolan kréavs en omfattande och malmedveten fortbildning av vara
matematiklarare.

Att doma av Anne Watsons studie ”Going across the grain” (Watson, 2002)
och av Eva Petterssons avhandling (Pettersson, 2011) kan man genom
analys av formagor identifiera elever med matematisk potential, som
annars inte upptackts av lararen via prov eller under klassrumsaktiviteter.
Mina resultat tycks peka i samma riktning. Det finns en del tecken pa att
atminstone de kreativa formigorna, flexibilitet” (2d) och “formégan att
vinda tankegangen” (2f), kan visa sig starka hos en del genomsnittselever
samtidigt som vissa hogpresterande inte uppvisar dessa formagor.

Huvudtemat i min studie &r att upptécka och klassificera matematiska
formagor, sadana de framtrader under en matematisk aktivitet. Jag har valt
att folja Krutetskiis definition och karakteristik av matematiska férmagor
framst av det skal att detta system &r det mest genomarbetade och bygger
pa omfattande empirisk grund. Ett naturligt nasta steg skulle kunna vara att
anvanda den kunskap om hur matematiska formagor framtrader till att
planera en larogang i matematik som i sin helhet och i sina detaljer direkt
adresserar dessa formagor. En vacker vision av detta malas upp av Wistedt
& Sundstrom (2011).
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”When you walk into a Swedish mathematics classroom in the future, you should see
questioning, discovery, rigor and creativity. You should see teachers with knowledge
sharing that knowledge with students who want to learn” (Wistedt & Sundstrom, 2011,
p. 345).

En sadan pedagogik kan besta av kreativa matematiska aktiviteter som
utmanar individens matematiska formagor. Detta later sig goras genom att
arbeta med 6ppna problem (Sullivan et al. 2009), rika problem (Bjérkqvist,
1999; Taflin, 2007) eller ”goda problem” (Lester, et al. 1994; Mason,
2005). Urvalet av problem till ett visst undervisningsprojekt kan med fordel
styras av lararens ambition att utmana och utveckla elevens matematiska
formagor. Ett verktyg for detta ar operationalisering och anpassning av
Krutetskiis formagor till ett aktuellt problem eller grupp av problem
liknande den jag beskrivit i denna avhandling. Pa sa satt blir detta arbete en
liten men betydelsefull 1&ank i arbetet att forverkliga Krutetskiis vision om
en ’pedagogy of abilities™ 1 en skola for alla.
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