Eva Pettersson

Hur matematiska formagor
uttrycks och tas om hand i
en pedagogisk praktik

Licentiatuppsats

Matematiska och systemtekniska institutionen

Viaxjo Universitet






@9 School of Mathematics and Systems Engineering
VaX]O. Reports from MSI - Rapporter fran MSI
University
Hur matematiska formagor uttrycks
och tas om hand i en pedagogisk
praktik

Eva Pettersson
Maj MSI Report 08030
2008 Vixjo University ISSN 1650-2647

SE-351 95 VAXJO ISRN VXU/MSI/MDI/R/--08030/--SE
3







Till min familj






Sammanfattning

Denna avhandling handlar om barns och elevers individuella olikheter och ar
en del av projektet "Pedagogik for elever med formaga och fallenhet for
matematik” vid Vaxjo universitet, finansierat av Vetenskapsradet. Syftet ar
att studera elever med sarskilda formagor i matematik och den pedagogiska
praktik som ar deras vardag. Hur kan dessa elever och deras omgivning
beskrivas och hur upptacker, identifierar och beméter larare dessa elever? Tva
empiriska studier har genomforts, en fallstudie dar vi far folja tva elever
genom deras senare ar i grundskolan samt en enkatstudie med 180 larare i
grundskolan som fatt beskriva sin undervisning i matematik och sin bild av
elever med sarskilda formagor i matematik. Fallstudien visar att det finns
bade gemensamma egenskaper och olikheter néar det galler personlighet och
uttryck for den matematiska formagan hos de elever som deltog i studien,
variationer som behdver motas med varierade atgarder. Enkatstudien visar
pa en sndv syn hos larare nér det galler bedomning av matematisk formaga,
de elever som enligt lirarna utmarker sig som formagor gor det genom att
arbeta snabbt, tanka snabbt, de ar oftast aktiva och sjdlvstindiga pa
lektionerna och skriver bra resultat pa proven. Denna syn pa formaga kan
kopplas samman med den undervisningsmodell som dominerar i
grundskolan idag, tyst matematik med hjalp av laromedel. Studien visar att
en sadan undervisning inte ger elever med sarskilda formégor i matematik
det stdd och den stimulans de &r i behov av for att utvecklas efter sina

forutsattningar.

Abstract

This study concerns students’ individual differences and is part of a research
project Gifted Education in Mathematics financed by the Swedish Research
Foundation. The aim is to study students with high abilities in mathematics in
their daily learning environments: How can these students and their teaching-
learning situations be described and how do teachers experience, identify and
treat these students? Two empirical studies were carried out, a case-study of
two pupils who were followed through their later years in compulsory school,
and a survey of 180 compulsory-school teachers covering questions about
their teaching practices in mathematics and their views on highly able
students. The case studies show that there are both individual differences and
common traits among the talented students who took part in the study,

variations which call for a varied provision for these students. However, the
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survey shows that teacher have narrow views of what characterises talented
students as hard-working, high achieving etc, views closely related to the
dominant model for class-room provision as individualised teaching highly
dependent on text-books. The study shows that such teaching does not give
the talented students the support and encouragement that they need in order

to develop according to their needs.
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Inledning

Hur blir det ndr en forvantansfull sexaring, som av lararen bedoms ha
sarskilda formagor i matematik, pa forsok flyttas upp till arskurs tva och far
en ny larobok i matematik? Hans kommentar: ”Det var samma skit, fortfarande

bara att fylla i plus och minus”.

Da blir fordldrarna pa goda grunder oroliga. Hur har mitt barn det i skolan?
Passar han in? Ar han onormal? Far han den stimulans och det stdd han
behover i skolan? Vad kan vi som foradldrar gora for att ytterligare stodja

honom?

Den 1 februari 2007 fick jag ett telefonsamtal fran en orolig forskoleldrare och
tillika froken for pojken ovan. Hon hade hort talas om att jag i min forskning
studerade barn som var sarskilt begavade i matematik och berattade om den
sexdriga pojken Axel som hon hade i sin klass. Det marktes tydligt att hon var
i stort behov av stod. Axel hade samma dag som hon ringde mig fragat henne
om tal som det gick att dra “roten ur”, vilka de var och varfor inte alla
fungerade. Han hade d@nnu sa lange bara funnit dem som resulterade i heltal
och ville veta mer om detta med “roten ur” for det var ju sad spannande.
Froken 4 sin sida visste inte vad “roten ur” var och kunde dn mindre férklara
detta for Axel. Skolledningen hade, som namnts ovan, gjort vissa forsok med
att hjalpa Axel genom att han fick tillhora arskurs tvad under
matematiklektionerna, men detta var inget som Axel upplevde som mer
stimulerande. Vad gor en ldrare i en sddan situation? Finns det
handlingsplaner i de enskilda skolorna for barn som likt Axel har sarskilda
formagor i matematik? Vad finns det for stod i samhallet och vems ansvar ar
det att barn med sarskilda formagor inom olika omraden far stéd och

stimulans pa ratt niva?

Jag har haft forménen att fa traffa Axel och f6lja honom under det senaste
aret. Det ar moten som kommer att finnas kvar i mitt minne for all framtid.
Han ar en liten pigg och nyfiken pojke som hade stora forvantningar pa forsta
motet med mig. Nar vi mottes forsokte han genast testa om jag dog. Jag fick

ett antal frdgor av matematisk karaktar
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— Om du har ndgot och delar det med 3 och fir 15. Hur mycket hade du frin
borjan?

— Hur mdnga timmar dr arton kvartar?

Hur det har gatt for Axel sedan vart forsta mote aterkommer jag till i

diskussionen i denna avhandling.

Begavning

Det svenska samhadllets attityd till begavning, speciellt inom det akademiska
omradet, har lange varit och &r fortfarande anstrangd. En fordlder pratar inte
gdarna med grannfrun om sitt barns speciella talang for matematik pa samma
satt som hon skulle prata om fotbollshjalten fran helgens match. Detta beror
troligen pa att begdvning/sarbegdvning i matematik kopplas ihop med
elittankande, som i vart samhalle, da speciellt inom det akademiska omradet,
krockar med demokratibegreppet. Jantelagen, som ar starkt rotad i landet och
som sdger att man inte skall tro att man ar klokare eller battre an nagon
annan, gor att varje forsok att stodja och tillfredsstdlla behoven hos de

begavade individerna leder till tankar om just elitism.

Matematikundervisningen i Sverige

Matematikundervisningen i Sverige har under den senaste tiden fatt utsta en
del kritik. Eleverna klarar sig allt samre vid de internationella och nationella
tester som utfors (Skolverket, 2004a; Skolverket, 2004b; Skolverket, 2004c:
Skolverket, 2007). Det &r inte bara de genomsnittliga kunskaperna som har
forsamrats, var spets har tunnats ut (Skolverket 2005a, Skolverket, 2007).
Svenska elever har allvarliga brister i sitt matematiska kunnande och allt farre
valjer att ga vidare inom matematikintensiva utbildningar efter gymnasiet
(SOU, 2004 s. 39).

Matematikdidaktisk forskning

Matematikdidaktisk forskning i Sverige och 6vriga nordiska lander har lange
varit inriktad pa elever med matematiksvarigheter (Bergqvist, 2003; Engstrom
1999; Magne 2001, 2003; Persson, 2001) medan forskning kring elever med
sarskilda formagor och fallenhet for matematik ar ett relativt nytt omrade.

Projektet "Pedagogik for elever med formaga och fallenhet for matematik”
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vid Vaxjo Universitet, som startade 2003, ar finansierat av Vetenskapsradets
Utbildningsvetenskapliga kommitté (se www.vr.se) och dess syfte ar att
studera hur matematisk formaga hos skolelever uttrycks, kommuniceras och
varderas i skolans praktik pa olika stadier inom utbildningssystemet, men
ocksd att undersoka hur den pedagogiska praktiken kan utvecklas for att
passa elever med sarskilda formagor och fallenhet for matematik (Wistedt,
2007).

Den aktuella studiens syfte

I denna studie, som ar en del av det ovan beskrivna projektet, ar syftet att
studera elever med sadrskilda formagor i matematik och den pedagogiska
praktik som ar deras vardag. De fragor som ligger till grund for studien ar
foljande: Finns dessa elever i svenska skolor och i sa fall hur beméter vi dem?
Hur kan dessa barn och deras omgivning beskrivas? Hur kan vi avgora/se att
de har sirskilda formagor i matematik? Ar dessa elever i behov av sarskilt
stod eller stimulans for att utveckla sina formagor eller klarar de sig sjdlva?
Hur bedrivs matematikundervisningen i grundskolan idag och finns dar
mojlighet for elever med sarskilda formdagor i matematik att fa stod och
stimulans i skolan? For att besvara dessa fragor har jag valt att arbeta med tva
empiriska studier, en fallstudie och en enkatundersokning. I fallstudien foljer
jag tva elever, Johan och Sara, under deras senare ar i grundskolan genom
matematiska aktiviteter samt intervjuer. I enkdtundersokningen samt i de
intervjuer jag haft med ldrare har dessa fatt svara pa fragor kring
undervisningsmodeller som de anvdnder, om de har eller haft elever med
sdrskilda formagor i matematik och hur de i sa fall upptackt och bemott

dessa.
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Forskningsoversikt och viagval for studien

Begavning ur ett generellt perspektiv

Talangfull, begivad, hogpresterande, underbarn - kirt barn har manga
namn.

Vilka ord vi skall anvdanda da vi bendmner de barn/elever som ar ”duktiga”
inom olika omraden ar omdiskuterat (se t.ex. Persson, 1997, Winner, 1999). En
bendmning som ofta anvands dr “begavad”, ett uttryck som med tiden blivit
utslatat, i det att larare idag gdrna pratar om att alla barn ar begavade, var och
en pa sitt satt. I svenska forskningssammanhang ar emellertid sarbegdvning
eller sairbegdvade barn vedertagna begrepp for det som pa engelska benamns
giftedness, talent, exceptional abilitites etc. (Persson, 1997). Benamningen
sdarbegavade barn hjalper oss att tala om de elever for vilka skolan idag saknar
handlingsplan for stod och stimulans, detta trots att det nu har gatt 6ver ett
decennium sedan Europarddet wutfirdade en rekommendation till
medlemsldanderna, som tydligt sdger att barn med sarskild begadvning ocksa ar
i behov av sarskilt stod (Europaradet, 1994).

”... legislation should recognize and respect individual differences. Highly
gifted children, as with other categories, need adequate educational
opportunities to develop their full potential.../... the ordinary school system
should be made flexible enough to enable the needs of high performers or
talented students to be met.” (ibid)

Samtidigt varnar man i rekommendationen for siarbehandling av dessa
begévade barn. De bor inte skiljas fran sina klasser och erbjudas undervisning
i sa kallade "elitskolor”. Europaradet forordar istallet att de far undervisning i
vanlig klass men med sarskild stimulans sa att deras behov uppméarksammas

och stottas.

Begdvningsbegreppet

Nagon entydig definition av begreppet begavning/sarbegavning finns inte.
Vad som anses vara uttryck for sarbegavning varierar fran tid till annan och
frdn plats till annan och det finns idag ett hundratal olika definitioner av
sarbegavning (Csikszentmihalyi, 1997; Freeman, 2005; Persson, 1997). Trots

denna variation i definition av sdrbegdvning, och ett antal myter kring
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begreppet, finns det tvda problem som ofta lyfts fram i diskussioner om
sdarbegdvningens natur och utveckling. Dels &ar det diskussionen om
relationen mellan arv och miljo, dels om generell begédvning kontra begdvning
inom nagon specifik amnesdoman (Bloom, 1985; Edfeldt, 1993; Persson, 1997;
Winner, 1999).

Tva stdllningstaganden till det forsta problemet om relationen mellan arv och
miljo och som Winner presenterar som myter, ar direkt motsatta varandra.
Det forsta stdllningstagandet som dr starkt forankrat i samhallet och som

beror sarbegavningens biolog innebar att begdvning ar medfodd.

“"Mozarts, Picassos, Newton och Einsteins formagor ar sa ofattbara att vi
forklarar dem genom att siga att dessa individer helt enkelt foddes till
genier.” (Winner, 1999 s. 124)

Det andra, som far visst stod i psykologisk litteratur (Bloom, 1985; Edfeldt,
1993; Watson, 1960), innebar att de flesta normala barn anses fodas med
samma utvecklingsmojligheter och att sarskild begadvning snarare handlar om

att ge individen miljomassigt goda villkor.

”"De havdar att den rdtta sortens intensivtraning, paborjad i lag alder, ar
tillracklig for att forklara dven de hogsta begadvningsnivaerna.” (Winner,
1999 s.124)

Allt fler forskare inom omradet “gifted education” betraktar idag
sdarbegdvning som en kombination av arv och miljé ddr aktiv traning ar

nodvandig, men inte tillracklig.

“Viljan att arbeta hart med nagonting, att 6va och utforska under lang tid,
kommer inifrdn. Sddan inre motivation upptréader i typfallet nédr det finns en
stor medfodd formdaga, under forutsittning att fordldrarna ger tillrackligt

med stod och uppmuntran.” (Winner, 1999 s.126)

I Nationalencyklopedins (2008) beskrivning av ordet begavning ser vi aven

hér en modernare tolkning av relationen arv kontra miljo.
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”... Samhallets varderingar bestimmer i hog grad vilka prestationer som
betraktas som uttryck for begavning. Saval arvs - som miljofaktorer anses

betydelsefulla for uppkomsten av begavningsskillnader.” (ibid)

Ett stallningstagande till problemet om relationen mellan generell och specifik
begavning, ocksa det beskrivet som en myt (Winner, 1999), innebar i korthet
att barn med sarskild akademisk formaga gor samma uttalade framsteg i alla
akademiska amnen. Forskning kan emellertid visa att en kombination av
akademiskt starka och svaga sidor dar mer regel dan undantag hos sarbegavade
barn (Gardner, 1994; Heller, 1991; Piirto, 1994; Winner, 1999). Vissa anser
dock att formagan att kunna ladsa tidigt, och framforallt att lara sig lasa pa
egen hand, ar ett av de starkaste dragen hos ett barn med sarskild fallenhet
inom akademiska d@mnen (Bates & Munday, 2005; Edfeldt, 1992; Edfeldt &
Wistedt, in press; Freeman, 1979; Terman & Oden, 1947)

Begdvningsbegreppets utveckling

Terman (1925) var en av pionjirerna inom forskning om
begavningsbegreppet. Han utgick fran IQ-tester och ville med hjalp av dessa
hitta speciella egenskaper hos barn med hog 1Q, och f6lja upp hur det gick for
dem i vuxenlivet. Han forsokte aven med sin studie visa att barn med hog 1Q
inte alls var sd socialt missanpassade och excentriska som den gangse myten
angav. Barnen i studien, som alla hade IQ 6ver 135, var inte bara overlagsna
normalbegavade barn inom det akademiska omradet utan var ocksa friskare
an genomsnittet och hade ett i stort sett normalt socialt beteende enligt
Terman (Feldhusen, 2005).

Piaget sag inte dessa IQ-tester som den enda vagen att identifiera kompetens
(Gardner, 1994). Hans syn pa kunskap och larande innebar att den ldrande &r
aktiv och skapande i sin egen kunskapsprocess. Forskare idag har ocksa en
mer nyanserad bild av vardet av de IQ-tester som dominerande under 1920-
1940-talet. Aven om det fortfarande anvinds olika former av tester s
inkluderar dessa numera aven studier av formagor till engagemang och
kreativitet (Monks & Mason, 2000; Renzulli, 1978; Sternberg, 2004).

Gardner (1999) ar en av de manga forskare som har utvecklat Piagets
tankegdngar och synen pa olika intelligenser och begavningsdomaner.

Gardner talar emellertid inte om sarbegavning utan om manniskans olika
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intelligenser (multipla intelligenser) som han ibland dven viljer att kalla
formagor. Gardner menar att man kan urskilja minst sju olika intelligenser.
Under senare ar har antalet kompletterats med naturintelligens och &dven
andlig, existentiell och moralisk intelligens (ibid). De sju ursprungliga beskrivs

kortfattat av Armstrong (1998) pa foljande satt:

Lingvistisk intelligens: Kinsla for ljud, struktur, betydelse och funktion hos ord
och sprik.

Logisk-matematisk intelligens: Kinsla for och formdiga att urskilja logiska

och numeriska monster och formdga att resonera logiskt i ldnga sekvenser.

Spatial intelligens: Formdga att uppfatta den visuella-spatiala virlden korrekt och
kunna omforma sina ursprungliga uttryck.

Kroppslig-kinestetisk intelligens: Formiga att kontrollera sina kroppsrirelser
och att handskas skickligt med foremil.

Musikalisk intelligens: Formidga att frambringa och uppfatta rytm, tonhdjd och
klangfirg.

Interpersonell intelligens: Formdga att urskilja och pd ett limpligt sitt reagera pd
andra méinniskors sinnesstamning, temperament, bevekelsegrunder och énskningar.
Intrapersonell intelligens: Att ha tillging till sitt eget kinsloliv och ha formdga att

urskilja sina kinslor och att kinna till sina egna starka och svaga sidor.” (ibid. s. 22)

Gardner menar att dessa formagor kan formas och kombineras pa olika satt
och att det ar viktigt att alla barn varje dag far stimulans inom alla sju
omraden (Gardner, 1994). Han menar vidare att en del individer utvecklar
vissa intelligenser mer @n andra och att detta beror pa saval inlarning som

arftlighet, men framforallt pa ett samspel mellan dessa bada.

Slutsatser for den aktuella studien

I denna studie kommer jag att utga ifran att sarbegavning dr en kombination
av arv och miljo. I nasta kapitel kommer jag att diskutera en bendmning for de
sdarbegdvade barnen som battre stimmer Overens med detta synsitt. Jag
kommer att utgd ifrdn att individerna i min studie kan ha akademiskt starka
och svaga sidor, dar utveckling av begavning sker i en domanspecifik
aktivitet. I studien och da framst i kontakten med larare, skolledare och
politiker kommer jag att vid behov hianvisa till Europaradets

rekommendation, att barn med sarskild begavning ar i behov av sarskilt stod.
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Matematisk férmaga

Matematisk formaga — en generell skiss av strukturen

Den struktur av matematisk formdga som kommer att anvandas som en
utgangspunkt i denna studie inférdes av den ryske psykologen V.A.
Krutetskii (Krutetskii, 1976) som under en tolvarsperiod (1955-1966)
studerade barns matematiska formagor. Krutetskii anvander sig av begreppet
formagor och i sin studie undersoker han de matematiska formagornas natur
och struktur. Han ser inte formagor i sig som medfdodda. Vad som é&rvts ar
snarare en bendgenhet att utveckla formagor av visst slag. Dessa utvecklas
genom Ovning, aktivitet och erfarenhet, men det gar inte att forutsdga hur
langt en enskild formdaga gar att utveckla. Formaga ar alltid en formaga till en
speciell aktivitet och skapas, existerar och utvecklas endast i denna aktivitet.
Matematiska formagor existerar och utvecklas alltsa i matematiska aktiviteter.
For att en individ skall ha framgang inom ett omrade kravs olika formagor,
och en brist i en viss formdaga kan kompenseras av styrka i andra formagor.
Krutetskii kritiserade den tidens IQ-tester som anvandes for att diagnostisera
matematikbegavningar och baserade istillet sin studie pa bl. a. intervjuer och
observationer av ca 200 elever (6-17 ar) som i problemldsningssituationer fick
formulera sina tankar hogt. Darefter analyserade han resultaten och kunde pa

sa satt dela in eleverna i olika nivagrupper (Krutetskii, 1976 s. 176-177).

Krutetskii visar i sin studie att det inte bara ar viktigt att se vilka formagor
barn med matematisk fallenhet besitter utan dven vilka féormagor som ar
svagt utvecklade hos barn som inte visar nagon utpraglad fallenhet for amnet.
Liten framgang i matematik behover emellertid inte alltid betyda oférmaga;
det kan finnas andra omstandigheter som till exempel léttja, sjukdom,

problem inom familjen o.s.v. som gor att formagorna inte kommer till sin ratt.

Krutetskii fann dven andra grupper, forutom nivagrupperna, som var
intressanta for studier av matematisk formaga t.ex. de som lyckades val i
matematik men trots anstrangning hade stora brister i andra &mnen samt de
som trots anstrangning inte lyckades i matematik men hade framgang i

Oovriga amnen.
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Krutetskii ger med hjalp av sin longitudinella studie (1955-1966) en
beskrivning av den matematiska formdagans struktur. De aspekter han pekar

ut ar:

» fOormagan att insamla matematisk information, t.ex. formaga att se den
formella strukturen i ett matematiskt material, formaga att gora bade
analys och syntes samtidigt av ett matematiskt material och pa sa satt
fanga helheten utan att tappa delarna.

» fOrmagan att bearbeta matematisk information, t.ex. formaga till logiskt
tinkande, systematiskt och sekventiellt tinkande, flexibilitet i
tainkandet samt en stravan efter att forenkla och forkorta
resonemanget i en problemlosning. Formaga att generalisera: formaga
att inforliva ett specialfall i ett, fOr eleven, kant generellt sammanhang,
formaga att fran ett eller flera specialfall kunna se allméngiltiga
samband eller relationer.

» fOrmagan att bevara matematisk information, t.ex. f{érmaga att minnas
matematiska relationer, problemtyper och huvudsakliga argument i
bevis.

(ibid, s. 350-351)

Dartill kommer en mer generell formaga som kan beskrivas som ett
matematiskt sinnelag. Detta kan visa sig genom en lust att matematisera
omgivningen. Ett exempel pa detta kan vara att man ser olika monster i sin
omgivning och utifran dessa staller olika fragor till sig sjdlv eller personer i
narheten. Nagra av barnen med sarskilda matematiska formagor i Krutetskiis
studie stdllde sig fragor under tiden som de gjorde andra saker: exempelvis
ndr de promenerade, laste eller sag pa film. Exempel pa fragor som barnen
stillde sig: Vilken area kan jag se fran det Spasskaya tornet i Kremlin? Med
vilken hastighet kor bussen vi dker med? eller Hur manga sekunder en
manniska lever under sin livstid? (ibid, s.303). Andra exempel pa hur
matematiskt sinnelag kan uttryckas dar hamtade fran vart svenska samhaille.
Om ett barn sitter pa toaletten och fragar sin pappa vad nio ganger tretton ar
kan denna fraga ha uppstatt vid anblicken av en IKEA-pall som pa ovansidan
har ett monster bestdende av nio ganger tretton sma cirklar. Vissa personer
kan se sinuskurvor i trapprdacken eller bedéma avstdnd fram till
tunnelbaneperrongens slut medan andra bara forsoker komma uppfor

trappan eller funderar pa om taget snart kommer.
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Dessa formdagor utgor tillsammans eller i olika kombinationer basen i
Krutetskiis struktur av matematisk formaga. Han tar dven upp andra
formagor som kan vara fruktbara vid matematiskt arbete men som inte ar
nodvandiga. Haribland finns egenskaper som snabbhet i berdkningar och
tanke, utpraglad formaga att minnas matematiska symboler, tal och formler

samt spatial forméaga.

Med utgdngspunkt i studier av hur elever tar sig an och processar
matematiska testuppgifter kan Krutetskii se olika strukturer i de undersokta
individernas matematiska aktivitet och pa sa satt dela in dessa i tre

huvudgrupper:

1. den analytiska typen dar individerna har en framtradande verbal-logisk
komponent. De arbetar framgangsrikt med abstrakta problem och
valjer ofta att gd over fran en konkret, visuell form till en abstrakt.

2. den geometriska typen som har en val utvecklad forméga att visualisera,
de visualiserar ofta abstrakta problem aven i de fall da detta forsvarar
16sningsprocessen

3. den harmoniska typen som ar en kombination av de bada tidigare
(ibid, s. 317-329)

De flesta av barnen i Krutetskiis undersokning med sarskilda formagor i
matematik tillhorde den tredje gruppen och anviande sig diarmed bade av
analytiska och geometriska formagor for att l6sa problem. De kunde vaxla
mellan dessa for att Oka forstdelsen och forenkla processen vid

problemldsningen.

Naturligtvis har alla barn matematiska formagor, men i olika utstrackning.
Krutetskii menar att varje normalt friskt barn kan tillgodogora sig kunskaper
och skicklighet som motsvarar malen for skolmatematiken, som i datidens

Sovjetunionen var hogt stallda.

Matematiska formdgor — hur visar de sig?
Under det senaste decenniet har internationella forskare, framst i USA, valt

att forutom “mathematically gifted students” (matematiskt begdvade elever)
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aven studera gruppen "mathematically promising students” (matematiskt
lovande elever) (Sheffield, 2003). En arbetsgrupp inom National Council of
Teachers of Mathematics (NCTM) lade i mitten av 90-talet fram en rapport
dar man beskrev matematiskt lovande som en funktion av “ability, motivation,
belief and experience or opportunity” (NCTM, 1995).

Malet var att inkludera fler elever i forskningsstudierna dn den smala grupp
om 3-5 % av befolkningen som man tidigare hade identifierat som
matematiskt begdvade. Arbetsgruppens beskrivning syftar till att visa att
matematisk begdvning inte finns givet hos individer. Forskning har under
senare tid visat att hjarnan vaxer och utvecklas nar den far mojlighet att
arbeta med utmanande problem som till exempel matematik. Det kravs aven
andra faktorer for att denna begavning skall visa sig och utvecklas. Faktorer
sasom motivation och tro pa sig sjalv ar viktiga men dven att individen finns i
en omgivning som stimulerar och tror pa henne. Elever pa olika platser och i
olika skolor har olika mdjlighet att fordjupa sig i matematik. Pa vissa skolor
erbjuds eleverna stimulerande aktiviteter, men oftast dr dessa aktiviteter inte
avsedda for alla som har intresse utan bara for en liten utvald grupp
(Sheffield, 2003).

Linda Sheffield, som refererats ovan ger &dven en beskrivning av de

karaktarsdrag som finns hos matematiskt lovande elever:

Matematiskt sinne: ser matematik och strukturer i olika situationer, kdnner
igen, skapar och utvidgar monster, organiserar och kategoriserar information
Sinne for matematisk formalisering och generalisering: generaliserar
strukturen pa ett problem, oftast utifran nagra fa exempel, tanker logiskt och
symboliskt, har god spatial uppfattning, uppticker bevis och andra
overtygande argument

Matematisk kreativitet: behandlar information flexibelt, kan forflytta
resonemanget fran berdkning till visuell framstallning och fran symbolisk till
grafisk l0sning, viljer originella ansatser vid problemlosning och unika
16sningsmetoder, stravar efter elegans och klarhet vid 16sningsforfarandet
Matematisk nyfikenhet och uthadllighet: dr nyfiken pa matematiska samband
och relationer och fragar ofta: “Varfor?” eller "Men om?” . Har energi att 16sa
svara matematiska problem och férdjupar sig garna i och utvecklar problemet

aven efter det att 16sningen ar klar. (ibid, s. 3-4)
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Sheffield fortydligar att alla matematiskt lovande elever inte besitter alla
dessa karaktarsdrag och kanske inte ens flertalet av dem. Hon beskriver dven
att det finns andra anvandbara karaktiarsdrag men som vi inte nodvandigtvis
finner hos matematiskt lovande elever. Bland dessa anger hon snabbhet och
noggrannhet vid berakningar, minne for formler och fakta samt spatial
begavning (Sheffield, 2000).

Sheffields beskrivning av matematisk formaga sammanfaller till stora delar
med Krutetskiis struktur. Detta visar att Krutetskii har satt sin pragel pa
forskning kring matematisk formaga och de flesta av de forskare som nu ar
aktiva inom omradet utgar pa ett eller annat sitt fran Krutetskiis struktur och

beskrivning av matematisk formaga.

Rita Barger (1998) ar en annan amerikansk matematikdidaktiker som i en
studie arbetat med begdvade barn i matematik. Hon forsoker beskriva
gemensamma egenskaper och kannetecken hos dessa barn i syfte att
underldtta for larare att identifiera och beméta dem. For att barnet ska anses
ha sdrskild formaga i matematik bor det visa prov pa ett flertal av foljande
egenskaper: Barnen har, skriver hon, litt for att rdkna, latt for att associera och
har god taluppfattning. De skapar egna metoder for att utfora svara
berdakningar men har samtidigt svart att forklara hur de kom fram till svaret;
de vet bara att svaret ar ratt. De blir ofta forvanade over att inte alla tycker att
svaret och losningen ar sjdlvklar. De lar sig matematik pa egen hand, letar
efter monster och kan vid en tidig alder resonera abstrakt. De forsoker
forandra regler och vill veta varfor dessa maste foljas samt foreslar 16sningar
som skiljer sig fran de som normalt ldrs ut. De hittar kopplingar mellan nya

och gamla kunskaper och vill standigt veta varfor.

Slutsatser for den aktuella studien

Forskningsoversikten beskriver en struktur, Krutetskiis struktur, av
matematiska formagor. Genom att studera nagra nutida forskare inom det
matematikdidaktiska forskningsféltet visar det sig att Krutetskiis struktur
tillvaratagits och pa olika satt utvecklats for att visa pa de karaktarsdrag som
omgivningen bor vara uppmarksam pa nar det géller matematiska formagor

och hur de visar sig. Jag kommer i min studie att utga fran Krutetskiis
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struktur av matematiska formagor samt de karaktarsdrag for hur den visar
sig hos individer, men jag kommer &dven att ta i beaktande 6vriga forskares
beskrivningar av vad som karaktdriserar elever med sdrskilda matematiska

formagor.

For att urskilja de elever som denna avhandling handlar om och for att fa ett
uttryck for deras speciella formagor kallar jag dem i fortsattningen for elever
med sdrskilda formdgor i matematik, for att markera en dynamisk syn pa
relationen arv och miljo dédr ordet “begdvning” snarare for tanken till att
forméagorna ar medfodda. Naturligtvis finns det, precis som Krutetskii
skriver, en arftlig faktor som har betydelse for individens utveckling. Han
beskriver denna som en benagenhet att utveckla formégor. Jag kommer i den
aktuella studien att bendmna denna medfodda potential som en fallenhet for
ett visst omrade eller en viss aktivitet. Nar andra forskare citeras eller nir
larare som deltagit i studien uttalar sig om elever med sarskilda formagor

anvander jag emellertid deras bendmningar.
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Individen bakom sdrskilda féormagor i matematik

Generella drag for individer med sarskilda férmagor inom en domin

Som beskrivits tidigare finns en rad myter kring sarskild begavning och
individerna bakom detta fenomen. Diskussionerna om generell siarbegdvning
och sdrbegavningens biologi visar pa en forandrad syn pa
begavningsbegreppet, en fordndring som skett under de senaste 50 aren.
Aven om en entydig definition av begreppet sirbegdvning fortfarande saknas
sa finns det beskrivningar av vad sarbegdvning innebar och beskrivningar av

gemensamma drag hos de sarbegavade barnen.

En beskrivning av sdarbegdvning och hur den kommer till uttryck i

extraordindra prestationer inom ett specifikt omrade ges av Persson (1997).

"Den ar sdrbegavad som kontinuerligt forvanar bade kunskapsmassigt och
tillampningsmassigt genom sin osedvanliga formaga i ett eller flera
beteenden. Ett beteende i detta sammanhang forstds som en mansklig

prestation, aktivitet eller funktion.” (ibid, s. 50)

Roland Persson ir tillsammans med Ake Edfeldt nagra av de relativt fa
forskare i Sverige som &dgnat sig at omradet sarbegavade elever. Det finns
desto fler internationella forskare som studerar detta omrade och som pa
olika sdtt beskriver vad termen sdarbegdvning innebdr och hur dessa
sdarbegdvade barn kan karaktdriseras. En sadan beskrivning finner vi hos
Ellen Winner (1999).

"Bradmogenhet. Sarbegédvade barn dar bradmogna. De borjar ta de forsta
stegen mot behdrskande av nagon domadn i en ldgre dlder dn genomsnittet.
De gor ocksa snabbare framsteg inom denna domdn &an vad
normalbegavade barn gor, eftersom larandet inom domaéanen gar latt for
dem. Med doman syftar jag pa ett organiserat kunskapsomrade, t.ex. sprak,
matematik, musik, konst, schack, bridge, balett, gymnastik, tennis eller
skridskodkning.”

Vidare beskriver Ellen Winner ytterligare tva huvuddrag hos dessa barn: de
envisas med att ga i sin egen takt och de ldr sig oftast pa ett kvalitativt

annorlunda satt an normalbegévade barn samt att de har en rasande iver att
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behidrska, de dr motiverade i sig sjdlva och de kan i denna iver uppleva ett
tillstand av “flow” da de ar sa starkt fokuserade att de forlorar kontakten med
yttervarlden. En kombination av ett besatt intresse for en domén och en
formaga att med latthet lara sig saker inom denna, leder ofta till starka

prestationer (ibid, s.14).

De bada beskrivningarna ovan syftar till stora delar pa de extremt
sarbegdvade barnen. Dessa utgor en relativt liten grupp av befolkningen som
i olika forskningssammanhang beskrivs omfatta mellan 2-5 % av en arskull. I
denna avhandling kommer vi att fokusera ett nagot bredare urval och darmed
en storre grupp av barn/elever. Naturligtvis ingar sdrbegavade barn i
matematik som en del i den ndgot storre gruppen som jag i denna studie valt
att benamna elever med sirskilda formdgor i matematik. Hur stor denna grupp ar
eller hur manga elever med sarskilda formagor det finns i varje klass ar en
intressant och d@nnu sa lange Oppen frdga som kommer att diskuteras i

studien.

Vi skall i detta sammanhang dven ta upp en tredje beskrivning av de elever
som utmarker sig for sina sarskilda formdgor inom olika domaéner.
Beskrivningen som ges av Bates & Munday (2005) pekar pa ett konkret satt ut
ett antal karaktarsdrag hos elever med sdrskilda formagor, ndgot som gor den
till ett mer anvandbart verktyg for larare som vill upptacka och bemoéta dessa

elever.

* tidig formaga att uttrycka sig och samtala med vuxna

* Dbrett ordforrdd och utmarkt lasformaga

= orubblig nyfikenhet och fragvishet

» formadga att tanka abstrakt, uttrycker komplexa idéer och tankar

* foredrar att umgas med éaldre eller vuxna, har ibland svart att hitta
vanner i sin egen alder

* ett utmarkt minne, férmaga att bevara och anvianda information i nya
situationer

* ett sinne for humor som kan betraktas som nagot udda av andra

= utmanande beteende, sarskilt da de ar uttrakade eller frustrerade

» otdlighet 6ver skolarbetet som de tycker saknar faktisk mening
(ibid, s. 6-7)
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Det finns en rad forskare (Mdnks, 1985, Renzulli, 1978) som intresserat sig for
och beskrivit de olika faktorer som paverkar barnens utveckling av sarskilda
formagor. Modellerna som forskare anvander for att beskriva detta samspel
av faktorer skiljer sig at till utseende och ordval men de har manga
gemensamma drag. “Multifactor model of giftedness” (Monks, 1992; se aven

Monks, 1985) ar en av dessa modeller och beskrivs ofta genom foljande bild.

Vanner

Hogre
matematiska
formagor

Figur 1

I figuren aterfinns tre faktorer som ar relaterade till individens personlighet:
kreativitet, motivation och sarskilda forméagor samt de tre mest avgorande
sociala faktorerna: familj, skola och vanner/skolkamrater. Monks menar att
det ar genom en fruktbar interaktion mellan dessa faktorer som en positiv

utveckling av sarskilda formagor kan ske (ibid, s.194).

Ovan har jag tagit upp forskning kring hur man beskriver sirbegavade
individer oberoende av intresseomrdade. Det ar allmdnna karaktdrsdrag som
kan finnas i olika grader och i olika kombinationer hos barn med, som jag
uttrycker det, sarskilda formagor. Vi talar bdde om barn som har generella
formagor och barn med specifika formagor inom ett visst &mnesomrade.

Barnen ligger oftast langt fore sina jaimnariga kamrater i vissa avseenden och
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darmed forvanar de omgivningen kunskapsmassigt i de aktiviteter dar deras
formagor kommer till uttryck. Men det ar inte alltid som elever med sarskilda
formagor ges den uppmarksamhet och det utrymme i den pedagogiska
praktiken som kravs for att de skall trivas. Detta kan gora att de ger sig till
kdnna genom ett mer utmanande beteende och en otdlighet 6ver skolarbetet.
Larare uppfattar dem darfor ibland som stokiga, ointresserade och lata vilket

vi kommer att se prov pa i den aktuella studien.

Barn med sdrskilda formagor i matematik och deras uppvaxtmiljo

Manga av de karaktdrsdrag som beskrivits ovan och som galler for elever
med sarskilda forméagor oberoende av intresseomrade stimmer dven in pa
elever med sarskilda formagor i matematik. Det ar dock viktigt att inte se
elever med sdrskilda forméagor som en homogen grupp. P4 samma sétt som
normalbegavade elever ar de olika sinsemellan (Monks, Heller & Passow,
2000). Trots detta kan man se gemensamma drag bade till personlighet och till

uppvaxtmiljo hos dessa barn.

I en stor studie av den amerikanske professorn i pedagogisk psykologi
Benjamin S. Bloom (Bloom, 1985) kan man hitta nidgra av dessa egenskaper.
Han studerade vuxna personer som natt den absolut hogsta nivan inom sina
respektive omrade. Blooms huvudsakliga syfte med studien var att se om det
bland dessa personer fanns gemensamma faktorer som kunde kopplas till
deras framgang. Han undrade vidare om de som lyckades gjorde detta for att
de hade en speciell begavning och/eller som ett resultat av speciell traning.
Inom matematik, vilken dr den delstudie av Bloom som vi fokuserar pa har,
redogor han for de intervjuer han haft med 20 personer, 19 mén och 1 kvinna i
aldrarna 29 - 38 ar. De vuxna matematikerna sag tillbaka pa sin egen
utveckling och uppvaxtmiljo. Deras foradldrar och larare intervjuades ocksa

och fick beskriva sin syn pa personen och dennes utveckling (ibid, s.270).

Bloom fann att ett tidigt drag som lyftes fram i beréattelserna av dessa vuxna
som barn med sarskilda formagor i matematik var deras nyfikenhet. Detta ar
inte nagot ovanligt hos barn i en viss alder. Alla fordldrar kanner igen fragor
som: “Varfor d&?”, “"Hur fungerar den?” och “Vad ar det?” osv. Skillnaden
mellan barn som visade normal utveckling och denna grupp av barn lag i hur

deras fordldrar agerade. De svarade alltid pa barnens fragor med stort
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engagemang och pa ett mycket seriost sitt. Detta ledde i sin tur till fler fragor
och manga intressanta diskussioner. Speciellt utmarkande var diskussionerna
som fordes vid maltiderna. Oftast var det far och son/dotter som satt kvar
efter maltiden och diskuterade, men initiativet till diskussionen kom alltid

fran barnet.

Ett annat gemensamt drag som beskrevs hos barnen med sarskild formaga i
matematik i Blooms studie var att de spenderade mycket tid ensamma med
olika aktiviteter. De kunde sitta i timmar med byggklossar eller andra
konstruktioner och de var djupt koncentrerade. Att spendera mycket tid
sjdlva och pa sa satt inte umgas socialt med andra barn ar ett typiskt drag for
sarbegavade barn i alla aldrar och domadner, ett drag som ocksa
uppmarksammats i andra studier (Csikszentmihalyi, 1997; Burks, 1930). 1
Termans (Burks, 1930) stora undersokning i mitten av 1900-talet uttryckte
lararna till elever med extremt hog IQ att de inte trodde att dessa barn var
ensamma pa grund av social utfrysning utan for att de sjdlva valde
ensamheten. De mest framgangsrika personerna i Termans undersokning,
uttryckte att de under sin tonarstid inte hade nagot gemensamt med sina
klasskamrater och att de hade svarigheter att medverka i sociala aktiviteter.
Dessa problem upptradde framst under ungdomsaren och férsvann i stor
utstrackning i deras vuxenliv. Detta kan ha berott pa att de da hade storre
mojlighet att vilja sina egna miljoer och dar finna andra som liknade dem
sjalva (Winner, 1999).

Bland de 20 matematikerna i Blooms studie var 14 forstfédda i sin familj och
av dessa 14 var fyra ensambarn. Detta dar ingen ovanlig fordelning nar det
galler sarskilt begdvade barn och deras familjesituation. Det finns en rad
undersokningar (Freeman, 1979; Gottfried, Bathurst & Guerin, 1994; Terman,
1925) som visar att sarbegavade barn och framstaende vuxna i oproportionellt
hog grad ar just forstfodda barn (se d&ven Winner, 1999). Det finns idag ingen
genetisk forklaring till att forstfédda skulle ha fordel i forhéllande till sina
yngre syskon. Sambandet mellan barnets sdarbegavning och positionen i
familjen maste darfor forklaras som en miljomaéssig snarare dn en genetisk
fordel. Forstfodda tillbringar sina forsta ar ensamma tillsammans med
fordldrarna och har da en framtradande stdllning. Denna forlorar de nar ett

syskon fods och de kan da drivas i att prestera for att aterta stallningen (ibid).
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En annan egenskap hos barn med sarskilda férmagor i matematik och ovriga
akademiska dmnen &r att dessa kan ha stora problem med sin handstil och ar
oftast ointresserade av att skriva (Krutetskii, 1976 s.193; Terrassier, 1985;
Wabhlstrom, 1995; Winner, 1999).

Gemensamma drag for fordldrarna till matematikerna i Blooms studie var att
de sjdlva var valutbildade och att de varderade utbildning och intellektuella
prestationer mycket hogt. De uttryckte samtidigt att de gett sina barn en
normal uppfostran déar de aldrig forsokt tvinga pa barnen intresset for

matematik eller for den delen f6r ndgot annat dmne.

De flesta av modrarna i Blooms studie var hemmafruar, men med ett aktivt
liv i omradden utanfor hushéllet. De hade dven mdjlighet att tillbringa en hel
del tid med sina barn. Det fanns ingen ambition att barnen skulle bli
matematiker men det fanns en vilja att stodja och uppmuntra dem inom det
omrade de valde att satsa pa. Mycket tid lades pa att ldsa for barnen, spela

kort och andra spel samt att svara pa deras fragor och fora diskussioner.

Bloom (1985) beskriver i sin studie hemmets roll som viktig for utvecklingen
av begavning och barnen fostrades alltid till att gora sitt basta. Det fanns en
forvantan att det skulle ga bra for dem i skolan, inte sa att de blev straffade
om de inte var bast, men det var en sjalvklarhet att de skulle arbeta hart, vara

noggranna och gora sa gott de kunde (ibid).

I Csikszentmihalyi (1997) longitudinella studie av tonaringar med sarskilda
formagor inom bl.a. matematik framgar det att en optimal miljo for
utveckling av talang skapas av familjens varme och stod i kombination med

stimulans och hoga forvantningar i hemmet och i skolan.

Slutsatser for den aktuella studien

Av forskningsoversikten ovan framgar att elever med sdrskilda formagor inte
ar en homogen grupp. De skiljer sig at pa samma séatt som normalbegavade
elever. Trots detta finner forskarna vissa personlighetsdrag som ofta
framtrader och som gor det mojligt for larare och foraldrar att identifiera eller

snarare uppmarksamma barnets speciella formagor.
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Den matematiska utvecklingen hos ett barn beror alltsa inte enbart pa barnets
personlighetsdrag och dess sdrskilda formagor i matematik. Faktorer som
familjestod och skolsituation ar viktiga for utvecklingen av forméagorna. Om
familjens stod, stimulans och forvantan sker pa ett positivt satt kan detta ha
avgorande betydelse for barnets utveckling. Fordldrarnas engagemang och
uppmuntran, utan att utgora en press, ar nagot som ocksa visat sig vara
grunden till en positiv utveckling hos eleverna i den har aktuella studien.
Skolans och lararnas engagemang och stod till elever med sarskilda formagor
har ockséd stor betydelse vilket kommer att diskuteras i nasta kapitel och

senare visa sig i den aktuella studien.
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Amnet matematik

Synen pa damnet matematik

Vad matematik betyder for en individ beror till stor del pa vilka upplevelser
individen varit med om i samband med matematikundervisning och
matematikdiskussioner i skolan, i hemmet och i 6vriga samhallet (Skolverket,
2003a). Vi kan gora en jamforelse med foljande fraga: Vad ar ett konstverk?
For vissa ar det ndgot som man pryder vaggen med och som i basta fall
passar med Ovrig inredning och smalter in i rummet, for andra &dr det en
ekonomisk placering av en formogenhet, men det kan ocksa vara en
karleksgava fran nagon man dlskar eller ett arv fran tidigare generationer,
nagot som betyder oerhort mycket oavsett utseende eller ekonomiskt varde.
P4 samma satt har matematik och matematikamnet olika innebord for olika

individer.

Attityder till amnet

I en rapport fran Skolverket (2003a) beskrivs hur manga manniskor har en
negativ bild av matematikdmnet. De har upplevelser fran skolsituationer som
gor att de far olustkdnslor nar ordet matematik namns. De upplever
matematiken som meningslos och svar att forstd vilket skapar daligt
sjalvfortroende i relation till &mnet. Denna meningsloshet kan bero pa att man
minns skolmatematiken som memorering av vitt skilda fardigheter utan
egentligt sammanhang. Detta leder till ointresse och i vissa fall radsla for
dmnet (Clarke & Faragher, 2006). Vuxna med siddana erfarenheter &verfor
dem latt till ndsta generation. For andra har matematiken varit det roligaste
amnet i skolan, man har haft ”latt” for matematik. Man upplever lust att
undersoka och uppticka och ser tjusningen i abstrakta strukturer och

monster.
Ernest (2006) beskriver matematiskt sjalvfortroende som en tilltro till sina
egna matematikkunskaper samt att vara fri frdn negativa attityder till

matematik.

"Sjalvfortroende och positiva attityder till matematik har en starkande

inverkan pa den larande och andra.” (ibid, s.171)
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Ernest menar vidare att ett av de viktigaste bidragen till attitydskapande ar
sattet och stilen som matematiken undervisas pa: i hur hog grad elevernas
intresse fangas i klassrummet och hur kdnslomassigt tryggt eleverna upplever

klassrummet som larandemiljo.

Matematik ses oftast, av medborgare och samhalle, som ett anvandbart och
viktigt &mne. Viss matematisk kunskap dr nédvandig for alla individer for att
kunna paverka och delta i samhallet, for att bli accepterade som goda
medborgare och i vissa fall for att de ska kunna fungera i sitt arbete. Dessa
asikter finns bade nationellt och internationellt (Ernest, 2006; Koshy, 2001;
Skolverket, 2003a; Bjorklund Boistrup, Pettersson & Tambour, 2007). Men
matematik ar ocksa ett dmne som kan ge upphov till kreativitet och gladje.

Det kan utmana varje individ pa dess niva for att ge tillfredsstallelse.

Lararens roll

Lararkompetensen ar den viktigaste faktorn for elevers utveckling i
matematik (Bloom, 1985; Gustafsson & Myrberg, 2002: Lowing, 2004;
Wahlstrém, 1995, Wallby, Carlsson & Nystrom 2001b). Vad star da
lararkompetens for? Vad ar det for faktorer som gor en larare till en “bra” och
"uppskattad” larare? Det som kannetecknar effektiva larares undervisning

beskrivs av Gustafsson & Myrberg (2002) pa foljande satt:

”De anpassar sin undervisning sa att den passar olika elevers behov; har
tillgdng till en bred repertoar av undervisningsmetoder; har ett vitt
spektrum av interaktionsstilar och strategier som kan tillampas for olika
elevgrupper; presenterar informationen klart och entusiastiskt; skapar
motivation genom att appellera till elevernas nyfikenhet och intresse, och
genom att visa pa uppgiftens relevans; strukturerar materialet; samt staller

mer komplexa fragor, och fangar upp och vidareutvecklar elevernas idéer.’
(ibid. s. 170)

Detta kan ses som en idealbild av en ldrares agerande i klassrummet och ett
mojligt svar pa frdgan om hur larare skall undervisa. For att larare skall
kunna fanga upp och vidareutveckla elevers idéer och fragor sa kravs det
aven goda amneskunskaper hos larare. Dessa dmneskunskaper tillsammans

med fragorna "Vad ar matematik?” och ”"Varfor skall vi lara oss matematik?”,
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ar viktiga utgangspunkter da ldararen skall planera och genomfora

undervisningen (Koshy, 2001).

Vad som kannetecknar en effektiv larare och vad en larare ska kunna for att
undervisa effektivt i skoldmnet matematik har &dven beskrivits i
internationella studier. Mouwitz (2001) ger i NCM-rapporten “"Hur kan lirare
lira?” en Oversikt av tre internationella rapporter inom detta omrade:
National Council of Teachers of Matematics: Principles and Standards (NCTM,
2000), John Glenn kommissionens: Before It’s Too Late (The John Glenn
Commission, 2000) och kommittén Mathematics Learning Study’s: Adding It
Up: Helping Children Learn Mathematics (Kilpatrick, 2001). I samtliga tre
dokument betonas vikten av djupa och relevanta matematikkunskaper,
liksom breda pedagogiska kunskaper men aven kunskaper om eleverna samt

praktisk formdaga att genomfora undervisningen och hantera olika situationer.

Lararen maste enligt Principles and Standards (NCTM, 2000) forsta och
framstdlla matematiken som en sammanhdngande verksamhet. Effektiva
larare vet hur man stéller fragor och planerar lektioner som lyfter fram
elevernas tidigare kunskaper. Lararen maste forsta vad eleverna redan kan
tor att hjalpa dem att knyta nya idéer till tidigare kunskap. Effektiv
undervisning innebér en standig vilja att forbattra och utveckla. NCTM (2000)
ser samarbete och diskussioner kollegor emellan som en viktig del i denna
utveckling. I rapporten Before It’s Too Late (The John Glenn Commission, 2000)
diskuteras inneborden av high-quality teaching (HQT), och det gors en
jamforelse med japansk undervisning via TIMSS videostudies. I rapporten
lyfts det fram tio punkter som skall utgora idealet for HQT. Den forsta, och
den som beskrivs som en huvudfraga, ar att HQT ar nagot som kan laras, det
ar inte en medfodd forméaga som somliga har och andra saknar. Skickligheten
uppnas genom traning, mentorskap, samarbete med kollegor och praktik.
Vidare sa kraver HQT att lararna har djup amneskunskap, att de uppmuntrar
eleverna att vaga sig pa nya, mdjliga forklaringar pa uppgifter och att utreda
dessas logiska konsekvenser. HQT beaktar, lyfter fram och utgar fran
skillnader i ldrandestilar och formdagor hos eleverna och tar fasta pa styrkor
istallet for att peka ut svagheter. HQT utvarderas via de fardigheter och det
kunnande som de elever har som mottar undervisningen. I den tredje
rapporten Adding It Up: Helping Children Learn Mathematics (Kilpatrick, 2001)

framhalls betydelsen av att lararen knyter samman elevernas informella

36



kunskaper och erfarenheter med matematiska abstraktioner, t.ex. genom att

anvanda olika manipulativa material.

Vad ar matematik?

Eftersom matematikutbildningen och matematikundervisningen standigt ar
foremal for forandringar och ifragasattande ar det viktigt att titta ndrmre pa
amnet matematik och dess innehall och utifran detta planera undervisningen.
Larares uppfattning av vad matematik dr och vilket innehdll som skall
prioriteras har stor betydelse for hur de undervisar dmnet (Koshy, 2001). I
Sverige laggs starkt fokus pa arbetssitt och arbetsformer. Larare utgar oftast
inte fran innehallet da de optimerar arbetssdtt och arbetsform utan borjar
istallet med att valja arbetssdtt och arbetsform oberoende av innehall
(Lowing, 2006).

Om vi vill titta ndrmre pd innehallet i matematikdmnet och pa vad kunskap i
matematik ar sa finns det olika kallor att ga till. En naturlig kalla ar vara
svenska laroplaner och kursplaner. Dessa aterkommer vi till i nédsta kapitel,
men forst skall vi ta upp ndgra internationella synvinklar pd matematiskt

kunnande.

Paul Ernest (2006) diskuterar vad det innebar att kunna matematik och, i
synnerhet vilka formagor, fardigheter och attityder som ar aktuella for
studerande pa olika nivder. Han skiljer mellan begreppen nytta och relevans
och hdvdar att det som ar “relevant matematik” for den som ldar maste
relateras till personliga mal och intressen. Termen nytta star enligt Ernest for
en sndv och begransad anvandbarhet som kan péavisas omedelbart eller i det
korta perspektivet, utan tanke pa storre sammanhang eller langsiktiga mal. I
nyttoaspekten laggs samhallets varderingar och mal in och vad som i ett
samhallsperspektiv uppfattas som anvandbart och Onskvart. Relevans,

daremot ser Ernest som en relation som har tre variabler:

"For det forsta en situation, en aktivitet eller ett objekt R for det andra en
person eller en grupp P och for det tredje ett mal M. Objektet R sdgs alltsa

vara relevant nar P anser att det ar det for att na malet M.” (ibid. s. 167).

Bland hans undervisnings- och ldrandemadl, se tabell 1, relaterade till

matematiska formagor hittar vi bade tydligt nyttoinriktade mal sasom t.ex.
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praktisk arbetsrelaterad kunskap men dven nagra mal som ar klart relevanta

for studenters val och specialiseringar, sdsom avancerad specialistkunskap.

Andra dr relevanta for den larande som person eller framtida medborgare.

Tabell 1. Olika undervisnings- och larandemal och férmagor:

Mal:

Relaterade matematiska féormagor:

1.Nyttoinriktad
kunskap:

2. Praktisk

arbetsrelaterad kunskap:

3.Avancerad

specialistkunskap:

4 Uppskattning av

matematik:

5.Matematiskt

sjalvfortroende:

6.Social styrka genom

matematik:

att kunna uppvisa anvandbara matematiska fardigheter
och en taluppfattning som racker for att klara enklare

arbete och att fungera i samhallet.

att kunna l0sa praktiska problem med matematik,

speciellt industri- och arbetsinriktade problem.

att ha forstaelse for och formagor i avancerad matematik,
med specialistkunskap utover gangse skolmatematik fran
avancerad gymnasiematematik till universitets- och

forskarniva.

att uppskatta matematik som en disciplin inklusive dess
struktur, inriktningar, matematikens historia och

matematikens roll i kultur och samhalle i stort.

att kdnna trygghet i personliga matematikkunskaper,
kunna se matematiska samband och l6sa matematiska
problem samt att kunna skaffa nya kunskaper och

fardigheter nar det kravs.

att bli starkt som kritisk medborgare genom
matematikkunskap och god taluppfattning samt férmaga
att anvanda denna kunskap i sociala och politiska

verksamhetsomraden.

(ibid. 5.169)

Dessa sex olika larandemal och formdagor behover inte utesluta varandra, de

ar inte heller nodvandigtvis onskvdrda for alla elever. Att kunna uppvisa

anvandbara matematiska fardigheter och en taluppfattning som racker for
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enklare anstéllning eller for att individen ska kunna fungera i samhallet ar
helt klart ett viktigt om an otillrackligt mal for de flesta. Ernest tar dven upp
mal som &r relevanta for den larande som person och i detta sammanhang tar
han upp Aristoteles och hans rekommendation om utbildning i musik och

7

vetenskap (framst matematik) for barn ” inte for att det dr anvindbart eller
nodvindigt, utan for att det dr generost och ddelt” och tillagger ”Att overallt soka
efter nytta passar inte alls for personer som dr stora i anden och fria” (ibid, s.169).
Ernest menar att viardesdtta matematik, punkt fyra, innebdr att se
matematiken som en helhet och inte behandla den som ett rent tekniskt amne
med en komplex uppséattning abstrakta verktyg. Han menar att den snarare
skall ses som en del av kulturen och att en sadan uppskattning av
matematiken underlattar sjdlvstandigt tankande vid beaktandet av fragornas

storre sammanhang likval som detaljerade 6vervagande.

Ernest papekar vidare att vi inte skall ha forutfattade meningar kring vad som

ar lampligt eller begripligt for skolbarn.

"Ett av argumenten mot att uppmuntra till virdesdttande av de stora
idéerna som t.ex. odandligheten ar att det ar for svart for skolbarn. Manga
intresserade 8- eller 10-dringar kan dock gladeligen diskutera rymdens
oandlighet eller att det inte finns nagot slut for de naturliga talen. Jag tror att
det ar var forestallning om skolmatematiken som begrdnsar de larandes

vardesattande, inte deras formagor.” (ibid, s.174)

Han ger aven forslag till forandring av forestallningen om matematikens roll i
det obligatoriska skolvadsendet for att utveckla eleven som hel méanniska, med
alla sina formdgor och mdjligheter snarare an utbildning som nagonting

nyttigt.
“"Matematik ar nyttigt, och mer an sa, underbart.” (ibid, s.174)

Genom att gora matematiken relevant for elevernas egna liv och stravande
kan de dela denna syn. Men det kravs dven utrymme for och respekterande

av deras roster, attityder, funderingar och dven avvikande asikter.

Vi skall dven atervanda till den tidigare refererade rapporten Adding It Up:
Helping Children Learn Mathematics (Kilpatrick, 2001) dar Mathematics

Learning Committee gor ett forsok att kategorisera matematikkunnande med
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hjalp av kompetenser. Ryve (2006) tar i en artikel upp denna rapport till
diskussion och speciellt det ramverk, utvecklat f6r motsvarande grund- och
gymnasieskolan i USA, inom vilket kommittén diskuterar kunskap i
matematik i termer av kompetenser. Ramverket kan ses som ett komplement

till vad som stér i laroplaner och kursplaner.

“Idén ar att bred matematisk kompetens kan beskrivas utifrdn fem inbordes
relaterade komponenter: begreppsforstaelse, raknefdardighet, problem-
16sningsformaga, matematiskt — logiskt resonemang och en positiv

installning till matematik” (ibid. s. 8).

Elever som har begreppsforstdelse har en formaga att se relationer mellan
matematiska idéer och procedurer. De har storre mojligheter att forsta hur
matematiken hanger samman och behover memorera farre fakta, metoder och
algoritmer utantill. Naturligtvis behover elever formaga att rakna bade med
hjalp av papper och penna och genom huvudrdkning, men i raknefardighet
ingdr dven formaga att genomfora overslagsrakning och bedoma rimligheten
hos ett svar. Nar det galler problemlosningsformaga sa skiljer Ryve i enlighet
med Kilpatrick pa en uppgift och pa ett problem. En uppgift kan eleven l6sa
med hjalp av en fardig metod som tillhandahallits genom ett typexempel i
boken eller vid genomgang av lararen pa tavlan. En elev som har
problemlosningsformaga kan formulera och representera matematiska
problem samt losa problem pa flera olika satt. Eleven skall kunna
argumentera for och forklara varfor en 16sning dr matematiskt logisk och en
annan inte. Sist men inte minst dr en positiv attityd till &mnet en viktig men i
dessa sammanhang ovanlig komponent att ta upp. Har ar det viktigt att

kunna se bade sin egen och samhallets nytta av matematiken (ibid).

Slutsatser infor den aktuella studien

Som vi sett ovan finns det olika attityder till matematikdmnet bade bland
elever, larare och vuxna i samhallet. Media hjdlper ocksa till att starka vissa
attityder till matematik. Allt som oftast visar kdinda manniskor sin dngest for
matematik i diverse underhallningsprogram. En annan bild av
matematikdmnet kunde vi se i 2007 ars julkalender i Sveriges television “En
riktig jul”. Dar visades hur Mila, som flickan i serien heter, kom for sent till
skolan och da till en matematiklektion. Det var en mycket straing magister

som slog med pekpinnen i bordet och visade att hdr har vi matematik, har
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jobbar vi tyst och stilla med uppgifterna i boken under strang bevakning.
Detta visar en bild av matematikdmnet som ett auktoritart &mne som man lar
sig under disciplinerade former i en strangt hierarkisk ordning utan tillfalle
till argumentation och diskussioner. Hur motsvarar denna bild skolans

undervisning i matematik?

Inte riktigt lika ofta forekommer positiva bilder av matematik i media, men
det finns nagra exempel. "Numbers” dr en amerikansk kriminalserie, dar FBI-
agenten tillsammans med sin bror, ett geni i matematik, 16ser svéra fall med
hjalp av avancerad matematik. Inte sa att man som tittare lar sig matematik,
men serien ger en spannande bild av hur man kan anvanda sig av kunskaper i

matematik.

Hur skola, hem och det Ovriga samhaillet presenterar matematiken som
kunskapsomrade och intresseomrade kan ha stor betydelse for elevers attityd

till amnet.

Det finns en nyttoaspekt hos matematik som gor att matematik fortfarande
finns kvar som skoldmne for alla. Forestdllningar om dmnets nytta ar djupt
rotade och en av anledningarna till begreppet vardagsmatematik. Men for
elever med fallenhet for matematik dr det oftare egenvardet och spanningen
med det mystiska och outforskade som lockar till intresse och vilja att
tordjupa sig. “Det som plotsligt finns, magiskt skapat ur ingenting” som Gudrun
Brattstrom (Brattstrom, 2005) beskriver det i en kort essi om sina tidiga
barndomsupplevelser av matematik och hur hon senare métte amnet i skolan.

Hon fortsatter pa foljande vis:

”Ofta ar kdnslan emellertid inte alls plotslig utan nagot som utvecklas
gradvis. Man ldser en definition av ett nytt begrepp, begriper inte, vander
och vrider pa definitionen, hittar pa enkla exempel, vander och vrider lite
till... och ratt som det ar upplever man att definitionen beskriver nagot som
finns” (ibid).

Hon beskriver hur hon som barn gjorde upp listor 6ver sddant som hon tyckte
var roligt, som giftiga svampar eller tal, for henne helt utan praktisk
anvandning. Hon kom sjalv fram till konjugatregeln ur foljande intressanta

listor, som hon provade for olika tal, har for talet 10:
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10 x 10 =100

9x11=99, 100-99=1
8 x 12 =96, 100-96 =4
7x13=91, 100-91=9
6 x 14 = 84, 100-84 =16

(ibid; se aven Dahl, 1991 s. 53)

Som beskrivits tidigare ar lararens roll viktig, kanske den viktigaste faktorn
for elevers utveckling i matematik. Det géller som larare att ha goda
amneskunskaper for att kunna undervisa pa ett for barnen stimulerade satt.
Goda damneskunskaper behdvs i @nnu storre utstrackning vid undervisning
och i diskussioner med elever som har sérskilda formdagor i matematik. Precis
som med sdrskilda formagor i matematik sa &ar inte lararkompetens en
medfodd formaga, den uppstar, som ndmnts, genom traning, mentorskap,
samarbete med kollegor och praktik. Fragan ar om det finns resurser och
prioritering att fordjupa larares @mneskunskaper och utveckla deras
lararskicklighet?

Vi atervander till Gudrun och nu till den gangen hon under lagstadietiden

diskuterade multiplikation med sin larare.

“Min matematiklarare visade sig exempelvis tro att om man multiplicerade
tva tal med varandra sa blev resultatet alltid storre an bada faktorerna och
blev som jag minns det en smula forndrmad néar jag hdavdade att det inte
forholl sig sa” (ibid).

Tyvarr ar detta inte nagot ovanligt bemotande for elever med sarskilda

formagor i matematik. I vissa fall kan de mer an sina larare och far pa sa satt

undervisa sig sjalva.
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Undervisningens utformning

Vi har ovan sett att lararens roll ar en av de viktigaste faktorerna for elevers
utveckling i matematik. Hur vart skolsystem ar organiserat och hur stat och
kommun viljer att satsa sina resurser har betydelse for vilka forutsattningar
de ger larare att mota eleverna. Fram till slutet av 1900-talet har Sverige haft
ett parallellskolesystem, forst bestdende av folkskola och realskola och senare
en skola med alternativkurser. Kampen om en gemensam skola startade i
borjan av 1900-talet da en skolkommission tillsattes med uppgift att lagga
fram ett forslag om en enhetlig skolorganisation. Uppgiften var att skapa
jamlikhet mellan samhallsklasserna och mellan konen. Skolkommissionens
torslag blev en sexarig for alla gemensam bottenskola. Forslaget mottes av
starkt motstand fran olika hall och med olika argument. Somliga menade att
alltfor méanga skulle lockas till en teoretisk utbildning och samhallet skulle
inte kunna ge meningsfullt arbete till dem alla. Inom bonde- och
arbetarklassen var man orolig for att de mest begavade barnen skulle frestas
att studera vidare och darmed inte kunna bidra till forsorjningen (Wallby,
Carlsson & Nystrom, 2001a). Men det fanns dven en rddsla for att en
gemensam skola skulle leda till att de begavade eleverna skulle moéta for lite
motstdnd och pa sad satt riskera att utveckla “trighet, littja och skolleda”.
(Axelsson, 2007)

Under 1940-talet fortsatte diskussionerna om att sa langt som mojligt bygga
samman de parallella skolsystemen. Man tog nu hjidlp av forskare inom
omradet for att avgora vid vilken alder en differentiering av eleverna utifran
studieférmaga var lampligast. Utredningar och kommissioner skulle sedan
avlosa varandra (Axelsson, 2007; Wallby, Carlsson & Nystrom, 2001a) fram
till det beslut som till sist blev en kompromiss och som presenterades i
grundskolans forsta laroplan Lgr62. Skolan var enligt denna laroplan
sammanhallen under de forsta sex aren och darefter kunde eleverna vilja
olika alternativkurser. Under forarbetet till nastkommande laroplan Lgr 69
fanns forslag om att slopa alternativkurserna i matematik, detta fraimst som
en foljd av det IMU-projekt (Individualiserad matematikundervisning) som
pagick, vilket vi dterkommer till i texten nedan. Aven i forarbetet till Lgr 80
foreslog Skoloverstyrelsen att alternativkurserna i matematik skulle slopas
(Wallby, Carlsson & Nystrom, 2001a). Regeringen ansag att fragan borde

utredas ytterligare och det ar forst i var nuvarande laroplan Lpo 94 som
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alternativkurserna ar borta och vi har en fullstindigt sammanhallen

bottenskola pa nio ar.

Differentieringsfragan

De undervisningsplaner och laroplaner som funnits i Sverige under 1900-talet
har pa skilda satt beskrivit undervisningens anpassning efter elevernas olika
behov. Det fanns i 1920-talets undervisningsplan en neutral skrivelse om
detta. Det gjordes ingen tolkning av hur man skulle uppfatta begreppet
“sarskilda behov”. Ladrare uppmanades att anpassa innehdll och
svarighetsgrad efter barnens formaga, detta utan att specificera om det rorde
sig om sarskilt hogpresterande eller sarskilt lagpresterande elever. I
larobocker for lararutbildningen (ex. Brandell, 1920), diskuterades

begavningsladra och speciell undervisningslara.

Under efterkrigstiden har diskussionerna om och bendmningarna av
begavade elever eller elever med sarskilda formagor varit sparsamma.
Forandringen i diskussionerna om och bendmningarna av begavade elever
eller elever med sarskilda formagor som skedde i mitten av 1900-talet kan
enligt Edfeldt (1992) bero pa den socialdemokratiska ideologin som radde i
Sverige. En stark forgrundsgestalt for den svenska skolpolitiken var Alva
Myrdahl och hennes budskap om ett allmanbildningsideal pa bekostnad av
specialistutbildning och specialkunskaper (ibid). Hennes starka position i
frdgan kan ha sin forklaring i erfarenheter fran 40-talets nazistvalde i Europa
och att ledande politiker ansag att skolans viktigaste uppgift var att fostra
manniskor sa att de inte, kanske till en f6ljd av en stark specialisering, blev
blinda for vad som hande ute i samhallet (Erlander, 1973 sid 237; Persson,
1997; Wallby, Carlsson & Nystrom, 2001a). I laroplanen fran 1962 diskuterar
man elever med sarskilda behov men da riktade enbart till elever med

skolsvarigheter.

IMU (Individualiserad matematikundervisning) (Larsson, 1973) startade som
en foljd av laroplanen 1962, dess inforande av alternativkurser och lararnas
problem med att 16sa individualiseringsfragan. I vissa skolor var man till foljd
av bristen pa hogstadieldrare tvungna att wundervisa de olika
alternativkurserna i samma klassrum. Detta visade sig problematiskt med den

tidens metoder och laromedel och man valde att till de duktigaste eleverna
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skaffa en speciell korrespondenskurs, vilken gav goda resultat. Som ett
resultat av detta uppstod IMU-projektet som hade tva huvudsyften: dels
skulle ett individualiserat liromedel produceras, dels skulle effekterna av
laromedlet utvarderas. Materialet blev relativt snart monsterbildande for
andra, mer eller mindre sjélvinstruerande undervisningsmaterial i matematik.
Eleverna arbetade var och en for sig, i sin egen takt, starkt styrda av
undervisningsmaterialet. Resultatet blev att de sysslade med helt olika saker
och ldraren fungerade mer som en handledare med néagra minuters
undervisning per elev och lektion (Lowing, 2006; Wallby, Carlsson &
Nystrom, 2001a).

Lpo9%4

I Sverige har vi en laroplan, som galler for alla elever, Lpo 94. Dar anges Ml
att uppnd och Madl att striva mot, men dven sarskilda mal for sameskolan,
specialskolan och sédrskolan. I manga andra liander finns sarskilda laroplaner
tor begavade barn (Dunn, Dunn & Treffinger, 1995). I dessa lander menar
man att en och samma laroplan omdgjligt kan tillgodose den variation i anlag,
talang, mojligheter och intresse som begdvning utgors av. USA &r ett av dessa
lander och hér ser man bade for och nackdelar med sarskilda laroplaner for
begavade barn. Fordelarna bestar framforallt i den 6kade medvetenheten hos
larare och administratorer om att de begavade eleverna behover sarskilt stod.
Myter som fanns tidigare, t.ex. myten om att duktiga elever klarar sig sjilva,
att de alltid far hogsta betyg och full poang pa proven haller sakta pa att
forsvinna. Undervisningen for elever som har sérskilda formégor har blivit en
kalla till nyskapande (ibid, s. 74). Larare far mdjlighet att utbilda sig i
inlarningsstilar, undervisningsstrategier och framforallt amnesmassigt vilket
aven stodjer den 6vriga undervisningen i matematik. Till nackdelarna hor att
larare under urvalsprocessen tenderar att fokusera pa elevernas IQ som nagot
statiskt eller forutbestdmt, snarare dn att ta vara pa barnens féormagor och

utvecklingsmaijligheter (ibid).

I var svenska laroplan Lpo94 (Skolverket, 2006) har pendeln svangt och vi
narmar oss de formuleringar som fanns i 1920-talets undervisningsplan. Dar
fanns en mer neutral beskrivning av elever med sarskilda behov. Numera

finns inte uttalat att elever i behov av sarskilt stod enbart ar elever med
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svarigheter utan lararna ges tolkningsutrymme och mgjlighet att bejaka daven

de elever som dr i behov av sdrskilt stod for sarskilda férmagor.

* ”Undervisningen skall anpassas till varje elevs forutsattningar och behov.”
(ibid s.4)

* ”Alla som arbetar i skolan skall uppmarksamma och hjalpa elever i behov av
sarskilt stod.” (ibid. s.12)

» “Lararen skall organisera och genomfora arbetet sa att eleven utvecklas efter
sina forutsattningar och samtidigt stimuleras att anvidnda och utveckla hela

sin formaga.” (ibid. s.12')

Det ar sa ndra vi kommer, i var nuvarande laroplan, att prata om de elever

som har sarskilda behov pa grund av sarskilda formagor.

I var nuvarande laroplan, Lpo94, samt i kursplanerna, finns en tydligare
malstyrning an i de tidigare laroplanerna och en inriktning mot matematik
som ett redskap for det logiska tankandet. Man kan under mil att striva mot
lasa foljande (Skolverket, 2000):

”Skolan skall i sin undervisning i matematik strdava efter att eleven

» utvecklar intresse for matematik samt tilltro till det egna tdnkandet och den
egna formagan att ldara sig matematik och anvanda matematik i olika
situationer,

» utvecklar sin formaga att forstd, fora och anvianda logiska resonemang, dra
slutsatser och generalisera samt muntligt och skriftligt forklara och
argumentera fOr sitt tankande,

» Utvecklar sin formdga att anvanda enkla matematiska modeller samt kritiskt
granska modellernas forutsattningar, begransningar och anvandning,

» Utvecklar sin formaga att formulera, gestalta och 16sa problem med hjilp av
matematik, samt tolka, jamfora och vardera losningarna i forhallande till den

ursprungliga problemsituationen.” (ibid. s.1)

Man kan &ven hitta foljande citat i kursplan i matematik under dmnets syfte
och roll i utbildningen (Skolverket, 2000):

» “Utbildningen i matematik skall ge eleverna mdgjlighet att utéva och
kommunicera matematik i meningsfulla och relevanta situationer i ett aktivt
och Oppet sokande efter forstdelse, nya insikter och losningar pa olika
problem.” (ibid. s.1)
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Och foljande citat under dmnets karaktar och uppbyggnad (Skolverket, 2000):

* “Matematik ar en levande mainsklig konstruktion och en kreativ och
undersokande aktivitet som omfattar skapande, utforskande verksamhet och
intuition.” (ibid. s.2)

Dessa malformuleringar stiller stora krav pa undervisningens utformning
med avseende pa att innehall och arbetsmetoder maste anpassas till varje
elevs forutsattningar. Detta kraver tid, kunskap och engagemang fran lararen
samt stod fran arbetslag och skolledning. Larare arbetar idag ofta i arbetslag
dar amnesspecifika diskussioner ar sallsynta och tiden istéllet laggs pa styrda
sammantrdden med allmdnna diskussioner kring skola och organisation.
Detta gor att ldarare i stort sett aldrig har tid och mdjlighet till samarbete och
diskussioner kring innehall och arbetsformer for matematikamnet. (Bjerneby-
Hall, 2006; Emanuelsson, 2001 s.83; Skolverket, 2005a s. 60; Wallby, Carlsson
& Nystrom, 2001b s.104)

Behovet av varierad undervisning

Trots ovanstdende beskrivningar i laroplaner och kursplaner i matematik ar
det framst en  undervisningsmodell ~som = dominerar  Svensk
matematikundervisning. Detta redovisas bland annat i Skolverkets rapport
Lusten att lira — med fokus pd matematik (Skolverket, 2003a) dar foljande citat ar

hamtat:

“"Modellen utgors av genomgang ibland, enskilt arbete i boken och diagnos,
alternativt prov. Lararen gar runt och hjilper eleverna individuellt. Planerat
elevsamarbete dr relativt ovanligt, gemensamma samtal mellan larare och
elever kring matematiska problem och tankbara losningsstrategier eller
laborationer i matematik likasa. Det ar en undervisningsform som
innehaller fa inslag av variation vad galler savil innehall som arbetssatt.”
(ibid, 5.20)

Den storsta delen av tiden som dgnas at matematik i skolan bestar i att 16sa
rutinuppgifter pa egen hand samt att repetera redan genomgéangna omraden
(Brandstrom, 2002) en situation som dven tycks gélla internationellt sett

(Hiebert m. fl., 2003). Denna betoning pa rutinmdssiga uppgifter sker pa
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bekostnad av processer dar eleverna upptacker eller skapar matematik. Detta

strider mot kraven pa variation i Lpo 94:

“Skolan skall frdmja elevernas harmoniska utveckling. Detta skall
astadkommas genom en varierad och balanserad sammansaittning av
innehall och arbetsformer.” (Skolverket, 2006 s.6)

Det ar alltsd den “tysta rdkningen” i laromedel som i stor utstrackning
dominerar undervisningen i Sverige (Bentley, 2003; Bjerneby-Hall, 2006,
Johansson, 2006; Skolverket, 2003a). Enligt rapporten Lusten att lira — med
fokus pd matematik stimulerar denna undervisningsform fa elever och det ar
framforallt de elever som har latt for matematik som i denna form saknar
tillrackliga utmaningar och upplever att mycket av innehéllet ar ren repetition
(Skolverket, 2003a). Med denna typ av undervisning blir det viktigaste malet
tor eleverna att hinna ldngt, inte att forstd och utveckla begrepp och
resonemang som var senaste laroplan och kursplan i matematik foreskriver
(Skolverket, 2000; Skolverket, 2003a; Skolverket, 2006).

Elever som har sdrskilda formdagor i matematik far med denna typ av
undervisning for lite stimulans och for fa utmaningar vilket vi kommer att se
prov pd i den aktuella studien. Engstrom (2006) menar att detta senare kan
leda till att de misslyckas i skolan pa grund av att kraven okar och att de
aldrig tidigare behovt anstranga sig eller lara sig en fungerande studieteknik.
Detta visar, skriver Engstrom, att det inte bara rdacker att upptacka de
sarbegdvade eleverna, man maste redan tidigt hitta en fungerande

undervisningsmodell som utmanar och utvecklar deras formagor (ibid).

Differentiering och individualisering

Trots ovanstaende beskrivning av den begransade variationen i arbetssatt ar
det just arbetssatt och arbetsform som har varit foremal for diskussion och
forskning i Sverige under de senaste decennierna, majligen pa bekostnad av
innehallet. Forskare har haft starkt fokus pa individualisering som arbetsform
(Lowing, 2006)

Begreppet individualisering och det nadrbesldktade begreppet differentiering
har inga entydiga definitioner. De beskrivs pa olika satt i olika texter och

begreppen blandas ofta ihop. En definition ges i Kilborn & Lowing (2002) dar
48



begreppet differentiering beskriver organisatoriska atgarder som vidtas for
att mojliggora individualisering, medan individualisering handlar om
anpassning av innehallet till elevens forkunskaper och formaga att ldara
(Kilborn & Lowing, 2002).

Ditferentieringen kan ske inom klassens ram, genom till exempel
individualisering, eller genom skapande av homogena grupper, sa kallad
nivagruppering, bada aspekter av differentiering. Dessa tva olika former
brukar betecknas pedagogisk respektive organisatorisk differentiering
(Wallby, Carlsson & Nystrom, 2001a).

Den idag dominerande undervisningsformen som vi brukar beteckna som
“individuell” &dr, om vi tittar ndrmare pa klassrumsundervisningen, inte
individuell i den bemaérkelsen att undervisningen anpassas till varje elevs
behov vad galler innehadll, laromedel, uppgifternas art och arbetsform. Det ar
istdllet en hastighetsindividualisering som anvands for att individanpassa en
undervisning dar alla elever arbetar med samma ldromedel var och en i sin
takt. Under en period kan eleverna da arbeta med helt olika avsnitt eller
omraden inom matematiken. Detta gor att mdjligheterna till gemensamma
diskussioner och genomgéangar begransas (Madsén, 2002; Bentley, 2003;
Lowing, 2006) .

Begreppet individualisering ar som tidigare namnts inte entydigt och
genomforandet kan ske pa en mangd olika satt. Forutom den
hastighetsindividualisering som beskrivits ovan kan individualisering ocksa
innebdra att alla elever arbetar med samma uppgifter men pa olika nivaer
eller genom att dessa behandlas pa olika satt (Hagland, Hedrén & Taflin,
2005). Undervisningens innehall kan differentieras sa att vissa moment
utesluts for vissa elever (Bentley, 2000) medan andra elever arbetar med

fordjupningsuppgifter.

En differentiering som innebar nivagruppering, att man delar in eleverna i
grupper med utgdngspunkt fran deras forméga och erfarenhet, 4r ndgot som
visat sig ha gynnsam effekt for elever med sarskilda formagor i matematik
(Kulik, 1998; Loveless, 1998; Wallby, Carlsson & Nystrom, 2001a), detta under
forutsattning att de da far lara sig omraden som de annars inte skulle komma

i kontakt med. Vid en sadan differentiering ar det snarare skillnader i
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undervisning, kursinnehall och vad som héander i gruppen och inte
grupperingen i sig som avgor om eleverna nar battre resultat (Brody, 2004;
Harlen & Malcolm, 1999; Hedlund, 1995; Wallby, Carlsson & Nystrom,
2001a).

Acceleration och berikning

Det finns tva huvudinriktningar néar det galler undervisning av elever med
fallenhet och forméga i matematik: acceleration och berikning (Assouline &
Lupkowski-Shoplik, 2005; Barger, 1998; Winner, 1999). Dessa tva former har

under de senaste decennierna diskuterats flitigt forskare emellan.

Acceleration, som innebar att eleverna tillats fortsatta framat i egen takt,
betyder att de arbetar med skolmatematiken betydligt fortare an sina
kamrater, dar hastighetsindividualisering som beskrivits ovan utgor ett
exempel. I vissa fall far eleverna med sarskilda formagor sitta tillsammans
med sina jamnariga i klassrummet, enskilt eller i nivagrupperingar, men i
andra fall flyttas de uppat i arskurserna. Acceleration kan dven innebédra att
eleven startar skolan vid en tidigare alder d&n normalt och pd sd sitt har

mojlighet att ta examen tidigare an sina jamnariga.

Berikning innebar att eleverna far andra fordjupande uppgifter inom samma
omrade eller far arbeta med omraden som normalt inte tillhor skolans
ordinarie utbud medan de invantar sina kamrater i klassen. De kan till
exempel f& studera Gyllene snittet, Fibonaccital, logisk problemldsning,

paradoxer, bevis mm (Barger, 1998).

Vad finns det da for fordelar och nackdelar med dessa tva
undervisningsformer — acceleration och berikning for elever med fallenhet

och férméaga?

Acceleration innebdér att en elev alltid far arbeta vidare i sin egen takt med nya
omraden i matematiken. Till férdelarna hor att de inte behdver invanta sina
kamraters forstaelse for omradet innan de far fortsdtta med nasta avsnitt. De
slipper oftast sitta med vid repetitioner av omraden de redan gatt igenom och
beharskar. Men problem kan uppsta i en klass dar elever undervisas med

acceleration. Eleverna kommer da att befinna sig pa olika omraden, ibland till
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och med i olika arskurser, och darmed dr gemensamma genomgangar och
diskussioner oftast inte mojliga. Det kan ocksd bli en form av
hastighetstavling dar det enbart handlar om att hinna sa langt som mojligt
och dar forstaelse kommer i andra hand. For de elever som arbetar snabbast
kan problem ocksa uppstd ndr de tagit sig igenom det aktuella stadiets
kurslitteratur. Skall eleven fortsatta med bocker for narmast hogre stadium
och vem skall da hjilpa eleven nér det uppstar fragor eller problem? Det ar

inte sdkert att den aktuella lararen har kunskap eller mojlighet att hjalpa till.

Nar det galler berikning kan eleverna vara med vid genomgangar
tillsammans med sina klasskamrater. De foljer ordinarie kursplanering men
far emellanat arbeta med en fordjupning eller ndgot omrade utanfor ordinarie
kursutbud. Dessa fordjupningar kan ses som positiva och utmana eleverna pa
ett annat sdtt an ordinarie stoff. Det ar viktigt att dessa uppgifter och omraden
ar noga genomtdnkta och stimulerar elevernas fortsatta intresse for
matematiken. Problem kan dock uppstd om ldrarna inte har tid eller kunskap
nog att ta sig an elevernas matematikintresse utan later eleverna arbeta med
helt andra amnen och uppgifter som inte berikar deras kunskaper i

matematik.

Nar det giller att vélja mellan dessa tva olika undervisningsmodeller for
elever med fallenhet och forméga galler det att se till elevernas behov, vad
som ar bast for den enskilde eleven, och inte vad som éar lattast for skolan
(Barger, 1998).

Slutsatser infor den aktuella studien

Vi har i Sverige under i stort sett hela 1900-talet haft ett parallellskolesystem.
Det var forst 1994, nar aven sarskild och allman kurs i matematik och
engelska togs bort, som vi fick en gemensam skola for alla under de forsta tio
aren. Sedan dess har diskussionerna kring individualiseringsbegreppet och
varje elevs utveckling enligt dess egna fOrutsattningar varit manga.
Laroplanen, Lpo 94, podngterar vikten av att se till varje elevs behov och att
eleverna skall fa utveckla sin fulla potential. Ar detta mojligt i var
gemensamma skola? Finns det resurser for att mota alla elever pa deras niva?
Var forutsiattningarna att mota varje elevs behov och fa dem att utveckla sin

fulla potential béttre da vi hade allmén och sérskild kurs i matematik? Alla
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som arbetar i skolan skall ocksd uppmarksamma och hjélpa elever i behov av
sarskilt stod. Elever som &r i behov av sarskilt stod kan har tolkas som saval
elever med matematiksvarigheter som elever med sarskilda formagor i
matematik. Gor skolledningen och lararna denna tolkning och har de i sa fall

resurser till detta?

Enligt tidigare studier har vi sett att det dr en undervisningsmodell som
dominerar i svenska klassrum idag. Det ar “tyst rdkning” med hjalp av
laromedel, en individanpassad metod déar varje elev rdknar framaét i sin egen
takt och lararen fungerar som handledare med i genomsnitt ndgra minuter for
varje elev per lektion. Ar detta en undervisningsform som ldrare viljer att
arbeta med eller dar det brist pa resurser och darmed tidsbrist som gor att
larare inte hinner reflektera over sin undervisning? Det papekas i en rad
studier bristen pa mdojligheter till samarbete och diskussioner kring dmnet i
arbetslagen. De som ar i behov av sarskilt stod for sina matematiksvarigheter
erbjuds ofta extra hjdlp utanfér klassrummet. Om liknande hjdlp och stod
finns for elever med sarskilda formdagor i matematik dr oklart. Elever &r olika
och lar sig matematik pa olika satt oavsett om de har sarskilda formagor inom
amnet eller de har svarigheter. Enligt laroplanen skall skolan framja elevernas
harmoniska utveckling genom en varierad och balanserad sammansattning
av innehdll och arbetsformer. Matematik skall ses som en kreativ och
undersokande aktivitet som omfattar skapande, utforskande verksamhet och

intuition. Varfor har vi da en undervisningsmodell som dominerar?

Det finns olika modeller kring hur man kan differentiera undervisningen for
att mota varje elev vid dess forutsadttningar och kunna stimulera varje elev att
utveckla sin fulla potential. For elever med sarskilda forméagor i matematik
diskuteras internationellt tva olika modeller, acceleration och berikning, for
att mota de behov som finns hos dessa elever. Ar detta modeller som anvinds
i vara svenska klassrum? Hur kan vi veta vilken modell som passar bast for

en elev?
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Metod

Studien som presenteras har handlar om fragor om manniskors individuella
olikheter. I avsnittet ovan, dér jag presenterat mina teoretiska verktyg, har jag
beskrivit hur dessa olikheter kan ta sig uttryck generellt och specifikt inom
matematik. Av den teoretiska genomgangen framgar att formagor inte ar en
gang for alla givna hos en manniska utan skapas, utvecklas och upptacks i en
aktivitet. Dar har jag ocksa beskrivit hur man tidigare sett dessa elever som en
homogen grupp vars behov kan motas genom en differentierad laroplan eller
genom individualisering inom klassens ram, ett synsiatt som i viss
utstrackning dnnu lever kvar. Forskning inom omradet ”gifted education” har
emellertid visat att elever med generell begavning eller specifik fallenhet for
nagot omrdde inte ar att betrakta som en grupp (Monks, Heller & Passow,
2000 s. 841). Generell begavning ar snarare att betrakta som ett undantag
medan det dr vanligare att manniskor dr optimalt kapabla inom vissa
specifika omraden (Bloom, 1985; Krutetskii, 1976).

Ett av mina syften med denna studie ar att undersoka om det finns elever
med matematiska formagor i svenska klassrum och hur de i sa fall bemots.
Mina teoretiska utgdngspunkter ger da anvisningar for hur en sadan
undersokning bor genomforas. En utgangspunkt ar att det kravs matematisk
aktivitet for att upptdcka och beskriva matematiska formdagor. For att
identifiera elevers formagor da de samlar matematiskt material, tolkar och
resonerar kring detta kravs aktiviteter som innehaller dvningar som tar dessa
formagor i ansprak (Krutetskii, 1976 s. 98 ). Det betyder att jag behovde fa
mojlighet att delta i eller sjdlv anordna matematiska aktiviteter i en eller flera
skolor under en langre period. Min forhoppning var da att finna en eller flera
elever som i dessa aktiviteter visade prov pa matematiska formagor, elever
som jag sedan kunde ga vidare med i fordjupade studier. Matematisk
formaga &dr, som den beskrivs av bland annat Krutetskii, ett komplext
fenomen — en kombination av olika formagor som kan kompensera varandra
inom vida granser. Fallstudien blev mitt val av metodisk ansats, en
undersokningsmetod som lampar sig da det som skall studeras ar just ett

sadant komplext fenomen (Merriam, 1994).

I det teoretiska avsnittet har jag tagit upp Krutetskiis longitudinella studie

(1955 — 1966) vars syfte var att undersoka de matematiska forméagornas natur
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och struktur. Krutetskii utgick i sin studie bland annat fran en svensk
psykolog, Ingvar Werdelin, som i The mathematical ability (Werdelin, 1958)
publicerat sina studier av matematisk formaga och definierade den pa

foljande satt:

“The mathematical ability is the ability to understand the nature of
mathematical (and similar) problems, symbols, methods and proofs: to learn
them, to retain them in the memory and to reproduce them; to combine
them with other problems, symbol, methods and proofs; and to use them

when solving mathematical (and similar) tasks” (ibid, s. 13).

Werdelins definition av matematisk formdaga inspirerade Krutetskii i valet av
problem att anvidnda i studien av de utvalda eleverna. Krutetskii var
emellertid ytterst kritisk mot Werdelins analysmetod — den da vanligen
anvanda faktoranalysen. Krutetskii utvecklade istdllet en analysmetod dar
han foljde elever, over 200 elever, i deras arbete med att 16sa utvalda
matematiska problem. Variationen i problemens karaktar ar utmarkande for
Krutetskiis studie samt att han koncentrerar sin analys till 16sningsprocessen
hos eleverna och inte bara till resultatet av den, vilket var det vanliga vid den

tidens matematiska tester.

Jag har likt Krutetskii valt att variera de problem som jag anvant i studien,
detta for att i forsta hand locka fram elevers intresse och lust for matematiska
aktiviteter men senare ocksa for att urskilja elevernas olika matematiska

formagor.

Fallstudien inkluderar ocksa beskrivningar av elevernas sociala miljo i och
utanfor skolan. Den teoretiska genomgangen ger vid handen att formdaga inte
bara handlar om individens egen optimala kompetens utan i hog grad ocksa
om omgivningens stod for utveckling av specifika formagor (t.ex. Bloom,
1985; Csikszentmihalyi, 1997; Winner, 1999). Har har jag genomfort intervjuer
med eleverna sjdlva, med deras foraldrar och med larare for att skapa en bild
av hur den matematiska formagan tagits om hand och stimulerats fran tidig
alder i familjen och genom skolaren, se s. 61. I texten forekommer direkta citat
fran larare, elever och fordldrar, dessa aterges med kursiv stil. Larare och

elever som namnges har sjalva fatt valja vad de vill heta i studien.
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Om det nu finns elever med sarskilda matematiska formagor i svenska
klassrum, hur tas dessa elever om hand i skolan? Upptacker ldrare dessa
elever och hur har de i sa fall agerat for att stimulera deras intresse for och
formagor i matematik? Det har under de senaste aren gjorts en rad utredning
av matematikundervisningen i den svenska skolan och av elevers forsamrade
kunskaper i matematik (Skolverket, 2003a; Skolverket, 2004a; Skolverket,
2004b; Skolverket, 2004c, Skolverket, 2007; SOU, 2004) Dessa studier ger en
overblick Over matematikundervisningen sd som den bedrivs i svenska
klassrum samt av hur ldrare och elevers situation ser ut. Det finns daremot
mycket lite forskning om hur elever med sarskilda formagor inom olika
domaéaner tas om hand i svenska klassrum. For att fa en inblick i hur
matematikundervisningen bedrivs och i hur ldrare resonerar om situationen
tor elever med fallenhet for d&mnet har jag genomfort en enkéatstudie med 180
larare som undervisar i grundskolan. Studien tar upp fragor om
undervisningsmodeller som ldarare anvander och forvantningar de har pa
elevers arbete i skolan och hemma. Om de har eller har haft elever med
sarskilda formagor i matematik i sina klasser har jag stallt fragor om hur de i
sa fall upptackt dessa. Sist men inte minst har jag stallt fragan om hur de

bemoter och stimulerar dessa elever.
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Studiens genomférande
Hela den empiriska studien startade varen 2005 da jag sjélv gick en didaktisk

forskarutbildningskurs i abstrakt algebra. I samband med kursen fick jag
mojlighet att besoka en friskola i sodra Sverige under tre veckor, se bilaga 1,
och dar presentera ett innehdll frdn den abstrakta algebran for
grundskoleelever. Omradet jag valde var “hemliga sprak” och lektionerna
inleddes med att jag gav ett historiskt sammanhang for detta innehdll och
berdttade for eleverna om kryptering och kodning. Detta gjordes i alla
klasser, fran ar 4 till ar 8, i den valda skolan som endast har en klass i varje

arskull.

Darefter inleddes sjdlva ovningen. Klasserna delades in i grupper om fyra
elever som fick i uppgift att skapa ett hemligt sprak, ett krypterat sprak, som
de sjdlva inom gruppen skulle kunna kommunicera med men som skulle vara
svart for utomstdende att tyda, det vill siga dekryptera. Grupperna fick 45
minuter pa sig att arbeta med uppgiften medan jag var dar som stod for att
svara pa fragor. Jag valde att videodokumentera nagra utvalda grupper i ar 4
och 7. Videodokumentationen foregicks av en forfragan till larare, foraldrar
och elever i de aktuella klasserna. Samtliga ldrare, fordldrar och elever
lamnade sitt medgivande till videofilmningen. Eleverna fick efter denna
forsta introduktion ytterligare tva dagar pa sig att fundera och diskutera 6ver
sitt hemliga sprak till dess att jag kom tillbaka vid nasta tillfdlle. Vid detta
andra tillfalle skulle de “hemliga spraken” testas. Grupperna fick da av mig
en mening, olika meningar for olika grupper, som de skulle kryptera med sitt
eget hemliga sprak. Darefter skulle de dven skriva sina namn, krypterade
med samma sprak, pa baksidan av pappret. Detta var tankt att hjdlpa den
mottagande gruppen vid dekrypteringen av meningen. Jag samlade sedan in
alla krypterade meningar, blandade val och delade ut till grupperna. Eleverna
visste da inte fran vilken grupp meddelandet kommit men de visste vilka
elever som varit aktiva i de olika grupperna. Nu géllde det forst och framst att
klura ut vad som stod i meddelandet och till sin hjilp hade de
gruppmedlemmarnas namn pa baksidan. Som en extra 6vning skulle ocksa

krypteringsmetoden avslojas.

Jag hade mellan forsta och andra tillfallet hunnit titta pa de inspelade

videofilmerna och bestimde mig for att vid detta andra tillfille folja de
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grupper vars arbete jag tidigare dokumenterat pa video, detta for att jag
redan i de forsta filmerna hittat intressanta elever och ville g& vidare med
dessa. Nar jag kom tillbaka vid det tredje tillfallet summerade vi vad vi gjort
innan, eleverna fick stdlla fragor och vi tog upp lite olika varianter av
kryptering som hade forekommit pa skolan under veckorna. Jag avslutade
med att ta upp nagra olika krypteringsmetoder som forekommit i historien
och fram till idag. Presentationen varierade mellan de olika arskurserna; hos

de dldre eleverna kom vi bland annat in pa primtalsrakning.

Innan jag inledde detta projekt pa skolan sa hade jag mojlighet att kort traffa
alla inblandade ldrare och presentera uppldgget for dem. Jag bad dem aven
tylla i en enkat, se bilaga 2, om sina egna upplevelser av matematik och hur
deras undervisning sag ut samt hur de stimulerade elever med sarskilda
formagor och fallenhet for matematik. Detta kom att bli en forstudie till den
enkatstudie, se bilaga 3, som jag senare genomférde med 180 larare i sodra

Sverige (se vidare nedan).

Nar krypteringsprojektet avslutats gick jag igenom filminspelningarna av de
grupper som jag valt ut. Jag fann hdr en av mina fallstudieelever, Johan, som

jag redan efter forsta inspelningen blivit intresserad av.

Fallstudien

Efter muntlig forfragan till Johan, skolans ledning samt Johans foradldrar och
larare om deras villighet att delta i min studie av elever med fallenhet for
matematik inledde jag fallstudien med honom. Kort tid déarefter hade

eleverna i Johans klass deltagit i en matematiktavling, Kangurutavlingen.

Avsikten med Kangurutavlingen ar att stimulera intresset for matematik
genom att presentera problem som viacker nyfikenhet och lust att ldara
matematik. NCM, Nationellt Centrum fér Matematikutbildning &r en av
aktOrerna i genomforandet av tavlingen i Sverige och beskriver tavlingen pa

foljande satt:

"Det finns manga elever som tycker att det &r roligt att tavla och det finns
mycket duktiga elever som sillan far visa vad de egentligen kan som har
har en chans att visa det. Tanken ar att problemen sen skall utgora underlag

for manga intressanta lektioner” (NCM, 2008)
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Kéangurutavlingen innehéller matematiska problem av olika karaktdrer. Om
vi, som namnts tidigare, gor en distinktion mellan uppgifter och problem, dar
uppgifter ar sadana att de kan losas med hjalp av imitativa resonemang vilka
kan memoreras och genomforas till stora delar utan matematisk forstaelse
medan problem ar det omvanda och krdaver kreativa och valgrundade
resonemang (se vidare Boesen, 2006) kan Kanguruuppgifterna karakteriseras

som problem i det att de skiljer sig fran laromedlens rutinuppgifter.

Jag fick mojlighet att plocka ut de sex elever som uppnatt de hogsta resultaten
i klassen. Bland dessa fanns en flicka, Sara, som det senare skulle visa sig
placerade sig bland de fem bdsta i landet. Johan hade nast bast resultat i
klassen. Jag fragade dven Sara och hennes fordldrar om hon hade mdjlighet

och vilja att delta i denna studie och fick ett positivt svar.

Syftet med fallstudierna var att ge en bred och nyansrik bild av elevernas
matematiska utveckling fran tidig alder i hem och skola. Fallstudien av Johan
och Sara bestar dels av intervjuer med eleverna under deras senare ar i
grundskolan, dels intervjuer med fordldrar och larare till Johan och Sara.
Dessa samtal tar upp Johans och Saras uppvaxt, skolgang och sociala liv.
Samtliga intervjuer har dokumenterats pa ljudband som senare transkriberats.
Forutom genom intervjuer foljer jag Johan och Sara i observationer av deras
arbete med ett antal matematiska problem. Till att borja med hamtades
problemen fran matematiktavlingen “Kangurutavlingen” och arbetet med
dessa problem lag till grund for samtal mellan mig och eleven. Efter detta
gick jag in pa omraden som tidigare varit okdnda for Johan och Sara. Jag
anvande mig da av sa kallade “rika problem” (Hagland, Hedrén & Taflin,
2005) ofta med kombinatorisk karaktdr, problem av en typ som ldrarna inte
tagit upp med eleverna i Johan och Saras klass. Under en period av ca 3
manader traffade jag Johan vid fem tillfallen och Sara vid fyra tillfallen. Oftast
var de ensamma vid trdffarna men vid ett tillfalle hade de med sig en kamrat
fran klassen, detta for att jag ville fa till stand en diskussion mellan eleverna i
sjdlva 1osningsprocessen dar jag ville se hur Johan och Sara fungerade
tillsammans med en kamrat. Traffarna med Johan och Sara skedde efter
skolan slut och det rorde sig oftast om ett par timmars diskussioner. Alla
diskussioner spelades in pa ljudband som senare transkriberades. Johans och

Saras utrdkningar pa papper samt mina egna noteringar under pagaende
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diskussion ar dven dessa sparade som underlag for analysen. Jag foljde sedan
Johan och Sara pa hall genom deras ldrare och triaffade dem och deras
foraldrar vid ytterligare ett par tillfallen for intervjuer kring hur eleverna
upplevde sin situation i skolan och i livet i 6vrigt. Vid dessa tillfdllen anvande

jag mig endast av skriftlig dokumentation.

Utvecklingsprojekt i Blekinge

Hosten 2005 startade jag tillsammans med kollegor vid Blekinge Tekniska
Hogskola en kurs i matematikdidaktik for verksamma ldrare i forskola och
grundskola. Tanken var dels att erbjuda kompetensutveckling pa hemmaplan
for larare i Karlskrona kommun, vilket hade efterfragats, dels att skapa
mojligheter att folja larare pa ndra hall under en langre period och darigenom
fa tillgang till vardefull information om undervisningen i lararnas klasser
med speciellt fokus pa situationen fOor elever med sarskilda formagor i
matematik. Kursen var i forsta hand tankt for larare i Karlskrona kommun
som en frivillig fempodngs hogskolekurs men andra fick hora talas om kursen
och i Solvesborgs kommun valde skolledningen att gora kursen obligatorisk
for kommunens samtliga larare i ar F-6 samt for matematiklarare i ar 7-9.
Detta resulterade i att ca 120 ldrare i S0lvesborg och ca 80 larare i Karlskrona
deltog i kursen, daribland ca 20 larare fran forskolan. Kursen togs emot pa ett
mycket positivt satt av bade larare och skolledning vilket resulterade i att vi
varen 2006 startade ytterligare en kurs i Ronneby och hosten 2006 annu en
kurs i Karlshamn. Kursen omfattade fem olika teman dar ett tema var
pedagogik for elever med sarskilda formégor i matematik. I samband med
min foreldsning inom temat diskuterades mdjligheten att anvanda “rika
matematiska problem” (Hagland, Hedrén & Taflin, 2005) for att stimulera
elever med matematiska formagor. Efterfoljande seminariedvning inneholl
praktiska tillimpningar pa sadana rika ~matematiska problem.
Inlamningsuppgiften for lararna var att reflektera over sin egen undervisning
utifrdn frdgan om hur de skulle kunna tillaimpa dessa eller liknande

problemformuleringar i sitt eget klassrum.

Totalt har alltsa ca 500 larare i Blekinge foljt kursen, lyssnat pa foreldsningen
kring elever med sarskilda formagor i matematik, tagit del av materialet kring
“rika matematiska problem” samt gjort inlamningsuppgiften inom detta
omrade. Detta material, samt intervjuer med tio larare som har intervjuats om

sina erfarenheter av elever med fallenhet for matematik och hur skolan
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bemott dessa, kompletterar den enkétstudie, se bilaga 3, som jag genomfort

vid tre olika platser i sodra Sverige. Enkadtstudien presenteras narmre nedan.

Enkitstudien

Enkatstudien har genomforts i tre olika omgangar med larare som undervisar
i grundskolan. Vid samtliga tillfallen har undersokningen skett i samband
med en foreldsning om elever med sarskilda formagor i matematik. I den
forsta studien som gjordes i Solvesborgs kommun i november 2005 var det 76
larare i ar F-6 som svarade pa fragor kring vilken undervisningsmodell som
de anvéander, om de har eller haft elever med sarskilda formagor och fallenhet
i matematik och i sa fall hur de har upptackt och stimulerat dessa i skolan, se
bilaga 3. Den andra enkitstudien genomfordes pa samma satt i Karlskrona
kommun i januari 2006 och har var det 44 larare i ar 1-9 som fick reflektera
och svara pa samma fragestallningar som vid studien i Solvesborg. En tredje
och avslutade studie genomfordes i samband med en foreldsning for larare i
ar 1-9 i Vaxjo kommun i mars 2006 och har deltog 60 larare. I Sélvesborg och
Karlskrona deltog ldrarna i den ovan beskrivha kompetensutvecklingen i
matematikdidaktik och foreldsningen var ett delmoment i denna kurs. I Vaxjo
var lararna inbjudna till en fristdende kvallsforeldsning. Lararna uppmanades
att delta i studien men deltagandet var naturligtvis frivilligt. Svarsfrekvensen

var i genomsnitt ca 80 % av de deltagande lararna vid de tre foreldsningarna.

Lararnas svar pa fragorna har sammanstallts, forst i intervallerna ar F-3, 4-6
och 7-9, sedan som en gemensam dokumentation ar F-9 for varje kommun.
Till sist har alla svar fran samtliga tre kommuner ar F-9 sammanstallts.
Resultatet fran denna sammanstallning redovisas, analyseras och diskuteras

nedan.
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En fallstudie av tva elever i grundskolans senare
ar

I forskning om elever med fallenhet for matematik (Barger, 1998; Sheffield,
2003; Koshy, 2001; Kennard, 2001; Price, 2006) framhalls, som namnts, ofta
betydelsen av att ge dessa elever uppgifter som utmanar dem och som
stimulerar till matematisk reflektion. Varen 2005 avslutade jag en
forskarutbildningskurs i abstrakt algebra. Skulle det vara mojligt att
introducera ett sddant omrade pa ett laborativt och inspirerande saitt for
elever i grundskolan och skulle de anta utmaningen? I maj 2005 sokte jag
kontakt med en friskola i sodra Sverige dar skolledning, larare och elever var
villiga att ta emot mig for en serie lektioner som behandlade omradet
kryptering. Det var da jag forst motte de elever, i arskurs 7, som har
presenteras under namnen Johan och Sara, tva elever med sarskild fallenhet
for matematik. Hur kom det sig att jag upptackte dessa tva elever? Hur tog
sig deras matematiska formdagor uttryck? Hur hade deras intresse for
matematik tagits om hand i hem och skola, det vill sdga vilket pedagogiskt
stod for sitt matematikintresse hade de fatt av fordldrar och ldrare? I tva
fallbeskrivningar presenterar jag Johan och Sara som jag ocksa fortsatt att folja

under deras ar i grundskolan.

Johan

Forsta motet

Det var i slutet av maj jag traffade Johans och Saras klass for att introducera
dem till omradet kryptering. Klassrummet fylldes av tonaringar. Lararen
presenterade mig for klassen och jag skulle just borja min introduktion nar en
ganska lang och kraftig pojke med horlurar i 6ronen kom insmygande. Han
slog sig ner och sag tamligen ointresserad ut. Efter det att jag berattat lite om
mig sjalv och vad jag holl pa med stéllde jag fragan om det var nagon av dem
som hade hort ordet kryptering tidigare och visste nagot om det. D4 lyfte den
sent anlande pojken pa horlurarna och handen gick sakta upp i luften. Jag
avvaktade lite for att se om fler rackte upp handen men ingen mer gjorde

nagot forsok.
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"Det ir nigot man anvinder i datorn, nigon kod”
Jag fragade var han hade hort talas om detta och han svarade mycket tyst.
"Jag har list om det.”

Dagen fortsatte med gruppindelning och arbete med att hitta ett eget hemligt
sprak inom gruppen. Johan, for det var han som var pojken med horlurarna,
ingick i en av de grupper som jag videofilmade. Han foreslog ett ganska
komplicerat hemligt sprdk men han fick inte med sig Ovriga
gruppmedlemmar och gav da upp forsoken. Han hade dock gjort ett forsta
intryck pa mig. Dar fanns ndgot mer hos honom an det som ytligt kunde ses.
Under den sloa och ointresserade ytan fanns tecken pa formaga och intresse.
Dér fanns en glimt i §gonen nér vi borjade prata om kryptering. Aven om han
inte fick mojlighet, eller tog sig maojligheten, att forklara sin tankar kring den
algoritm som han ville anvianda vid konstruktionen av det hemliga spraket sa
fanns en lust infor uppgiften och ett engagemang. Nar det var dags att 16sa
ovriga gruppers hemliga sprak fanns ocksa hos Johan en sdkerhet da han

snabbt visade hur gruppen hade tankt.

Jag aterkom till klassen vid ytterligare nagra tillfdllen och hela denna klass
forefoll mig speciell. Dar fanns manga individualister och mycket kreativitet.
Det forekom en hel del diskussioner pa abstrakt niva samtidigt som manga

elever hade svarigheter med koncentrationen.

Skolan holl pa att vaxa och skulle under sommaren utdkas med en klass och
ddarmed dven en ny ldarare i matematik, Anne. Det blev hennes uppgift att ta
sig an Johans klass och under sommaren hade jag diskussioner med henne.
Dels ville jag berdtta vad jag hade gjort i klassen och mina planer for
fortsattningen men jag ville ocksa berdtta om mina funderingar 6ver Johan
och hans arbete i matematik. Jag bad henne informera mig om hur det gick
for Johan och under hosten 2005 fick jag kontinuerliga rapporter fran Anne.
Véren 2006 paborjade jag en fallstudie med Johan i fokus. Fallstudien grundar
sig pa intervjuer med Johan, hans fordldrar och hans larare samt ett antal

matematiska diskussioner med Johan sjalv.
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Hemmet som pedagogisk miljo

Johan &r &ldsta barnet och har en lillebror som &r tva &r yngre. Aven lillebror
har, enligt sin ldrare, fallenhet for matematik och har i sin klass en
framtradande position. En av Johans kamrater i unga ar hade en storebror
som var matematikintresserad och som ofta delade med sig av sitt intresse till

pojkarna. Johan trivdes i denna storebrors sillskap och sag upp till honom.

Nar Johan var liten kunde han enligt bAde mamma och pappa sitta i timmar
med legobitar eller andra klossar. Det var inga vanliga byggen han skapade
utan allt skulle vara enligt vissa monster och ibland viaxte hela stader fram.
Detta fotograferades av en mycket imponerad mamma som gav honom en hel
del beroém. Johan utvecklade ocksa tidigt ett intresse for datorer och han
anviande datorn pa egen hand i tredrsaldern. Senare har datorintresset
utvecklats och nu ar det programmering och tillverkning av hemsidor som

upptar mycket tid.

Hemma fick Johan och hans lillebror ofta syssla med farg och form som var
mammas intresse. Det var fri lek med fingerfdarg, figurer och papper. Leken
kombinerades med samtal, lek och spel som ocksa kan ha inspirerat till
matematisk reflektion. Daremot uppmanade aldrig fordldrarna Johan att
arbeta med bocker i matematik utan allt fick komma pa ett naturligt satt. Nar
de &kte bil sd hade de multiplikationstivlingar och andra knep- och
knap/lekar vilket gjorde att Johan mycket tidigt beharskade alla raknesatten.
Johans fordldrar har alltsd aldrig varit speciellt padrivande men de har alltid
uppmuntrat till kreativitet och diskussion. Diskussionerna vid matbordet
pagick langt efter det att maten tagit slut. Johan var fragvis och nyfiken och
kunde sitta i timmar och fraga och lyssna. Fordldrarna gav honom mycket
berdm men ocksa stort eget ansvar. Skulle saker bli gjorda var det Johans
ansvar och det var han som fick ta konsekvenserna av sina beslut. Detta blev

tydligt ibland da Johan missade laxor och andra uppgifter.

Johan har varit intresserad av matematik sa lange han kan minnas. Det ar
pappa som ar den stora inspirationskallan, men aven farfar som var
civilingenjor var intresserad av matematik och det fanns tidigt
matematikdiskussioner runt Johan. Pappa, som numera arbetar inom IT-
sektorn, hade tidigt ett matematikintresse. I skolan var det matematik och

naturvetenskapliga dmnen som gallde fram till dess att datorintresset tog over
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helt och hallet. Inom sin utbildning i programvaruteknik har han dock haft
stor nytta av sina kunskaper i och fallenhet for matematik. Johan ser upp till
sin pappa och sdger ocksa att han &r lik honom. Har skall dven ndmnas att
mamma hade hogsta betyg i matematik i skolan och tyckte att det var ganska
latt. Hon hade dock ett dannu storre intresse i musiken som tog overhand.
Enligt pappan sa ar Johan allmédnbildad och allmént intresserad av

naturorienterande dmnen, framst fysik.

Skolgdng och undervisning

Johan var ett speciellt barn som redan pa dagis fick utstd en del mobbing. Han
var stor och ganska otymplig och holl sig ofta for sig sjélv. Johan borjade i en
kommunal skola men trivdes inte dar utan flyttade ganska snart till den
friskola dar studien genomforts. Till att borja med s& var det kanske inte sa
mycket battre i den nya skolan, men ldrare och rektorer tog tag i problemen

pa ett annat satt.

Johan var som tidigare namnts tidigt intresserad av att rdkna, 16sa problem,
lagga monster mm. Nar han borjade skolan behdrskade han de fyra
raknesdtten och kom snabbt igdng med att rakna i bockerna. Det som ddaremot
var totalt ointressant for Johan vid denna tid var bokstidver och darmed
lasning. Man avvaktade ocksa Johans ointresse av bokstdaver och lasning och
lat honom syssla med det han tyckte bdast om ndmligen matematik. Han
raknade snabbt framat i bockerna som inte erbjod honom nagra storre
utmaningar och han var snart langt fore sina klasskamrater. Lasningen blev
inte intressant forran Johan markte att de roliga matematikuppgifterna
kravde att han kunde lasa. Detta skedde i slutet av arskurs tva och da tog det
enbart nagra veckor for honom att kndcka koden. Det drojde inte heller lange
innan han laste Harry Potter bocker pa 16pande band. Alla var glada for att
man haft is i magen och inte stressat fram Johan de forsta aren. Nu kunde de

se resultaten.

Under arskurs fem och sex hande det saker i skolan och i Johans liv for ovrigt.
Under denna period skilde sig fordldrarna vilket var mycket pafrestande for
Johan. Han kom ocksa in i puberteten, utvecklades och ville ofta bara gomma
sig. Detta tillsammans med hans nyvunna stora intresse for lasning gjorde att

han dn mer an tidigare satt for sig sjdlv. Han laste den ena fantasyboken efter
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den andra. Matematiken var nu ganska trakig, Johan hade redan under
arskurs tre och fyra arbetat med de omraden som togs upp hdr och blev nu
lamnad at sig sjalv och kande sig uttrdkad och understimulerad. Han raknade
lite i bockerna men utan nagon storre motivation. Han sjalv var ganska saker
pa att han kunde det han behévde i matematik sa han fradgande inte heller
efter nagra svarare utmaningar eller alternativa uppgifter. Han laste hellre
och tillats ocksa lasa under en stor del av arskurs 7. Johans larare under ar 6
och 7 beréttade att Johan alltid varit duktig i matematik och sakert fortfarande
skulle kunna vara det, men han hade tappat sugen lite pa senare ar och sa var
han ganska lat. Lararen gav en beskrivning av Johan som jag senare ocksa fick
hora fran Johans pappa. “Johan ir smart men lat”. Lattjan fick gott om utrymme
i den undervisning som bedrevs ddr tonvikten lades pa eget arbete.
Matematikundervisningen var hastighetsindividualiserad. Alla raknade pa i
sin egen takt i boken, vilket gjorde att eleverna var pa helt olika stéllen och
omraden. Gemensamma genomgangar saknades nastan helt. Lararen forsokte

istallet att tillgodose elevernas fragor dar de befann sig.

De larare som undervisat Johan berattar ocksa i intervjuer att Johan endast
ville syssla med de svaraste problemen, girna hamtade fran ndgot annat an
laroboken, och han hade alltid sina egna speciella 16sningar pa dessa. Han

fragade sdllan efter hjalp utan satt mest sjalv och funderade.

I grupparbetet med krypteringsproblemet sa visade Johan tydigt att han hade
en 16osning pa problemet. Nar de andra inte hangde med och inte visade
intresse for hans metoder sa gav han upp. Detta beteende, att ge upp och inte
forsoka Overtyga, bekrdftas senare i intervju med Johans ldrare i
mellanstadiet. Lararen berdttar att Johan ofta hade det jobbigt med
redovisningar, sdrskilt i grupper. Han gav oftast upp i diskussioner trots att
han visste att han hade ratt. For honom var det inte viktigt att overtyga andra,
han var trygg i sig sjalv och visste vad han kunde. Mgjligen kan detta ocksa
ha inneburit att han utvecklat en nagot for stor tilltro till sin egen formaga da
han kiande att han hela tiden lag ett steg fore och darfor inte behovde

anstranga sig.

Johan har alltid varit ointresserad av att skriva. Han har en otydlig handstil
och skriver sallan for hand. Han tycker att detta tar for lang tid och darfor

trdkar det ut honom. Déaremot ritar/tecknar/malar han mycket bra. Enligt
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pappa ser Johan skolan som ett madste, inte garna nagot han gar till. Han
skulle kunna anvdnda denna tid for att forkovra sig sjdlv, sdger pappa och
detta haller Johan helt med om nér jag konfronterar honom med pappas

uttalande.

Johan har inga Ovriga fritidsintressen. Hade det funnits nagot utmanande
inom matematik eller naturvetenskap sa hade han garna deltagit. Nar man
fragar Johan varfor matematik ar roligt sa blir svaret: “Jag gillar att losa problem
och si gillar jag utmaningar.” Mojligen var det sddana utmaningar som
saknades under nagra ar for Johan. Han &r och var en elev med ganska stort
sjalvfortroende och han ansag sakert att han kunde det mesta som skulle
raknas i bockerna. Dessutom tyckte han att uppgifterna i boken var enformiga
och trakiga. Tyvarr sa missade han en hel del fardighetstraning genom sitt
ointresse, sadant som man i Johans fall kanske skulle kunna fa med pa annat

satt.

Matematiska formdgor — styrkor och svagheter

Som namnts kom Anne in som larare i klassen vid terminsstarten i arskurs 8.
Hon hade fatt en del information om eleverna av tidigare larare och
skolledning. Under hosten informerade Anne mig kontinuerligt om hur det
gick i klassen och framforallt hur det gick for Johan. Hon hade fatt Johan att ta
av sig horlurarna pa matematiklektionerna och hon forsokte fa grepp om vad
han kunde och inte kunde. Det som blev mer och mer klart var att han hade
stora brister inom grundlaggande matematiska omrdden samtidigt som han
hade en mycket stor logisk férmaga. Han forefoll lat och boken lockade inte
till aktivitet. Anne gav honom andra uppgifter dels for att se vad han behovde
trdna mer pa men ocksa for att stimulera honom och fa honom aktiv. Detta
gav resultat, Johan insag att han tappat en hel del under de ar som han agnat
sin tid 4t annat pa matematiklektionerna och han stimulerades ocksa av de
utmanande uppgifterna som han fick av Anne. Han fick gora diagnoser pa de
omraden som han hoppat 6ver i mellanstadiet och déarefter repetera dar det

fanns brister.

I min fOrsta matematiska intervju med Johan gick vi igenom en
matematiktavling, Kiangurutivlingen, som klassen deltagit i. Detta var tidigt pa

varen i arskurs 8 och Johan hade klassens nast basta resultat. Bast var den

66



elev som vi senare skall mota, Sara. Jag fick mojlighet att trdffa Johan innan
eleverna hade fatt tillbaka tdvlingsresultaten och han visste darfor inte hur
det hade gatt. Han var ganska pessimistisk och trodde inte att det hade gatt sa
bra.

I intervjun kunde jag se och framférallt hora hur hans matematiska formagor,
framforallt hans formaga att tinka logiskt, tog sig uttryck. Méanga av
ovningarna var for Johan helt sjdlvklara. Han hade svart att forklara varfor
han kommit fram till ett visst resultat, men han var helt sdker pa att det var

ratt, och i de flesta fall stamde det ocksa.

Men dar fanns ocksa brister och de forsokte Johan inte dolja. Han svarade
direkt att han inte fOrstatt problemet eller att han var osdker pa det. De mest
utmarkande bristerna kom till synes i hans forméga att ldsa matematisk text.
Han laste texterna pa samma sitt som man laser en skonlitterdr text och han
missade darfor viktig information. Nar jag bad honom ldsa
problemformuleringen en gang till eller ndr jag sjdlv laste den sakta for
honom 16ste han dven dessa problem. Han hade dven brister néar det gallde
vissa begrepp, saval vardagliga som matematiska, vilka behovdes for att 16sa
problemen. Nedan foljer ndgra exempel pa resonemang som Johan gav da

han fick problemen av mig.
Exempel 1: (Problem 10 vid Kingurutivlingen)
Av 2006 skolbarn i Malmo hade 1500 varit med i Kangurutavlingen och 1200 i

Vargungetavlingen. Hur manga av barnen hade deltagit i bada tavlingarna

om det var 6 barn som inte varit med i nagon av tavlingarna?

Johan: Det ser man ju direkt.
Eva: Forsok dndd forklara for mig.
Johan: De var 2006 barn men 6 hade inte varit med alltsd 2000. Det hade gjorts

2700 prov, di mdste 700 ha gjort bdda proven.

Johan varken skriver eller ritar ndgot nar han loser denna uppgift utan sager
bara att han ser svaret framfor sig. Nar han sedan dnda ombeds forklara hur
han har tankt gor han det pa ett mycket klart och konkret satt som for

tankarna till ett resonemang kring mangder. Ett satt att formalisera Johans
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resonemang ar att infora de olika mangderna A: barn som deltagit i
Kéngurutavlingen och B: barn som deltagit i Vargungetavlingen. Det som

efterfragas ar antalet barn i snittmangden A B, vilket betecknas |A N B| .

ANB
2 |A=1500
|B| =1200
|AU B|=2000

Figur 2
Detta ger foljande berdkning av antalet element i snittmangden

|AnB| =|A+|B|-|AU B|= 1500 + 1200 — 2000 = 700

Exempel 2: (Problem 12 vid Kingurutivlingen)

Mormor sa till barnbarnen: “om jag bakar 2 pajer till er var, sa far jag deg 6ver
som racker till ytterligare 3 pajer. Men jag kan inte baka 3 pajer till er var, for

da racker inte degen till de 2 sista pajerna.” Hur manga barnbarn hade

mormor?

Johan: Ja, det blir ju 5.

Eva: Kan du forklara.

Johan: Nej, det vet jag inte. Man ser ju att skillnaden dr en paj och sd dr den

andra skillnaden fem pajer. Dd mdste det ju vara fem barn.

Det Johan forsoker forklara i denna uppgift kan liknas vid ndgon form av
balansrakning. Han har aldrig sysslat med ekvationer d@ven om han i
intervjuer har beréttat att han ar intresserad av att fa lara sig att rdkna med
obekanta. Om vi viljer att 16sa detta problem med hjilp av en obekant, x, som
star for antalet barnbarn vilket efterfragas i problemet, sa har vi en mojlighet

att folja Johans tankesétt eller tolka hans resonemang pa foljande satt: Hans
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uttryck “Man ser ju att skillnaden dr en paj” motsvarar da hogersidan i led (2),
se nedan, och hans uttryck ”sd ir den andra skillnaden fem pajer” motsvarar

vanstersidan i samma ekvationsled.
Ekvationslosning av problemet kan se ut pa foljande satt:

(1) 2x+3=3x -2
(2) 3-(-2) =3x - 2x
3)5=x

Exempel 3: (Problem 14 vid Kingurutivlingen)

En flaska rymmer 1/3 liter och den ar fylld till 3/4. Hur mycket kommer den
att innehalla efter det att man hallt ut 20 cI?

Johan: Denna var jag lite osiker pd hur jag skulle tinka, men 1/3 liter dr ju
ungefir 33 cl och si skulle den fyllas till % da blir det ju 8 som skall
bort, alltsd 25 och sedan hillde han ut 20. Alltsd 5.

Har gor Johan en oOverslagsrakning, vilket ar tillrackligt eftersom han har
olika 19sningsalternativ att vilja bland. Det han skall avgora ar vilket av
foljande alternativ som ar det ratta: A: 5 cl, B: 7,5 cl, C: 13 cl, D: 24,5 cl, E: den
ar tom. Denna uppgift skulle kunna 16sas genom att multiplicera braken 1/3

och 3/4 med varandra for att sedan subtrahera med 20 cl.

301
1) —.2 ==
(1) 12
) —1=0,251=25cl

(B)25cl-20cl=5¢cl

Johan visar i sin 10sning inte prov pa brakmultiplikation utan han omvandlar
problemets brak till decimaltal och gar sedan over till enheten centiliter och

gor en overslagsberakning vilket ger honom svaret.
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Exempel 4: (Problem 15 vid Kingurutivlingen)

Alex, Ivar och Stina sparade pengar for att kopa ett talt. Stina sparade ihop till
60 % av taltets pris. Alex sparade ihop till 40 % av det som aterstod. Det
innebar att Ivars andel blev 240 kr. Vad kostade taltet?

Johan: Man riknar bakifrdn, 240 kr dr 60 % av det som dterstod, alltsd dr det
som dterstod 400 kr och detta dr 40 % av det totala, da mdste det vara
1000 kr.

Har ar Johans resonemang sa pass klart att det inte kravs nagon ytterligare

kommentar.
Exempel 5: (Problem 20 vid Kingurutivlingen)
Tanja bygger storre och storre kvadrater av tandstickor genom att ldgga till

stickor till de kvadrater som hon redan byggt, sa som bilden visar. Hur

manga tandstickor maste hon lagga till den 30:e kvadraten for att bygga den

31:a?
L J =
Figur 3
Johan: Man ser ju att den dkar med 8 och sedan med 12 och dd borde det bli 16
i 4: van och sedan 4 mer for varje ging. Alltsd figuren ginger 4. Da dr
det 31-4.

I denna uppgift visar Johan sin formaga att se den formella strukturen. Han
laser av det monster som bilden av uppbyggda tandsticksformationer visar
och utifran nagra specialfall kan han sedan med hjilp av ett induktivt

tankesdtt fanga det generella monstret. Nar jag i nésta steg fragande honom
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om han kunde ange hur manga tandstickor som behovdes for att komplettera

en figur, vilken som helst, for att f& nasta s svarade han forst:

Johan: Ja, det blir ju ordningen pd den figuren man skall bygga ginger 4.
Eva: Om du skall forsoka uttrycka detta med nigra obekanta.
Johan: Mm, om du gir frin figur x till figur x + 1 mdste du ldgga till

(x + 1)-4 tindstickor.

Exempel 6: (Problem 6 vid Kingurutivlingen)

Foremalet pa bilden bestar av tva kuber. Den lilla kuben har sidlangd 1 cm

och den éar fastlimmad pa en storre kub med sidlaingd 3 cm. Hur stor ar

foremalets hela yta?

Figur 4

Johan: Denna fattade jag inte riktigt.

Eva: Du skall rikna ut begrinsningsytan, alltsd hur stor arean dr runt hela -
foremilet som finns pd bilden.

Johan: Jaha..., da blir det ju 9 ginger 6 och sedan 4 till, alltsi 58.

Denna uppgift hade Johan fel pa under provet och precis som han sager sa
hade han inte riktigt forstatt problemet. Han hade inte forstatt vad yta
innebar. Efter att jag forklarat for honom att det var arean som efterfragats
berdknade Johan detta genom att forst rdkna ut arean pa en stor kvadrat,
vilket resulterade i nio kvadratcentimeter. Detta tog han multiplicerat med
sex eftersom det fanns sex sadana sidor. Han tog har ingen notis om den lilla
kuben utan raknade férmodligen med ovansidan pa den som en del av den
stora kvadraten. Sedan tittade han pa den lilla kuben och hade da fyra sidor

kvar, var och en med en area pa en kvadratcentimeter.
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Exempel 7: (Problem 8 vid Kingurutivlingen)

Tvéa sidor i en triangel dr 7 cm vardera. Den tredje sidans langd ar ett helt
antal centimeter. Vilken ar den storsta mojliga omkrets en sadan triangel kan
ha?

Johan: Ja, den mdste ju bli 28 eftersom om man viker ut de tvd 7 cm: rarna sd
lingt man kan sd blir det ju 14. Dd kan den inte vara riktigt 14 utan
kanske 13,9999 och di mdste ju hela omkretsen vara nistan 28.

Eva: Lis uppgiften lingsamt en ging till.
Nar han kommer till helt antal cm sa sager han.
Johan: Jaha, ja dd blir det ju bara 13 cm eller alltsd 27 pd omkretsen.

Har ar aterigen ett problem som Johan hade svarat fel pa under tavlingen.
Troligtvis berodde det, i detta problem, pa att han inte last texten tillrackligt
noggrant och pa sa satt missat en del av forutsdttningarna Nar han
uppmanades att ldsa igenom texten langsamt laste han den hogt for mig och

nar han kom till uttrycket “helt antal cm” reagerar han direkt.
Exempel 8: (Problem 11 vid Kingurutivlingen)

En ménad inf06ll tre tisdagar pd jamna datum. Vilken veckodag var den 21:a i

denna manad?

Johan: Den kunde jag inte alls. Jag har ingen koll pd mdnader och sddant.

Eva: Jag forklarar lite kring minader och veckodagar men Johan vet dndd inte
riktigt hur han skall ta sig an problemet utan det blir jag som leder
honom framat.

I detta problem visar Johan sin okunnighet och sitt ointresse for vissa
omraden. Det som inte intresserar Johan bryr han sig helt enkelt inte om att
ligga pa minnet. Aven om jag forsoker ge honom fakta kring ménader och
veckodagar orkar han inte bry sig om denna uppgift. Det kdnns som om han
inte gillar uppgiften, ser inte nagot spannande i den, och da visar han det

direkt genom en slags nonchalans.
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Exempel 9: (Problem 21 vid Kingurutivlingen)

Summan av tre positiva rationella tal ar lika med 20. Vad kan man sdga om

produkten av de tva storsta talen?

Johan: Jag kan inte sidana ord, vet inte vad rationella tal dr och vad produkten

dr sd jag funderade inte sd mycket pd denna uppgift.

Tanken med denna uppgift var enligt konstruktorerna att anvanda en
uteslutningsmetod. Eleverna hade foljande svarsalternativ: A: Den ar alltid
mindre dn 99, B: Den ar alltid storre an 0,001, C: Den éar aldrig lika med 25, D:
Den ér aldrig lika med 75 och E: Inget av ovanstdende pastdenden ar sant.
Genom att bevisa att de fyra forsta pastdendena ar falska hittar man fram till
16sning E. Uppgiften kraver en hel del arbete, ganska mekaniskt sadant, vilket
inte dr Johans starka sida. Nar han dessutom inte forstod orden i uppgiften

gav han upp direkt och menade att det inte var ndgon mening.

Analys av Johans matematiska formaga

Johan visar i dessa uppgifter prov pa nagra av Krutetskiis formagor. I flera av
exemplen (se vidare ex. 1, 2 och 4) visar han férméga att insamla matematisk
information genom att fanga den formella strukturen i problemen. Han ser
16sningen framfor sig direkt och visar darmed en snabbhet i tanken
(Krutetskii, 1976 s. 196). Nar Johan uppmanas att forklara hur han tanker
visar han formaga att se helheten i problemet samtidigt som han arbetar med
delarna pa ett strukturerat satt. Han anser dock att en forklaring dr onddig
eftersom han forefaller anse att svaret ar sa sjdlvklart och borde vara sa for
alla (se Barger, 1998). Han visar ocksa prov pa logiskt tinkande (se dven ex.
2), vilken dr en av hans absolut starkaste formagor. Han loser problemet i
exempel 2 genom att se olika relationer mellan talen och pa detta sitt fa fram
en form av balansrdkning. Det ar osdkert huruvida han anvander
matematiska symboler for att komma fram till sin 16sning. Det ar inget han
namner eller redovisar skriftligt. De flesta av Johans losningar av
matematiska problem é&r informella och bygger pa logiskt tdankande
(Krutetskii, 1976 s. 196). Han visar dven formdaga att se monster och
generalisera da han i exempel 5 utifran nagra specialfall fdngar den formella

strukturen. I exempel 6 och 7 har han under tavlingen missforstatt problemen
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men visar i diskussionen med mig en férmaga till flexibilitet, sa snart han far
klart for sig vad som efterfragas eller vilka forutsattningar som galler tanker
han om och har en fardig 16sning. Han har, trots att detta dr hans svaga sida,
aven en formaga att pa ett enkelt och konkret satt forklara hur han tanker. I
de flesta problemen visar han ett engagemang och en lust att 16sa problem.
Han visar prov pa en formaga att snabbt och med latthet bearbeta problemen
samt utféra matematiska berdkningar i huvudet. Han visar @ven upp en del
svagheter. Ndr han stoter pd omrdden som han inte behdrskar och inte har

nagot intresse for ger han ganska latt upp och visar ibland tecken pa lathet.
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Sara

Forsta motet

Sara fanns med redan vid min forsta traff med klassen i krypteringsprojektet.
Det var inte har jag upptackte Sara, som dr en mycket tyst och blyg elev, utan
det skulle droja nédstan ett ar innan vi fick kontakt. I de intervjuer med lararna
pa skolan som jag gjorde i samband med studien av Johan fick jag dven
upplysningar om andra elever som ldrarna ansag vara speciellt duktiga i
matematik. Bland dessa fanns Sara och hon beskrevs som en mycket ambitios

elev som till skillnad fran Johan var “en produkt av hirt arbete”.

Det var i samband med den tidigare beskrivna Kangurutavlingen som Sara
kom att framsta som en kandidat for min fallstudie. Till intervjuer och
diskussioner kring losningar av Kangurutavlingens uppgifter plockade jag ut
de sex basta resultaten i klassen. Bland dessa fanns, som tidigare namnts, Sara
med klassens basta resultat. Hon hade ett s& pass bra resultat att det senare

visade sig att hon belade en femteplats i den nationella konkurrensen.

Hemmet som pedagogisk miljo

Sara dr uppvaxt i en trygg och harmonisk familj med tva yngre syskon.
Mamma éar sjukskoterska och pappa egen foretagare inom tekniksektorn.
Lillasyster Caroline ar tva ar yngre men gar i klassen precis under Sara efter
det att hon tidigt fatt hoppa 6ver en arskurs. Caroline har, enligt lararna, aven
hon fallenhet for matematik och ar i sin klass lika framstdende som Sara ar i
sin. Lillebror Henrik gar pa sarskola men utmarker sig, enligt foraldrarna,
aven han inom det matematiska omradet. Den matematiska adran i familjen
ar pataglig och nar jag kommer med detta pastdende sa svarar mamma att
hon alltid tyckt att det wvarit roligt och latt med skolmatematik.
Lakemedelsrakningen pa sjukskoterskeutbildningen var inga problem men
hon har aldrig funderat pa att lasa vidare inom matematiken. For pappa
betyder matematik "stor ambition, mycket tid och att man fir kimpa”. Han ar ratt

neutral i sin upplevelse av matematik under skoltiden.

Foraldrarna har aldrig varit padrivare eller forsokt att drilla sina barn i
matematik. De har ett avspant och vardagligt forhallande till &mnet. Som de

ser det sa har det aldrig pratats speciellt mycket matematik eller pagatt
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matematiska aktiviteter under Saras uppvaxt. Men det ar inte alltid litt att se
vilka aktiviteter som kan leda till intresse och framgang inom matematik. Av
fordldrarnas och Saras beskrivningar av hennes uppviéxt framgar att det i
familjen faktiskt har forekommit matematiska aktiviteter fran det att barnen
varit sma. De har spelat en hel del spel sdésom monopol, rummikub och andra
logiska och matematiskt inriktade spel. Detta har skett bade hemma men
framforallt hos mormor dar flickorna tillbringat mycket tid. Barnen har darfor
tidigt fatt vara med och diskutera l6sningar och spelstrategier som har
matematisk anknytning. Sara och Carolin har sedan de var sma gillat att baka
och laga mat och i samband med detta fatt halla ordning pa recept och klara

av att folja instruktioner.

Saras familj ar mycket barncentrerad dar det mesta handlar om barnens skola
och aktiviteter. Fordldrarna ser som sin stora uppgift att stodja och
uppmuntra sina barn. De har sjdlva en hogre utbildning bakom sig och vet
vardet av utbildning och formedlar gérna detta till sina barn, men de ar inga
tydliga karridarmanniskor utan lagger tid och kraft pa sina barn. Nar det galler
skolan och skolarbetet dar de noga med att folja upp sina barns skolgang
genom att ga pa fordldramoten, utvecklingssamtal och i Ovrigt ta del av
barnens vardag. Men de pdpekar ocksa att Sara alltid klarar sina laxor sjilv
och néstan aldrig fradgar dem om hjalp. Enligt férdldrarna har Sara varit och ar
ett latt barn att ta hand om. Hon har alltid vetat vad hon vill och har ocksa
alltid varit sjalvstandig. Sara och Carolin ar sa ndra varandra nar det galler
skolarbetet att de ofta hjalper varandra med att férhora laxor och annat. Sara
hjalper garna Carolin i matematiken om och nar det behovs. Ibland kan det
bli en viss tavling mellan systrarna men detta upplever flickorna och

foraldrarna nastan alltid som en positiv konkurrens.

Sara dr en mycket fokuserad person som gar in for de uppgifter som moter
henne. Detta galler bade i skolan och pa fritiden. Hon ar en tavlingsmanniska,
en lugn och stabil sddan, som satsar fullt ut pa det hon haller pa med. Sara var
tidigt mycket motorisk, hon gick tidigt och rorde sig valdigt smidigt. Hon
borjade ocksa tidigt med idrott och dr idag en mycket lovande stavhoppare
med traning fem dagar i veckan. Hon vill gdrna ldra sig mer och ga vidare till
ndsta moment, men hon kan dven halla pa med samma 6vning under en

langre tid utan att trottna. Dessa egenskaper, nyfikenhet och envishet, som
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Sara enligt fordldrarna har stor nytta av inom idrotten men det dr dven dessa

egenskaper som vi i studien ser avspeglas i hennes matematikstudier.

Sara beréttar att hon har nagra vanner i skolan och nagra inom idrotten men
umgas inte sarskilt mycket med sina kamrater. Hon har sjilv valt ett
begransat socialt umgange, dels for att hon inte skulle hinna med fler vanner

men ocksa for att hon trivs med familjen och behover vara for sig sjalv.

Skolgang och undervisning
Sara utmadrkte sig inte speciellt tidigt ndr det gédllde de akademiska d@mnena
utan sags som ett normalbegavat barn d& hon borjade skolan. Hon hade inget

speciellt intresse av att rakna eller lasa.

Under de forsta aren var det en, enligt fordldrarna, mycket duktig larare som
undervisade Sara. Har fick man inte rakna i sin egen takt, som Sara uttrycker
det, utan lararen ville att alla skulle vara pa samma stalle. Det var forst nar
Sara i arskurs fyra kom till friskolan som hon fick rakna fritt framat och detta
upplevde hon mycket positivt. Det drojde dnda till arskurs sex innan Sara

sjalv insag hur latt hon hade for matematik.

Under arskurs sex och sju rdknade hon tillsammans med Jennifer som var en
annan elev i samma klass, dven hon med intresse och potential f6r matematik.
Jennifer har en personlighet som mer liknar Johans dn Saras. Nar det gallde
att jobba tillsammans under matematiklektionerna fungerade det mycket bra
mellan Sara och Jennifer och de kompletterade varandra pa ett bra satt. Det
gick sa bra sa att de under varen i ar 8 gjorde klart hela grundskolans kurs
och skrev de nationella proven med toppresultat. Bdda dessa elever arbetade
sedan vidare med gymnasiets kurs och fick har lite extra stod av sin larare, pa
dennes fritid, samt fick kontakt med en gymnasieldrare som d@ven han stéttade

flickorna.
Sara beskrivs av larare som en mycket ambitios elev som lagger ner mycket

tid och kraft pa skolarbete. Hon gor det hon blir tillsagd och slarvar aldrig.
Hon ar mycket blyg och har ibland svart att prata infor publik.
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Foraldrarna ar inte riktigt eniga nar jag fragar hur tidigt de markte att Sara
hade en speciell formaga och fallenhet f6r matematik. Mamma sédger att hon
nagonstans i arskurs 6 forstod att Sara jobbade pa mycket snabbt och att det
gick vildigt bra pa proven. Aven utvecklingssamtalen gav vid handen att hon
lag bra till i matematik. Pappa svarar pa samma fraga att det egentligen var
forst for 14 dagar sedan han insdg att Sara hade en sarskild fallenhet for

matematik, da kangurutavlingens resultat kom.

Nar vi fortsdtter att prata om kangurutavlingen som d&r aktuell vid
intervjutillfallet s& uppstar en diskussion kring vad matematik dr och vad
amnet var nar foraldrarna sjilva gick i skolan. De inser att det dr en annan
sorts matematik som Sara moter idag, med mer inslag av problemldsning, och

de dr glada och nagot 6verraskande over att Sara ar sa duktig som hon ar.

Matematiska formdgor — styrkor och svagheter

Sara har hog uthallighet och jobbar pa med det hon blir tillsagd att gora. Hon
gor det dven om hon kanske inte tycker att det ar meningsfullt eller intressant.
Detta gor att manga larare har upplevt Sara som en produkt av mycket hart
arbete och mekaniskt minne. Alla tyckte darfor att det var desto roligare nar
Sara klarade sig sd bra i Kdngurutavlingen. Har krdavs det manga olika
formagor inom matematikomradet och det ar svart att forbereda sig genom
att ldsa pa. I intervjun med Sara efter tavlingen forstod jag att har fanns en
elev med stor fallenhet och formaga i matematik, en elev som kan ga hur
langt som helst med ratt utmaningar och uppmuntran, vilket dr svart att veta
om Sara fatt under sin skoltid. Sara har aldrig fragat efter nagot annat an det
som erbjudits. Hon har tdlmodigt raknat sig framat i bockerna sjalv eller
tillsammans med Jennifer och hon har dven sagt att hon tyckt att detta har

varit roligt.

Sara forklarade alla tavlingens problem pa ett lugnt och strukturerat satt. Hon
gav inga langa forklaringar men visade att hon hade full forstdelse for
problemen och var mycket saker pa sina svar. Nedan foljer nagra utdrag dar

Sara forklarar l10sningarna pa problemen.
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Exempel 1: (Problem 2 vid Kingurutivlingen)
Pa bilden ser du en “talblomma”. Maria drog loss alla kronblad med tal som

ger rest 2 vid division med 6, d.v.s. dar det blir 2 ver nar man dividerar med

6. Vilken ar summan av talen pa de kronblad Maria drog loss?

s
aga

Sara: Man drar bort 2 frin talen och ser om de dr jamnt delbara med 6. Di ser

man direkt att det bara dr 8 och 38 som fungerar.

Problemet skall testa elevernas kunskaper om delbarhet vilket inte visade sig

var nagra problem for Sara.
Exempel 2: (Problem 5 vid Kingurutivlingen)

Punkten O ar medelpunkt i en regelbunden femhorning. Hur stor del av

femhorningen ar skuggad?

Figur 6
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Sara: Om man forst delar in den i fem lika stora bitar frin hérnen in mot
mittpunkten sd blir dessa 20 % var. Det som dr markerat dr 1 V2 sidan.
Alltsd blir det 30 %.

Detta dr en ovning som kraver viss geometrisk forstdelse samt formaga att
anvanda sig av brak eller procent. Sara delar in femhorningen i fem likbenta
trianglar och vet pa sa satt att en triangel dr en femtedel av figuren. Vi kan
aven dela in femhorningen i tio stycken ratvinkliga trianglar genom att dela
varje likbent triangel i tva delar. Pa sa satt far vi det skuggade omradet som

tre ratvinkliga trianglar av manghorningens totalt tio stycken.
Exempel 3: (Problem 16 vid Kingurutivlingen)

Rektangeln pa bilden ar indelad i 7 kvadrater. De tre gra kvadraterna till
hoger har sidlangden 8 cm. Vilken sidlangd har den stora vita kvadraten?

Figur 7

Sara: Tre stora kvadrater dr lika med 4 smd kvadrater. Di dr fyra smd
kvadrater lika med 24 cm. Tre smd kvadrater eller den stora kvadraten

dr dd lika med 18 cm.
Genom att rita in ytterligare tre sma vita kvadrater enligt figur 8 ser vi att

summan av sidorna hos fyra vita kvadrater ar lika med summan av sidorna

hos tre gra kvadrater.
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Figur 8

Det ar denna jamforelse Sara gor i sin forsta mening, de gra kvadraterna (som
hon kallar stora) med de sma vita kvadraterna. Eftersom var och en av de gra
kvadraterna har sidlangden 8 cm vet vi att tre sddana har en langd av 24 cm.
Da vet vi, och dven Sara framkommer det i hennes ndsta mening, att fyra sma
vita kvadrater motsvarar lingden 24 cm. Darmed motsvaras tre sma vita

kvadrater av langden 18 cm och detta ar da sidan i den stora vita kvadraten.

Exempel 4: (Problem 19 vid Kingurutivlingen)

Den sista siffran i ett tresiffrigt tal ar 2. Om denna siffra flyttas fran sista till

forsta plats sa minskar talet med 36. Vilket ar talets siffersumma?

Sara: Om forsta talet heter xy2 si heter det andra 2xy efter man har flyttat
2:an. Dd dr xy2-2xy = 36. 2 minus y skall vara 6, men det gdr inte sid dd
mdste man ldna sd det blir 12 minus y och dd dr y lika med 6. Dd mdste

x vara 2 eftersom 5 minus x skall vara 3. 6 plus 2 plus 2 dr 10.

Detta exempel redovisar Sara pa ett mycket konkret och tydligt sitt och

behover darfor ingen vidare forklaring.

Jag trdffade Sara vid ytterligare ett antal tillfdllen och har nedan finns ett
utdrag fran en traff da vi diskuterade ett kombinatoriskt problem. Hon visar
aven har hur hon under en langre tid kan arbeta lugnt och strukturerat med
problem. Hon anvénder sig av den information jag emellanat ger henne och
hon bearbetar den till nasta tillfdlle. Sara visar prov pa logisk férmaga och
formaga att generalisera nar vi kommer in pa for henne helt nya och okanda

omraden.
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Exempel 5:

Lisa skall kopa 16sglass i kulor och kan vélja pa fyra olika smaker. Hon vill ha

tva glasskulor. P4 hur manga olika satt kan hon vélja sin glass?

Jag ger inte Sara nagra restriktioner till uppgiften utan vill att hon skall tanka

fritt. Efter en del ritande pa sitt papper kommer hon med ett svar.

Sara: 10
Eva: D far du forklara for mig hur du tinkt.
Sara: OK. [Visar det hon skrivit och forklarar]: Det kan ju typ vara 1 och

1,2 och 2 och 3 och 3 och 4 och 4. Sedan dr det 1 tillsammans med 2, 3
och 4 och sedan 2 tillsammans med 3 och 4 och sedan 3 tillsammans
med 4.

Hon forutsatter har att det kan vara samma smak av glass pa bada kulorna,
samt att det inte spelar nagon roll i vilken ordning kulorna kommer. Bada
dessa antagande ar sjdlvklara for Sara vilket framkommer i texten nedan. Hon
parar darfor forst ihop alla mojligheter med samma sorts glass och visar det
pa foljande satt:

Modell 1:
11, 22, 353 och 4«4,

Hon gar sedan over till att para ihop ovriga enligt ett system:

Modell 2:

nr. 1: 12,13, och 14

nr. 2: 23 och 24

nr. 3: 34

Eva: Jittebra, du tog for givet att man kunde ha tvd likadana glasskulor.
Sara: Ja
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har nigon betydelse. Tinkte du pd att du tog detta for givet.

och jordgubbe Overst inte dr samma som en med jordgubbe underst och

Du tog for givet en sak till och det ir att ordningen mellan kulorna inte

Om detta skulle ha betydelse, alltsi om en glass som har piron underst

piron dverst. Hur minga olika glassar skulle det dd bli?

Eva:

Sara: Ja

Eva:

Sara: Da blir det... 16

Nar jag ber Sara forklara hur hon sa snabbt kunde komma fram till detta svar

pekar hon bara pa sin andra modell och forklarar att det som skiljer sig ar att

det blir dubbelt av denna. Alltsa sex alternativ till.

Jag visar sedan en tabell, tabell 2, dir de olika alternativen for detta problem

redogors.

Tabell 2
Varje smak kan[V arje  smak kan|

SMAK [véaljas hogst en ganglvaljas flera ganger

till varje strut till varje strut

ORDNING

Kulornas  ordning|

saknar betydelse A B

Kulornas  ordning|

fhar betydelse C D

Jag fragar Sara om hon kan 16sa de aterstdende alternativen A och C ddr man
endast far valja en kula av varje smak. Sara visar direkt att i dessa alternativ
forsvinner kombinationerna i modell 1 enligt hennes tidigare 16sningsprocess

och darmed blir resultatet en minskning med fyra kombinationer utgdende
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ifran alternativ B och D som hon tidigare har 16st. Resultatet ser vi tabell 3

nedan.
Tabell 3
Varje smak kan]Varje smak  kan|
SMAK |vdljas hogst en gang|valjas flera ganger
till varje strut till varje strut
ORDNING
Kulornas  ordning|
saknar betydelse 6 10

Kulornas  ordning
fhar betydelse 12 16

Eva: I fortsittningen kommer vi att hdlla oss till alternativ A. Om det nu
finns 5 olika smaker och du skall plocka ut 2 kulor. Pd hur mdnga sitt

kan man gora detta?

Sara: OK, da blir det 10.

Hon I6ser detta pa samma satt som hon gjorde i det forsta exemplet. Nu bara

med modell 2:

Modell 2:

nr. 1: 12,13, 154 och 15

nr. 2: 23, 24 och 25

nr. 3: 34 och 35

nr. 4: 45

Eva: Om vi nu siger 8 olika smaker och sedan vill jag att du hittar ndgot

system sd du slipper skriva sid mycket.
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Sara funderar och skriver en del med utgangspunkt fran fem olika smaker.
Jag marker att hon hittar ett monster i den modell som hon anvant vid

16sningsprocesserna hittills.

Sara: Det blir typ en stege. Om det dr 5 sd blir det en mindre.

Eva: Om jag sdger att vi har 8 smaker, hur blir det da?

Sara: 1+2+3+4+5+6+7

Eva: Om jag siger att vi har 35 smaker att vilja pd vad dr det som skall

raknas ut da?
Sara: 34 och nerat.

Eva: Ja, detta kallas en aritmetisk summa. Kan du dd rakna ut summan av en

sddan serie utan att summera alla talen mekaniskt.
Sara: Det kanske dr den i mitten gdnger den hogsta.

Har ar jag sjdlv tvungen att tanka efter hur hon tanker och jag vill gdrna veta

mer kring hennes tankar.
Eva: mm stammer det?
Sara: Ja, det stammer i dem som jag har haft.

Hon visar att det stiammer fOor summan1+2+3+4+5+ 6 + 7 och fOor summan

1+2+3+...+ 34 genom att snabbt summera dessa genom vanlig addition.
Eva: Ar det sd att man alltid kan gora pd detta siitt.
Sara: Jag vet inte.

Detta &r forsta gangen Sara dr minsta tveksam under denna 6vning och jag

forsoker fa henne att fundera vidare pa sina egna tankar kring summan.
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Eva:

Sara:

Eva:

Sara:

Eva:

Sara:

Eva:

Sara:

Eva:

Sara:

Eva:

Sara:

Eva:

Vad ir det du gor ndr du tar den i mitten och multiplicerar med den

hogsta.

mm

Sager dessa tal nigot om de andra talen.

Ja, det dr ju det mittersta virdet.

Vad siger det hogsta talet?

Sd minga tal som finns.

Om vi nu har 35 olika smaker, dd vet du att du skall summera talen 1
t.o.m. 34. Vad dr mittenvirdet dia?

17.5

Hur tinker du?

Jag delade hiogsta talet med 2 och la till en halv.

Du har kommit pd en princip. Nu skulle jag vilja att du tinker dig att vi

har n olika smaker att vilja pd och sd skall du plocka ut 2 kulor.

Jag forstdr inte riktigt

n dr nu antalet smaker som tidigare var 5 eller 35.

Sara funderar nagra minuter.

Sara:

Eva:

Di blir ju medelvirdet n/2 och sedan antalet (n-1).
Helt ratt! Nu skall vi gd vidare. Vi har nu 5 smaker men nu skall vi

plocka 3 olika kulor. Vi ir fortfarande i A, en glasskula av varje sort och

ordningen har ingen betydelse.
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Sara skriver ett system med alla kombinationerna som paminner om den

16sningsprocess hon anvant i tidigare problem.
Sara: 10 fir jag det till.
Sara visar sina anteckningar och forklarar hur hon tankt.

Eva: Bra, du kan rikna ut det och du tinker logiskt. Men det blir jobbigt om
jag siger 137 smaker och 5 kulor.

Eva: Om vi tittar tillbaka pd de ovningar vi gjort tidigare dar vi anvint oss
av multiplikationsprincipen si kanske detta kan vara ett hjidlpmedel. Om
vi skall teckna en generell formel for att plocka 3 kulor frin n olika

smaker, hur skulle en sidan formel se ut?

Sara sitter nu och funderar och skriver en del. Hon har skrivit n(n-1)(n-2) men

fastnar sedan.

Eva: Om du skall ordna 3 kulor, pd hur mdnga sdtt kan du gora det?

Sara: 6

Efter en stund skriver Sara n(n-1)(n-2)/6 och detta ar ett steg mot den

generella formeln for antalet glassar enligt alternativ A som vi ser i tabell 4
(Hagland, Hedrén & Taflin, 2005) nedan.
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Tabell 4

Varje smak kaanarje smak Kar|
SMAK [véljas hogst en gangjviljas flera ganger

till varje strut till varje strut
ORDNING
Kulornas  ordning|
n n+k-1
saknar betydelse (k} ( ) j

Kulornas ordning
fhar betydelse

Analys av Saras matematiska féormagor

Sara visar i ovanstdende problem formaga att insamla matematisk
information och vidare bearbeta den for att f ut det som ar matematiskt
relevant information. Hon visar i flera exempel formaga till logiskt tankande
och dven en formaga att i figurer tolka geometriska relationer (se aven ex. 3).
Geometrisk forstdelse framkommer, som namnts, dven i exempel 2. Hon
stravar efter korta och klara Iosningar men har dndd en féormaga att pa ett
konkret satt forklara hur hon tanker. Detta ser vi tydligt i exempel 4 dér Sara
direkt benamner talets siffror med obekanta x och y och utifrdn detta utfor
subtraktionen. I detta exempel visar Sara formaga att strukturera upp
problemet; ur problemformuleringen plockar hon ut den relevanta
informationen och arbeta med dessa delar utan att tappa helheten i
problemet. Hon visar i detta exempel dven att hon ar fortrogen med
positionssystemet. Sara visar i alla exempel lust f6r det hon gor och aldrig en
uppgivenhet. Sara har det Sheffield (2003) beskriver som uthdllighet, en
energi att under lang tid fordjupa sig i ett matematiskt problem. Detta visar
hon speciellt i exempel 5 som vi arbetade med under en langre tid. Sara var
under denna tid djupt koncentrerad och visade inga tecken pa trotthet. Hon
visar i problemet med glassarna en formaga till matematisk abstraktion och

till snabb och bred generalisering av matematiskt material.
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Johan och Saras likheter och olikheter

Personlighetsdrag och sociala relationer

Bédde Johan och Sara dr lugna och trygga personer. Sjalvfortroendet ger sig till
kdnna i intervjuerna med dem och i samtal med deras foraldrar och larare.
Men enligt lararna ar detta inget som marks i klassen. Det dr ingen av dem
som skryter eller pa nagot annat satt vill utmarka sig. Tvartom doljer de hellre

sin talang.

Sara dar en mycket ambitios, flitig och sjalvstandig flicka. Hon gor det som
behover goras oftast utan att ifragasatta bade ndr det galler skolarbete, laxor
eller traning. Johan ar en mer filosoferande pojke som aven han ar mycket
sjdlvstindig men som sdllan gor det han uppmanas att gora om inte detta
sammanfaller med hans egen vilja och hans intresse. Som vi namnt i studien
visade Johan mycket tidigt intresse och lust for monster och strukturer. Att pa
detta sdtt ensam dgna sig at matematiska/logiska aktiviteter ar mycket vanligt
hos barn som senare utvecklar stor matematisk formaga (Bloom, 1985; Winner
1999). Detta ar emellertid inget som vi direkt kan hitta hos Sara. Hon var som
barn allmént intresserad av att spela spel, giarna strategispel, men det som
framtrader mest i intervjuerna med Sara och hennes fordldrar om hennes

tidigaste ar ar hennes motoriska talang.

Johan och Sara har bada tillbringat mycket tid ensamma, inte sa att de helt har
saknat kamrater men de har inte haft nadgot stort umgange och sager ocksa att
de trivts bast med detta. Johan férde hellre diskussioner med sin pappa, farfar
eller kamraternas dldre syskon om dessa hade liknande intressen som Johan.
Just att umgas med &ldre dr ndgot som ar vanligt hos barn som tidigt har ett
starkt intresse for nagot akademiskt amne (Winner, 1999). Som vi tidigare
namnt i forskningsoversikten beskrev Terman i en stor studie under 1900-talet
nagra skal till varfor barn med hogt IQ ofta var ensamma eller umgicks med
aldre. Denna beskrivning kan vi kdnna igen i diskussionerna med Johan och

Sara och deras foraldrar och larare.

Generell formaga
Johan visade tidigt sin matematiska formaga och sitt intresse for det

matematiska omradet, han hade ddremot inget intresse av bokstaver eller
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konsten att ldsa. Sara var ett ganska normalt barn d& hon bérjade skolan och
utmarkte sig inte speciellt inom nagot omrade mer an mdojligen idrott. Myten
kring generell begdvning som vi namnt tidigare, sdger att den som ar begavad
inom ett visst akademiskt amne ocksa ar generellt begavad. Pa senare tid har
forskningen visat att barn med en kombination av akademiskt starka och
svaga sidor ar mer regel an undantag (Winner, 1999). Trots detta finns det
fortfarande, som ndmnts, delade meningar kring om elever med sarskilda
formagor i matematik ocksa har en tidig lasutveckling. Vissa anser att kunna
lasa tidigt, och framforallt att ldra sig det pa egen hand, ar ett av de starkaste
personlighetsdragen hos barn med sarskild fallenhet for akademiska dmnen
(Bates & Munday, 2005; Edfeldt, 1992; Edfeldt & Wistedt, i press; Freeman,
1979; Terman & Oden, 1947). Detta ar inget som framkommer i denna studie
utan snarare tvartom da Johan larde sig ldasa mycket sent och Sara vid normal

alder.

Johan foljer daremot monstret for ett barn med sarskild formaga nar det galler
andra personlighetsdrag som till exempel handstil och oviljan att skriva for
hand (Krutetskii, 1976 s.193; Terrassier, 1985; Wahlstrom, 1995; Winner, 1999).
Detta ar inget som Johan utdvar med gldadje. Nar han ar tvungen att skriva sa
ar handstilen knappt lasbar. Johan anvander mycket hellre dator nar nagot
maste skrivas. Inom det matematiska omradet 16ser han helst saker i huvudet
eller med mycket knapphandiga anteckningar. Daremot ar han duktig pa att

teckna och kan med hjalp av figurer forklara olika losningar.

Vissa forskare hdavdar att den daliga handstilen beror pa att tanken gar sa fort
att handen inte hinner med att skriva (Wahlstrom, 1995) vilket skulle kunna
vara Johans problem. Nar det géller Sara sa har hon en prydlig handstil och
hon forklarar gdarna sina l6sningar om man ber henne. De &r ofta kortfattade
och precis som Johan gor hon ibland berdkningen eller tankeprocessen i

huvudet utan att skriva eller rita.

Fordldrastod

Som vi sett av studien har bade Johan och Sara vaxt upp i barncentrerade
familjer med stort stod fran foraldrarna. Fordldrastodet ar det viktigaste
stodet for att ett barn skall ha mojlighet att utveckla sin talang (Bloom, 1985;
Csikszentmihalyi, 1997; Winner, 1999). De tva foraldraparens stod skiljer sig
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emellertid at och aven deras satt att stimulera sina barn. I Johans fall har bada
fordldrarna hela tiden varit medvetna om Johans talang inom matematik och
naturvetenskap och har pa olika satt medvetet stimulerat honom till aktivitet
inom dessa omraden. Detta har inte skett genom att placera honom framfor
bocker utan genom att diskutera matematiska och naturvetenskapliga
omraden med honom. Nar det galler Sara sa har hon fatt en mer allman
stimulans, men det framgar av studien att dar har funnits mdojligheter till

matematiska diskussioner.

I fordldrastodet ingar inte bara en stimulerande miljo, berikande diskussioner
utan dven att foraldrarna trott pa sina barns majligheter. Formagan att ge sina
barn berém i olika situationer och tala om for dem att de dr duktiga ar nagot
som dr utmarkande for bada foraldraparen. Johans foraldrar har inspirerat
honom utan att for den skull drilla honom i matematik. Han har alltid fatt
svar pa sina fragor som ibland kunde vara méanga och ingaende. Just denna
uppmadrksamhet fran fordldrar dd& man som barn vill ha svar pa sina fragor
kan vara skillnaden mellan att nyfiket fortsdtta fraga eller upphora med
fragorna. Det har med att barn slutar fraga i en viss alder kan bero pa att de
inte fatt tillrackliga eller i varsta fall inga svar alls pa sina fragor (Bloom, 1985
s. 277; Wahlstrom, 1995). I Saras familj har inte fokuseringen kring matematik
och naturvetenskap varit lika framtrddande som i Johans familj. Sara har inte
heller varit lika fragvis som Johan men hon har alltid omgetts av personer
som har kunnat svara pa hennes fragor eller stotta henne i hennes tankar nar

hon sjdlv valt att formedla dem.

I foraldrastodet ingdr ocksa att ha forvantningar och stélla krav pa sina barn
(Bloom, 1985; Leyden, 2002). Johans fordldrar kontrollerar inte att han har
gjort laxan utan de litar pa honom och ser ocksa till att han far std upp for det
han gjort eller inte gjort. Saras fordldrar resonerar pa liknande sitt. Det som
skiljer ar att Sara alltid gor det som skall goras medan Johan ibland far sta till
svars for tillkortakommanden i olika situationer. Detta &ar ett sdtt for
foraldrarna att gora barnen mer sjalvstandiga genom att forvanta sig att de
sjdlva tar ansvar for sitt arbete. Det har visat sig att i en kultur som satter stort
varde pd goda prestationer inom en domédn och har hdga forvantningar

uppnar manniskor hogre nivder av kunskap an genomsnittet (Winner, 1999).
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Som vi sett av berdttelsen hade bade Johans mamma och pappa ett tidigt
matematikintresse och presterade i topp i skolan. Saras foraldrar har ocksa
goda relationer till det matematiska omradet om &n inte s& starka. Bada
foraldraparen har akademisk utbildning och har tidigt visat sina barn vérdet
av utbildning som en viktig del av livet och en vag till framgang. Att
utbildningsnivan hos fordldrarna har en betydande roll for utvecklingen av
barnets talang finns vdl dokumenterat i forskning om barn med fallenhet for
matematik (Bloom, 1985; Winner, 1999).

Nar det galler idrottsliga eller musikaliska talanger far dessa i regel stor
uppmarksamhet fran féraldrar och fran 6vriga i vuxenvarlden. Dessutom blir
elever som har musik- eller idrottsintresse populdra i skolan genom att
placera sig val vid olika typer av skoltavlingar. Nar det géller de elever som
har talang inom det akademiska omradet sd upplever dessa ofta motsatt
situation (Winner, 1995). Johan har aldrig haft ndgon framtradande roll i
skolan och har aldrig ként sig speciellt uppskattad. Sara har alltid framstatt
som en duktig idrottsflicka och har fatt mycket berom och uppmarksamhet
for detta, men hennes matematiska talanger har varit fordolda aven for de

personer som statt henne narmast.

Familjerelationer

Vi har tidigare sett att Johan &r adldsta barnet med en lillebror som &r tva ar
yngre. Sara dr dven hon aldsta barnet med tva yngre syskon. Vad platsen i
syskonskaran betyder for utvecklingen av sarskilda formagor inom omraden
ar ett omdiskuterat dmne. I en familj med tva broder f6ds ofta storebror till en
ledarposition (Martensen-Larsen, 2004). Johan har ett mycket starkt
sjdlvfortroende och mdjligen har hans position i syskonskaran bidragit till
detta. Det finns, som namnts, en rad undersokningar som visar att
sdarbegdvade barn och framstdende vuxna i oproportionell hog grad ar
forstfodda barn (Freeman, 1979; Gottfried, Bathurst & Guerin, 1994; Terman,
1925).

Ofta beskrivs familjer med barn med sarskild formaga som harmoniska och
karleksfulla (Winner, 1999) och att detta galler f6r Johans och Saras familjer
tar jag en kansla av nar jag pratar med Johan, Sara och deras forédldrar. For

Johan ar familjen viktig, mycket viktigare d@n skolan nagonsin kan bli, detta
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trots att foraldrarna satter utbildning mycket hogt. Skilsmassan mellan Johans
fordldrar hade darfor en stor inverkan pa Johan och hans trygghet. Det var
under denna period som Johan mer eller mindre forsvann fran
matematikomradet och flydde in i en fantasivarld med hjalp av bockerna och
ett nyvunnet intresse for att lasa. Har kan det minskade foraldrastodet under
en viss period ha haft betydelse for Johans matematikutveckling. Johan var
ocksa mitt inne i en pubertetsutveckling och hade det ganska kdmpigt med
sig sjdlv. I Blooms studie kom de flesta av de hogpresterande individerna fran
familjer som var intakta under barnens uppvaxtar. Man kunde ocksa se att
familjer med barn med sarskild formdaga hade en lagre skilsmassofrekvens an
andra familjer. Detta lyfts emellertid inte fram i aktuell forskning dar man
jamfort familjer med barn med sarskild formaga och familjer med
normalpresterande barn (Winner, 1999). Det kan bero pa att skilsméssorna
totalt sett har okat kraftigt, en trend som kan vara negativ for utvecklingen av
talang (Bloom, 1985; Winner, 1999).

Matematiska formagor

Vid ett tillfalle, under den senare delen av fallstudien med Johan och Sara,
fick vi en inbjudan att medverka i ett nyhetsprogram pa TV4 Sydost. Det var
aven onskvart att vara fallstudieelever Johan och Sara kunde medverka. De
tillfragades och bada var intresserade, vilket var mycket positivt. De skulle i
direktsandning visa prov pa sina matematiska férmagor och bada var ganska
nervosa. De fick fem utvalda problem med varierande svarighet och innehall
och ombads l6sa sa manga som mdjligt for att sedan visa upp och forklara en
eller tva 16sningar i sandning. Bade Johan och Sara 16ste samtliga problem pa
ett overtygande satt. Har fanns problem som kravde logiska resonemang och
geometriska kunskaper samt ett problem dar man skulle anvdnda sig av
nagon form av bevisforing. Johan som tidigare i olika sammanhang visat stor
matematisk formaga men ganska liten vilja till att forklara sina tankar och
losningar pa problem tog nu i direktsandning i TV initiativet. Detta var
forvanande och intressant. Det fanns mer som férvanade nar det gallde Johan.
Tidigare hade han till stora delar gomt sig bakom en image av att inte vilja
framsta som centralfigur eller framhava sig sjilv. Nu visade han upp en
annan sida av sig sjdlv, en sida som mdjligen mognat fram under det &r som
denna fallstudie pagatt. Problemet som han valde ut och forklarade var

foljande:
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Utmaning 1
I figuren har en kvadrat ABCD och tva halvcirklar med diametern AB och AD

ritats upp. Om langden av AB ar 2 cm, hur stor ar den skuggade arean?

A D

Figur 9

Han forklarade problemet pa ett mycket konkret sitt och beréttade sedan att

man kunde 16sa detta problem pa tva olika satt.
Alternativ 1:

"Man tar de tvd smi skuggade omridena lingst upp till vinster i figuren
och filler ner och fyller ut tomrummen i halvcirklarna vilket gor att de
skuggade omridena tillsammans bildar halva kvadraten vilken dirmed dr tvd

kvadratcentimeter.”

Han berdttade att det var s& han sjdlv hade 16st uppgiften forst, genom att helt
enkelt se detta i figuren. Men han nodjde sig inte med detta utan forklarade
aven att man med hjalp av att rdkna ut de olika omrddens areor kan 16sa

problemet.
Alternativ 2:

"Forst raknar man hela kvadratens area som dr fyra kvadratcentimeter samt
cirkelhalvornas areor som dr m/2 var. Sedan delar man in kvadraten i fyra
smd kvadrater som vardera har arean en kvadratcentimeter och inuti den
dvre vinstra kvadraten (se figur 10) finns en cirkelsektor som har arean Tt/4.
Om vi drar bort cirkelsektorn frin kvadraten fir vi detta omride (pekar i
figuren). Dd kan man rikna ut arean av det skuggade omrdidet (pekar i

figuren) dverst i vinstra kvadraten.”
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Figur 10

Vi ger hédr nedan lite hjalp att tolka Johans resonemang. Om vi plockar ut den
ovre vanstra kvadraten i figur 10 och forstorar den har nedan i figur 11 ser vi

Johans cirkelsektor med arean 7t/4.

—

Figur 11

"Om vi drar bort cirkelsektorn frin kvadraten fir vi detta omride (pekar i

figuren).”

Har menar Johan omradet som ar markerat i figur 11, vilket har arean 1 — nt/4

cm?
"Di kan man rikna ut arean av det skuggade omridet (pekar i figquren)
overst i vianstra kvadraten.”

Figur 12
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Det streckade omradet i figur 12 motsvarar da det ovre skuggade omradet i
tigur 13 vilket har arean 1 - 2(1 — 1t/4) cm?=1/2 — 1 cm?

Figur 13

Hur Johan rdknar ut den totala arean av alla de skuggade omradena framgar
inte riktigt av hans resonemang. Eftersom han kdnner areorna av de skuggade
omradena i varje delkvadrat, ar det tankbart att han utnyttjar detta och far

den totala arean genom berdkningen (7t/2 - 1) + 2(1 — 1/4) + 1 =2 cm?

Det visade sig senare ndr vi gick igenom Johan och Saras l6sningar pa
problemen att Sara hade 16st detta problem pd samma sdtt som Johan men
hon hade forst 16st det enligt alternativ 2 for att senare upptacka att man

kunde se det geometriskt sa som i alternativ 1.

I detta problem visar Johan férmaga att insamla och bearbeta matematisk
information. Bada dessa formagor finns som grund i Krutetskiis beskrivning
av formagor i matematik. Johan anvander sig av den informationen han far i
problemet bade i bilden och i texten, han bearbetar informationen pa ett
logiskt sétt och kan se forflyttningen av de sma skuggade omradena och pa sa
satt finna det, som han sdger, klart enklaste 19sningsforfarandet. Vi har i
tidigare problem sett att han har en logisk formaga men har visar han aven
upp en formaga att anvdnda sig av symboler och formler. Detta gor han
genom att plocka fram metoder att genom areaberdkningar av cirklar och
cirkelsektorer fa fram ytterligare en l0sningsstrategi. Just att minnas formler
och arbeta med dessa i problemlosningssituationer var ndgot som Johan hade
svart for nar jag forst traffade honom, men som han under det senaste aret
jobbat hart med. Detta visade han tydligt prov pa under denna

direktsandning.
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Ett annat problem som Johan och Sara fick i direktsandning och dar jag efterat

samlade in deras losningar var foljande:

Utmaning 2
Jonny och Tommy spelar pingis. Om Jonny hade haft 5 poang mer &n han har

skulle han ha dubbelt sa manga poang som Tommy. Om Jonny hade haft 7
poang mindre dn han har skulle han ha hélften sa manga poang som Tommy.

Hur manga poang har Jonny?

Badde Johan och Sara loser detta problem korrekt men med lite olika

losningsprocesser.

Johan l6ser problemet genom att observera att skillnaden i antal poang i de
tva fallen ar 5 + 7 = 12 och att denna skillnad motsvarar en och en halv del av
Tommys poang. Detta satt att resonera har stora likheter med det resonemang
han anvéande i exempel 2 (se s. 68). Vi ser hdr, atminstone ett embryo till det

som i Krutetskiis struktur kallas matematiskt minne.

Johans l6sning:

Tommy

7+5

7+5=12

l2=1%-Tommy

2_y

3

42=8
Tommy =8
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En annan mdjlig 16sningsvag ar att teckna tva ekvationer som motsvarar

héandelserna i problemet.

Vi betecknar Tommys poang med T och Jonnys podang med ] och far da

foljande ekvationer:

(1)2-T=]+5
2)05-T=]J-7

Om vi 16ser detta system genom att subtrahera ekvation (2) fran ekvation (1)

far vi att:

3)1,5-T=12

Denna ekvation kan jamforas med Johans uttryck 712 = 1% -Tommy”.

Saras l0sning bygger pa ovanstdende ekvationer men vi skall se att hon 16ser

ekvationssystemet pa ett annat satt.
Saras losning;:

X+5=2y
x—7=0,5y

7x+35 =14y
5x -35=2,5y

12x = 16,5y
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Sara valjer att 10sa ekvationssystemet genom att multiplicera bdda leden i den
forsta ekvationen med sju och i den andra med fem. Hon ser genom dessa
operationer en mojlighet att eliminera konstanttermerna pa ett smidigt satt.
Resultatet blir en diofantisk ekvation och Sara finner har det forsta paret av
positiva heltalslosningar. Med punkterna visar hon att hon troligen ar
medveten om att det finns fler 16sningar. Losningarna till den diofantiska

ekvationen ges av x = 11k, y = 8k {or alla heltal k.

Detta problem belyser skillnader i tankesdtt och anvandandet av olika
formagor hos Johan och Sara. I de allra flesta problem som Johan stallts infor
under denna fallstudie anvander han sig av ett logiskt tankesitt, forkortar
l16sningsvagen och skriver ogdarna utan utfor arbetet till stora delar i huvudet.
Om vi studerar den indelning Krutetskii gjorde med avseende pa hur elever
tar sig an och processar matematiska testuppgifter sa hamnar Johan i den
analytiska gruppen. Individerna i denna grupp har en framtradande verbal-
logisk komponent och arbetar framgangsrikt med abstrakta problem. Sara ar
mycket strukturerad i sitt l0sningsforfarande, det ar relativt latt att folja
hennes tankegangar och hon anvander sig av bade bilder och symboler i sina
16sningsmodeller. Aven hon har en logisk férméaga men hon anvéander sig lika
ofta av geometriska figurer och en formdaga att visualisera. Hon tillhor

darmed den harmoniska gruppen.

Skola och Undervisning

Undervisningsmodellen i Johan och Saras klass byggde helt pa
hastighetsindividualisering. Matematiklektionerna innebar att alla raknade pa
i sina bocker och gemensamma genomgangar saknades nadstan helt. Alla

elever befann sig pa olika kapital och omraden och i nagra fall olika bocker.

For Saras del sa trivdes hon med detta sitt att arbeta med matematiken. Sara
sager sjdlv att hon fick hjalp vid de fa tillfallen som hon fragade efter hjilp
men att hon sjdlv eller tillsammans med Jennifer oftast l0ste uppgifterna pa
egen hand. Sara trivs med att fa rakna fritt framat i boken och lagga kapitel
bakom sig. Hon har alltid en strdvan framéat och kanner sig ndjd nar hon

klarat av annu en uppgift, ett kapitel, ett omrade och en bok. Genom denna
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form av acceleration s& kommer Sara i kontakt med en mangd nya omraden

langt fore sina kamrater och detta ger henne d@ven en form av berikning.

Nar det galler Johan sa har acceleration betytt det motsatta. Han forcerade
under skolans tidigare ar materialet i en rasande fart men trottnade
nagonstans i ar 5. Han hittade inga utmaningar och ingen stimulans i
bockerna och tyckte redan att han behadrskade allt som fanns i dem. Han hade
sannolikt blivit mer stimulerad av att fa berikning vid detta tillfdlle, att fa ga
utanfor bockerna och dgna sig at mer utmanande uppgifter. Detta blev sa

smaningom ocksa vagen tillbaka till det matematiska intresset f6r Johan.

I fallstudien ser vi att elever med fallenhet for matematik kan fungera helt
olika och darmed ocksa behover stimuleras pa olika sdtt. Olika
undervisningsmodeller behovs for att elever med fallenhet for matematik
skall utvecklas i sin takt. De tva huvudmodellerna nér det galler undervisning
i matematik bendmns berikning och acceleration. Det dr emellertid svart att
accelerera utan att berika och ndstan lika omdjligt att berika utan att
accelerera, men det kravs att man hela tiden funderar pa vad som ar bast for
varje individ och en kombination av dem é&r formodligen att foredra
(Assouline & Lupkowski-Shoplik, 2005).
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Hur ser undervisningen i matematik ut och hur

tas elever med matematisk fallenhet om hand?

Vi vet hur undervisningen i Johans och Saras klass siag ut, att det var
hastighetsindividualisering som géllde. Sara fungerade ganska bra i denna
undervisningsform men vi vet inte om hon utvecklades och stimulerades
tillrackligt. I Johans fall s& var den direkt olamplig, han blev snabbt uttrakad
och understimulerad vilket gjorde att han 6vergav matematiken till fordel f6r

annat.

Enkatundersokning

For att fa en inblick i larares vardag och deras syn pa skola och undervisning
har en enkatundersokning genomforts. Undersokningen ar genomford i tre
kommuner i sodra Sverige dar totalt 180 larare fran hela grundskolan (ar F-3
(80), ar 46 (79) och ar 79 (21)) har svarat pa fragor kring
undervisningsmodeller som de anvander och forvantningar de har pa elevers
arbete i skolan och hemma, om de haft elever med fallenhet for matematik i
sina klasser och hur de i sa fall upptacker dessa. Sist men inte minst stalldes

frdgan om hur de bemdéter elever med fallenhet for matematik.

Ar undervisningsmodellen viktig for elever med fallenhet och férmaga?

Naturligtvis ar undervisningsmodellen viktig for alla elever i dagens skola
och minst lika viktig for elever med fallenhet och férmaga. Dessa elever, som
ar precis lika olika sinsemellan som andra (Monks, Heller & Passow, 2000),
behover olika stod for sitt larande vilket fallbeskrivningarna belyst. Som
namnts tidigare finns en myt “Duktiga elever klarar sig sjalva”. Vi kommer att
se att det d4r en myt som tyvérr lever i vara svenska klassrum; inte for att vara
larare tycker att det skall vara sd, eller for att forskningen tyder pa att det
skulle vara ratt, utan for att resurserna inom skolan inte racker till for alla

elever.

De ldrare som har svarat pa enkdten beskriver sin undervisning som
dominerad av tyst rdkning i bocker. Gemensamma genomgangar och
diskussioner utgoér en mindre del av tiden. Detsamma giller laborativ

matematik, i grupp eller enskilt, vilket 4r ndgot man sysslar med under de
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tidigare arskurserna men aven dar i liten utstrackning. Redovisningen nedan

anger lararnas genomsnittliga svar angivet i procent av total lektionstid.

Arskurs F-9

Vilken undervisningsmodell passar bast in pa

O Procent

dig och din klass? 40 3
35 1
a) Tyst matematik med hjalp av 30 H
larobocker o5 |
b) Tyst matematik pa annat satt
C) Genomgang med alla elever 20 71 _
d) Elever sitter i grupper och arbetar 15
med uppgifter i laroboken 10 +
e) Grupparbete med speciella s |l ‘H‘ ‘H‘
gemensamma uppgifter 4‘7
f) Laborativ matematik i grupp 0 e
g) Laborativ matematik enskilt abcdefgh
h) Ovrigt

Totalt har 177 larare svarat pa fragan.

Lararna forsoker hjdlpa eleverna dar de befinner sig genom individuell
handledning, och de kdnner sig oftast otillrdckliga. Det dr laromedlet som styr
undervisningen och som har till uppgift att stimulera alla eleverna oavsett
niva. Dessa resultat styrks av andra undersokningar och forskningsresultat
(Bentley, 2003; Bjerneby-Hall, 2006; Johansson, 2006; Wallby, Carlsson &
Nystrom, 2001a).

Aven denna studie bekréftar det som tagits upp i forskningsoversikten. Det &r
framst en undervisningsmodell som dominerar svensk
matematikundervisning, detta trots att laroplanen sager att skolan skall
fraimja en harmonisk utveckling vilken skall astadkommas med hjilp av ett
varierat och balanserat innehall och arbetssitt (Skolverket, 2006). Men i de
intervjuer och skriftliga svar som lararna lamnat pa fragan om de skulle vilja
andra nagot i sin matematikundervisning framkommer det att det finns en

stor vilja till forandring fran lararnas sida.
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"Jag vill i fortsittningen hilla ihop klassen i matteboken for att kunna hdlla

samlingar som dr relevanta for alla.”

"Framforallt slappa taget om matteboken och infora mer grupp och parmatte.

Overhuvudtaget mer laborativ och tinkande matte.”

“Jag wvill lara mig mer om laborationer och hur man visualiserar olika

moment for att tydliggora undervisningen.”

"Vill faktiskt ha mer helklassundervisning oavsett var eleverna dr i bockerna.

T.ex. en vecka per mdnad dir jag koncentrerar mig pd nigot visst moment.”
Men det framkommer aven att en forandring inte alltid ar sa latt.

"Tyvdrr dr eleverna "inkérda pd matteboken” och har svdrt att slippa taget

for andra uppgifter.”

Fragan ar vem det ar som gjort dem ”inkdrda pa matteboken”? Av lararnas
kommentarer ovan ser vi anda att det finns ambitioner att vilja forandra

undervisningen men manga kanner inte att det finns utrymme for detta.

"Det dr sd mycket annat man skall hinna med: gemensamma konferenser,
individuella utvecklingsplaner for eleverna, samtal med forildrar. Det dar sd

mycket annat dn just undervisningen”

En del menar att det inte uppmuntras av skolledning att arbeta tillsammans
med a@mnesutveckling och att det har blivit en etablerad kultur att larare
planerar sin undervisning sjdlvstandigt, framforallt i matematik. Detta styrks
av studier gjorda pa omradet (Bjerneby- Hall, 2006; Emanuelsson, 2001 s. 83;
Skolverket, 2005a s. 60; Wallby, Carlsson & Nystrom, 2001b s.104) samtidigt
som man i rapporten Before It’s Too Late (The John Glenn Commission, 2000)
lyfter fram vikten av att larare far mogjlighet till traning, mentorskap,
samarbete med kollegor och praktik for att utveckla sin lararskicklighet. Pa en
del skolor finns temaarbete i vissa perioder. Da ansvarar flera amnen
gemensamt for undervisningen. Tyvérr ar matematikamnet séllan involverat i

dessa temaperioder.
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Hur mycket férvintar sig lirarna att eleverna sysslar med matematik?

Nar det galler hur lang ”faktisk tid” eleverna dgnar sig at matematik i skolan,
alltsd den tid som de verkligen sysslar med matematik, &r lararnas tro pa
eleverna stor. Enligt enkatsvaren finns det en spridning fran under 40
minuter/vecka till over 100 minuter/vecka men det ar dver 100 min/vecka som

dominerar och utgor drygt 70 % av lararnas svar.

Arskurs F-9

Hur mycket ”faktisk” tid i veckan dgnar 80

din klass at matematik? -0 _

40 —

30 — O Procent

20 —

10 —’» -
olm — M H

<40 40- 60- 80- >100
min 60 80 100 min

min min min

Totalt har 176 larare svarat pa fragan.

I rapporten Tid for larande (Skolverket, 2003b) har man bland annat studerat
undervisningens effektivitet. Genom enkatstudier har man fatt elevers
uppskattning av hur koncentrerade de anser sig vara under lektionerna i olika
amnen. Mest koncentrerade tycks de wvara i idrott och halsa,
samhallsvetenskapliga dmnen och engelska och minst koncentrerade i
matematik och frammande sprak (tyska, franska, spanska). Eleverna
uppskattar att de under lektioner i dessa @mnen ar okoncentrerade ca 25 - 30

procent av lektionstiden (ibid. s. 30).

I en annan studie av Gunnar Sjoberg (Sjoberg, 2006) som bygger pa
observationer i klassrum, dokumenterade med videokamera, visar det sig att
sd mycket som var femte matematiklektion gick bort till forman for andra
skolaktiviteter och av den resterande tiden arbetade eleverna koncentrerat

endast under halva tiden.
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Enligt grundskolans timplan dr den minsta garanterade tid som eleverna har
ratt att f lararledd undervisning i matematik 900 klocktimmar under ar 1 till
ar 9. Om vi beraknar ett genomsnittligt timantal per vecka for
matematikdmnet i grundskolan visar det sig att eleverna bor ha ca 2,5
timmar/vecka fran ar 1 - ar 9. De larare som ingatt i var studie bedomer att
eleverna arbetar koncentrerat i genomsnitt 1,5 timmar/vecka. Om vi jamfor
med de tva tidigare refererade studierna sa arbetar eleverna enligt sin egen
uppfattning i Skolverkets rapport koncentrerat ca 70 - 75 % av lektionstiden i
matematik, vilket innebdr ca 1 tim och 45 minuter/vecka. Enligt Sjobergs
studie, dar forst var femte matematiklektion forsvann och déar eleverna sedan
arbetade koncentrerat under endast 50 % av den resterande tiden innebar det

1 timme/vecka med koncentrerat arbete i matematik.

Det dr upp till varje kommun att faststilla en skolplan som visar hur
kommunens skolor ska organiseras och utvecklas, i denna plan skall det d&ven
framgad hur timmarna for varje damne fordelas efter arskurser. I de flesta
kommuner ar uppdelningen mellan de tidigare aren 1 - 5 och de senare aren 6
— 9 att flertalet av timmarna forldggs under den forsta perioden. Om vi
analyserar resultatet frdn enkatstudien baserat pa en uppdelning av
grundskolan i F-3, 4-6 och 7-9 sa visar ocksa den att ldrarna anser att eleverna
lagger mer tid pa matematik under de tidigare aren. Har finns dven en annan
intressant skillnad: den tid som eleverna sysslar med tyst matematik utgor en
storre del ju hogre upp i arskurserna vi kommer. I de tidigare aren utgors en
storre del av laborativ matematik vilket gor att det knappt finns nagot sddant
inslag under de senare aren. Detta innebar att den tid som ldrare i de senare
aren av grundskolan anvander for att muntligt och i diskussion engagera och

motivera elever for matematik ar liten.

Finns det elever med fallenhet och férmaga i matematik?

Fragan som stalldes till ldrarna i enkdtundersékningen var om de i sin klass
har eller ndgon gang haft elever som de upplevt som “formagor” i matematik.
Av de 177 larare som svarade pa denna fraga ansag 86 % att de haft sidana

elever i sina klasser.
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Arskurs F -9

Finns det i din klass eller har det 90

tidigare i dina klasser funnits 801—

elever som utmarker sig som 70

601
501

“formagor” inom matematik?

404 O Procent

301
201
101

Ja Negj
Totalt har 177 larare svarat pa fragan

Att det finns elever med sérskild fallenhet for matematik i svenska skolor ar
det val knappast ndgon tvekan om. Vi kan inte med hjalp av denna studie
avgora om det finns en elev i varje klass eller nagon viss procentsats av elever
som utmarker sig som ”formagor”. Det vi kan sdga ar att det finns elever som

lararna i denna studie identifierar som ”“f6rmagor”.

Vad ar det da som gor att lararna identifierar dessa elever? Hur utmarker sig
eleverna som ldrarna uppfattar som formdagor i matematik? En vanlig
uppfattning ar att dessa elever utgdr en speciell grupp med liknande
egenskaper. Som namnts finns en omfattande forskning som motsager den
uppfattningen och som &dven bedOmer att antalet elever med fallenhet for

matematik ar fler an vi forestaller oss.

”Elever med fallenhet for matematik ar ingen exklusiv grupp, de &r inte ens
att betrakta som en grupp (Monks, Heller & Passow, 2000). De ar precis lika
olika sinsemellan som andra. Vissa dr brett begavande, andra har fallenhet
for nagot speciellt omrade. De har olika bakgrund och olika intressen och de
ar sannolikt fler an vi idag forestaller oss.” (Wistedt, 2007)
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Vad vet lararna om dessa elever och vad far dem att lagga marke till dem?

Hur uppticker larare elever med fallenhet och férmaga i matematik?

Lararnas svarigheter att diagnostisera matematisk formaga framgar av deras
svar pa fragan om hur de uppticker dessa elever. Svaren ar mycket
fokuserade pa elever som &r snabba, aktiva, nyfikna och sjalvstandiga. Dessa

elever ligger langt fram i boken och har bra resultat pa prov och diagnoser.

“Det ar brist pa kunskap om variationen i uttryck for matematisk formaga
som goOr att vi latt uppfattar dessa elever som en sarskild grupp, begransad
till antal och homogen i sin karaktar.” (Wistedt, 2007)

Har nedan foljer nagra av lararnas kommentarer:

Arskurs F-3

"De riknar i bockerna som “riknemaskiner”. De ir snabbast i alla
problemlosningsuppgifter. De blir —automatiskt gruppledare i alla
mattegrupper. De dlskar att rikna och ser en glidje att komma pd losningar.
Oftast kan de inte rita eller redovisa hur de har tinkt “jag bara vet det” ir

oftast svaret.”

”Snabba, bide i huvudet och med pennan. Ser annorlunda losningar och kan
forklara hur de tinker.”

Arskurs 4 -6
“Eleven arbetar sjilvstindigt och gdr framit snabbt.”

"De klarar alla moment inom matematik, bide muntligt och skriftligt, oftast

gor de det snabbt. En del har varit duktiga pd att visa och hjilpa andra.”

Arskurs 7-9

"Lyckas bra pd prov. Snabbt klara med uppgifter och visar att de forstir det
de gor. Aktiva vid genomgingar, pigga pd att "diskutera matte”, vetgiriga.”
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"Hur de uttrycker sig muntligt. Hur snabbt de loser olika problem som dr

nya for dem. De siger att det dr litt.”

Detta beskriver den bild av formaga i matematik som de flesta larare i studien
har. Men som vi sett i Krutetskiis, Sheffields och Bargers beskrivning av
matematisk formdga &r inte snabbhet en formaga som lyfts fram utan en

formaga som kan vara fruktbar men som inte ar nodvandig.

I kommentarerna hittar vi f6ljande motstridiga citat ”Ser annorlunda losningar
och kan forklara hur de tinker” och ” Oftast kan de inte rita eller redovisa hur de har
tinkt "jag bara vet det” ir oftast svaret.” Dessa kommentarer starker bilden av
att elever med sarskilda formdagor i matematik ar olika och att de ocksa visar
sina formagor pa olika satt. Kommentarer som ”Aktiva vid genomgingar, pigga
pd att “diskutera matte”, vetgiriga” samt "Hur de uttrycker sig muntligt” ar aven
dessa varda att analyseras. Om vi tittar tillbaka dels pa fallstudien av Johan
och Sara, dels pa de svar som ldrarna givit i enkdtstudien pa fradgan om
undervisningsupplagg, sa ser vi att de allra flesta elever aldrig far mojligheten
att ”diskutera matematik” och pa det sattet visa sina sarskilda formdagor i amnet.
Om muntlig kommunikation &r ett sitt att fa upp 0gonen for elever med
formaga och fallenhet for matematik sa har vi inte de basta forutsattningarna
med den undervisning som bedrivs i svenska skolor idag. Kommentaren ”“De
klarar alla moment inom matematik, bade muntligt och skriftligt, oftast gor de det
snabbt” visar dels pd synen att dessa elever klarar allt och har generella
formagor inom matematik och dels att de gor allt snabbt. Detta ar tva av de
vanligaste kommentarerna till hur larare upptacker, och darmed ser pa, elever
med fallenhet och férmaga i matematik: de beharskar allt och har inga brister

och de ar snabba.

Négra svar innehdller annan information, daribland beskrivningar av
eleverna som uttrdkade och understimulerade. Dessa elever &r svarare att
upptacka och skilja fran dem som har matematiksvarigheter. Bland
nedanstdende kommentarer lyfts dven fram formagor som logiskt tankande

och fallenhet for problemlosning.
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Arskurs F -3

"I en forskoleklass diskuterar man gemensamt for att delge varandra och
vicka varandras formdgor. Hir mirker man tidigt fallenhet for logiskt
tinkande. Oftast dr det kopplat till ett gott sjilvfortroende, en tro pd sig
sjdlv, att vdga, inte vara radd for ndgot ritt eller fel. Att alla svar dr ritt.

Hiir dr pedagogernas roll och sdtt jitteviktigt.”

"De tinker matte hela tiden, oberoende av vad vi pratar om, stiller ofta

foljdfragor.”
"Hittar pd egna ma-problem i vardagen”

Arskurs 4 -6

"Att de visar sig "pojke” i gruppen. Inget han forsokte dolja. Han var mycket

forstdende att han hade en formdga.”

”De dr vakna och kriver mer uppgifter. Dock finns det de som dr snabba men
inte har forstdelse. Det dr litt att skilja agnarna frin vetet. De enbart snabba

klarar inte problemlosning.”

"De loser uppgifter vildigt snabbt men verkar allmint uttrikade av
matematik. Vid genomgingar pd nytt moment kan de redan. Tyvdirr dr det
sdllan de sjilva siger att det dr for litt och ber om svdrare utmaningar.”

Arskurs 7-9
“Ibland upplever eleverna det som trikigt for det dr for litt.”

"Trikigt i boken — kan allt! Duktiga muntligt och klarar av att l0sa svdrare
abstrakta problem. Dir jag arbetade tidigare (annan kommun) hade eleven

mojlighet att ta gymnasiekurser i 9:an.”

I den forsta kommentaren ovan finns formuleringen " Oftast dr det kopplat till
ett gott sjilvfortroende, en tro pd sig sjilv, att viga, inte vara radd for nigot ritt eller
fel” vilket visar pa en viktig roll hos lararen. For att lararen skall se elevernas
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formagor behover de visa dessa i en aktivitet. Det galler for lararen att fa
eleverna att kdnna sig trygga och harmoniska och ddarmed vaga visa sina
forméagor. Kommentaren "Att de visar sig "pojke” i gruppen. Inget han forsokte
dolja. Han var mycket forstiende att han hade en formdga” visar pa samma form
av sjdlvfortroende men innehéller dven en genusaspekt. Visst har lararna har
en mycket viktig roll att arbeta med elevernas sjalvfortroende och att se
mojligheter i larandet istéllet for svarigheter hos eleverna. Trots detta skall vi
vara medvetna om att det kan finnas elever med sarskilda formagor i
matematik som av ndgon anledning inte vagar visa sina formagor
tillsammans med andra elever eller av ndgon anledning inte vill visa sina
formagor. Attityder till amnet matematik kan paverka elever, det ar inte alltid
forknippat med nagot positivt att vara duktig i matematik. Det finns en risk
att eleven genom att visa sina sarskilda formagor i matematik upplevs som en
”tont” infor klasskamraterna (Sheffield, 2005).

De tva kommentarerna ”De tinker matte hela tiden, oberoende av vad vi pratar om,
staller ofta foljdfrdgor.” och "Hittar pd egna ma-problem i vardagen” visar pa ett
matematiskt sinnelag. Detta dr en av de aspekter som Krutetskii tar upp som

en viktig del i strukturen av matematisk férmaga.

Vi har slutligen de tva kommentarerna ”De dr vakna och kriver mer uppgifter.”
och "Tyvidrr dr det sillan de sjilva siger att det dr for litt och ber om svdrare
utmaningar” som an en gang visar pa en motstridighet i hur dessa elever
upplevs och uttrycker sig och darmed pa svarigheten att placera dem i en
homogen grupp. Har handlar det dven om hur lararen skall bemota elever

med sarskilda formagor i matematik vilket for oss over till nasta fraga.

Hur beméter liarare elever med fallenhet och formaga i matematik?

Nar det galler hur larare bemoter de elever som har fallenhet och formaga i
matematik sa ar svaren frdn ldrarna i enkdtundersokningen ganska
samstammiga. Antingen far eleverna fortsitta framat i boken (svarsalternativ
a) alternativt flytta upp och arbeta med en arskurs 6ver (svarsalternativ d)
eller sa far de rdkna fler svarare uppgifter inom samma omrade
(svarsalternativ c). De tva forsta alternativen kan da ses som en acceleration
och det tredje kan i basta fall innebédra en form av berikning. Dessa bada

mojligheter utgor tillsammans narmare 80 % av svaren och de ar jamnt
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fordelade mellan det vi tolkar som acceleration kontra nagon form av

berikning.

Arskurs F -9

Vad gor du for att stimulera dessa

O Procent

elever? 45
40 ]
a) De far fortsatta att rakna 35
framat och jag hjalper dem
sa mycket jag hinner. 30
b) De far arbeta med fler 25+
liknande uppgifter inom 2o
samma omrade.
C) De far arbeta med fler 1519
svarare uppgifter inom 1017
samma omrade. 54
d) De far ga upp och arbeta 0 B S
tillsammans med arskursen a b ¢ d e f

Over for att fa fler
utmaningar.

e) Vi har en speciallarare som
tar hand om dessa elever
och ger dem stimulans.

f) C)Vfigt

Totalt har 149 larare svarat pa frdgan. Lararna har fatt ange valfritt antal

alternativ.

I intervjuer med ldrarna beskriver de hur otillrackliga de kanner sig. De
berattar vidare att stimulering av elever med sarskilda formagor i matematik
inte dr ett omrdde som prioriteras av skolledningen utan prioriteringar gors
av malet att fa alla elever godkanda. Har man som ldrare tid over far man

gdrna folja eller stimulera elever med fallenhet for matematik.
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I en studie (Wistedt, under tryckning) som ldrare och ldrarstuderande
genomfort i samband med en kurs i stod och utveckling av matematisk
formaga inom projektet “Pedagogik for elever med fallenhet och formaga for
matematik” vid Vaxjo universitet intervjuades skolledare, totalt 75 rektorer i
landet om sin syn pa elever med fallenhet for matematik och hur skolan

bemoter dessa elever.

"Drygt halften (44) sade sig veta att det finns elever med fallenhet for
matematik i skolans klasser, men nagon handlingsplan eller specialresurs

for dessa fanns inte” (ibid).

Intervjuarnas kommentarer till samtalen med rektorerna visar ocksa att

manga blev overraskade over fragestallningen:

"Det dr ju litet ovant for rektorerna att hantera elever som har sirskild fallenhet for
ett dmne istillet for svdrigheter att nd betyget godkint”. Flera av de intervjuade
uppfattade ocksa fragan som kanslig och politiskt inkorrekt: “Frin politiskt
hdll har rektorn inte fitt nigra pdtryckningar om att satsa pd de begidvade eleverna.
Pengarna anvinds till att se till att sd mdnga som mojligt ndr upp till godkint”.
Men rektorerna var anda oOverlag positiva till satsningen pa elever med
fallenhet for matematik, har i tva typiska exempel: “Rektor ser dock detta som
en viktig fraga som kommit i skymundan i Sverige” och ”Rektorn tyckte det var
intressant att prata om dessa elever. Det pratas alldeles for litet om dem eftersom vi

forst mdste se till att alla ndr mdlen, var hennes kommentar” (ibid).

Fragan ar alltsd om det i skolan finns resurser att moéta alla elever pa deras

niva och att utveckla hela deras forméga sa som det star i laroplanen:

* ”Undervisningen skall anpassas till varje elevs forutsattningar och behov.”
(Skolverket, 2006, s.4)

» “Lararen skall organisera och genomfora arbetet sa att eleven utvecklas efter
sina forutsdttningar och samtidigt stimuleras att anvanda och utveckla hela

sin formaga.” (ibid. s.12')

Nar man beslutade om en gemensam bottenskola, vilket vi tidigare beskrivit,
fanns radslan att de begavade eleverna skulle méta for lite motstand och pa sa
sétt riskera att utveckla ”trighet, littja och skolleda” (Axelsson, 2007). Ar detta
vad som hant i var svenska grundskola: {for lite stimulans och for stort fokus

pa att alla skall nd godkéant?
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Pa fradgan om det finns ndgon specialldrare pa skolan som har till uppgift att
stimulera och stodja elever med sdrskilda formdagor i matematik sa dr svaret
nast intill enhalligt. Endast en tillfrdgad larare svarade att det vid ndagot
tillfalle pa skolan funnits denna majlighet. I diskussioner med lararna efterat
sdger flera att de skulle 6nska att denna resurs fanns, men det kdnns i nuldget

som ett ouppnaeligt mal.

113



Resultat

Finns det elever med sirskilda formagor i matematik i vara svenska skolor?
Svaret pa frdgan om det i svenska klassrum finns elever med sarskilda
forméagor i matematik ar ett otvetydigt ja. I enkdtundersokningen som
presenterats ovan fick lararna fragan om det i deras klass eller tidigare klasser
funnits elever som utmarkt sig som ”formagor” inom matematik. Bland de
larare i arskurs F-9 som svarade pa denna fradga, sammanlagt 177 stycken, var
det 86 % som ansag att de har eller ndgon gang har haft sddana elever. Om vi
granskar hur svaren fordelar sig inom olika arskursstadier F-3, 4-6 samt 7-9
skiljer sig emellertid resultatet nagot at. I intervallen F-3 och 4-6 ar resultatet
84 % medan ldrare som undervisar i det som tidigare kallades hogstadiet, ar

7-9, alla anger att de mott elever som utmarkt sig som férmagor.

I inledningen av fallstudien beskrevs ett didaktiskt projekt inom abstrakt
algebra i en skola i sodra Sverige. Syftet med detta projekt, som framforallt
inneholl krypteringsdvningar, var fraimst att skapa mdojlighet till kontakt med
skolor och med elever och larare i deras vardag. Valet av innehall och
undervisningsuppldgg skilde sig dock fran vad elever normalt moter i
grundskolan. Pa sa vis kunde elever studeras da de gemensamt i grupper tog
sig an ett for dem helt nytt omrade. Att fa mdjlighet att lyssna och iaktta
elevers diskussioner och arbete under en matematisk aktivitet ar, som
namnts, en forutsittning for att finna matematiska formagor hos elever.
Under det didaktiska projektet, i gruppernas arbete samt i deras slutliga
redovisningar av de hemliga spraken, fanns i de flesta klasser intresserade
och lovande elever som pa olika sitt visade matematiska formdagor, oftast
skilda fran de formagor som ldrarna i enkdtundersokningen sade sig
vardesdtta. Projektet resulterade i en fallstudie med Johan som senare foljdes

av ytterligare en studie.

Béde enkdtundersokningen och fallstudien gav resultatet att det finns elever
med sarskilda formagor i svenska klassrum. Vi kan inte har uttala oss om hur
manga de ar eller vilken grad av matematisk férmaga elever som ldrarna i
enkatstudien valt att beskriva som “formdagor” har men av det material som
studien bygger pa tolkar vi att de ar betydligt fler &n de 2-5 % som tidigare

angivits i internationella forskningsrapporter.
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Hur bedrivs matematikundervisningen i de klasser som studien omfattar?

Lararna beskriver sin undervisning som dominerad av tyst rdkning i
laromedel. Gemensamma genomgangar och diskussioner upptar en mindre
del av tiden. Detsamma galler laborativ matematik, vilket ar nagot man
fraimst sysslar med under de tidigare arskurserna men aven dar i liten
utstrackning. I intervjuer med ldrare framkommer dock att det finns en stor
vilja hos lararna att forandra undervisningen. De ser garna att mindre fokus
laggs pa laromedlet och de onskar ocksd mer av sammanhallande
undervisning i klassen. Manga ldrare beskriver sig som otillrdckliga. De
anvander stora delar av lektionstiden till individuell handledning och har da

bara négra fa minuter for handledning av varje elev.

I Johan och Saras klass var undervisningen hastighetsindividualiserad vilket
betyder att alla rdknade i sin takt och eleverna sysslade darmed med helt
olika omraden i matematiken. Gemensamma genomgangar saknades nastan
helt och lararen forsokte istallet tillgodose elevernas behov dar de befann sig.

Resultatet av studien visar att det dr framst en typ av undervisningsform som
tillampas, tyst rakning med hjalp av laromedlet. Eleverna far till storsta delen
ta sig fram i laromedlet pa egen hand och gemensamma genomgangar och

diskussioner forekommer endast i mindre omfattning.

Hur kan ldrare avgora/se att elever har sirskilda formagor i matematik?

Som namnts ovan dr det bara i en matematisk aktivitet som de matematiska
formagorna kommer till uttryck och utvecklas. Men matematiska aktiviteter
kan organiseras pa olika sdtt och ta olika formagor i bruk. Den
matematikundervisning som enligt resultatet fran denna studie och tidigare
studier bedrivs i skolan idag, namligen tyst matematik med hjilp av
laromedel, ger begriansat utrymme for exempelvis matematisk
kommunikation eller problemlosning utifran icke rutinuppgifter. Resultatet
frdn enkatstudien visar ocksd pd en sndv syn hos ldrare nar det galler
bedémning av matematisk formdaga. De elever som utmairker sig som
formagor gor det genom att arbeta snabbt, tdnka snabbt och hinna mer an
andra. De ar oftast aktiva och sjdlvstandiga pa lektionerna och skriver bra
resultat pa proven. Om undervisningen till storsta delen bestar i att ta sig
framat i boken blir en f6ljd att lararna ser snabbhet och att hinna langt i boken

som viktiga aspekter av matematisk formaga. Pa samma satt upplevs
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sjdlvstandighet hos elever som ett utmarkande drag och som ett tecken pa
matematisk formdaga och dven detta kan forstas i relation till det ensamarbete
som eleverna utfor inom den dominerande undervisningsformen - tyst

rakning.

I det didaktiska projekt som inledde fallstudien fick jag, som beskrivits ovan,
mojlighet att traffa elever i olika klasser under nagra veckor. Det var ocksa
hér som jag la marke till Johan. I de fa inldagg han gjorde i gruppdiskussionen
och i sitt forsok att introducera ett ganska komplicerat hemligt sprak gjorde
han intryck pa mig. Det handlade da inte om snabbhet eller ndgon storre
aktivitet utan mer om nagra korta tankfulla pastaenden som visade att han
forstatt vad ovningen gick ut pa och att han var intresserad, ett intresse som

visade sig ha saknats helt i hans normala undervisningssituation.

Nar det galler Sara sd fanns daven hon med vid genomfdérandet av det
didaktiska projektet. Det var emellertid inte hdr som hon utmarkte sig eller
som jag fick upp 6gonen for henne. Det var istdllet i intervjuer med ldrare en
tid efter det att projektet avslutats och da jag inlett fallstudien med Johan som
jag fick tips av lararna om fler elever som de upplevde som ”formégor” i
matematik, en av dessa var Sara. Hon beskrevs som en mycket ambitios elev
vars formadga till skillnad fran Johans var en produkt av mycket hart arbete.
Sara utmarkte sig genom att gora bra ifran sig pa samtliga prov och tester som
genomfordes. Det var ocksa pa detta satt som jag kom att uppmarksamma
henne, genom den Kangurutavling som skolan deltog i och dar Sara visade ett

mycket bra resultat.

Johan och Sara utmarkte sig och upptacktes pa olika satt vilket visar att
matematisk formaga kan ha ett flertal uttryck. Stora delar av dessa uttryck far
emellertid smd mojligheter att visa sig i den undervisning som enligt
enkatstudien och andra studier som refererats tidigare, dominerar i

grundskolan.

I fallstudien valde jag att observera Johan och Sara i en annan typ av
matematiska aktiviteter dn de som matematiklektionerna erbjudit. Till
skillnad fran larobokens i manga fall rutinmassiga uppgifter, som oftast kan
losas med imitativa resonemang, valde jag problem som kraver kreativa

resonemang och en variation i matematikkunskaper. I Johan och Saras
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l16sningsforfarande kunde jag observera en formaga att insamla matematiskt
material och forstd och vilja ut relevant matematisk information i en
textuppgift, att bade se helheten och samtidigt arbeta med delarna i ett
problem. Formaga till logiskt tankande, formaga att se monster och
genomfora generaliseringar samt i alla uppgifter en lust och ett intresse for
problemet som kan sammanfattas i det tidigare ndmnda matematiska
sinnelaget. Men har fanns dven skillnader mellan Johan och Saras uttryck for
matematisk formaga. Sara hade en uthallighet i problemldsningsforfarandet
som Johan saknade. Aven om Sara inte lyckades forsta eller 16sa problemet
direkt gav hon inte upp utan arbetade tdlmodigt vidare. Johan 16ste oftast
problemen direkt eller efter en kort tids tyst betanketid men om han inte
lyckades efter en kort tids betdanketid gav han oftast upp. Johan loste nastan
allt i huvudet och anvande sadllan papper och penna och om han gjorde det
var det knapphdndiga anteckningar som var svara att folja for en lyssnare
eller observator. Sara daremot skrev ofta @ven om hon ocksa 16ste problemet i
huvudet. Hon visade en formdga att anvdnda symboler och formler som

Johan undvek eller inte beharskade.

For att identifiera, tolka och forsta elevers olika satt att arbeta med och 16sa
matematiska problem kravs goda matematiska kunskaper vilket analysen av
Johan och Saras losningar av Kanguruuppgifterna visar. Larare som saknar
detta kan fa svart att stodja och stimulera elever med stor fallenhet for

matematik.

Hur beméter skolan elever med sdrskilda formagor i matematik?

Som namnts ovan krdvs det goda matematikkunskaper hos larare for att
kunna identifiera, stddja och stimulera elever med utpriaglad matematisk
forméaga, men ocksa ett intresse och ett engagemang fran bade larare och
skolledning att se mojligheter att ge hjalp, stod och stimulans till dessa elever.
Som undervisningen ser ut idag far de elever som enligt larare utmarker sig
som formagor antingen fortsdtta framat i boken, acceleration, eller far fler
uppgifter inom samma omrade, liknande eller svarare, det sistnamnda kan i
basta fall innebdra en form av berikning. Denna acceleration eller berikning
far eleverna oftast klara pa egen hand. Det finns enligt enkatsvaren knappast
nagon mojlighet for dessa elever att likt elever med matematiksvarigheter fa

stod av en specialldrare. Endast en av de totalt 149 ldrare som svarade pa
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frdgan om hur elever med matematisk fallenhet beméts i skolan angav att
skolan hade mdgjlighet att erbjuda dem specialundervisning. Betydligt fler
skulle 6nska att denna resurs fanns men de menade samtidigt att detta i

nuldget kandes ouppnaeligt.

I Johans och Saras klass var det, som namnts, hastighetsindividualisering som
dominerade, vilket medforde att eleverna sysslade med olika omraden i
matematiken. FOr Sara innebar detta att hon gick snabbt framat i laromedlet
vilket hon trivdes bra med. Hon bad séillan om hjélp utan forsokte sjélv eller
tillsammans med studiekamraten Jennifer ldsa instruktionerna till de nya
moment som kom. For Johan fanns inte samma motivation att forcera framat i
boken. Han sag inte detta som ndgot nddvandigt och sag inte, som Sara, en
tillfredsstallelse i att lagga boksidor bakom sig. Han letade istéllet efter
utmaningar och sokte svarare problem. Om dessa inte erbjods honom fragade

han inte heller efter dem utan dgnade tiden at andra amnen eller intressen.

Resultatet av studien visar att skolan inte erbjuder nimnvarda insatser for att
stodja och stimulera de elever som har sarskild formaga och fallenhet for
matematik. Eleverna far i de flesta fall fortsdtta framat i boken eller arbeta

med svarare problem inom samma omrade oftast pa egen hand.

Hur kan dessa barn och deras omgivning beskrivas?

Genom fallstudien har vi kunnat se att elever med sarskilda formagor i
matematik har olika satt att uttrycka sina formagor men de har ocksa olika
styrkor och svagheter inom olika delar av matematikomradet. Fallstudierna
visar exempel pa gemensamma drag hos Johan och Sara bade nar det galler
personlighet och hemmiljo och resultaten 6verensstimmer har med vad som
tidigare framkommit i internationella studier, men eleverna skiljer sig ocksa

at pa precis samma sdtt som normalbegavade elever.

Alla barn f6ds med olika forutsittningar, genetiska och miljomassiga, men det
ar forst ndr barnet dgnar sig at en matematisk aktivitet som det kan utveckla
sina matematiska formagor och det ar forst i en sadan aktivitet som vi kan se
dessa formégor. Johan visade tidigt tecken pa matematisk formdaga i de

aktiviteter som foraldrarna erbjod. Han kunde sitta ensam i timmar med
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monsterbyggande i lego eller andra klossar och han var tidigt intresserad av

datorer och fick aven har stod hemifran.

For att fa mojlighet att utveckla en viss fallenhet krdavs en miljo som bemoter
och kan ta tillvara barnets forutsattningar. Hemmets betydelse som en
harmonisk miljo for utveckling av formaga kan tydligt ses hos bada
fallstudieeleverna. Trots att Sara, enligt fordldrarna, inte visade nagra tidiga
och tydliga tecken pa matematiska formagor tyckte hon mycket om att spela
spel, sarskilt strategiska spel, med familjen eller med mormor. Men
foraldrarna uppmarksammade istdllet hennes tidiga motoriska utveckling och
hon borjade ocksa tidigt dgna sig at idrott. Har visade hon en tavlingsinstinkt
och en stark drivkraft att utveckla sina talanger. Denna drivkraft syntes dven i
skolarbetet och da speciellt i matematiken som hon i intervjuer beskrev som

det roligast amnet i skolan.
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Diskussion

I inledningen till denna avhandling beskrev jag Axel, en da sexarig pojke och
hans froken i forskoleklassen samt den skola som Axel tillhor. Jag beskrev dar
hur skolledningen tillsammans med fordldrarna hade gjort ett forsok att flytta
upp Axel till arskurs tva under matematiklektionerna. Axel sjdlv sag dock inte
detta som mer stimulerade &n undervisningen i forskoleklassen. Han fick
fortfarande bara anvanda addition och subtraktion trots att hans matematiska
kunskaper omfattande alla fyra raknesatten och mer dartill. Efter nagra besok
hos Axel och i diskussioner med hans fordldrar och larare kom vi gemensamt
fram till ett nytt forslag. Forslaget innebar att Axel skulle fa en egen mentor,
en gymnasieldrare som fanns pa ortens gymnasieskola och som hade stort
intresse fOr elevers larande. Mentorn skulle traffa Axel en gang i veckan och
Axel skulle d& fa mojlighet att diskutera omradden i matematiken som
intresserade honom och som det inte fanns utrymme for i den ordinarie
undervisningen. Nu var fragan bara om skolledningen, rektorn, skulle
acceptera detta forslag. Rektorn visade sig vara mycket positiv till forslaget
och Axel och hans fordldrar var forvantansfulla. Vid de forsta traffarna med
mentorn fanns jag med, dels for att 6vergangen fran mig till honom skulle ske
sd mjukt som mojligt, dels for att jag ville se hur relationen dem emellan
fungerade. Axel trivdes med sin “extraldrare” som han kunde stilla alla sina
fragor till och som han kunde utmana i olika fragesporter. Dessa handlade

inte bara om matematik utan kunde dven rora t.ex. latinska namn pa faglar.

Nu har det gatt snart ett ar sedan mentorn och Axel inledde sina traffar och
16sningen vi foreslog har fungerat mycket bra. Axel har fatt utlopp for sina
funderingar och svar pa sina fragor. Detta beskriver ett fall, av sakerligen
manga per ar i Sverige, ddr larare och skola stdlls infér utmaningen att ta
hand om en elev som redan beharskar manga av de i kursplanen uppsatta
malen. I detta fall befann sig Axel pa en helt annan niva an sina klasskamrater
i de flesta @mnen men det var framforallt i matematik som ldarare hade svart

att stimulera honom och dar hans fragor blev obesvarade.

Vid Axels skola fanns ingen handlingsplan for hur elever med sarskilda
formagor i olika @&mnen skall tas om hand. Av vad som framkommit av denna
studie saknas sddana handlingsplaner vid de skolor som ingar i studien. Det

ar upp till varje larare eller skolledning att avgora vad som skall goras i varje
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fall. Naturligtvis styr resurserna vad ldrare och skolledning har mdgjlighet att
gora men det dr dven en frdga om prioritering. I det beskrivna fallet

prioriterade skolledningen stodet till Axel.

Vad betyder de insatser som Axels skola valt att gora i hans fall? Hur valjer
Axels larare och skolledning att ga vidare efter detta forsta ar? Hur agerar
andra larare, skolor och kommuner vid liknande fall som Axels? Detta ar

intressanta fragor for fortsatt forskning.

Barnet, amnet och undervisningen

For en diskussion inom det aktuella omradet krdavs det barn/elever som
beddéms ha matematiska formagor. For att upptdcka och utveckla dessa
matematiska formagor kravs det en pedagogisk miljo som tilldter barnen att
vara olika. Det kravs larare med goda kunskaper i matematik och ett intresse
och en kunskap om dessa barn. Vi kan har urskilja tre viktiga faktorer. Barnet
som visar fallenhet och intresse fOr dmmnet matematik och en undervisning som

stodjer utveckling av matematiska formagor.

Barnet

Elever med sarskilda formagor i matematik ar inte en homogen grupp, detta
namndes tidigt, och det visar ocksd denna studie. Trots detta har vi pa samma
satt som i Blooms (1985) och Bargers (1998) studier sett gemensamma drag
bade till personlighet och till uppvéaxtmiljo hos dessa elever. Om vi viljer att
utgd ifrdn Monks modell (fig. 1 s. 29) sa finns det i triangelns vinklar de tre
mest avgorande sociala faktorerna for barnens utveckling: familjen, vannerna

och skolan.

Johan och Sara har bade vaxt upp i barncentrerade familjer déar skola och
utbildning varit viktiga bitar som fatt stort utrymme, detta staimmer val
overens med tidigare studier (se t.ex. Bloom, 1985; Csikszentmihalyi, 1997;
Winner, 1999). Johan visade tidigt ett intresse for matematiska aktiviteter och
hans foraldrar uppmarksammade detta pa olika satt. Hos Sara var inte detta
lika patagligt. Dar fanns ett annat stort intresse, idrotten, som Sara tidigt
visade sarskilda formagor inom och som aven hennes fordldrar var

intresserade av. Nar det galler matematiska 6vningar fanns det sddana i form
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av spel med logiska utmaningar men inte i samma utstrackning som i Johans

familj.

Bade Johan och Sara har valt att spendera mycket tid ensamma eller umgas
med familjen. Det har inte funnits s& manga kamrater vid sidan om skola och
idrott utan de har uppskattat tid med familjen eller med nara slaktingar,
garna aldre dn de sjdlva. Detta ar ett vanligt drag hos barn med sarskilda
formagor inom nagon domén och resultatet overensstimmer bra med vad
som framkommit i internationella studier (se t.ex. Csikszentmihalyi, 1997;
Winner, 1999). Likt eleverna i dessa studier har ocksa Johan och i viss man
ocksa Sara upplevt att de inte har sa mycket gemensamt med jamnariga

kamrater under ungdomsaren.

Nar det galler skolans mojligheter att stodja och stimulera elever med
sdrskilda formagor i matematik sa aterkommer vi till detta under rubrikerna
undervisning och dmne. Vi skall har istédllet diskutera den attityd till

begavning som finns i skolan och i samhallet i 6vrigt.

Inom matematikdmnet dr det latt att elever kan kdnna av en ”tontstampel”
om de framstar som sarskilda formagor. Detta dar ndgot som bland annat
Sheffield (2005) tar upp. Det ar oftast inte forknippat med nagot positivt att
vara duktig i matematik. Har finns en stor skillnad mellan olika @mnes- och
intresseomraden. For de elever som har sarskilda formagor inom idrott eller
musik dr framgang inom dessa omrdaden ofta samtalsémnen i skolan och
framgangarna upplevs som positiva for bade de aktiva, klasskamraterna och
lararen. Sara och Johan véljer emellertid att inte utmarka sig i klassen; de
haller en ganska lag profil. Vi vet inte vad anledningen till detta ar, och de
sager sjdlva att de inte riktigt vet, men mdojligen kan det ha betydelse hur de

valjer att framsta i klasskamraternas 6gon.

Precis som Ernest (2006) papekar och som vi tidigare namnt har
sjalvfortroende och att vara fri fran negativa attityder till matematik stor
betydelse for den matematiska utvecklingen. Han menar ocksa att ett av de
viktigaste bidragen till attitydskapande ar sattet och stilen som matematik
undervisas pd, i hur hog grad elevernas intresse fangas i klassrummet. Vi
kunde under fallstudiens gang se tecken pa en viss attitydforandring och

positiv utveckling av Johan och Sara samt deras klasskamrater. I borjan var
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det lite kédnsligt nar jag som forskare och observator kom till skolan och Johan
eller Sara skulle folja med mig. De smog ut och ville inte riktigt visa vart de
skulle. Nar fallstudien pagatt en tid och Johan och Sara ocksa medverkat i TV
med sina sarskilda forméagor hande emellertid nagot med bade Johan och Sara
sjdlva men ocksd med hur klasskamraterna sag pa dem och deras specialitet.
Lararen upplevde att framforallt Johan tog for sig mer pa lektionerna och
nagra av klasskamraterna fragade mig om jag inte kunde komma tillbaka och
ha fler matematikaktiviteter i klassen sa alla fick vara med. De ville ocksa lara
sig mer. Detta visar att attityden till matematik och till elever som har
sdrskilda formagor i dmnet har betydelse for hur dessa elever vagar
presentera sig sjalva och aven for hur de utvecklas. Det ar darfor viktigt att
larare och Ovriga vuxna vagar prata om dessa elever och se mojligheter i
deras sarskilda formagor istdllet for att valja att inte se dem alls eller se
svarigheter med hur de skall bemé6ta dem. Att en liten uppmarksamhet pa ett
positivt sdtt kan ge en stor skjuts framat for dessa elever kan vi se i den
aktuella fallstudien. Elever dar emellertid olika och behdver uppmarksammas
pa olika sétt: en del behover synas och andra behover fa lugn och ro. Men alla
dessa elever behover fa veta att de har sarskilda formagor, att dessa ar

uppskattade och att skolan stodjer deras fortsatta utveckling.

Amnet

Undervisning i matematik i skolan har starkt fokus pa laromedlet. Det visar
tidigare studier av t.ex. Johansson (2006) och i viss man dven den aktuella
studien dd den dominerande undervisningsformen &dr tyst matematik med
hjalp av laromedlet i de klasser vars larare deltog i studien. Av de studier som
granskat skolans laromedel t.ex. Brandstrom (2005) samt de prov och tester
som genomfors av ldrare, t.ex. Boesen (2006) innehdller dessa i stor
utstrackning uppgifter pa en lag svarighetsgrad for alla elever, oberoende av
matematikkunskaper. Dessa rutinuppgifter kan l6sas genom imitativa
resonemang vilka kan memoreras och genomforas utan djupare matematisk
forstaelse. Bland de fem komponenter som, enligt Kilpatrick (2000),
tillsammans bildar en bred matematisk kompetens ar det till stor del
raknefardighet som tranas i matematikundervisningen i grundskolan. Med sa
stark fokus pa raknefardighet foljer att det ar snabbhet, hog aktivitet,
sjdlvstandighet och bra resultat pa tester som ar de matematiska formagor

som uppmarksammas av ldrare. For att fa en helhet och dven lata de fyra

123



ovriga komponenterna som Kilpatrick beskriver: begreppsforstaelse,
problemldsningsformaga, matematisk — logisk kompetens och en positiv
installning till matematik, f& utrymme i undervisningen kravs dels att lararna
med hjalp av gemensamma genomgangar och diskussioner bade i helklass
och i grupp fangar elevernas intresse och engagemang men ocksa att
forvantningarna pa eleverna hojs i det att lararna utmanar eleverna med
problem som Okar kreativiteten och skapar mojligheter hos elever att
utvecklas vidare. Detta visade sig tydligt i fallstudien da framforallt Johans
intresse tog fart ndr han fick mota problem dar han fick anvdnda sig av

exempelvis problemldsningsférmaga och matematisk — logisk kompetens.

Matematikdmnet ses ofta i ett nyttoperspektiv, framforallt i skolan.
Sambhallets varderingar och mal samt vad som i samhallet uppfattas som
anvandbart och Onskvart ar det som enligt Ernest (2006) utgdr det
grundlaggande materialet for det obligatoriska skolvdasendet. For de elever
som redan tagit sig igenom detta grundlaggande material och dr motiverade
att ga vidare eller utmanas pa andra satt ar det viktigt med ratt sorts
utmaningar for varje individ. Som Aristoteles sa “inte for att det ir anvindbart
eller nodvindigt, utan for att det dr generdst och ddelt” s& ar det inte alltid det
nyttoinritade eller den vardagliga matematiken som lockar elevernas intresse.
Utover nytta med och relevans i matematikdmnet, vilket Ernest redogor for,
far vi inte glomma bort gladjen. Nar jag observerade Johan och Sara under de
matematikaktiviteter som jag erbjod kunde jag tydligt se en glddje i deras

arbete.

P4 samma sdtt som matematikimnet ofta kopplas samman med
vardagsmatematik i skolan uppfattas det ofta som ett hierarkiskt
undervisningsamne (se t.ex. Wallby, Carlsson & Nystrom, 2001a s.76). For att
lara sig matematik maste eleverna ga en snitslad bana dar de inte bor hoppa
over nagra moment och inte ga vidare utan att forst ha bemastrat de tidigare
delarna. Lararna bor halla sig till denna bana, vilket de gor om de foljer
laromedlet, och ser till att eleverna tydligt visar kunskaper genom exempelvis
prov eller tester inom ett omrdde innan de gar vidare till ndsta. Detta
traditionella satt att se pa larande i matematik haller pa att forandras vilket
Skolverket (2005b) pdapekar i sina kommentarer till kursplaner och
betygskriterier dar foljande gar att lasa:
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"Det tidigare anvanda ordet ”forutsatter” kunde tolkas sa att man forst
maste arbeta mot innehallsmalen innan man tog itu med de 6vergripande
malen att straiva mot. Med den nya texten betonas att det mer handlar om
ett samspel — att larande i matematik inte ar hierarkiskt och linjart utan mera

kan ses som utveckling av natverk och kunnande.” (ibid, s. 31)

Med dessa rader som stod borde det vara ldttare for larare att gora avbrott for
gemensamma aktiviteter dar hela klassen har mgjlighet att prova pa nagot
nytt och inspirerande. Det borde dven ge de elever som har sarskilda
formagor i matematik och som behover extra utmaningar en mdajlighet att ga
vid sidan om den ordinarie kursens utbud. Foljande text,
”Vildmarksmatematik”, av Henry Pollak (1970) ar tankevackande och ofta

citerad:

”En noggrant planerad och organiserad kurs i matematik ar ibland alltfor lik

en fjallvandring som aldrig lamnar den markerade leden.

Man ser en jamn strom av uppseendevackande scenarier. Man undviker
nogsamt alla aventyr, atervandsgrander, hinder och anliander viélbehéllen

klockan fem varje eftermiddag till en véltimrad stuga.

Svarighetsnivan ar noga kontrollerad och det ar latt att inse att farden
kommer att bli latt och ndjsam. Tyvédrr missar man darmed ocksa
upplevelsen av att vilja en felaktig men spannande vag, fa sova i det fria,
hitta ett eget spar och insikten i att man kan komma langt pa egen hand i

vildmarken med intuition och kompass.

”Vildmarksmatematik” ar en viktig del i en bra utbildning.”

Pollak var en mycket kand och respekterad “tillampad matematiker” i USA.
Han visade dven stort intresse for matematikundervisning pa olika nivaer.
Han argumenterade fOor att den vanliga matematikkursen i skolan gav
eleverna en falsk bild av a@mnet, eftersom de aldrig fick hjdlpa till att
konstruera problem (Kilpatrick & Lingefjard, 1996). I det didaktiska
krypteringsprojektet i den aktuella studien fick eleverna mojlighet att
gemensamt ta sig an ett omrade som lag utanfor den ordinarie kursen. Av det
engagemang och intresse som eleverna visade for uppgiften samt av de fragor
som uppstod kan jag dra slutsatsen att denna 6vning bidrog till att 6ka lusten

tor matematik och dven se tillampningsomraden. I fallstudien anvande jag
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mig av en annan typ av problem, vilket beskrivits tidigare, an den som
normalt finns i larobocker. Detta visade sig locka fram lust och intresse hos
béde Johan och Sara. Skillnaden pa intensitet i arbete i jamforelse med vad
som normalt presterades under lektionstid i klassrummet visade sig sarskilt
hos Johan. Han arbetade fokuserat och koncentrerat med dessa problem

vilket han enligt lararen inte gjort i klassrummet tidigare.

Undervisningen

Som beskrivits ovan var det sjalvklart for rektorn pa Axels skola att de skulle
stodja honom pa basta sdtt och att det maste till resurser for detta. Dessa
beslut ar inte lika sjdlvklara pa alla skolor. I Saras fall hade hon under arskurs
atta kommit fram till slutet pa grundskolans kursplan och funderade pa
fortsattningen. Aven hér uppstod en diskussion mellan foréldrar, lirare och
skolledning om hur man bast skulle kunna stodja Sara. Har fanns ett forslag
frdn lararen att Sara kunde fa en timme extra i veckan dar lararen hjalpte
henne med gymnasiekursen. Men har menade skolledningen att resurserna
inte fanns for sadant stod. Istéllet beskrev de tva mojligheter som de ansag
vara de traditionella. Antingen kunde Sara skriva de nationella proven for
arskurs nio under varen i arskurs atta, eftersom hon ansags fardig med
kursen, men da hade skolan inget ansvar for hennes fortsatta gymnasiestudier
i matematik, eller sd kunde hon fa extrauppgifter av lararen, Anne, under de
ordinarie lektionerna i arskurs atta och nio. Lararen skulle da kunna hjilpa
Sara med dessa uppgifter inom ramen for den vanliga verksamheten. Det hela
slutade med att Sara skrev det nationella provet under véren i arskurs éatta,
som hon klarade pa badsta mojliga sdtt. Sara borjade sedan pa
gymnasiekursen. Hon var med pa lektionerna och jobbade sjalvstandigt men
hon fick dven extra hjdlp en timme per vecka av sin ldarare pa dennes fritid.
Saras ldarare ordnade dven sa att kontakt togs med gymnasiet och en

gymnasieldrare traffade Sara vid nagra tillfallen.

Beskrivningarna av hur skolorna bemott Axels och Saras behov av sarskilda
atgarder for att utveckla och stimulera deras formagor i matematik skiljer sig
at. Som vi namnt tidigare finns det pa de skolor som ingar i studien inga
handlingsplaner for hur man bemdéter dessa elever. Stod och stimulans bor i
de flesta fall kunna ges inom klassens ram, detta med hjalp av en varierad

undervisning bade nar det galler innehall och arbetsformer vilket laroplanen

126



Lpo 94 tar upp som viktiga aspekter. Med utgangspunkt i de svar som lararna
i den aktuella studien ger pa frdgan om hur de upptacker matematisk
formaga finner jag en oro for d@mneskunskaperna hos larare idag. For att
kunna identifiera matematisk formaga och vidare erbjuda acceleration och
berikning pa de sdtt som gor att elever med sarskilda formagor i matematik
har mojlighet att utveckla sin fulla potential kravs goda matematikkunskaper
hos ldararna vilket bl.a. analyserna av fallstudieproblemen visar. Férutom
goda @mneskunskaper hos lararna behover de ocksa tid och mdjlighet till
samarbete och diskussioner kring innehdll och arbetsformer for
matematikdmnet. Dessa mojligheter finns inte idag vilket tidigare studier av
t.ex. Bjerneby-Hall (2006) och Emanuelsson (2001) visar och som aven

framkommer i intervjuer med lararna i den aktuella studien.

En annan mdjlighet att tillgodose det behov av stimulans som finns hos dessa
elever skulle kunna vara att det pa varje skola finns en specialldirare med
uppgift att stotta klasslararna med material, idéer och diskussioner. Som vi
ser av resultatet i enkdtstudien finns inte den mojligheten idag och lararna i

studien har inga storre forhoppningar om en forandring.

Undervisningen i skolan idag &r, som namnts vid ett flertal tillfallen,
dominerad av tyst rdkning i laromedlet. Detta visar bade tidigare studier av
bland annat Skolverket (2003a, 2005a) och framkommer dven i den aktuella
studien bade i enkdatundersokningen och i samband med fallstudien. Det ar i
allra hogsta grad individualiserat pa det sattet att alla elever arbetar i sin takt.
Kan detta mojligtvis vara ett arv efter det IMU-projekt (Larsson, 1973) som
genomfordes i mitten av 60-talet och dar en av huvuduppgifterna var att
producera ett sjdlvinstruerande ldromedel. Materialet blev relativt snart
monsterbildande och kan mdjligen vara starten for den undervisningsmodell
som dominerar svenska matematiklektioner idag. Snabbhet, att hinna langt i
boken och skriva bra pa proven blir darmed formagor som ldrare i studien
uppmarksammar och premierar. En annan férmdga som larare i enkatstudien
lyfter fram ar sjalvstandighet. Kan det vara sa att denna sjalvstandighet, som
vi dven ser hos Sara och Johan, dr ett resultat av att de helt enkelt fatt klara sig
sjdlva. En del av dessa elever utvecklas ocksa sjalvstandigt, vilket Sara till viss
del visar, men fragan ar om de har mojlighet att utveckla hela sin potential pa

egen hand. Johan visar tydligt att han inte hade nagon mdjlighet att klara sig
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pa egen hand. Nar han daremot fick stdd och stimulans utvecklades han

mycket snabbt.

I Krutetskiis longitudinella studie var det genom observationer och i samtal
med eleverna som matematisk formdga kunde upptackas och identifieras.
Samma metod anvandes i fallstudien med Johan och Sara. Néagra av de svar
som ldrare givit pd frdgan om hur de upptacker matematisk formdaga kan
ocksa relateras till dessa studier. ”Ser annorlunda losningar och kan forklara hur
de tinker”, ”Hur de uttrycker sig muntligt” och “pigga pd att diskutera matte”.
Sddana svar ar emellertid i minoritet i mitt material och kan sdkert bero pa att
larares diskussioner med elever och elevers diskussioner med varandra
endast forekommer i liten omfattning enligt den aktuella studien. Enligt
Gunnar Sjobergs (2006) studie, som tidigare beskrivits, arbetade eleverna
koncentrerat under matematiklektionerna en timme/vecka. Om detta ocksa
skulle galla for eleverna vars larare deltog i enkétstudien som presenteras har
sd innebdr det att dessa elever har ca 10 min/vecka med gemensam
genomgang av lararen och ungefar samma tid for laborativ matematik enskilt
eller i grupp dar de ar koncentrerade. Om vi véljer att se det lite mer positivt
sd ar det mojligen under dessa moment av lektionen som eleverna dr mer
koncentrerade an da de sitter sjdlva och raknar i laromedlet. Kanske finns det
da aven en foljdfraga: dr det sa att lektionerna skall innehdlla mer av dessa
moment, kreativa och gemensamma diskussioner, fOr att eleverna skall finna

lust och intresse att koncentrera sig? En intressant fraga for vidare studier.
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Bilaga 1

Matematikstudie pd Anonym skola

Som ni tidigare fatt veta genom manadsbrev kommer jag det narmsta aret att
finnas en hel del pd Anonym skola och utféra mina empiriska studier. Jag
arbetar vid Blekinge Tekniska Hogskola sedan c:a 10 ar tillbaka. Har har jag
under den storta delen undervisat i matematik for blivande ingenjorer och
civilingenjorer men har under senare tid borjat med forskning i
matematikdidaktik. Det arbete som jag just nu sysslar med ar finansierat av
Vetenskapsradet genom Vaxjo Universitet och handlar om forskning kring
elever med sarskild fallenhet for matematik. Forsta tillfallet kommer att vara i
slutet av maj 2005. Vid varje besok kommer eleverna att fa arbeta kring
matematiska problem dar jag kommer att lyssna och iaktta deras resonemang.
Till min hjalp kommer jag att anvanda videofilmning och ljudinspelning for
att i efterhand lattare kunna bearbeta elevernas kreativitet. Jag kommer ocksa
att intervjua vissa grupper av elever efter avslutat arbete. Videofilmerna samt
ovrigt material kommer jag att arbeta med vid BTH samt Vaxjo Universitet.
Jag kommer att forvara filmerna i vart lasta arkivskap under tiden projektet
pagar. Min forhoppning ar att det ocksa skall generera nagra artiklar.
Naturligtvis kommer det da att vara fingerade namn pa elever, ldrare och
skola. Nar forskningsprojektet ar slut kommer alla videofilmer och annat
material att fOrstoras. For mig ar det sjalvklart att allt kommer att skotas pa ett
professionellt sétt dar elevernas identitet i alla lagen kommer att skyddas. Om

ni undrar 6ver nagot mer ar ni valkomna att ringa eller skriva till mig.

Med vanliga halsningar
Eva Pettersson

Eva.Pettersson@bth.se  0709-524 555
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Bilaga 2

Frageformular till larare vid Anonym skola

1. Beskriv med dina egna ord vad matematik ar for dig.

2. Tycker du att matematik ar ett svart (1) eller 1att (5) dmne? Beskriv gdrna dven med
ord.

3. Har elevernas kunskaper i matematik andrats och i sa fall hur under din tid som
pedagog?

4. Beskriv din undervisning i matematik. Vilket/Vilka av foljande alternativ stammer in
pa din undervisning?

e Helklassundervisning, dvs. lararen instruerar klassen och eleverna dvar enskilt.

e Grupperingar inom klassen

e Individualiserad undervisning — dvs. ldraren gar runt och hjalper enskilda elever
som arbetar var for sig.

e Arskurslosa grupper/klasser

e Nivagrupperingar inom klassen eller inom arskurs

e Grupper eller enskilda elever far ga fortare fram i kursen

e Grupper eller enskilda elever far fordjupa sig inom ett omrade
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5. Har du nagra speciella metoder for att stimulera elever med sarskild fallenhet for
matematik?

6. Skulle du vilja dndra pa nagot i din matematikundervisning?
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Bilaga 3

Enkitundersokning i samband med foreldsning kring elever med sarskild
formaga och fallenhet for matematik

1. I vilken arskurs undervisar du just nu?
Om du ar specialpedagog sa ber jag dig svara pa
frdgorna utifran den klasslarartjanst du hatft.

O ak1-3
O ak4-6
O ak7-9
2. Hur manga ar har du varit aktiv larare?
O 0-5ar
O 6 —10 ar
O 11-15ar
O >16 ar
3. Hur mycket “faktisk” tid (x) i veckan dgnar din klass

at matematik?

X < 40 minuter

40 minuter < x < 60 minuter
60 minuter < x £ 80 minuter
80 minuter < x <100 minuter
x > 100 minuter

O O o0 o ad
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Hur lang tid (x) i veckan vill du att dina elever dgnar
at matematik hemma?

x <10 minuter
10 minuter < x £ 20 minuter
20 minuter < x < 30 minuter
30 minuter < x £40 minuter
40 minuter < x £ 60 minuter
x > 60 minuter

O OO0 oo d

Vilken undervisningsmodell passar bast in pa dig
och din klass? Ange med procentsatser. Totalt 100 %

Tyst matematik med hjalp av larobocker
010% 0 20% o 30% o 40% o 50 % o 60 %

o0 70% o 80 %o 90 % o 100 % o Nagon gang
ibland

Tyst matematik pa annat satt
0D10% 0 20% o 30% o 40% o 50 % o 60 %

0 70% o 80 %o 90 % o 100 % o Nagon gang
ibland

Genomgang med alla elever
010% o20%0o 30% o 40 % o 50 % o 60 %

0 70% o 80 %o 90% o 100 % o Nagon gang
ibland
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Elever sitter i grupper och arbetar med uppgifter i

laroboken.

010% o 20% o 30% o 40 %

070% 0 80% o 90 % o 100 %
ibland

o 50 % o 60 %

o Nagon gang

Grupparbete med speciella gemensamma uppgifter

0D10% o 20% 0o 30% o 40 %

070% 0 80% o 90% o 100 %
ibland

Laborativ matematik i grupp
010% o 20% o 30% o 40 %

070% o0 80% o 90% o 100 %
ibland

Laborativ matematik enskilt
010% o 20% o 30% o 40 %

070% 0 80% o 90% o 100 %
ibland

Ovrigt, ange vad
0D 10% o 20% o 30% o 40 %

0 70% o 80 %o 90 % o 100 %
ibland
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o 50 % o 60 %

o Nagon gang

0 50 % o 60 %

o Nagon gang

o 50 % o 60 %

0 Nagon gang

0 50 % o 60 %

0 Nagon gang



6. Finns det i din klass eller har det tidigare i dina
klasser funnits elever som utmarker sig som
“formagor” inom matematik?

O Ja O Nej

Om du svarat Ja pa fraga 6 sa ber jag dig fortsatta med fraga 7
och 8, annars tackar jag dig for att du tog dig tid med denna
enkat.

7. Hur upptacker (ser) du dessa elever. Om du behdver
mer plats sa far du garna anvanda annat papper.
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8. Vad gor du for att stimulera dessa elever?

O De far fortsatta att rakna framat och jag
hjalper dem sa mycket jag hinner.

O De far arbeta med fler liknande uppgifter
inom samma omrade.

O De far arbeta med fler svarare uppgifter inom
samma omrade.

O De far ga upp och arbeta tillsammans med
arskursen over for att fa fler utmaningar.

O Vi har en speciallarare som tar hand om
dessa elever och ger dem stimulans

O ovrigt, ange vad.

Tack for att du tog dig tid och medverkade i denna
enkatundersokning.
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