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Abstract 

Corner rounding is an inevitable consequence of the current production techniques for 

photomasks used in optical lithography. The shape of the resulting rounding is dependent on 

two parameters, beam width and the sensitivity of the photoresist used in production. To 

simplify detection of faults it would be beneficial to model this rounding with simpler shapes. 

This project explores two different models for corner rounding, a square with perfectly rounded 

corners, and a Fernandez-Gausti squircle, two shapes which can be smoothly transitioned 

between a square and a circle using a roundness parameter. The measure of deviation used for 

determining the optimal match between the true shape of the corner and the model was the 

difference between their respective diffraction patterns. Using Fourier optics to analyze the 

diffraction pattern in the far-field yields the intensity patterns as a scaled Fourier transform of the 

aperture evaluated at certain frequencies. The diffraction patterns of the apertures were 

examined both analytically and numerically. While some analytical results were derived, their 

weak performance relative to the numerical solutions led to the use of exclusively numerical 

methods for pattern matching. Using the SciPy package for FFT in Python the patterns from the 

different apertures were calculated and using the least squares method with a logarithmic loss 

function the optimal roundness parameter that best matched the diffraction pattern from the true 

shape for a given beam width and sensitivity value could be found. This process was repeated 

for several combinations of beam width and photoresist sensitivity yield. The beam width 

yielded the greatest impact on the choice of roundness parameter and shape that produced the 

best results. A wider beam favored a rounder shape, and specifically the squircle, and vice 

versa. Some but not a definite effect from the sensitivity of the photoresist could be proven. The 

main result is that for a given combination of beam width and photoresist sensitivity, the best 

shape and the optimal roundness parameter for a chosen shape can be provided, alongside the 

deviation from the true pattern. 
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1. Introduktion

Fotolitografi (fr̊an grekiskans photo, ljus, lithos, sten, och graphia, skriva, ordagrant allts̊a
“skriva i sten med ljus”) utgör grunden för tillverkningen av i princip alla moderna integrerade
kretsar. Vid fotolitografi används ljus för att, genom att katalysera en lokaliserad kemisk
reaktion, etsa ut en form i substratet, vanligen kisel. För att forma ljuset s̊a att önskad design
uppträder p̊a substratet passeras ljuset genom en s̊a kallad fotomask, vilket kan liknas med
stencil för ljuset. När ljuset passerar genom fotomasken sprider det ut sig, en konsekvens
av ljuset v̊agliknande natur. Detta fenomen kallas diffraktion, och sätter en gräns för hur
väl ett visst mönster p̊a fotomasken kan reproduceras p̊a substratet [1]. Vid tillverkningen av
maskerna är det särskilt kanter vid hörn och korsningar i masken som avviker mycket, den räta
vinkeln som hörnet är ritat med i ett datorprogram är omöjlig att reproducera. Den verkliga
formen p̊a hörnet g̊ar att beskrivas matematiskt med hjälp av en faltning, mer om detta i
avsnitt 2.3.1, men detta är beräkningsintensivt att simulera för varje hörn i en fotomask.
För att enkelt upptäcka potentiella fel i tillverkningen av fotomasker vill man kunna beskriva
hörnen med hjälp av enklare former.

1.1. Problemformulering. Detta projekt ämnar att hitta optimala parametrar p̊a tv̊a olika
former, en kvadrat med perfekt avrundade hörn och en “kvirkel”, ett mellanting mellan cirkel
och kvadrat, som bäst matchar diffraktionsmönstret fr̊an den verkliga formen. D̊a den verkliga
formen har egna inneboende parametrar görs detta för varje kombination av parameter. Vi-
dare är även analytiska formuleringar av formerna och deras tillhörande diffraktionsmönster
intressanta.
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2. Teori

För att kunna uppfylla m̊alet och beskriva diffraktionsmönster fr̊an olika öppningar krävs en
rad olika teoretiska verktyg. Diffraktion är det som uppst̊ar d̊a ljus passerar en öppning i en
vägg, ljuset böjs åt alla h̊all och sprider ut sig, likt hur en vattenv̊ag sprider sig i öppningen
till en hamn. Detta bör inte förväxlas med refraktion, det fenomen där ljus ändrar bana p̊a
grund av en förändring utav medium.

Problemuppställningen kan med fördel beskrivas utav ett system med de tv̊a viktiga egen-
skaperna linjäritet och spatial-invarians. Ljus, v̊ar insignal, anländer till en öppning och pro-
pagerar sedan ett bestämt avst̊and och träffar en vägg där ett mönster bildas, v̊ar utsignal.
Allt mellan insignalen och utsignalen beskrivs av systemet. Insignaler och utsignaler är bekan-
ta begrepp fr̊an informations- och elektricitetslära, just p̊a grund av att de systemen ocks̊a är
linjära och invarianta. Vid analys av elektriska förstärkare eller liknande är det frekvenserna
hos signalerna som är intressanta, ljud eller annan information skickas som superpositioner
av v̊agor med olika frekvenser och informationen avläses i frekvensspektrat. Detta görs som
bekant med fourieranalys och det är just där vi kan hämta ett viktigt verktyg för v̊ar ana-
lys av optik. Skillnaden som uppst̊ar är i vilket fysikaliskt avseende frekvenserna finns, inom
elektricitet handlar det om svängningar per tidsenhet medan det i v̊art fall handlar om spa-
tiala frekvenser eller svängningar per längdenhet. Just precis varför det är användbart visar
sig i avsnittet om diffraktion som fouriertransform 2.2.3. D̊a v̊ar öppning kommer att vara
tv̊adimensionell krävs det en utvidgning av den bekanta fourierteorin till den tv̊adimensionella
fourierteorin, detta behandlas i 2.1.

Genom att g̊a tillbaka till den klassiska definitionen av ljus, nämligen Maxwells ekvatio-
ner, kan v̊agekvationen som utgör v̊ar grund för Helmholtz ekvation och den skalära diff-
raktionsteorin tas fram. Därefter används Green’s sats för att härleda Rayleigh-Sommerfelds
diffraktionsformel. Efter en rad approximationer kan mönstret slutligen beskrivas med en
fouriertransform [2].

Slutligen m̊aste de h̊al som ljuset passerar även diskuteras och definieras matematiskt,
vilket görs i det sista avsnittet om aperturer.

2.1. Fourierteori. Den endimensionella fouriertransformen ges av följande formel:

F{g}(fX) =

∞̂

−∞

g(x) exp(−j2πfXx)dx. (1)

Dess inversa operation, definierad s̊a att

F−1{F{g}}(x) = g(x), (2)

ges av

F−1{F}(x) =
∞̂

−∞

F(fX) exp(j2πfXx)dfX . (3)

Genom att kombinera (3) och (2) f̊as följande uttryck:

g(x) =

∞̂

−∞

F(fX) exp(j2πfXx)dfX . (4)

I detta uttryck blir det tydligt hur man med hjälp av fouriertransformen kan dela upp en god-
tycklig funktion i termer av enklare funktioner, i detta fall komplexa exponentialfunktioner,
vars “bidrag” till f avgörs av värdet p̊a dess fouriertransform för en given frekvens fX .
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2.1.1. Fouriertransformen i tv̊a dimensioner. Fourierdekompositionen generaliseras enkelt till
vektorvärda funktioner g(x⃗) enligt:

g(x⃗) =

∞̂

−∞

F(f⃗) exp(j2π(f⃗ · x⃗))df⃗ , (5)

F(f⃗) =

∞̂

−∞

g(x⃗) exp(−j2π(f⃗ · x⃗))dx⃗. (6)

I denna undersökning begränsar vi oss till att diskutera funktioner av tv̊a spatiala variabler
x och y. Motsvarande frekvenser kommer hädanefter att benämnas fX och fY , och fourierde-
kompositionen kan i s̊a fall skrivas p̊a följande sätt [2, p. 6]:

g(x, y) =

∞̈

−∞

F(fX , fY ) exp(j2π(fXx+ fY y))dfXdfY (7)

F(fX , fY ) =

∞̈

−∞

g(x, y) exp(−j2π(fXx+ fY y))dxdy (8)

Precis som endimensionella transformer kan användas för att dela upp en funktion i en-
dimensionella v̊agfunktioner, kan den tv̊adimensionella transformen användas för att dela
upp en funktion i tv̊adimensionella plana v̊agor, där varje kombination av fX och fY svarar
mot en plan v̊ag med riktning arctan(fY /fX) av v̊aglängd λ = 1/(f2

X + f2
Y )

−1, se Fig. 1 för
förtydligande [2, p. 9].

−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

λλλλλ
x

y

Figur 1. Plan v̊ag med v̊aglängd λ = 1/(f2
X + f2

Y )
−1.

2.1.2. Egenskaper hos den tv̊adimensionella fouriertransformen. Många av den endimensio-
nella fouriertransformens egenskaper har en analogi i det tv̊adimensionella fallet. Av särskilt
intresse för denna undersökning är
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(1) Linjäritet: Likt den endimensionella transformen är dess tv̊adimensionella dito linjär,
det vill säga att det uppfyller följande relation [2, p. 10]:

F{af + bg}(fX , fY ) = aF{f}(fX , fY ) + bF{g}(fX , fY ). (9)

(2) Skiftteoremet: Precis som att translation av en endimensionell funktion resulterar i
ett fasskifte i fourierspektrat, resulterar en godtycklig translation av en tv̊adimensionell
funktion i att dess fourierspektrum fasskiftas med en motsvarande komplex exponen-
tialfunktion enligt följande [2, p.10]:

F{g(x− a, y − b)}(fX , fY ) = F{g(x, y)}(fX , fY ) exp(−j2π(afX + bfY )). (10)

(3) Faltningsteoremet Även det endimensionella faltningsteoremet har en analog i tv̊a
dimensioner, där en faltning av tv̊a funktioner av tv̊a variabler (mer om detta i nästa
stycke), efter en fouriertransform är ekvivalent med produkten av de faltade funktio-
nernas fouriertransformer [2, p.10]:

F{g(x, y) ∗ h(x, y)}(fX , fY ) = F{g}(fX , fY )F{h}(fX , fY ). (11)

(4) Rotationsteoremet Ett nytt teorem för den tv̊adimensionella fouriertransformen är
rotationteoremet, som relaterar en rotation av den transformerade funktionen till en
rotation av dess fourierspektrum enligt [2, p.10]:

F{g(r, θ + θ0)}(fX , fY ) = F{g(x, y)}(ρ, ϕ+ θ0) (12)

(5) Separabilitet: Om funktionen som fouriertransformeras är separabel, dvs att den kan
skrivas p̊a formen f(x, y) = g(x)h(y), kan dess fouriertransorm skrivas som produkten
av de separerade funktionernas (endimensionella) fouriertransform enligt följande [2,
p.11]:

F{g(x)h(y)}(fX , fY ) = FX{g(x)}(fX)FY {h(y)}(fY ). (13)

För funktioner som kan separeras i polära koordinater, f(r, θ) = g(r)h(θ), finns en
liknande identitet, om än mer komplicerad [2, p.12]:

F{g(r)h(θ)}(ρ, ϕ) =
∞∑

k=−∞
ck(−j)k exp(jkϕ)Hk{g(r)}(ρ). (14)

där ρ = (f2
X + f2

Y )
1/2 och ϕ = arctan(fY /fX) är de polära koordinaterna i frekvens-

planet och där ck ges av
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ck =

2πˆ

0

h(θ) exp(−jkθ)dθ, (15)

och Hk är Hankeltransformen av k:te ordningen, definerad som

Hk =

∞̂

0

rg(r)Jk(2πrρ)dr, (16)

där Jk är första sortens Besselfunktion av k :te ordningen.

2.1.3. Numerisk fourierteori. I m̊anga fall räcker i praktiken inte de ovan nämnda formlerna.
Fourierintegralen har kanske inte en analytisk lösning, utan m̊aste approximeras numeriskt,
eller s̊a finns en lösning, men dess evaluering är allt för tidskrävande. I dessa fall är istället
den diskreta fouriertransformen (DFT) ofta det mest lämpliga verktyget att använda.

För att diskretisera den kontinuerliga fouriertransformen m̊aste b̊ade dess domän och
dess kodomän bytas ut mot sina diskretiserade motsvarigheter. Minns fr̊an förra stycket
att den kontinuerliga fouriertransformen ges av Ekv. (1). Genom att diskretisera defini-
tionsmängden, som antas vara begränsad till n̊agot intervall [−LX/2, LX/2]× [−LY /2, LY /2],
och värdemängden, i NX punkter i x-led (fX -led) och NY punkter i y-led (fY -led) f̊as följande
uttryck [2, p.36]:

F{g}(p∆fX , q∆fY ) =

NX−1∑
n=0

NY −1∑
m=0

g(n∆x,m∆y) exp[−j2π(np∆x∆fX +mq∆y∆fY )], (17)

där ∆x (∆y) är avst̊andet mellan punkterna i x-led (y-led) och ∆fX (∆fY ) är avst̊andet
mellan punkterna i fX -led (fY -led).

Vi har nu omvandlat fouriertransformen, fr̊an en kontinuerligt definierad funktion F defini-
erad genom en transform av en kontinuerligt definierad funktion g(x, y), till en diskret funk-
tion F(p∆fX , q∆fY ) definierad genom en transform av en diskret funktion g(n∆x,m∆y),
som kan implementeras i en dator. I praktiken implementeras sällan Ekv. (17) rakt av, utan
ofta används den s̊a kallade “snabba” fouriertransformen, som utnyttjar vissa symmetrier
hos matriserna i Ekv. (17) för att minska mängden beräkningar som behöver utföras. Dessa
symmetrier är som flest d̊a antalet samples, det vill säga NX och NY , är tv̊apotenser [3].

Ett nytt fenomen för den diskretiserade fouriertransformen är vikning. Vikning innebär
att frekvensspektrat för den samplade signalen “viks” över sig själv, vilket innebär att den
delen av det diskreta fourierspektrat inte längre motsvarar det kontinuerliga. Detta är en
konsekvens av att samplingen av signalen innebär att dess frekvensspektrum blir kopierat längs
frekvensaxeln, med ett avst̊and som bestäms av samplingsavst̊andet. En djupare undersökning
av orsaken till vikning är inte relevant för denna undersökning, men konsekvenserna av vikning
m̊aste tas i beaktning d̊a man implementerar den diskreta fouriertransformen, genom att välja
ett lämpligt avst̊and mellan sina samples.

I överg̊angen mellan diskret och kontinuerlig fouriertransform introduceras en mängd nya
variabler, vars värden inte p̊a förhand är givna utan m̊aste bestämmas av den som implemen-
terar transformen. Dessa är NX , LX ,∆x,BX , och ∆fX (NY , LY ,∆x,BY , och ∆fY ), där LX ,
LY , BX , och BY bredden och höjden p̊a det omr̊ade i x,y-planet respektive frekvensplanet
som DFT:n evalueras p̊a. Det finns m̊anga praktiska skäl att, för ett givet LX (LY ), välja
NX (NY ) (eller ekvivalent 1/∆X (∆Y )) s̊a litet som möjligt, d̊a detta minimerar mängden
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beräkningar som behöver utföras. Samtidigt m̊aste NX (NY ) vara tillräckligt stort för att
inte vikning skall göra att det diskretiserade fourierspektrat skiljer sig för mycket fr̊an det
faktiska kontinuerliga spektrat. Enligt Nyquist-Shannon teoremet s̊a är det största möjliga
avst̊andet mellan samples som inte ger upphov till vikning givet av ∆x = 1/BX , detta kallas
“Nyquistsampling” [2, p.29-33].

För de funktioner vars DFT tas fram i denna undersökning är dess spektra nästan uteslu-
tande obegränsat, vilket gör vikning ofr̊ankomligt. Detsamma gäller dock inte för funktioner-
na själva, som uteslutande är nollskilda endast p̊a en begränsad domän. P̊a grund av detta
m̊aste en bandbredd i frekvensplanet bestämmas, där niv̊an av vikning som sker anses vara
acceptabel. Givet denna bandbredd blir samplingavst̊andet vid Nyquistsampling givet som
∆x = 1/BX . P̊a samma vis, för att undvika vikning vid eventuell inverstransform, kan av-
st̊andet mellan frekvenssamplarna bestämmas till ∆fX = 1/LX . Genom att kombinera dessa
tv̊a relationer med de i föreg̊aende stycket (∆x = LX/NX) erh̊alls [2, pp.35-36,130-131]

∆fX =
1

LX
=

1

NX∆x
. (18)

Ovanst̊ande ekvation kan ses som ett “recept” för ett givet avst̊and mellan samples i frekvens-
spektrat. För ett givet avst̊and kan allts̊a NX och ∆x väljas s̊a att detta uppfylls.

2.1.4. Faltning i tv̊a dimensioner. Likt fouriertransformen har även faltningen f(x) = g(x) ∗
h(x) en generalisering till högre dimensioner. I tv̊a dimensioner ges faltningen f(x, y) =
g(x, y) ∗ h(x, y) av integralen [2, p.10]

f(x, y) =

∞̈

−∞

g(ξ, η)h(x− ξ, y − η)dξdη. (19)

2.1.5. Numerisk faltning. För numerisk implementering av faltningar med eller utan analytisk
lösning finns i likhet med den diskreta fouriertransformen även en diskretiserad analog till Ekv.
(19), som ges av uttrycket [2, p.125]

f(n,m) = g(n,m) ∗ h(n,m) =
∞∑

ξ=−∞

∞∑
η=−∞

g(ξ, η)h(n− ξ,m− η). (20)

2.2. Diffraktionsteori. Målet med detta stycke är att ta fram en formel för att beskriva
mönstret som uppst̊ar bakom en skärmande apertur. Vi definierar s̊aledes ett aperturplan
och ett bildplan, dessa ligger parallellt med varandra längst med z-axeln. x och y axlarna
spänner upp bildplanet och x′ och y′ axlarna representerar aperturplanet, se Fig. 2. Följande
kapitel redogör för den bakomliggande teorin författarna djupdykt i för att först̊a konceptet
fourieroptik fr̊an grunden. För först̊aelsen av projektet och slutsresultat räcker enbart Ekv.
(50) men den modiga och intresserade läsaren uppmuntras att följa med i hela härledningen.

2.2.1. Helmholtz ekvation. Ljus beskrivs klassiskt av Maxwells ekvationer vilket ocks̊a är v̊ar
utg̊angspunkt för teorin kring diffraktion. Maxwells ekvationer i fri rymd och d̊a inga fria
laddningar är närvarande, är [2, p.47]
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y′

x′

z

y

x

Aperturplan Bildplan

Figur 2. Definition av koordinatsystem.

∇ · E⃗ = 0, (21a)

∇ · B⃗ = 0, (21b)

∇× E⃗ = −∂B⃗

∂t
, (21c)

∇× B⃗ = µ0ϵ0
∂E⃗

∂t
, (21d)

där E⃗ och B⃗ är det elektriska- respektive det magnetiskafältet. D̊a vi är intresserade av fältets
fortplantning i luft utan magnetiska eller elektriska objekt kan vi anta att inga fria laddningar

existerar. S̊aledes kommer E⃗- och B⃗-fältens riktning, position, eller komponentriktning inte
spela roll. Genom att tillämpa vektoridentiteten

∇× (∇× F⃗ ) = ∇ (∇ · F )−∇2F⃗

och ta rotationen av b̊ada sidor av Ekv. (21c) erh̊alls

∇
(
∇ · E⃗

)
−∇2E⃗ = ∇×

(
−∂B⃗

∂t

)
. (22)

Sedan, genom att tillämpa Ekv. (21a) p̊a vänsterledet och, efter att ha flyttat in den rumsliga
derivatan, tillämpa Ekv. (21d) p̊a högerledet erh̊alls

∇2E⃗ − ϵ0µ0
∂2E⃗

∂t2
= 0, (23)

som är den välkända v̊agekvationen för elektriska fältet i vakuum [2, p.48]. Den magnetiska
permeabiliteten µ0 och den elektriska permittiviteten ϵ0 (i vakuum) som tillsammans utgör
faktorn framför tidsderivatan kan ocks̊a skrivas som ljushastigheten c i vakuum,

µ0ϵ0 =
1

c2
.
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Genom att utföra samma steg p̊a Ekv. (21d) är det trivialt att se att man kommer fram till

samma v̊agekvation även för B⃗-fältet. D̊a vi hävdar isotropi, allts̊a ett rotationssymmetriskt
medium, gäller denna ekvation och ger identiska resultat för b̊ada fältens individuella kom-
ponenter, det spelar allts̊a ingen roll vilket fält eller vilken komponent vi väljer att analysera.

Därför inför vi beteckningen u(P, t) = e⃗∗·E⃗. u(P, t) representerar här en godtycklig komponent
av det elektromagnetiska fältet och e⃗∗ är den tillhörande enhetsvektorn komplexkonjugerad.
P̊a detta sätt kan vi beskriva diffraktion med en enda skalär v̊agekvation,

∇2u(P, t)− 1

c2
∂2

∂t2
u(P, t) = 0. (24)

Genom variabelseparation, u(P, t) = U(P )U(t), skrivs v̊agekvationen om som

∇2U(P )

U(P )
− 1

c2
U ′′(t)

U(t)
= 0, (25)

där b̊ada termer är konstanta. P̊a grund av den tidsberoende delens lösning betecknas den
högra termen som −k2 d̊a den m̊aste vara negativ och vi anländer slutligen till Helmholtz
ekvation, (

∇2 + k2
)
U(P ) = 0. (26)

Den tidsberoende delen av är a priori känd och inte av intresse för detta arbete. Lösningen
för tidsberoendet ger dock egenvärdet k en fysikalisk tolkning, nämligen

k =
2π

λ

som är v̊agtalet för en v̊agfront [2, p.51]. Lösningen för U i ekvation (26) ges av

U(P ) = A(P ) exp(jk⃗r⃗)

och tolkas som den komplexa störningen av fältet i en punkt P , där j2 = −1.
D̊a nästa naturliga steg är att sätta randvillkor är en kommentar om skalär diffraktionsteori

p̊a sin plats. Det elektromagnetiska fältet vid en rand är inte s̊a enkelt som den skalära

beskrivningen beskriver, det uppst̊ar nämligen kopplingar mellan E⃗, B⃗ samt deras individuella
komponenter. Denna effekt är liten och vid fortplantning genom en apertur kan den bortses
fr̊an d̊a aperturen är stor jämfört med ljusets v̊aglängd. Introduktion av randvillkoren sker i
nästa del där vi använder oss av Greenfunktioner.

2.2.2. Rayleigh-Sommerfelds diffraktionsformel. För att kunna g̊a vidare behöves en välkänd
sats, nämligen Greens sats.

L̊at U(P ) och G(P ) vara komplexvärda funktioner samt S en sluten yta som in-
neh̊aller en volym V . Om U , G och deras första och andra derivator är skalärvärda
och kontinuerliga p̊a S, gäller

˚

V

(
U∇2G−G∇2U

)
dv =

¨

S

(
U
∂G

∂n
−G

∂U

∂n

)
ds, (27)

där ∂f
∂n symboliserar den partiella derivatan i normal riktning fr̊an volymen V p̊a

ytan S.
U är här det vi söker och G kommer vara en hjälpfunktion, även kallad Greenfunktion som
ocks̊a löser Helmholtz ekvation (26) och är relaterad till U . Vidare diskussion av Greenfunk-
tioners roll i differentialekvationer är bortom m̊alet för denna rapport.

Ett viktigt resultat p̊a vägen mot Rayleigh-Sommerfelds diffraktionsformel är Helmholtz
och Kirchhoffs integralsats. L̊at punkten P0, där vi undersöker U , vara innesluten av en stängd
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yta S. Kirchhoff valde hjälpfunktion G till en sfärisk enhetsv̊ag som expanderar fr̊an v̊ar punkt
P0, allts̊a

G(P1) =
exp(jkr01)

r01
, (28)

där r01 är avst̊andet mellan punkterna P0 och P1. För att uppfylla kraven p̊a differentierbarhet
hos funktionerna konstrueras en liten sfärisk yta Sϵ med radie ϵ runt P0, detta visas i Fig. 3.
V ′ är nu volymen mellan S och Sϵ och

S′ = S + Sϵ

som är den totala inneslutande ytan.

S

V ′

n⃗

Sϵ

P0
ϵ

n⃗

Figur 3. Integrationsytor i andvändandet av Green’s sats (27).

D̊a b̊ade U och G uppfyller Helmholtz ekvation,

∇2U = −k2U och ∇2G = −k2G

inuti V ′ försvinner vänsterledet i användandet av Greens sats (27). Högerledet expanderas
s̊aledes till ¨

S′

(
U
∂G

∂n
−G

∂U

∂n

)
ds =

¨

S

(
U
∂G

∂n
−G

∂U

∂n

)
ds

+

¨

Sϵ

(
U
∂G

∂n
−G

∂U

∂n

)
ds = 0.

(29)

Genom att evaluera integralen över Sϵ och l̊ata ϵ g̊a mot 0 f̊ar man slutligen

U(P0) =
1

4π

¨

S

([
exp(jkr01)

r01

]
∂U

∂n
− U

∂

∂n

[
exp(jkr01)

r01

])
ds, (30)

som är Helmholtz och Kirchhoffs integraltheorem [2, p.54]. Allt detta arbete var till för att
kunna sätta randvillkor p̊a Helmholtz ekvation (26) och nu har vi ett explicit uttryck för U
helt och h̊allet beroende av randvillkoren U och ∂U/∂n.

S̊a, vad är v̊ar rand och vad är randvillkoren? L̊at oss vara bakom en apertur där öppningen
är Σ, väggen som öppningen befinner sig p̊a S1 och en cirkelb̊age med radie R som sluter ytan
runt v̊ar punkt P0 S2, s̊a att v̊ar rand är (se Fig. 4).

S = S1 + S2.

Genom att ansätta att U uppfyller Sommerfelds str̊alkriterie
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P0 S2

R
Σ

S1

P1

n⃗ r⃗01

Figur 4. Integralytor i närheten av skärmande apertur.

lim
R→∞

R

(
∂U

∂n
− jkU

)
= 0, (31)

kommer integralen över S2 i Ekv. (30) att försvinna. Vidare diskussion om detta är återigen
bortom m̊alet med rapporten men kriteriet i Ekv. (31), kan i korthet tolkas som att vi enbart
arbetar med utg̊aende v̊agor.

D̊a var randen definierad och definitionen förenklade v̊ar integral avsevärt. Kirchhoff testade
sedan följande randvillkor [2, pp.56-58]:

(1) U och ∂U/∂n är oförändrade av den blockerande skärmen p̊a Σ,
(2) U och ∂U/∂n är noll p̊a ytan S1 − Σ,

där S1 −Σ tolkas som ytan S1 utanför Σ. Detta leder till att det enbart är integralen över Σ
som är kvar och U i en punkt P0 bakom aperturen, där G fortfarande ges av Ekv. (28), ges
av

U(P0) =
1

4π

¨

Σ

(
G
∂U

∂n
− U

∂G

∂n

)
ds. (32)

Även d̊a denna formel har producerat goda resultat var den inte fullständig, randvillkoren
Kirchhoff hade introducerat ledde till motsägelser. Faktumet att b̊ade U och ∂U/∂n behövde
vara noll betydde att U behövde vara noll överallt bakom aperturen, vilket inte kan stämma.

Sommerfeld introducerade här en ny Greenfunktion som lyckades reducera ner ytan i inte-
gralen (30) till Σ. En Greenfunktion som försvinner över hela S1 kommer att lyfta kraven p̊a
b̊ade U och dess derivata, vilket kommer ta bort motsägelserna fr̊an Kirchhoffs randvillkor [2,
p.58].
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En Greenfunktion som genereras av b̊ade en punktkälla, som i det tidigare fallet, och
punktkällans spegelbild kring aperturen kommer att ta ut sig själv p̊a S1, förutsatt att spe-
gelbilden oscillerar med 180◦ fasskillnad. Vi har d̊a följande

Gs(P1) =
exp(jkr01)

r01
− exp(jkr̃01)

r̃01
, (33)

där r̃01 är avst̊andet fr̊an P1 till spegelbilden av P0, som kan kallas P̃0. (Se Fig. 5) Det är

P0

Σ

S1

P1n⃗

r⃗01˜⃗r01
P̃0

Figur 5. Sommerfeld’s val av Greenfunktion.

uppenbart att denna försvinner p̊a hela S1, nu räcker det med att enbart ansätta Kirchhoffs
randvillkor p̊a U , inte ∂U/∂n, för att reducera integraldomänen till Σ. Vi f̊ar d̊a, eftersom att
den vänstra termen i integranden alltid är noll p̊a S1,

U(P0) = − 1

4π

¨

Σ

U
∂Gs

∂n
ds, (34)

som kallas den första Rayleigh-Sommerfeld lösningen och är den enda vi kommer intressera
oss för här. Vidare utvecklar vi ∂Gs/∂n och f̊ar

∂Gs

∂n
= cos(n⃗, r⃗01)

(
jk − 1

r01

)
exp(jkr01)

r01
− cos(n⃗, ⃗̃r01)

(
jk − 1

r̃01

)
exp(jkr̃01)

r̃01
. (35)

D̊a riktningen p̊a n⃗ är samma för b̊ada termerna blir

cos(n⃗, r⃗01) = − cos(n⃗, ⃗̃r01) (36)

p̊a Σ. Längderna r01 och r̃01 är identiska vilket ger

∂Gs

∂n
= 2 cos(n⃗, r⃗01)

(
jk − 1

r01

)
exp(jkr01)

r01
. (37)

Ekv. (37) i Ekv. (34) ger v̊ar slutgiltiga Rayleigh-Sommerfeld formel för diffraktion [2, p.62];

U(P0) = − 1

2π

¨

Σ

U(P1) cos(n⃗, r⃗01)

(
jk − 1

r01

)
exp(jkr01)

r01
ds. (38)
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Innan vi fortsätter är det viktigt att en snabb kontroll genomförs. Är detta n̊agot vi kan vänta
oss av v̊ar tidigare först̊aelse för fysikrn bakom diffraktion? Ett viktig antagande p̊a vägen är
att λ ≪ r01, vilket ger

jk − 1

r01
= −2π

jλ
− 1

r01
≈ −2π

jλ
.

Formeln blir d̊a

U(P0) =
1

jλ

¨

Σ

U(P1) cos(n⃗, r⃗01)
exp(jkr01)

r01
ds. (39)

Detta kan tolkas som att fältet beror p̊a en superposition i from av en integral av impulssvaret
h(P0, P1) fr̊an den inkommande v̊agen U(P1),

h(P0, P1) =
1

jλ
cos(n⃗, r⃗01)

exp(jkr01)

r01
.

Detta impulssvar kan ses som nya v̊agfronter som har en fasförskjutning 90◦, vars amplitud
är proportionell mot 1/λ och en skalfaktor cos(n⃗, r⃗01). Det vi tittar p̊a är Huygens princip,
som beskriver att varje punkt p̊a en v̊agfront kan ses som sekundära källpunkter och att
v̊agfrontens utbredning utgörs av en ny tangent till dessa sekundära v̊agfronter. Diffraktion
uppst̊ar sedan som följd av att dessa v̊agfronter genomg̊ar fasskiften under utbredning och
interagerar konstruktivt och destruktivt med varandra. Ekv. (39) kallas även Huygens-Fresnel
princip [2, pp.64-66].

2.2.3. Diffraktion som en fouriertransform. Nästa naturliga steg är att använda v̊ar definition
av koordinatsystem för bildplan och aperturplan, fr̊an Fig. 2, och använda det i v̊art resultat
fr̊an tidigare stycken, nämligen Ekv. (39). Precis som tidigare spänner x′ och y′ upp v̊art
aperturplan där P1 och Σ bor. Här definierar vi z = 0. I Ekv. (39) uttrycks källan som
U(P1) = U(x′, y′, 0) och ds som dx′dy′. V̊ar observations punkt, P0, kommer ligga i bildplanet
och vara en funktion av x och y. Förh̊allandet mellan n⃗ och r⃗01 som b̊ada pekar i negativ
z-led ges av

cos(n⃗, r⃗01) =
z

r01
,

där r01 som är längden p̊a sträckan mellan P0 och P1 ges av

r01 =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + z2. (40)

Vips förvandlar vi Ekv. (39) till

U(x, y, z) =
z

jλ

¨

Σ

U(x′, y′, 0)
exp(jkr01)

r201
dx′dy′. (41)

Vidare approximation görs med hjälp av en binomialutveckling av uttrycket i Ekv. (40). För
en kvadratrot ges utvecklingen av

√
1 + b = 1 +

1

2
b− 1

8
b2 + · · · . (42)
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Genom att faktorisera ut z ur Ekv. (40) erh̊aller vi

r01 = z

√(
x− x′

z

)2

+

(
y − y′

z

)2

+ 1

≈ z

[
1

2

(
x− x′

z

)2

+
1

2

(
y − y′

z

)2

+ 1

]
.

(43)

Beroende p̊a vilken utav förekomsterna av r01 som vi avser approximera i Ekv. (41) kan olika
m̊anga termer i approximationen vara tillräckligt. Nämnaren r201 ger acceptabelt sm̊a fel d̊a
r201 ≈ z2. Däremot är r01 i exponenten mer känslig, d̊a den ger fasförändring. V̊agtalet k, som
oftast är ett stort tal, kommer förstora den lilla förändringen som sedan kommer f̊a ett stort
utslag i exponentens värde och därmed stor p̊averkan p̊a v̊agens fas. Därför beh̊alls de kvadra-
tiska termerna i Ekv. (43) i exponenten. Vi har nu n̊att fram till Fresnels diffraktionsintegral
[2, pp.78-79], där vi bryter ut exp(jkz) ur integranden i Ekv. (41) och erh̊aller

U(x, y, z) =
exp(jkz)

jλz

¨

Σ

U(x′, y′, 0) exp

{
j
k

2z

[
(x− x′)2 + (y − y′)2

]}
dx′dy′. (44)

Bortsett fr̊an integralgränserna liknar detta en faltning. För att stämma överens med defi-
nitionen fr̊an Ekv. (19) behöver integralgränserna vara [−∞,∞]. D̊a U uppfyller Kirchhoffs
randvillkor 2.2.2 är det ekvivalent att integrera över [−∞,∞] vilket resulterar i

U(x, y, z) = U(x′, y′, 0) ∗ exp
(
j
k

2z
(x2 + y2)

)
. (45)

Faltning är ett viktigt begrepp inom systemteori och är starkt kopplat till fourierteori enligt
faltningsteoremet i Ekv. (11). D̊a faltningskärnan i Ekv. (45) är en multiplikation blir detta
en faltning i frekvensdomänen. D̊a detta är inte alls hjälpsamt letar vi vidare efter ytterligare
approximation att göra. Genom att expandera (x−x′)2+(y−y′)2 i Ekv. (44) och föra faktorn
exp

[
jk(x2 + y2)/(2z)

]
utanför integralen erh̊alls

U(x, y, z) =
exp(jkz)

jλz
exp

(
j
k

2z
(x2 + y2)

) ∞̈

−∞

[
U(x′, y′, 0) exp

(
j
k

2z

(
x′,2 + y′,2

))]

× exp

(
−j

2π

λz
(xx′ + yy′)

)
dx′dy′.

(46)

Detta kan nu jämföras med den tv̊adimensionella fouriertransformen (8) varvid vi ser att
d̊a fx = x/λz och fy = y/λz utgörs v̊ar integral av fouriertransformen av

U(x′, y′, 0) exp

(
j
k

2z

(
x′,2 + y′,2

))
, (47)

det vill säga amplituden av inkommande v̊agen i aperturen multiplicerat med en kvadratisk
fasfaktor. Koordinaterna x′ och y′ som utgör v̊ar apertur kommer att ha dimension i stor-
leksordningen 10m−1, och dessutom kvadrerade, medan k = 2π/λ ligger i storleksordningen
109 för v̊aglängder p̊a nanometer skalan. Den sista parametern z kan s̊aledes väljas s̊a att
den kvadratiska fasfaktorn är approximativt 1 över hela aperturen. Detta kallas Fraunhofer
kriteriet och utgör v̊ar sista approximation [2, p.88];

z ≫
k ·max

(
x′,2 + y′,2

)
2

. (48)
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D̊a vi antar att v̊art bildplan är l̊angt bort jämfört med storleken p̊a aperturen kan diffrak-
tionsmönstret beräknas med följande:

U(x, y, z) =
exp(jkz)

jλz
exp

(
j
k

2z
(x2 + y2)

)¨
∞

U(x′, y′, 0) exp

(
−j

2π

λz
(xx′ + yy′)

)
dx′dy′.

(49)
V̊ar integral utgör nu fouriertransformen av v̊ar komplexa störning i aperturplanet vid en
specifik frekvens. Vi har nu anlänt till det slutliga m̊alet, att beskriva diffraktionsmönstret med
en fouriertransform. Detta är enbart en giltig tolkning d̊a vi evaluerar denna fouriertransform
vid fX = x/λz, fY = y/λz. D̊a kan mönstret fortfarande tolkas som att det har spatiala
koordinater istället för frekvenser, utan att behöva inverstransformera. Fraunhofer diffraktion,
eller diffraktion i fjärrfältet ges d̊a utav

U(x, y, z) =
ejkz

jkz
exp

(
j
k

2z
(x2 + y2)

)
F
{
U(x′, y′, 0)

}( x

λz
,
y

λz

)
. (50)

D̊a det är intensiteten av ljuset som reagerar med fotoresisten är det ocks̊a enbart det som
är av intresse här. Eftersom

I ∝ |U |2, (51)

behandlas |U |2 i framtida jämförelser.

2.3. Aperturer. H̊alet ljuset passerar kallas oftare apertur och är det, förutom v̊aglängden,
som avgör diffraktionsmönstrets form och ljusets spridning. Den faktiska form som skapas,
eller som bör skapas, vid tillverkning av fotomasker kommer att kallas “gaussfaltning” och
härstammar fr̊an en sorts Gaussisk oskärpa. De tv̊a olika sorters aperturer som ska modellera
detta är en kvadrat med perfekt avrundade hörn och en Fernandez-Gausti kvirkel. Dessa b̊ada
kommer ha en s̊a kallad avrundningsparameter, mellan noll och ett, som p̊a olika sätt kommer
justera aperturerna mellan gränsfallen cirkel och kvadrat. Matematiskt kommer aperturerna
beskrivas av en funktion som är ett där ljuset släpps igenom och noll där ljuset blockeras,

Σ(x, y) =

{
1, Ljuset släpps igenom,

0, Ljuset blockeras.
(52)

2.3.1. Gaussfaltning. Vid tillverkning av fotomasker används en str̊ale som har en Gaussisk
intensitets profil. D̊a str̊alen rör sig efter det önskade mönstret kommer den vara utsmetad
till följd av den Gaussiska profilen. D̊a fotoresisten reagerar, eller inte reagerar, för den ex-
ponerande intensiteten kommer det alltid vara en skarp linje som definierar aperturen även
om hörnen p̊a kvadraten blir n̊agot avrundade. Den fyrkant som man ursprungligen önskade
att rita kan matematiskt beskrivas som tv̊a s̊a kallade rect-funktioner multiplicerade med
varandra, där rect-funktionen visas i Fig. 6.

x

y

−a/2 a/2

1

Figur 6. y = rect(xa )
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Kvadraten i tv̊a dimensioner beskrivs allts̊a av h(x, y) = rect(x/w) rect(y/h) där w och h d̊a
beskriver bredden respektive höjden p̊a kvadraten. En faltning beskriver resultatet av str̊alens
rörelse efter kvadraten. Denna funktion blir därefter faltad med en Gausskärna. Gausskärnan
beskrivs av

g(x, y) =
1

πd2
exp

(
−x2 + y2

d2

)
, (53)

där d beskriver str̊aldiametern.
Som tidigare nämnt blir linjen kring aperturen skarp, d̊a Gaussfunktionen aldrig blir noll är

detta inte fallet vid enbart faltning med kvadraten. Vi använder oss av Heavisides stegfunktion
och skiftar var den är ett eller noll med hjälp av ett tröskelvärde tc som är en andel av maximala
intensiteten, tc ∈ [0, Imax].

Slutligen blir uttrycket för aperturen, utvecklat med Ekv. 19,

Σ(x, y) = H (h(x, y) ∗ g(x, y)− tc)

= H

 ∞̈

−∞

rect(ξ/w) rect(η/w)
1

πd2
exp

(
−(x− ξ)2 + (y − η)2

d2

)
dξdη − tc

 .
(54)

2.3.2. Kvadrat med avrundade hörn. En kvadrat med perfekt avrundade hörn är en kvadrat
där hörnen istället är kvartscirkelsektorer. För att matematiskt definiera detta är det enklast
att stycka upp aperturen i olika delar, se Fig. 7. Här är det avrundningsparametern Rc =
2R/(LX) som beskriver hur mycket avrundning som sker, där LX är bredden av aperturen.
Rc är allts̊a ett m̊att p̊a andelen av den totala bredden av aperturen som är avrundad, där
Rc = 1 ger en cirkel och Rc = 0 ger en kvadrat.

w
h

R

R

l

Figur 7. Uppstyckad avrundad kvadrat med Rc = 0.5.

Detta beskrivs styckvis av

Σ(x, y) =



1, |y| < Ly

2 |x| ≤ w
2 ,

1, |x| < Lx
2 |y| ≤ h

2 ,

1, (x− w
2 )

2 + (y − h
2 )

2 ≤ R2,

1, (x+ w
2 )

2 + (y − h
2 )

2 ≤ R2,

1, (x+ w
2 )

2 + (y + h
2 )

2 ≤ R2,

1, (x− w
2 )

2 + (y + h
2 )

2 ≤ R2,

0, annars.

(55)
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2.3.3. Fernandez-Gausti Kvirkel. Den andra formen som kommer att undersökas är en s̊a
kallad Fernandez-Gausti kvirkel [4] och beskrivs enligt ekvationen

x2 + y2 − s2

r2
x2y2 = r2, x, y ∈ [−r, r], s ∈ [0, 1], (56)

där parametern s gör att formen mjukt kan glida mellan en cirkel, för s = 0, och en rektangel,
för s = 1 [4]. Observera att detta är omvänt mot hur den avrundade kvadraten är definierad.
Fig. 8 illustrerar avrundningsparametern s p̊averkan p̊a formen. Aperturen beskrivs d̊a av

r

(a) s = 0.8

r

(b) s = 0.5

Figur 8. Kvirkel med olika värden p̊a s.

Σ(x, y) =

{
1, x2 + y2 − x2y2s2/r2 ≤ r2, x, y ∈ [−r, r],

0, annars.
(57)
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3. Metod

Arbetet med undersökningen kan i praktiken delas upp i tv̊a delar, en analytisk och en nu-
merisk, vars resultat sedan sammanfogas för att ge det slutgiltiga resultatet. Inom den ana-
lytiska undersökningen utforskades eventuella analytiska uttryck för aperturerna och deras
tillhörande diffraktionsmönster, med andra ord deras fouriertransformer. Inom den numeriska
undersökningen implementerades istället aperturerna numeriskt i Python, och deras diffrak-
tionsmönster togs fram med den diskreta fouriertransformen. Slutligen jämfördes resultaten
fr̊an de respektive undersökningarna, och sattes sedan i bruk för att besvara arbetets huvud-
sakliga fr̊aga. Detta diskuteras under den sista rubriken i stycket.

Gemensamt för de b̊ada metoderna är de värdet p̊a fysikaliska parametrar samt antaganden
om det infallande ljuset. Det infallande ljuset anses vara helt monokromatiskt, allts̊a enbart
best̊a av en v̊aglängd, och belysa aperturen med normalt infall. Den komplexa störningen inuti
aperturen U(x′, y′, 0) kan därför tolkas som en plan enhetsv̊ag men en enda v̊aglängd. Därför är
det underlättande för arbetet att byta ut U(x′, y′, 0) med Σ(x′, y′) som är ett inuti aperturen
och noll utanför, och därmed uppfyller det “slappare” Kirchhoff-randvillkoret. V̊aglängden
valdes till 266 nm d̊a det är det UV-ljus som faktiskt används vid fotolitografi. Storleken p̊a
aperturerna som användes var 4 µm i bredd och avst̊andet bildplanet evaluerades vid var 1m.

3.1. Analytisk undersökning. Arbetets analytiska undersökning innefattade som ovan nämnt
framtagningen av diffraktionsmönstren fr̊an en mängd olika aperturer, samt analytiska uttryck
för dessa. Detta stycke inleds med en härledning av n̊agra för undersökningen relevanta diff-
raktionsmönster av elementär natur, varp̊a de analytiska uttrycken för diffraktionsmönstren
fr̊an en kvirkel och en avrundad kvadrat härleds. Slutligen härleds ett analytiskt uttryck för
den faltade aperturen, och dess tillhörande diffraktionsmönster.

3.1.1. Elementära diffraktionsmönster. D̊a de aperturer som är av huvudsakligt intresse i det-
ta arbete, kvirkeln och den rundade kvadraten, b̊ade är mellanliggande former av kvadrater
och cirklar, förefaller det intressant att ta fram diffraktionsmönstret fr̊an även dessa ele-
mentära former för att möjliggöra jämförelse och för att verifiera korrekt implementering
av de numeriska algoritmer som diskuteras senare i rapporten. Som diskuterat i 2.3 kan en
kvadratisk apertur beskrivas som en produkt av rect-funktioner enligt följande

Σ(x, y) = rect(
x

w
) rect(

y

h
), (58)

där w och h är höjden och bredden av aperturen, se Fig. 9 för förtydligande.

Kvadrat

w

h

Figur 9. Kvadratisk apertur
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Fouriertransformen av denna funktion ges enligt Ekv. (8) av

F(fX , fY ) =

∞̈

−∞

rect(x/w) rect(y/h) exp(−j2π(fXx+ fY y)dxdy. (59)

Eftersom f(x, y) är en separabel funktion i x och y s̊a kan (59) enligt (13) skrivas som pro-
dukten av tv̊a endimensionella fouriertransformer enligt

F{rect(x/w) rect(y/h)}(fX , fY ) = F{rect(x/w)}(fX)F{rect(y/h)}(fY ). (60)

Fouriertransformen av en endimensionell rect är känd och ges av en skalad sinc funktion.
Fouriertransformen blir allts̊a slutligen

F(fX , fY ) = wh sinc(wfX) sinc(hfY ). (61)

Evaluering av detta uttryck vid fX = x/λz och fY = y/λz i enlighet med (50) diffrak-
tionsmönstret fr̊an aperturen.

Nu till fallet med den cirkulära aperturen. En cirkulär apertur med radie R kan med
anledning av dess cirkulära symmetri lättast uttryckas i polära koordinater som

Σ(r, θ) =

{
1, r ≤ R,

0, r > R.
(62)

Detta är en separabel funktion i polära koordinater (där den vinkelberoende delen är identiskt
noll). Detta innebär att dess fouriertransform ges av (14). Insättning av (62) i (15) och (16)
ger följande uttryck

ck =

{
2π k = 0,

0 k! = 0,
(63)

och

Hk{g(r)}(ρ) =
R̂

0

rJk(2πrρ)dr. (64)

Eftersom ck endast är nollskilt för k = 0, blir fouriertransformen efter insättning helt enkelt

F{Σ(r, θ)}(ρ, ϕ) = 2πHk{g(r)}(ρ) (65)

= 2π

R̂

0

rJk(2πrρ)dr (66)

=
1

2πρ2

2πRrˆ

0

r′Jk(r
′)dr′ (67)

= R
J1(2πRρ)

ρ
. (68)

Där vi mellan steg (66) och (67) utförde variabelbytet r′ = 2πrρ, och mellan (67) och (68)
använde oss av identiteten

xˆ

0

ξJ0(ξ)dξ = xJ1(x). (69)
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3.1.2. Diffraktionsmönster fr̊an kvirkel. Diffraktionmönstret fr̊an en kvirkel har utforskats av
Fernandez-Guasti i artikeln Diffraction pattern of a square/circle aperture [4], och ges i polära
koordinater som

F(ρ, ϕ) = 2

3π
4ˆ

−π
4

Ms(θ)k sin[Ms(θ)ρk cos(θ − ϕ)]

ρ cos(θ − ϕ)
dθ+2

3π
4ˆ

−π
4

cos[Ms(θ)ρk cos(θ − ϕ)]− 1

ρ2 cos2(θ − ϕ)
dθ, (70)

där Ms ges av

Ms(θ) =

√
2
1−

√
1− s2 sin2(2θ)

s2 sin2(2θ)
. (71)

För s = 0 reducerar (70) till (61), och för s = 1 till (68).

3.1.3. Diffraktionsmönster fr̊an avrundad kvadrat. Den avrundade kvadratiska aperturen de-
finieras enligt 2.3. Skrivet som en funktion, blir uttrycket för aperturen följande:

Σ(x, y) = rectw,h(x, y) + rectR,h(x+ l, y)

+ rectR,h(x− l, y) + rectw,R(x, y + l) + rectw,R(x, y − l)

+g(x−R, y −R) + g(−x−R, y −R)

+g(−x−R,−y −R) + g(x−R,−y −R),

(72)

där rectw,h(x, y) är en rect-funktion med bredd w och höjd h, g(x, y) är n̊agon för närvarande
okänd funktion som beskriver en kvartscirkel, och lX är avst̊aendet mellan mitten p̊a aperturen
och mitten p̊a n̊agon av de fyra rektanglarna, se Fig. 7 för förtydligande. l ges av l = (w+R)/2.

Genom att applicera (8) p̊a det ovanst̊aende, tillsammans med (9) och (10), f̊ar vi följande
uttryck

F(fX , fY ) =wh sinc(wfX) sinc(hfY )

+ exp(j2πlfX)Rh sinc(RfX) sinc(hfY )

+ exp(−j2πlfX)Rh sinc(RfX) sinc(hfY )

+ exp(j2πlfY )wR sinc(wfX) sinc(RfY )

+ exp(−j2πlfY )wR sinc(wfX) sinc(RfY )

+ exp(−j2π(RfX +RfY )F{g(x, y)}(fX , fY )

+ exp(−j2π(−RfX +RfY )F{g(x, y)}(−fX , fY )

+ exp(−j2π(−RfX −RfY )F{g(x, y)}(−fX ,−fY )

+ exp(−j2π(RfX −RfY )F{g(x, y)}(−fX , fY ).

(73)

Nu återst̊ar bara att konstruera g(x, y), och räkna ut dess fouriertransform G(fX , fY ). Fou-
riertransformen av en kvartscirkelsektor symmetrisk kring x-axeln har utforskats i Far-field
diffraction patterns of circular sectors and related apertures [5] av Gonzalo Urcid och Alfonso
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Padilla, och ges av

R[G(fX , fY )] =
π

2
[R

J(2πRρ)

2πρ
]

+
1

πρ

∞∑
n=1

2n+ 1

n(n+ 1)
[RJ2n+1(2πRρ)]

×
n∑

k=1

(−1)k sin(
kπ

2
) cos(kϕ)

I[G(fX , fY )] =
8

πρ

∞∑
n=1

n

4n2 − 1)
[RJ2n(2πRρ)]

×
n∑

k=1

(−1)k sin(
[2k − 1]π

4
) cos([2k − 1]ϕ).

(74)

För att f̊a mönstret fr̊an en kvarscirkel symmetrisk kring linjen x = y, kan rotationstheoremet
(12) användas, där rotationen som krävs är en åttondels varv, dvs. π/4 radianer. Efter rotation
kan uttrycket för fouriertransformen av skrivas i polära koordinater som

F{g(r, θ + π

4
)} = G(ρ, ϕ− π

4
) (75)

Variabelbytet ϕ −→ ϕ− π
4 ger oss slutligen uttrycket för den roterade cirkelsektorn,

R[G(fX , fY )] =
π

2
[R

J(2πRρ)

2πρ
]

+
1

πρ

∞∑
n=1

2n+ 1

n(n+ 1)
[RJ2n+1(2πRρ)]

×
n∑

k=1

(−1)k sin(
kπ

2
) cos(k[ϕ− π

4
]))

I[G(fX , fY )] =
8

πρ

∞∑
n=1

n

4n2 − 1)
[RJ2n(2πRρ)]

×
n∑

k=1

(−1)k sin(
[2k − 1]π

4
) cos([2k − 1]ϕ− π

4
).

(76)

Detta är v̊art slutgiltiga resultat för fouriertransformen av kvartscirckeln. Insättning av ρ =
(f2

X + f2
Y )

1/2 och ϕ = arctan (fY /fX) ger transformen i rektangulära frekvenskoordinater.
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Sammantaget blir allts̊a fouriertransformen av den avrundade kvadratiska aperturen

F(fX , fY ) = wh sinc(wfX) sinc(hfY )

+ exp(j2πlfX)Rh sinc(RfX) sinc(hfY )

+ exp(−j2πlfX)Rh sinc(RfX) sinc(hfY )

+ exp(j2πlfY )wR sinc(wfX) sinc(RfY )

+ exp(−j2πlfY )wR sinc(wfX) sinc(RfY )

+ exp(−j2π(RfX +RfY )G(fX , fY )

+ exp(−j2π(−RfX +RfY )G(−fX , fY )

+ exp(−j2π(−RfX −RfY )G(−fX ,−fY )

+ exp(−j2π(RfX −RfY )G(−fX , fY ),

(77)

där G(fX , fY ) ges av Ekv. (76) och diffraktionsmönstret f̊as genom att evaluera detta uttryck
vid fX = x/λz och fY = y/λz.

3.1.4. Analytisk faltning av apertur. Den gauss-faltade aperturen definieras i enlighet med
(54) som

Σ(x, y) = H(h(x, y) ∗ g(x, y)− tc), (78)

där H(x) är Heavisidefunktionen, g(x, y) är gaussisk p̊a formen (53) och h(x, y) är en kvadrat
p̊a formen (58). Vi börjar med att utveckla uttrycket i Heavisidefunktionen, som vi hädanefter
betecknar med K(x, y)

K(x, y) = h(x, y) ∗ g(x, y)− tc

=

∞̈

−∞

h(ξ, η)g(x− ξ, y − η)dξdη − tc

=

∞̈

−∞

rect(ξ/w) rect(η/h)
1

πd2
exp(−(x− ξ)2 + (y − η)2

d2
)dξdη − tc

=

w
2ˆ

−w
2

h
2ˆ

−h
2

1

πd2
exp(−(x− ξ)2 + (y − η)2

d2
)dξdη − tc

=
1

π

x
d
+ w

2dˆ
x
d
− w

2d

y
d
+ h

2dˆ
y
d
− h

2d

exp(−(x′)2 + (y′)2)dx′dy′ − tc

=
1

4
(erf(

x

d
− w

2d
)− erf(

x

d
+

w

2d
))(erf(

y

d
− h

2d
)− erf(

y

d
+

h

2d
))− tc.

(79)

tc är som nämnt i 2.3.1 tröskelvärdet för fotoresisten, givet som andel av faltningens maximum,
och erf är den s̊a kallade ’error’-funktionen, definierad enligt

erf(z) =

√
π

2

zˆ

0

exp(−t2)dt. (80)
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För att f̊a ett uttryck för tc m̊aste det maximala värdet p̊a faltningen tas fram. Detta kan göras
enkelt genom att ta fram gradienten, och söka nollstället till denna, som visar sig vara vid
(x, y) = (0, 0), vilket även är det enda rimliga av fysikaliska skäl (givetvis kommer den högst
exponerade punkten vara i mitten). Evaluering av faltningen vid origo ger följande värde p̊a
maximum:

[h(x, y) ∗ g(x, y)]max =
1

4
(erf(− w

2d
)− erf(

w

2d
))(erf(− h

2d
)− erf(

h

2d
)) (81)

= erf(
w

2d
) erf(

h

2d
). (82)

Detta ger det slutgiltiga uttrycket av (79) som

K(x, y) =
1

4
(erf(

x

d
− w

2d
)−erf(

x

d
+

w

2d
))(erf(

y

d
− h

2d
)−erf(

y

d
+

h

2d
))−c erf(

w

2d
) erf(

h

2d
)), (83)

där c andelen av maximum som man avser tröskla vid, givet p̊a intervallet [0, 1]. Insättning
av K(x, y) i (54) ger slutligen det analytiska uttrycket för den faltade aperturen som

Σ(x, y) = H(
1

4
(erf(

x

d
− w

2d
)− erf(

x

d
+

w

2d
))(erf(

y

d
− h

2d
)− erf(

y

d
+

h

2d
)) (84)

− c erf(
w

2d
) erf(

h

2d
))). (85)

3.1.5. Diffraktionsmönster fr̊an faltad apertur. Nu återst̊ar bara att evaluera fouriertransfor-
men av kompositionen av K(x, y) och H(x, y). Fouriertransformen av kompositionen f ∗ g av
tv̊a funktioner f(x) och g(x⃗) kan, i enlighet med A spectral analysis of function concatenations
and its implications for sampling in direct volume visualization av Bergner et. al. [6] skrivas
om p̊a formen

F{f(g(x⃗))}(k⃗) =
∞̂

−∞

f̂(l)P (k, l)dl, (86)

där f̂ är fouriertransformen av f , och P (k, l) ges av

P (k, l) =

∞̈

−∞

exp(i(lg(x⃗)− k⃗ · x⃗))dx⃗. (87)

I v̊art fall motsvaras f(x) av heavisidefunktionen H(x), och g(x⃗) av funktionen K(x, y),
definierad enligt (79). En vidare analytisk utveckling av detta uttryck är utanför ramarna för
denna undersökning.

3.2. Numerisk undersökning. Den numeriska undersökningen bestod utav tv̊a delar, aper-
turernas implementering och framtagningen utav diffraktionsmönstret. Första stycket beskri-
ver verktygen och strategierna för att representera aperturerna i Python medan det andra g̊ar
in p̊a detaljer i användandet av numerisk fouriertransform för att generera diffraktionsmönster
samt vilka parametrar fr̊an Ekv. (18) som valdes.

3.2.1. Numerisk implementering av aperturer. Aperturerna implementerades i Python som
tv̊adimensionella arrayer i NumPy. Med hjälp av de inbyggda funktionerna meshgrid och
linspace genererades tv̊a tv̊adimensionella arrayer, där den första (x-arrayen) bestod av
kolonner med längd N som löpte fr̊an −Lx/2 till Lx/2 med steglängd ∆x, och den andra
(y-arrayen) bestod av rader med längd M som löpte fr̊an −Ly/2 till Ly/2 med steglängd ∆y,
(se Fig. 10).
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
X1 = −Lx

2 X2 = −Lx
2 −∆x ... XN−1 =

Lx
2 −∆x XN = Lx

2
X1 = −Lx

2 X2 = −Lx
2 −∆x ... XN−1 =

Lx
2 −∆x XN = Lx

2
... ... ... ... ...

X1 = −Lx
2 X2 = −Lx

2 −∆x ... XN−1 =
Lx
2 −∆x XN = Lx

2
X1 = −Lx

2 X2 = −Lx
2 −∆x ... XN−1 =

Lx
2 −∆x XN = Lx

2


Figur 10. Illustration av X-arrayen. Y-arrayen följer samma mönster, fast
längs raderna istället för längs kolonnerna.

Dessa arrayer fick representera x- och y- koordinaterna i aperturplanet. För att skapa
apertur-arrayen, som har värdet 1 i de punkter som aperturen är ‘öppen’, och 0 i de punkter
där aperturen är ‘stängd’, evaluerades aperturfunktionerna Σ(x, y) (mer om dessa nedan)
p̊a X-och Y-arrayerna för att generera en ny array med samma dimensioner som de ing̊aende
arrayerna, där varje element är givet av aperturfunktionen evaluerad p̊a motsvarande element i
X-och Y-arrayerna (elementet i första raden av första kolonnen är aperturfunktionen evaluerad
p̊a x och y motsvarande samma element i x-och y-arrayerna, enligt Fig. 11.


Σ(X1, Y1) Σ(X2, Y1) ... Σ(XN−1, Y1) Σ(XN , Y1)
Σ(X1, Y2) Σ(X2, Y2) ... Σ(XN−1, Y2) Σ(XN , Y2)

... ... ... ... ...
Σ(X1, YN−1) Σ(X2, YN−1) ... Σ(XN−1, YN−1) Σ(XN , YN−1)
Σ(X1, YN ) Σ(X2, YN ) ... Σ(XN−1, YN ) Σ(XN , YN )

 (88)

Figur 11. Illustration av apertur-arrayen.

De ovan nämnda aperturfunktionerna Σ(x, y) definierades styckvis enligt nedan, där Ω är
det omr̊ade som aperturen skall vara ’öppen’ över.

Σ(x, y) =

{
1, [x, y] ∈ Ω

0, [x, y] /∈ Ω
(89)

Det som skiljer de olika aperturerna (med undantag för den faltade aperturen, mer om den
nedan) åt är allts̊a endast hur omr̊adet Ω definieras, som redogjordes för i stycke 2.3. I Fig.
13 i 4.1 visas apertur-arrayerna för samtliga aperturer.

Den faltade apertur-arrayen generedes generades p̊a ett liknande vis. Först generades tv̊a
arrayer enligt ovan beskrivda process, med skillnaden att funktionerna som evaluerades p̊a
de respektive arrayerna var en tv̊adimensionell rect-funktion och en gaussian, definierade en-
ligt (53). Dessa tv̊a arrayer faltades sedan numeriskt enligt (20) med hjälp av pythonpaketet
SciPy’s inbygda funktion 2dconvolve. För att f̊a den slutgiltiga binära apertur-arrayen ap-
plicerades sedan en trösklad Heavisidefunktion (se 2.3 för detaljer) elementvis p̊a den faltade
arrayen.

3.2.2. Numeriskt diffraktionsmönster fr̊an apertur. Det sökta diffraktionsmönstret ges utav
Ekv. (50) och kan numeriskt beräknas med hjälp av den diskreta fouriertransformen (17). Som
beskrivet i 89 diskretiseras aperturen, som är den diskreta funktionen som fouriertransforme-
ras, i enlighet med avsnitt 2.1.3. För enkelhetens skulle diskuteras grunderna av genereringen
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av diffraktionsmönstret enbart i det endimensionella fallet, men det fungerar precis likadant
tv̊adimensionellt.

Aperturen är definierad i aperturplanet och kommer därför betecknas med x′, för att vara
konsekvent med avsnitt 2.2. Arrayen som beskriver aperturen är definierad medM -antal punk-
ter och en samplingsfrekvens ∆x′ längs den ena axeln som beskriver fysiska avst̊andet mellan
punkterna. Den fysiska längden p̊a aperturen l ges d̊a av l = M∆x′. Som diskuterat i avsnitt
2.1.3 uppst̊ar det vikning i frekvensspektrat och ∆x′ m̊aste väljas tillräckligt litet. Aperturen
är egentligen n̊agot som är noll överallt förutom i mitten och arrayen behöver därför fyllas p̊a
med nollor. Detta kallas nollutfyllnad eller p̊a engelska “zero-padding”. Det är omöjligt att
fylla ut med nollor till oändligheten, därför väljs ett N > M som är det N beskrivet i 2.1.3.
Genom undersökning av effekten av olika ∆x′ p̊a upplösningen av aperturen kunde en s̊a stor
samplingfrekvens som möjligt väljas utan att formen som undersöktes p̊averkades negativt.
Detta gav oss ocks̊a Bx′ , allts̊a bandbredden p̊a frekvensspektrat. Mindre värden p̊a ∆x′ ger
naturligtvis större Bx′ , d̊a det ger större frekvenser att evaluera. Nästa viktiga parameter
att bestämma är N som beskriver nollutfyllnaden. Enligt Ekv. (18) p̊averkar N avst̊andet
mellan frekvenser i bildplanet. Ju större array i aperturplanet desto mindre avst̊and mellan
frekvenserna, och bättre upplösning, i bildplanet. Om arrayen för aperturen hade sträckt sig
till oändligheten hade ju bildplanet best̊att av kontinuerliga frekvenser. Fouriertransformen i
(50) var evaluerad vid fX = x/(λz) och bör s̊aledes bli det nu med. D̊a bildplanet betecknades
som x ges avst̊andet mellan punkterna i bildplanet, eller diffraktionsmönstrets upplösning, av

∆x =
λz

N∆x′
, (90)

där N kan bestämmas utifr̊an önskat ∆x, eller vice versa.

Tabell 1. Parametrar för den numeriska fouriertransformen.

Antal samples N Samplingsfrekvens ∆x′ [nm] Samplingsfrekvens i bildplan ∆x[mm]

4096 20 3.125

I tabell 1 st̊ar parametrarna som användes listade, där samplingsfrekvensen i bildplanet är
en konsekvens av de andra enligt Ekv. (90). De antal beräkningar som krävdes i jämförelserna
spelade stor roll i val av N .

För implementering i Python användes biblioteket NumPy för att skapa arrayer, medan
SciPy’s fft2, fftfreq och fftshift användes för snabb fouriertransform. Efter att apertur-
funktionen hade nollutfyllts med NumPy’s pad applicerades fft2. Den resulterande arrayen
har noll frekvensen i sitt nedre vänstra hörn, därför appliceras även fftshift p̊a den transfor-
merade arrayen för skjuta värdena till en mer fysikaliskt tolkningsbar array. Arrayens element
är ligger s̊aledes i intervallet [−Bx, Bx]. För vidare diskretiseringar av de faktorer framför
fouriertransformen i (50) krävs de värden p̊a koordinaterna som bildas i bildplanet. Med
fftfreq, och fftshift, skapades en array av frekvenserna. Denna omvandlades till en array
av rumsliga koordinater genom fX = x/(λz). Slutligen beräknades intensiteten i varje punkt,
enligt (51), med Numpy’s abs.

3.3. Matchning av diffraktionsmönster. För att hitta den avrundningparameter som bäst
approximerade den faltade aperturen jämfördes den elementvisa kvadratiska avvikelsen i in-
tensitetsvärdena i diffraktionsmönstret mellan de tv̊a arrayerna. Först generades den faltade
aperturen, och dess tillhörande diffraktionsmönster, i enlighet med 3.2.1 och 3.2.2. Därefter
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genererades en serie med aperturer och tillhörande diffraktionsmönster med olika avrundings-
parameter, som matchades mot den faltade aperturens mönster. För den avrundade kvadraten,
testades värden p̊a avrundningsparametern i intervallet R ∈ [0, 1], med en steglängd p̊a 0.02.
För kvirkeln testades endast värden p̊a intervallet s ∈ [0.75, 1]. Att de värden p̊a kvirkelns
avrundningsparameter inte täcker hela intervallet av möjliga värden beror p̊a för värden p̊a
s < 0.7 s̊a approximerar kvirkeln redan en cirkel väl (se Fig. 8). För att kunna uppn̊a en accep-
tabel upplösning i avrundningsparametern i det spann där kvirkeln väl matchar den faltade
aperturen, valdes ett kortare intervall. Vid jämförelse av str̊aldiameterns och tröskelvärdets
p̊averkan p̊a den optimala avrundningsparametern, gjordes denna process om för varje kom-
bination av str̊aldiameter och tröskelvärde. D̊a b̊ade str̊aldiameter, och främst tröskelvärdet,
direkt p̊averkar storleken p̊a den faltade aperturen, var den matchande aperturen tvungen att
ljusteras i storlek för att matcha den faltade.

D̊a intensitetsmaximum i den centrala toppen i diffraktionsmönstret främst bestäms av
aperturens area, och inte dess form, togs steg för att minska inverkan av denna topp p̊a
matchningen av mönstren (att inte göra detta hade kunnat resultera i att en apertur med
samma area men inte samma hörnform presterade bäst vid matchning, d̊a den centrala top-
pens intensitet är s̊a mycket större i absoluta termer än det kringliggande mönstret). För
att minska den centrala toppens inverkan p̊a matchningen, normerades arrayerna genom att
dividera samtliga element med det maximala värdet i arrayen, s̊a att dess maximala värde
efter normering var 1.

För att ytterligare förstärka hörnavrundningens p̊averkan p̊a matchningen logaritmerades
sedan diffraktionsmönstret enligt

Inormerad = log(I + γ), (91)

där γ avgör styrkan p̊a normeringen, där ett mindre γ leder till att det relativa avst̊andet
mellan de centrala och de perifera topparna minskar. Detta underlättar matchningen d̊a
hörnavrundningen kraftigt p̊averkar formen p̊a de perifera topparna, som syns i figur 12.
D̊a logarimeringen av mönstret ökar den relativa höjden p̊a de perifera topparna, ökar den
ocks̊a indirekt problemet med vikning som uppst̊ar vid den diskreta fouriertransformen, som
diskuterats i 2.1. Ett effektivt värde p̊a γ, som förstärker det perifera mönstret utan att göra
de väldigt avlägsna topparna s̊a stora att deras vikning in i diffraktionsmönstret p̊averkar
resultatet, fanns vara γ = 0.0001.
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(a) Utan lognormering. (b) Med lognormering.

Figur 12. Jämförelse av diffraktionsmönster med och utan lognormering.

4. Resultat

I detta stycke presenteras resultaten av v̊ar undersökning. Stycket inleds med en presenta-
tion av en genomg̊ang av de diffraktionsmönster (med tillhörande aperturer) som tagits fram
under arbetets g̊ang, och g̊ar sedan igenom resultatet av jämnförelserna mellan den faltade
aperturen och kvirkeln respektive den avrundade kvadraten. Matchningen mellan aperturer-
na redovisas först endimensionellt, där avvikelsen mellan diffraktionsmönstrena plottas som
funktion av avrundningsparametern, och sedan tv̊adimensionellt, där det optimala värdet p̊a
avrundningsparametern som funktion av str̊aldiameter och tröskelvärde plottas. Efter detta
presenteras de analytiska resultat som erh̊allits i 3.1, där det analytiska uttrycket för faltning-
en redovisas, och där uttrycken för diffraktionsmönstret fr̊an den avrundade cirkeln och den
faltade aperturen redovisas och plottas. Samtliga aperturer i stycket är implementerade med
en bredd och höjd p̊a 4 µm.

4.1. Numeriskt framtagna aperturer. I Fig. 13 visas n̊agra exempel de aperturer som
generades i enlighet med 3.2.1, där vit representerar en öppning i aperturen, eller ekvivalent,
en 1:a i apertur-arrayen, och svart svart representerar en stängdäpertur, eller ekvivalent, en
0:a i apertur-arrayen.
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(a) Cirkulär apertur. (b) Kvadratisk apertur.

(c) Kvirkel apertur med s = 0.8. (d) Avrundad apertur med R = 0.3.

(e) Numeriskt faltad apertur med d = 750 nm. (f) Analytiskt faltad apertur med d = 750 nm.

Figur 13. Numeriskt framtagna aperturer.

4.2. Numeriska diffraktionsmönster. I Fig. 14 visas diffraktionsmönstren fr̊an aperturer-
na i Fig. 13 genererade enligt 3.2.2. Mönstren är normerade och lognormerade enligt 3.3 med
γ = 0.0001.
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(a) Cirkulär apertur. (b) Kvadratisk apertur.

(c) Kvirkel apertur med s = 0.8.
(d) Avrundad kvadratisk apertur med R =
0.3.

(e) Numeriskt faltad apertur med d = 750 nm. (f) Analytiskt faltad apertur med d = 750 nm.

Figur 14. Numeriskt framtagna diffraktionsmönster.
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4.2.1. Matchning av diffraktionsmönster. I detta stycke redovisas det huvudsakliga resultatet:
Matchningen mellan den faltade aperturen och kvirkeln respektive den avrundade kvadraten.
I Fig. 15 visas den totala avvikelsen (utan enhet) i diffraktionsmönstret mellan den faltade
aperturen och kvirkeln respektive den avrundade kvadraten, som funktion av avrundningspa-
rametern. De aperturer och tillhörande diffraktionsmönster som minimerade avvikelsen i Fig.
15 visas i Fig. 16. I Fig. 17, redovisas den optimala avrundningsparametern som funktion av
str̊aldiametern d, och i Fig. 18 redovisas densamma som funktion av tröskelvärdet c. I figur
Fig. 19 och 20 syns den optimala avrundningsparametern som funktion av b̊ade str̊aldiameter
och tröskelvärde, och i Fig. 21 och 22 visas istället den totala avvikelsen som funktion av
str̊aldiametern och tröskelvärdet. Slutligen visas i Fig. 23 den form som för en given kom-
bination av str̊aldiametern och tröskelvärdet, bäst approximerade mönstret fr̊an den faltade
aperturen.

(a) Avrundad kvadratisk apertur. (b) Kvirkel apertur.

Figur 15. Avvikelse som funktion av avrundningsparameter vid str̊aldiameter
D = 750 nm och tröskelvärde c = 0.5.
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(a) Numeriskt faltad apertur med d =
750 nm, c = 0.5. (b) Diffraktionmönster fr̊an faltad apertur

(c) Kvirkel apertur med s = 0.94 (d) Diffraktionmönster fr̊an kvirkel apertur

(e) Avrundad kvadratisk apertur med R =
0.54.

(f) Diffraktionmönster fr̊an avrundad kvadra-
tisk apertur

Figur 16. Faltad apertur och tillhörande diffraktionsmönster vid d = 750 nm
och c = 0.5, samt optimalt matchande kvirkel och avrundad kvadratiskt aper-
tur med tillhörande diffraktionsmönster.
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(a) Avrundad kvadratisk apertur. (b) Kvirkel apertur.

Figur 17. Optimal avrundingsparameter som funktion av str̊aldiameter vid
c = 0.5.

(a) Avrundad kvadratisk apertur. (b) Kvirkel apertur.

Figur 18. Optimal avrundingsparameter som funktion av tröskelvärde vid
str̊aldiameter 750 nm.
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Figur 19. Optimal avrundingsparameter för den avrundade kvadraten som
funktion av str̊aldiameter och tröskelvärde.
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Figur 20. Optimal avrundingsparameter för kvirkeln som funktion av
str̊aldiameter och tröskelvärde.
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Figur 21. Total avvikelse mellan den avrundade kvadratens och den fal-
tade aperturens diffraktionsmönster som funktion av str̊aldiameter och
tröskelvärde. Värdena i cellerna är ökade med en faktor 1000 för tydligare
visualisering, den sanna skalan p̊a avvikelserna syns till höger i grafen.
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Figur 22. Total avvikelse mellan kvirkeln och den faltade aperturens diff-
raktionsmönster som funktion av str̊aldiameter och tröskelvärde. Värdena i
cellerna är ökade med en faktor 1000 för tydligare visualisering, den sanna
skalan p̊a avvikelserna syns till höger i grafen.
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Figur 23. Optimal form p̊a matchande apertur som funktion av str̊aldiameter
och tröskelvärde. Färgen representerar differensen mellan den totala avvikelsen
hos kvirkeln och den avrundade kvadraten för den givna kombinationen av
str̊aldiameter och tröskelvärde s̊a att positiva tal, d̊a den avrundade kvadraten
har mindre total avvikelse än kvirkeln, blir bl̊aa, och de fall d̊a det omvända
är sant blir röda. I de fall d̊a avvikelserna mellan de respektive formerna och
den faltade aperturen är mycket nära varandra, blir färgen istället vit.
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4.3. Analytiska resultat. Vid sidan av undersökningen huvudsakliga resultat har även
n̊agra upptäckter skett under den analytiska delen av arbetet som förtjänar att nämnas.
Dessa är de formler för diffraktionsmönstret fr̊an en kvadrat med rundade hörn och fr̊an en
faltad apertur som diskuterades i stycke 3.1.3 respektive 3.1.4 och 3.1.5. Nedan presenteras
dessa formler.

• Analytiskt uttryck för gaussfaltning.
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(92)

• Diffraktionsmönster fr̊an avrundad kvadrat

F(fX , fY ) = wh sinc(wfX) sinc(hfY )

+ exp(j2πlfX)Rh sinc(RfX) sinc(hfY )

+ exp(−j2πlfX)Rh sinc(RfX) sinc(hfY )

+ exp(j2πlfY )wR sinc(wfX) sinc(RfY )

+ exp(−j2πlfY )wR sinc(wfX) sinc(RfY )

+ exp(−j2π(RfX +RfY )G(fX , fY )

+ exp(−j2π(−RfX +RfY )G(−fX , fY )

+ exp(−j2π(−RfX −RfY )G(−fX ,−fY )

+ exp(−j2π(RfX −RfY )G(−fX , fY )

(93)
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5. Diskussion

Av figurerna i föreg̊aende stycke kan en mängd slutsatser dras. För det första, kan utifr̊an Fig.
15 sägas att det för en given faltad apertur finns en kvirkel och avrundad kvadrat som entydigt
optimalt matchar diffraktionsmönstret fr̊an den faltade aperturen, och den avrundningspa-
rameter som generar dessa former kan även med v̊ar metod tas fram. Detta bekräftas i Fig.
16, där diffraktionsmönstret fr̊an den faltade aperturen och fr̊an de matchande aperturerna
är i princip oskiljbara med blotta ögat, trots kraftig logaritmering för att förhöja mönstret
sekundära diffraktionstoppar. I och med detta kan v̊arat arbetes huvudsakliga m̊al anses vara
uppfyllt.

Utifr̊an Fig. 17, 18, 19 och 20 syns även sambandet mellan den faltade aperturens paramet-
rar, str̊adiametern och tröskelvärdet, och det optimala värdet p̊a avrundningsparametern för
de matchande aperturerna. Som väntat finns ett tydligt beroende p̊a str̊aldiametern, d̊a en
större str̊aldiameter leder till att den faltade aperturen mer och mer avviker fr̊an en perfekt
kvadrat och avrundas. För den avrundade kvadraten är sambandet till synes linjärt, vilket är
väntat d̊a avrundningsparametern är linjär i R, medan kvirkelns avrundningsparameter p̊a
n̊agot icke-linjärt sätt beror p̊a str̊aldiameter. Detta är ocks̊a väntat, d̊a kvirkelns parametri-
sering i termer av s är s̊a icke-linjär, med majoriteten av transformationen mellan en cirkel
och en kvadrat skeende mellan s = 0.5 och s = 1. Sambandet mellan avrundningsparametern
och tröskelvärdet är mer övveraskande, och trots att man kan skönja ett visst samband mellan
högre tröskeldiameter och en mer ”kvadratisk” form hos den matchande aperturen, s̊a är sam-
bandet präglat av en stor ”hoppighet’ som man kan se i Fig. 18. Sambandet är även mycket
svagt, med skalan p̊a förändringar ungefär en storleksordning under den för str̊aldiametern.
V̊ar bästa teori antagande kring orsaken till denna hoppighet, i kontext av det svaga samban-
det, är att det rör sig om diskretiseringsfel, allts̊a om enstaka celler i den faltade aperturen
som g̊ar fr̊an 0 till 1 vid olika tröskelvärden och f̊ar ett litet genomslag i diffraktionsmönstret.

I Fig. 21 och 22 kan n̊agra slutsatser hos kvaliteten p̊a v̊ar modell för olika kombinationer
av str̊aldiameter och tröskelvärde dras. För b̊ada av de matchande aperturerna är prestandan
som bäst d̊a tröskelvärdet och str̊aldiametern inte är allt för stora, och ett tydligt kluster
av d̊aliga matchningar kan ses för s̊aväl kvirkeln som den avrundade kvadraten. Intressant
nog rör det sig om samma kombinationer av str̊aldiameter och tröskelvärde för b̊ade kvirkeln
och den avrundade kvadraten ([d, s] = [650, 0.75], [900, 0.75], [950, 0.6], [1000, 0.55], [1000, 0.7]),
med undantag för d = 850nm och c = 0.75, där endast den avrundade kvadraten presterade
mycket sämre än genomsnitt. Utöver dessa kombination kan för den avrundade kvadraten
urskiljas en tydlig gradient i avvikelsen, där mindre str̊aldiametrar och tröskelvärden leder
till bättre matchning. För kvirkeln kan istället det motsatta sambandet skönjas, d̊a mind-
re str̊aldiametrar och mindre tröskelvärden verkar försämra kvalitén p̊a matchningen (med
undantag för de tidigare nämnda kombinationerna).

Slutligen kan i Fig. 23 den bäst matchande aperturen för olika kombination av str̊aldiameter
och tröskelvärde avgöras. Som väntat med tanke avvikelsernas beroende som diskuterades i
föreg̊aende stycke, s̊a preseterar kvirkeln bäst för större str̊aldiametrar och tröskelvärden,
medans den avrundade kvadraten presterar bättre för sm̊a dito. För den absoluta majoriteten
av kombinationer presterar dock kvirkeln bättre än den avrundade kvadraten, och särskilt p̊a
de kombinationer av stora str̊aldiamtrar och tröskelvärden som nämndes i föreg̊aende stycke.
Den marginal med vilken kvirkeln utpresterar den avrundade kvadraten är dock mycket större
än densamma för den avrundade kvadraten. För ett specifikt fall kan s̊aledes antingen den
avrundade kvadraten eller kvirkeln prestera bäst, men i allmänhet s̊a är kvirkeln den apertur
som bäst modellerar den faltade aperturen.
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5.0.1. Begränsningar. Vid implementering av det analytiska uttrycket för diffraktionsmönstret
fr̊an en avrundad kvadrat uppstod problem, d̊a diffraktionsmönstret fr̊an cirkelsektorerna som
härletts i [5] inte gick att reproducera. Vid närmare inspektion visade det sig att det att real-
delen av mönstret stämde överens med de redovisade resultaten i artikeln, men imaginärdelen
inte gjorde det. D̊a inget fel i v̊ar implementering av Ekv. (76) hittades, misstänker vi att
formeln i artikeln är inkorrekt återgiven. P̊a grund av tidsbrist kunde dock inte detta fel
sp̊aras och korrigeras, och ingen visualisering av det analytiska uttrycket fr̊an den avrundade
kvadraten kunde redovisas. Uttrycket i sig (med undantag för eventuellt fel i Ekv. (76), är dock
korrekt, och kan s̊aledes vara av värde om felet hittas, eller om en alternativ (men givetvis
matematiskt ekvivalent) formulering av fouriertransformen av en cirkelsektor tas fram.

Slutligen kan kvaliteten p̊a resultaten diskuteras. D̊a, som nämnt i 3.3, b̊ade str̊aldiameter
och tröskelvärdet p̊averkar storleken p̊a den faltade aperturen och var den matchande apertu-
ren tvungen att ljusteras i storlek för att matcha den faltade, kunde diffraktionsmönstren fr̊an
aperturen som matchades inte återanvändas för jämförelse med en apertur faltad med olika
kombinationer av str̊aldiameter och tröskelvärde. Dette ledde till att en väldigt stor mängd
(=antalet möjliga kombination av avrundningsparameter, str̊aldiameter, och tröskelvärde)
FFT:er var tvungna att utföras, och därför kunde endast relativt l̊agupplösta (i s̊aväl den be-
roende som de oberoende variablerna) grafer tas fram över de mer involverade sambanden (op-
timal avrundningsparameter/total avvikelse som funktion av str̊aldiameter och tröskelvärde).
Med ökad beräkningskapacitet eller mer tid hade upplösningen p̊a dessa grafer givetvis kunnat
ökas kraftigt, men trots dess l̊aga upplösning ger de änd̊a en tydlig idé om sambandet mellan
avrundningsparametern och str̊aldiametern respektive tröskelvärdet. För en given kombina-
tion av str̊ale och tröskel kan även själva optimiseringen köras med väsentligt högre upplösning
för att f̊a en bättre matchning, utan att tids̊atg̊angen blir allt för stor.

6. Slutsatser

Slutligen kan resultaten och diskussionen sammanfattas. Målet var att modellera den s̊a kallad
gaussfaltningen med tv̊a andra former. För given kombination av parametrar kan optimal form
samt avrundningsparameter för given form bestämmas, vilket tyder p̊a att m̊alet uppn̊atts.
Överlag visar resultaten att en större str̊aldiameter ger rundare apertur som bästa matchning,
samt gynnar kvirkeln, och vice versa. Val av tröskelvärde gav betydligt mindre tydlig p̊averkan
och inget definitivt samband har p̊avisats.
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Bilaga A. Populärvetenskaplig sammanfattning

Vid tillverkning av integrerade kretsar, s̊a som mikrochip, används fotolitografi vilekt innebär
att man ritar med ljus i sten, eller en halvledare s̊a som kisel. Mönstret som ritas bestäms
genom att l̊ata ljus skina genom en fotomask, en sorts stencil, för att sedan rita i halvledaren.
Dessa fotomasker tillverkas ocks̊a med hjälp av ljus, men nu utan n̊agon stencil ovan. En
str̊ale ritar ut det önskade mönstret p̊a fotomasken men till följd av str̊alens karaktär är
det ofr̊ankomligt att hörn som önskas vara skarpa blir avrundade, likt gaussisk oskärpa. Den
resulterade avrundningen vill man kunna beskriva med en enkel form för att slippa göra
simuleringar för varje fotomask.

Den verkliga formen kallas här “gaussfaltning” p̊a grund av den matematik som beskriver
den. Den formen har tv̊a viktiga parametrar, nämligen diametern hos str̊alen som används,
kallat str̊aldiameter, och ljuskänsligheten hos den exponerade fotomasken, kallat tröskelvärdet.
Tv̊a andra former, en kvadrat med kvartscirkelsektorer som hörn och en “kvirkel”, ett sorts
mellanting mellan cirkel och rektangel, har utforskats som alternativa beskrivningar. B̊ada
dessa kan justeras med en avrundningsparameter, detta värde mellan noll och ett beskriver
hur nära en cirkel eller kvadrat formen är. D̊a det är ljusets karaktär efter det passerat
igenom dessa former som spelar roll i verkligheten har diffraktionsmönstret som bildas bakom
formerna jämförts.

För att beräkna diffraktionsmönstren har fourieroptik använts. Det är en gren inom optik
som använder sig av fouriertransformen, en sort matematisk operation som kan dela upp en
funktion i sina inneboende frekvenser, i detta fall rumsliga frekvenser. Denna operation kan
även göras i en dator, men d̊a som en diskret fouriertransform, och med hjälp av en algoritm
kallad snabb fouriertransform görs detta tidseffektivt.

Diffraktionsmönstren fr̊an de tv̊a valda formerna, den avrundade kvadraten och kvirkeln,
beräknades för en mängd olika värden p̊a avrundningsparametern för att sedan jämföras med
gaussfaltningen. Genom att minimera den kvadrerade skillnaden i intensiteten hos mönstrena
kunde optimala värden för avrundningsparametrarna hittas, samt vilken av de tv̊a valda
former som bäst efterliknade diffraktionsmönstret fr̊an gaussfaltningen. Denna process upp-
repades sedan för en omfattande mängd kombinationer av tröskelvärden och str̊aldiametrar
hos gaussfaltningen. Det slutgiltiga resultatet kunde sedan presenteras i en värmekarta där
det g̊ar att avläsa vilket värde p̊a avrundningsparametern som ger minst avvikelse för gi-
ven str̊aldiameter och tröskelvärde samt vilken modell som matchar bäst. Det är tydligt att
str̊aldiametern har störst inverkan p̊a vilken form som matchar bäst men även vilken avrund-
ningsparameter som bör användas. Kvirkeln ger överlag bäst resultat, framförallt för större
värden p̊a str̊aldiameter och tröskelvärden, medan den avrundade kvadraten är att föredra
för sm̊a str̊aldiametrar och tröskelvärden.
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Bilaga B. Arbetet sett ur ett h̊allbarhetsperspektiv

Integrerade kretsar är en stor och betydande del av dagens innovation och industri. Halvledar-
industrin är i sig viktigt för att sprida och utveckla digitaliseringen ut av samhället. Med en
fortsatt digitalisering kan fler ta del av global kommunikation vilket bidrar till att samhällen
och länder blir mer jämställda (m̊al tio). Digitalisering möjliggör även utbildning för alla (mål
fyra) och digital kommunikation s̊a att färre behöver flyga (m̊al tretton). D̊a detta arbete ut-
forskar ett problem hela halvledarindustrin st̊ar inför kan arbetet kopplas till alla dessa m̊al.
Vidare utvecklar detta arbete den tekniska kapacitet och vetenskapliga forskning som finns i
Sverige och Europa (m̊al nio).

Sammanfattningsvis kan arbetet kopplas till följande klimatm̊al:

Mål 4: God utbildning för alla.
Mål 9: H̊allbar industri, innovationer och infrastruktur.
Mål 10: Minskad omjämlikhet.
Mål 13: Bekämpa klimatförändringarna.
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Bilaga C. Python-kod

1 import numpy as np

2 from scipy import special ,signal

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 from Functions import *

5
6 def square(Lx ,Ly ,N,M):

7 square_ = np.vectorize(lambda x,y: np.abs(x) <= Lx/2 and

np.abs(y) <= Ly/2)

8 X,Y = np.meshgrid(np.linspace(-Lx/2,Lx/2,N),

9 np.linspace(-Ly/2,Ly/2,M))

10 out = square_(X,Y)

11 out = zero_pad(out ,2*N,2*M)

12 return out

13
14 def circle(Lx ,Ly ,R,N,M):

15 circle_ = np.vectorize(lambda x,y: x**2+y**2 <= R**2)

16 X,Y = np.meshgrid(np.linspace(-Lx/2,Lx/2,N),

17 np.linspace(-Ly/2,Ly/2,M))

18 out = circle_(X,Y)

19 out = zero_pad(out ,2*N,2*M)

20 return out

21
22 def squircle(Lx ,Ly ,s,r,N,M,):

23 squircle_ = np.vectorize(lambda x,y:

x**2+y**2-((s**2)*(x**2)*(y**2)/(r**2)) <= r**2 and abs(x) <=

r and abs(y) <= r)

24 X,Y = np.meshgrid(np.linspace(-Lx/2,Lx/2,N),

25 np.linspace(-Ly/2,Ly/2,M))

26 out = squircle_(X,Y)

27 out = zero_pad(out ,2*N,2*M)

28 return out

29
30 def rcircle(Lx ,Ly ,R,N,M):

31 R = (R)*(min(Lx,Ly))/2

32 W = Lx -2*R

33 H = Ly -2*R

34 rcircle_ = np.vectorize(lambda x,y: (np.abs(y) < Ly/2 and

np.abs(x) < W/2) or (np.abs(x) < Lx/2 and np.abs(y) < H/2) or

((np.abs(x)-(W/2))**2+(np.abs(y)-(H/2))**2 <= R**2))

35 X,Y = np.meshgrid(np.linspace(-Lx/2,Lx/2,N),

36 np.linspace(-Ly/2,Ly/2,M))

37 out = rcircle_(X,Y)

38 out = zero_pad(out ,2*N,2*M)

39 return out

40
41 def convoluted_aperture(Lx ,Ly ,D,tc ,N,M):

42
43 def square ():

44 out = np.ones((N,N))

45 return out
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46
47 def gaussian(D):

48 gaussian_ = lambda x,y:

(1/(np.pi*D**2))*np.exp(-(x**2+y**2)/(D**2))

49 X,Y = np.meshgrid(np.linspace(-Lx/2,Lx/2,N+1),

50 np.linspace(-Ly/2,Ly/2,M+1))

51 out = gaussian_(X,Y)

52 return out

53
54 faltning = signal.fftconvolve(square (),gaussian(D))

55 tc = tc*np.max(faltning)

56 H = lambda z: np.heaviside(z-tc ,1)

57 out = np.array(list(map(H,faltning)))

58 return out

59
60 def erf_aperture(Lx ,Ly ,D,tc ,N,M):

61 erf_ = np.vectorize(lambda x,y: np.heaviside ((1/4)

62 *( special.erf(x/D-Lx/(2*D))

63 -special.erf(x/D+Lx/(2*D)))

64 *( special.erf(y/D-Ly/(2*D))

65 -special.erf(y/D+Ly/(2*D)))

66 -tc*special.erf(Lx/(2*D))

67 *special.erf(Ly/(2*D)) ,1))

68 X,Y = np.meshgrid(np.linspace(-Lx/2,Lx/2,N),

69 np.linspace(-Ly/2,Ly/2,M))

70 out = erf_(X,Y)

71 out = zero_pad(out ,2*N,2*M)

72 return out

73
74 def main():

75 A = squircle (4000 ,4000 ,0.8 ,2000 ,200 ,200)

76 B = rcircle (4000 ,4000 ,0.9 ,200 ,200)

77 C = convoluted_aperture (4000 ,4000 ,1000 ,0.5 ,200 ,200)

78 D = erf_aperture (4000 ,4000 ,1000 ,0.5 ,200 ,200)

79 print(np.shape(A),np.shape(B),np.shape(C),np.shape(D))

80
81 fig , axis = plt.subplots (2,4)

82 axis [0][0]. imshow(A , ’gray’)

83 axis [0][1]. imshow(B , ’gray’)

84 axis [0][2]. imshow(C , ’gray’)

85 axis [0][3]. imshow(D , ’gray’)

86 axis [1][0]. imshow(zero_pad(A, 4096, 4096),’gray’)

87 axis [1][1]. imshow(zero_pad(B, 4096, 4096),’gray’)

88 axis [1][2]. imshow(zero_pad(C, 4096, 4096),’gray’)

89 axis [1][3]. imshow(zero_pad(D, 4096, 4096),’gray’)

90 plt.show()

91 return

92
93 if __name__ == ’__main__ ’:

94 main()

Kod 1. Kod för genererande av aperturer.
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1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3 from scipy.fft import fft2 ,fftfreq ,fftshift

4 from math import floor , ceil

5 from Apertures import *

6 from Functions import *

7
8 mm = 1e-3

9 mym = 1e-6

10 nm = 1e-9

11
12 def fraunhofer(aperture , distance , wavelength , N, M):

13
14 k = 2*np.pi/wavelength

15
16 #Nollutfyllnad av apertur -array till nskad dimension

17 U0 = zero_pad(aperture , N, M)

18 #Skifte av frekvenser s att arrayen r symmetrisk kring

nollfrekvensen

19 U = fftshift(fft2(U0))

20
21 #Framtagning av motsvarande rumsliga koordinater f r a n v n d n i n g

vid u t r k n i n g av fasskifte

22 freq = fftshift(fftfreq(N, 20*nm))

23 vals = freq*wavelength*distance

24 xx, yy = np.meshgrid(vals , vals)

25
26 # B e r k n i n g av fasfaktorer

27 eikonal = np.exp(1j*k*distance)/(1j*wavelength*distance)

28 fraunhofer_factor = np.exp ((1j*k/(2* distance))*(xx**2+yy**2))

29
30 # B e r k n i n g av slutgiltigt v r d e p s k a l r a

diffraktionsm nstret

31 U = eikonal*fraunhofer_factor*U*(10* nm)**2

32
33 # F n s t r i n g till nskad storlek

34 mid = np.shape(U)[0]//2 + 0.5

35 U = U[floor(mid -99):ceil(mid +99)+1,floor(mid -99):ceil(mid +99) +1]

36
37 # B e r k n i n g av diffraktionsm nstrets intensitet

38 I = np.abs(U)**2

39 return I

40
41 def main():

42 distance = 1e1

43 wavelength = 266e-9

44 aperture = square (4 ,4 ,200 ,200)

45 pattern = fraunhofer( aperture , distance , wavelength , 4096,

4096)

46 pattern = NormPattern(pattern)

47 pattern = lognorm(pattern ,1e-4)
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48 fig = plt.figure ()

49 plt.imshow(pattern ,’gray’)

50 plt.show()

51 print(pattern.max())

52
53 if __name__ == "__main__":

54 main()

Kod 2. Kod för framtagning av diffraktionsmönster

1 import numpy as np

2 import scipy as sp

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 from Functions import *

5 from Apertures import *

6 from Diffraction_pattern import fraunhofer

7
8 def Pattern_match(aperture ,size ,pattern ,shape=’squircle ’,show=False):

9 best_fit = [1e9 ,0]

10 fit = [[] ,[]]

11 if shape == ’squircle ’:

12 for i in np.linspace (0,1,51):

13 print(round(i,6))

14 A = squircle(size*20,

size*20, round(i,6),size*10,size ,size)

15 B = fraunhofer(A, 1e6, 256e-3, 4096, 4096)

16 B = NormPattern(B)

17 LSE = TwoDLSE(pattern ,B,loss=’Cauchy ’)

18 fit [0]. append(LSE)

19 fit [1]. append(i)

20 if LSE < best_fit [0]:

21 best_fit [0] = LSE

22 best_fit [1] = i

23 fitted_aperture = A

24 fitted_pattern = B

25 if shape == ’rcircle ’:

26 for i in np.linspace (0,1,51):

27 print(round(i,6))

28 A = rcircle(size*20, size*20,round(i,2),size ,size)

29 B = fraunhofer(A, 1e6, 256e-3, 4096, 4096)

30 B = NormPattern(B)

31 LSE = TwoDLSE(pattern ,B,loss=’Cauchy ’)

32 fit [0]. append(LSE)

33 fit [1]. append(i)

34 if LSE < best_fit [0]:

35 best_fit [0] = LSE

36 best_fit [1] = i

37 fitted_aperture = A

38 fitted_pattern = B

39 if show == True:

40 plt.figure ()

41 plt.plot(fit[1],fit[0], color=’blue’, marker=’*’)
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42 plt.xlabel(’Avrundningsparameter ’)

43 plt.ylabel(’Avvikelse ’)

44 plt.show()

45 return best_fit [1], best_fit [0]

46
47 def main():

48 aperture = convoluted_aperture (4000 ,4000 ,750 ,0.5 ,200 ,200)

49 size = GetAxis(aperture)

50 pattern = fraunhofer(aperture , 1e6 , 266e-3, 4096, 4096)

51 pattern = NormPattern(pattern)

52 fit ,error = Pattern_match(aperture ,size+2,pattern ,

53 shape=’rcircle ’,show=True)

54 print(fit ,error)

55 return

56
57 if __name__ == ’__main__ ’:

58 main()

Kod 3. Kod för framtagning av optimal avrundningsparameter och avvikelse
för en given kombination av str̊aldiameter och tröskelvärde.

1 import numpy as np

2 import scipy as sp

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 from Apertures import *

5 from Diffraction_pattern import fraunhofer

6 from Pattern_matching import Pattern_match

7 from Functions import *

8 from matplotlib.colors import TwoSlopeNorm

9
10 d = [500 ,550 ,600 ,650 ,700 ,750 ,800 ,850 ,900 ,950 ,1000]

11 c = [0.25 ,0.3 ,0.35 ,0.4 ,0.45 ,0.5 ,0.55 ,0.6 ,0.65 ,0.7 ,0.75]

12
13 # # Framtagning av optimal avrundningsparameter som funktion av d vid

t_c = 0.5

14
15 resultat = []

16
17 for i in d:

18 aperture = convoluted_aperture (4000 ,4000 ,i,0.5 ,200 ,200)

19 size = GetAxis(aperture)

20 pattern = fraunhofer(aperture , 1e6 , 266e-3, 4096, 4096)

21 pattern = NormPattern(pattern)

22 print(f’d = {i}’)

23 resultat.append(Pattern_match(aperture , size+2, pattern ,

’squircle ’, show=False)[1])

24 print(resultat)

25
26 fig = plt.figure ()

27 plt.plot(d,resultat ,color=’blue’,marker=’*’)

28 plt.xlabel(’ St r ld ia me te r (nanometer)’)

29 plt.ylabel(’Avrundningsparameter ’)
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30 plt.show()

31
32 # # Framtagning av optimal avrundningsparameter som funktion av t_c

vid d = 200nm

33
34 resultat = []

35
36 for i in c:

37 aperture = convoluted_aperture (4000 ,4000 ,750 ,i,200 ,200)

38 size = GetAxis(aperture)

39 pattern = fraunhofer(aperture , 1e6 , 266e-3, 4096, 4096)

40 pattern = NormPattern(pattern)

41 print(f’c = {i}’)

42 resultat.append(Pattern_match(pattern , size+2, pattern ,

’squircle ’, show=False)[1])

43 print(resultat)

44
45 fig = plt.figure ()

46 plt.plot(c,resultat ,color=’blue’,marker=’*’)

47 plt.xlabel(’ T r s k e l v r d e ’)

48 plt.ylabel(’Avrundningsparameter ’)

49 plt.show()

50
51
52 # # Framtagning av optimal avrundningsparameter som funktion av t_c

och D

53
54 #Lagrar optimal avrundningsparameter och avvikelse f r kvirkeln

55 parameter1 = np.zeros ((len(d),len(c)))

56 avvikelse1 = np.zeros ((len(d),len(c)))

57
58 #Lagrar optimal avrundningsparameter och avvikelse f r den avrundade

kvadraten

59 parameter2 = np.zeros ((len(d),len(c)))

60 avvikelse2 = np.zeros ((len(d),len(c)))

61
62 for k,i in enumerate(d):

63 for l,j in enumerate(c):

64 aperture = convoluted_aperture (4000 ,4000 ,i,j,200 ,200)

65 size = GetAxis(aperture)

66 pattern = fraunhofer(aperture , 1e6 , 266e-3, 4096, 4096)

67 pattern = NormPattern(pattern)

68 print(f’{i},{j}’)

69 parameter1[k,l], avvikelse1[k,l] = Pattern_match(pattern ,

size+2, pattern , ’squircle ’, show=False)

70 print(parameter1[k,l],avvikelse1[k,l])

71
72 for k,i in enumerate(d):

73 for l,j in enumerate(c):

74 aperture = convoluted_aperture (4000 ,4000 ,i,j,200 ,200)

75 size = GetAxis(aperture)

76 pattern = fraunhofer(aperture , 1e6 , 266-3, 4096, 4096)
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77 pattern = NormPattern(pattern)

78 print(f’{i},{j}’)

79 parameter2[k,l], avvikelse2[k,l] = Pattern_match(pattern ,

size+2, pattern , ’rcircle ’, show=False)

80 print(parameter2[k,l],avvikelse2[k,l])

81
82 #Plottning av optimal avrundningsparameter f r kvirkeln

83
84 fig , ax = plt.subplots (1,1)

85 im = ax.imshow(parameter1 ,’winter ’)

86 ax.set_xticks(np.arange(len(c)))

87 ax.set_xticklabels(c)

88 ax.set_yticks(np.arange(len(d)))

89 ax.set_yticklabels(d)

90 cbar = ax.figure.colorbar(im , ax=ax)

91 cbar.ax.set_ylabel(’Avrundningsparameter ’, rotation =-90, va="bottom")

92 plt.setp(ax.get_xticklabels (), rotation =45, ha="right",

93 rotation_mode="anchor")

94
95 for i in range(len(d)):

96 for j in range(len(c)):

97 text = ax.text(j, i, round(parameter1[i, j],2),

98 ha="center", va="center", color="w")

99
100 fig.tight_layout ()

101 plt.show()

102
103 #Plottning av avvikelse f r kvirkeln

104
105 fig , ax = plt.subplots ()

106 im = ax.imshow(avvikelse1 , ’Reds’)

107 ax.set_xticks(np.arange(len(c)))

108 ax.set_xticklabels(c)

109 ax.set_yticks(np.arange(len(d)))

110 ax.set_yticklabels(d)

111 cbar = ax.figure.colorbar(im , ax=ax)

112 cbar.ax.set_ylabel(’Avvikelse ’, rotation =-90, va="bottom")

113 plt.setp(ax.get_xticklabels (), rotation =45, ha="right",

114 rotation_mode="anchor")

115
116 for i in range(len(d)):

117 for j in range(len(c)):

118 text = ax.text(j, i, round(avvikelse1[i, j]*1000 ,1),

119 ha="center", va="center", color="black")

120
121 fig.tight_layout ()

122 plt.show()

123
124 #Plottning av optimal avrundningsparameter f r den avrundade

kvadraten

125
126 fig , ax = plt.subplots (1,1)
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127 im = ax.imshow(parameter2 ,’winter ’)

128 ax.set_xticks(np.arange(len(c)))

129 ax.set_xticklabels(c)

130 ax.set_yticks(np.arange(len(d)))

131 ax.set_yticklabels(d)

132 cbar = ax.figure.colorbar(im , ax=ax)

133 cbar.ax.set_ylabel(’Avrundningsparameter ’, rotation =-90, va="bottom")

134 plt.setp(ax.get_xticklabels (), rotation =45, ha="right",

135 rotation_mode="anchor")

136
137 for i in range(len(d)):

138 for j in range(len(c)):

139 text = ax.text(j, i, round(parameter2[i, j],2),

140 ha="center", va="center", color="w")

141
142 fig.tight_layout ()

143 plt.show()

144
145 #Plottning av avvikelse f r den avrundade kvadraten

146
147 fig , ax = plt.subplots ()

148 im = ax.imshow(avvikelse2 , ’Reds’)

149 ax.set_xticks(np.arange(len(c)))

150 ax.set_xticklabels(c)

151 ax.set_yticks(np.arange(len(d)))

152 ax.set_yticklabels(d)

153 cbar = ax.figure.colorbar(im , ax=ax)

154 cbar.ax.set_ylabel(’Avvikelse ’, rotation =-90, va="bottom")

155 plt.setp(ax.get_xticklabels (), rotation =45, ha="right",

156 rotation_mode="anchor")

157
158 for i in range(len(d)):

159 for j in range(len(c)):

160 text = ax.text(j, i, round(avvikelse2[i, j]*1000 ,1),

161 ha="center", va="center", color="black")

162
163 fig.tight_layout ()

164 plt.show()

165
166 # Framtagning av optimal form som funktion av s tr l di am et er och

t r s k e l v r d e

167
168 avvikelse3 = avvikelse1 -avvikelse2

169
170 #Plottning av skillnad i avvikelse mellan kvirkel och avrundad kvadrat

171
172 norm = TwoSlopeNorm(vmin=np.min(avvikelse3), vcenter=0,

vmax=np.max(avvikelse3))

173 fig , ax = plt.subplots (1,1)

174 im = ax.imshow(avvikelse3 ,’seismic ’, norm=norm)

175 ax.set_xticks(np.arange(len(c)))

176 ax.set_xticklabels(c)
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177 ax.set_yticks(np.arange(len(d)))

178 ax.set_yticklabels(d)

179 cbar = ax.figure.colorbar(im , ax=ax)

180 cbar.ax.set_ylabel(’Avvikelse ’, rotation =-90, va="bottom")

181 plt.setp(ax.get_xticklabels (), rotation =45, ha="right",

182 rotation_mode="anchor")

183 fig.tight_layout ()

184 plt.show()

Kod 4. Kod för framtagning av optimal avrundningsparameter och avvikelse
för olika kombination av str̊aldiameter och tröskelvärde.

1 import numpy as np

2 import scipy as sp

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 from math import ceil

5
6 def GetAxis(aperture):

7 mid = ceil(np.shape(aperture)[0]/2)

8 width = int(aperture[mid].sum())

9 return width

10
11 def NormPattern(pattern):

12 max = pattern.max()

13 pattern = pattern/max

14 return pattern

15
16 def TwoDLSE(A,B,loss=’None’):

17 if loss == ’cauchy ’:

18 A = lognorm(A,1e-4)

19 B = lognorm(B,1e-4)

20 return (np.square(np.subtract(A,B))).sum()

21 else:

22 return (np.square(np.subtract(A,B))).sum()

23
24 def zero_pad(aperture ,target_width ,target_height):

25 N = target_width

26 M = target_height

27 K,L = np.shape(aperture)

28 pad_width = ((int((N-K)/2),int((M-L)/2)) ,)

29 out = np.pad(aperture , pad_width ,mode=’constant ’,

constant_values =0)

30 return out

31
32 def mirror_pattern(Z,n,m):

33 if n%2 or m%2:

34 Z_tot = np.zeros ((2*m-1,2*n-1))

35 Z_tot[:m,n-1:] = np.flipud(Z)

36 Z_tot[:m,:n] = np.flipud(np.fliplr(Z))

37 Z_tot[m-1:,:n] = np.fliplr(Z)

38 Z_tot[m-1:,n-1:] = Z

39 else:
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40 Z_tot = np.concatenate ((np.flipud(Z),Z))

41 Z_tot = np.concatenate ((np.fliplr(Z_tot),Z_tot),axis =1)

42 return Z_tot

43
44 def lognorm(Z,gamma):

45 lognorm = lambda x: np.log10(gamma+x)

46 Z = np.array(list(map(lognorm ,Z)))

47 return Z

Kod 5. Stödfunktioner.


