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Abstract

Peter Markkanen (2021): Representations, visualization and reasoning in geometry —
Practice-based studies on teaching in digital environments.
Orebro Studies in Mathematics 2.

The aim of this dissertation was to gain a deeper understanding of how teaching in
digital environments can be designed to give students opportunities to develop
knowledge in two- and three-dimensional geometry. The dissertation consists of
two sub-studies, the first using an ethnographic approach in which the researcher
followed a teacher's teaching in a digital environment, in a Grade 9 class for a period
of five weeks. In the first study, learning was defined based on reification theory,
which describes that the understanding of mathematical concepts develops from
operational to structural understanding. Data were collected through video-assisted
observations, interviews and student tests. This material was analyzed with a focus
on the ways the teacher used the digital tools to create mathematical situations that
offered students opportunities to work with different representations and mathe-
matical concepts. In the second study, characterized as educational design research,
the researcher along with two teachers designed teaching in two classes in Grades 8
and 9. The focus in this second study was shifted to how geometry teaching in
digital environments can be designed to offer students the opportunity to develop
their understanding of, and ways of interpreting, geometric figures. For support in
designing lessons, Brousseau's theory of didactical situations, based on a constructivist
approach to learning, was adopted. Data were collected through video-assisted
observations and screen recordings of students” work. This material was analyzed
in two steps. First, the focus was on how students worked with the figures in rela-
tion to the assumptions made in the design. Thereafter, the attention was on prop-
erties of the designed environment that were considered to affect the students and
to lead to changes in how they interpreted and used the figures when working with
geometric tasks. The study resulted in five design principles that can serve as a
guide for designing teaching in digital environments. Thus, taken together, the dis-
sertation’s two sub-studies show that using digital tools in teaching gives the teacher
not only more didactic variables to work with when creating lessons, but also,
based on the needs that arise in teaching, more tools for shedding light on what
some students may have difficulty detecting. Furthermore, the results show that
digital tools can help in the creation of environments that stimulate students' way
of examining, testing and reasoning about geometric figures and their properties,
which are seen as important prerequisites for developing good knowledge in the

field.
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research
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Sammanfattning

I denna avhandling presenteras forskning vars mal var att erhdlla djupare for-
staelse for hur undervisning i digitala miljéer kan utformas, sd att elever ges
mojlighet att utveckla kunskaper inom tva- och tredimensionell geometri. Av-
handlingen bestar av tva delstudier, i den forsta foljde forskaren under fem
veckor en larares undervisning i en klass i drskurs 9. I Studie 1 definierades
larande utifran reifikationsteorin, som beskriver att forstielse for matematiska
begrepp utvecklas frdn operationell till strukturell forstdelse. Det empiriska
materialet samlades in genom videounderstodd observation, intervju samt
elevtest. Data analyserades med fokus pd sitten som liararen utnyttjar de digi-
tala verktygen, i syfte att skapa matematiska situationer vilka erbjod eleverna
mojligheter att arbeta med representationer och erfara begrepp. Studie 2 bygg-
de pa utbildningsvetenskaplig designforskning dar forskaren tillsammans med
tvd lirare designande undervisning i drskurs 8 och 9. I Studie 2 flyttades fokus
mot hur undervisning i digitala miljéer kan designas s att elever erbjuds att
utveckla sin forstdelse for och sina sitt att tolka geometriska figurer. For att
erhélla stod vid design av lektioner, antogs teorin om didaktiska situationer
vilken tar utgdngspunkt i ett konstruktivistiskt synsatt pd lirande. Det empi-
riska materialet samlades in genom videounderstodd observation och skarmin-
spelning. Data analyserades med fokus pd hur eleverna arbetade med figurer
och hur egenskaper i den designade miljon ansdgs paverka dem samt ledde till
forandrade satt att tolka och utnyttja figurer vid geometrisk uppgiftslosning.
Studie 2 resulterade i fem designprinciper vilka kan verka som vigledning for
hur undervisning i digitala miljoer kan utformas. Studie 1 och Studie 2 visar
darmed tillsammans att utnyttjande av digitala verktyg i undervisningen ger
lararen fler didaktiska variabler att arbeta med vid skapande av lektioner, men
aven fler verktyg att utifrdn de behov som uppstir i undervisningen belysa
sddant som en del elever kan ha svart att f& syn pd. Vidare visar resultatet att
med digitala verktyg kan miljoer skapas som stimulerar elevers sitt att under-
soka och testa samt resonera om geometriska figurer och deras egenskaper,
vilket ses vara viktiga forutsittningar for att utveckla goda kunskaper inom
omradet.

Nyckelord: Geometri, Visualisering, Representationer, Resonemang, Digitala
verktyg, Designforskning
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Inledning

Denna avhandling riktar intresset mot undervisning och lirande inom tva-
och tredimensionell geometri i grundskolans senare drskurser. I skolans ma-
tematik ar geometri ett viktigt omrade och goda kunskaper i geometri dr en
forutsattning for forstdelse inom flera av matematikens andra omrdden
(Clements m.fl., 2001; Gagatsis m.fl., 2006; Kurina, 2003). Undervisning i
geometri kan pd manga sitt goras konkret di den behandlar tva- och tredi-
mensionella figurer, ndgot som kan kopplas till sensoriska upplevelser, van-
ligen var syn (Parzysz, 1991). Men dven om geometri som omrade kan sigas
vara starkt kopplad till elevers konkreta virld sa besitter omradet ocksd en
teoretisk domain, vilken dr kopplad till geometriska figurers egenskaper och
begrepp. Denna dubbelnatur, den konkreta och den teoretiska, har konse-
kvenser for undervisning och larande i geometri. Geometrins dubbelnatur
borde hypotetiskt hjilpa larare att linka matematisk teori till elevernas er-
farenhetsvirld, men i sjdlva verket framstar dubbelnaturen som ett gap, som
gor det svart for larare att skapa en undervisning som kan mojliggora att
eleverna overbryggar gapet (Fujita & Jones, 2002).

Den konkreta eller visuellt framtradande delen av geometri handlar om
representationer. Vid undervisning och lirande i geometri (savil som inom
alla matematikens omrédden) dr visuella representationer viktiga, till exem-
pel grafer, tabeller, figurer eller fysiska geometriska modeller (Goldin,
2014). Arbete med representationer innebir att matematiken representeras
pa olika sitt, till exempel genom bildlig, verbal, eller symbolisk representat-
ionsform. All slags matematisk aktivitet fordrar att tva- eller tre olika repre-
sentationsformer aktiveras parallellt (Duval, 2002), sisom att utifrdn en
geometrisk figur (bildlig form) teckna en areaberikning (symbolisk form).
Att de olika representationsformerna aktiveras parallellt innebir dven att
eleven maste behirska byten av representationsform. Att lata elever erfara
och arbeta med representationer och speciellt byten mellan olika former 4r
for Duval en central aspekt inom geometriundervisning. Men Duval anser
att undervisningen inte i tillracklig omfattning tillgodoser detta utan att den
ofta sker pa ett mer tillrattalagt sitt sa att elever inte erbjuds tillfille att
bygga tillracklig forstaelse. Enligt Battista (2007) bor geometriundervisning
ske genom att liraren arbetar med visuell representation, att geometriska
figurer, deras underfigurer, egenskaper och begrepp behandlas noggrant,
samt att transformationer mellan symboliska losningar och geometriska fi-
gurer ges ett visst utrymme.
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Elevers arbete med geometriska figurer och med att pa olika sitt repre-
sentera geometriskt innehall kan beskrivas som att eleven i undervisningen
mdste samordna aspekter av det hen ser och uppfattar med mera teoretiskt
resonemang (Koleza & Kabani, 2006). Darfor blir de satt som elever ser pa-
och vad de uppfattar i figurer av intresse. Nir en individ studerar en repre-
sentation, till exempel en figur, benimns detta vanligen for att hen visuali-
serar. Visualisering ses hos individen vara en process, en tolkande process —
mer eller mindre spontan — dar egenskaper och former identifieras samt
eventuellt gors en bestimning av vilken slags figur det ror sig om (Duval,
2013). Men att visualisera figurer 4r ingen naturlig aktivitet utan ndgot som
kraver saval goda begreppsliga kunskaper som en del 6vning. Fastdn geo-
metriska figurer borde fungera som stod for elever vid geometrisk uppgifts-
16sning, sa tycks det som om denna stodjande roll inte framtrader for alla
elever (Sinclair m.fl., 2018).

Aven ildre elever visualiserar geometriska figurer vildigt olika och det ar
vanligt att elever enbart uppfattar direkt framtridande former och egen-
skaper (Michael & Gagatsis, 2013). Att eleven fastnar i sddana visuali-
seringar ar problematiskt och kan ta sig uttryck i att elever kan forsoka
finna losningar genom att utfora berikningar baserade pd matningar eller
uppskattningar gjorda i figuren (Michael & Gagatsis, 2013), men virre ar
att det kan fa konsekvenser for elevers mojligheter att generalisera geomet-
riska begrepp och fora resonemang (Duval, 1998).

I undervisningen for ar 7-9 ska eleverna arbeta med egenskaper hos fi-
gurer och inneborden av geometriska begrepp (Skolverket, 2017). Arbete
med geometriska begrepp i undervisningen kan till exempel rikta sig mot
egenskaper i geometriska figurers uppbyggnad, vilket kan mojliggora att
elever kan identifiera underfigurer och uttrycka vad dessa representerar och
definierar (Michael & Gagatsis, 2013).

Dock tycks larare ha bekymmer med att skapa en undervisning som er-
bjuder elever att bygga en djupare forstelse for geometriska figurers egen-
skaper och begrepp. Lowing (2016) har visat att elever i &r 6 och 7 ofta
hamnar i bekymmer nir de ska omsitta och generalisera grundliggande
kunskaper baserade pid geometriska figurers egenskaper. Aven Nilsson
(2005) dokumenterar att manga elever hamnar i bekymmer inom geometrin
pa grund av att de inte till fullo beharskar innehallet, men 4dven att det ofta
finns en avsaknad av ett geometriskt sprak.

De beskrivna svarigheterna ligger i linje med Mariotti (1995) som menar
att hantering och samordning av vad som ses och matematisk teori, utgor
en av de storsta svarigheterna med sdvil undervisning som larande inom
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geometri. Duval (1998) kopplar dven till formégan att fora resonemang som
en viktig aspekt for att elever ska utveckla goda geometriska kunskaper och
han beskriver kravet pd undervisningen som att eleven mdste erbjudas moj-
ligheter att trdna pd att samordna visualisering och resonemang. Kinne-
tecken pa sddana undervisningsmiljoer ar att eleverna engageras i uppgifter,
dir de genom utforskning och resonemang erbjuds att uppmarksamma geo-
metriska egenskaper i relation till figurer (Chen & Herbst, 2012;
Hershkowitz, 1998). Om sddan undervisning dven involverar digitala verk-
tyg, ges mojligheter for eleverna att skapa och manipulera geometriska re-
presentationer, nigot som anses ha potential att stodja problemlésande pro-
cesser och resonemang (Olsson, 2019).

Anvindande av digitala verktyg inom skolan har under de senaste tva
decennierna vuxit och ska numera vara en naturlig del av ”verksamheten”
(Skolverket, 2019). Stora forhoppningar har stillts pa att digitala verktyg
ska utveckla undervisningen, ndgot som speciellt kanske giller matematik-
undervisning. Geometri dr ett naturligt omrade inom matematiken dar di-
gitala verktyg kan komma till sin ratt och intresset i denna avhandling riktas
mot undervisning i geometri som sker i digitala miljoer.

Nir det giller matematikundervisning i digitala miljoer ar den bakomlig-
gande tanken vanligtvis erbjudanden om mojligheter till rorlig, dynamisk
representation (Lopez-Real & Leung, 2006). Sidan undervisning kan 6ppna
upp ett pedagogiskt utrymme for savil larare som elever. Lararen kan till
exempel skapa uppgifter i vilka eleverna engageras i geometriska undersok-
ningar (Leung, 2011). I sdidana aktiviteter erbjuds eleverna genom de dyna-
miska mojligheterna att gora forandringar, utfora matningar och gora ob-
servationer kring vad som férandras och vad som forblir oforandrat. Akti-
viteter vilka kan bidra till forstaelse for universella aspekter av formler och
begrepp pd sitt som gar langt bortom det som gar att uppnd i papper- och
pennamiljoer (Webre m.fl., 2018).

Men forskning har dven visat att eleven kan hamna i svarigheter nar
denne ska visualisera och finna limplig och/eller tolkningsbar information
vid arbete med figurer i digitala miljder, varvid eleven kanske inte kan iden-
tifiera efterfrigad information och pé ndgot satt blir kvar i att forsoka tolka
figuren (Okumus & Hollebrands, 2016). Undervisning i digitala miljoer
kraver goda kunskaper av lararen om sdvil den digitala miljons mojligheter
savil som uppgifters potential i densamma for att kunna mota och fa ele-
verna att ge forklaringar till sina pastdenden samt kontrollera validiteten i
sina resonemang (Webre m.fl., 2018).
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Sammantaget ses geometriundervisning i digitala miljéer ha en potential
att bidra med utokade mojligheter till lirande (t ex Webre m.fl., 2018). Sin-
clair m.fl. (2017) beskriver dock omradet, som att ménga fragor fortfarande
ar obesvarade. De menar att vi enbart har kommit en bit pd vdg nar det
giller var forstdelse for hur geometriundervisning i digitala miljoer kan ut-
formas och argumenterar for att mer forskning ir nédvindig for att battre
forstd hur egenskaper i miljon kan utnyttjas och relateras till undervisningen
sd att miljoer kan skapas vilka bidrar med lirandemojligheter.

I denna avhandling riktas darfor intresset mot hur undervisning i digitala
miljoer kan bidra till att utveckla matematikundervisningen inom omradet
geometri. Mer specifikt formuleras foljande problem eller problemomrade,
namligen att larare tycks ha svarigheter med att skapa en undervisning vil-
ken erbjuder elever tilltriade till och djupare forstdelse for figurer och deras
egenskaper.

Med denna problemformulering riktas intresset mot hur utnyttjande av
digitala verktyg kan mojliggora att undervisning kan skapas sa att elever
erbjuds utokade mojligheter att bygga forstaelse for figurer och deras egen-
skaper. En forstdelse som mojliggor insikter om hur figurer kan nyttjas vid
geometrisk uppgiftslosning och som verktyg for att fora geometriska reso-
nemang.

Syfte och disposition

Avhandlingens 6vergripande syfte dr att erhdlla djupare forstdelse for hur
undervisning i digitala miljéer kan utformas, sd att elever ges mojlighet att
utveckla forstdelse i geometri, i relation till geometriska figurer och deras
egenskaper.

Avhandlingen bestdr av tva studier dar Studie 1 ar en licentiatavhandling
(Markkanen, 2014). Studie 1 har en etnografisk inriktning dar jag som fors-
kare under fem veckor f6ljde en larares undervisning i en klass med elever i
arskurs 9. I Studie 1 uppmarksammades de olika didaktiska strategier som
lararen utnyttjar i en digital miljo for att representera och lata eleverna ar-
beta med det matematiska innehillet. I Studie 1 anviandes Duvals (2006)
registerteori i kombination med Sfards (1991) reifikationsteori om hur ut-
veckling av matematiska begrepp sker. Resultatet i Studie 1 lagger en grund
for Studie 2, vilken bygger pa utbildningsvetenskaplig designforskning dar
forskaren tillsammans med tva larare designande undervisning i tva klasser
i drskurs 8 och 9. Studie 2 fokuserar eleverna, mer specifikt hur undervis-
ning i digitala miljéer kan utformas, sa att elever erbjuds arbeta med upp-
gifter ddr visualisering av geometriska figurer ar viktiga inslag. Sjilva
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designen ses innefatta uppgifter och hur de verkar i den digitala miljon, men
aven de sitt som lararen kan utnyttja den digitala miljon pa, samt hur ele-
verna forvintas att agera i de designade lektionerna. I Studie 2 anvindes
som teoretisk lins, Duvals (1995; 1998) teorier om hur elever visualiserar
geometriska figurer och samordnar visualiseringen med resonemang. For att
fanga och beskriva hiandelserna i klassrummet pa ett 6vergripande plan an-
vindes Brousseaus (1997) socialkonstruktivistiska teori om didaktiska situ-
ationer dar teorin verkat som verktyg vid skapande av lektionssekvenser
och i analysen.

I det foljande presenteras avhandlingen vilken inleds med bakgrunden
som relaterar till hela avhandlingen. Direfter foljer en sammanfattning av
Studie 1, med dess forskningsfragor, teoretiska utgdngspunkter, metod samt
resultat och slutsatser. Med samma struktur, men med en full redogorelse
foljer darefter en presentation av Studie 2. Avhandlingen avslutas med ka-
pitlet diskussion.

Fortydligande

Hir gors ett fortydligande sa till vida att det i avhandlingen forekommer tre
snarlika benamningar, nimligen digitala verktyg, digital teknik samt digital
miljo. Nar digitala verktyg (eller enbart verktyg) anviands, avses verktygets
roll i en beskriven situation eller vid undervisning i matematik. Nar digital
teknik (eller enbart teknik) anvands, avses utnyttjande av sidan teknik pa
ett generellt plan, i skolan eller i samhillet. Slutligen, nir benimningen di-
gital miljo anvinds, dsyftas att undervisningen sker i en sddan milj6.
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Bakgrund

Bakgrunden bestér av tvd huvudavsnitt, tidigare forskning om undervisning
och elevers lirande i geometri samt undervisning i digitala miljoer. Inled-
ningsvis presenteras aven ett kort avsnitt om svensk skolkontext.

Den svenska skolkontexten

Detta avsnitt syftar till att skapa en bild av geometriundervisning i svensk
skola samt kortfattat ge en bild av hur samhillets 6kade digitalisering pa-
verkat undervisningen.

Geometri i styrdokumenten

De 6vergripande omrdden som lirare ska behandla i sin undervisning be-
namns i kursplanen som centralt innehall (Skolverket, 2019). Geometri ar
ett centralt innehdll och for arskurs 7-9, ska lirare i undervisningen be-
handla féljande,

e  Geometriska objekt och deras inbordes relationer. Geometriska
egenskaper hos dessa objekt.

e Avbildning och konstruktion av geometriska objekt, sdval med
som utan digitala verktyg. Skala vid forminskning och forstoring
av tvé- och tredimensionella objekt.

e Likformighet och symmetri i planet.

e Metoder for berakning av area, omkrets och volym hos geomet-
riska objekt, samt enhetsbyten i samband med detta.

e  Geometriska satser och formler och behovet av argumentation for
deras giltighet. (Skolverket, 2019, s. 58)

Genom det centrala innehéllet framgdr att benimningen geometriskt objekt
anvinds i matematikdmnets kursplan (Skolverket, 2019). Det centrala in-
nehdllet dr strukturerat sd att det uppvisar en progression upp genom ars-
kurserna och for att belysa inneborden i bendmningen geometriskt objekt
visas dven en formulering fran det centrala innehallet for arkurs 1-3, dar
larare i undervisningen ska behandla,

e Grundliggande geometriska objekt, daribland punkter, linjer,
strackor, fyrhorningar, trianglar, cirklar, klot, koner, cylindrar
och ritblock samt deras inbordes relationer. Grundlaggande geo-
metriska egenskaper hos dessa objekt.  (Skolverket, 2019, s. 56)
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Sett genom kursplanen uppfattas geometriska objekt vara objekt inom sdvil
den plana geometrin som rymdgeometrin, vilket d& vanligen avser studier
av geometriska figurer och deras egenskaper, i savil planet som i den tredi-
mensionella rymden (Skolverket, 2017). Sdledes fortydligas hir att denna
avhandling riktar intresset mot just geometriska figurer och deras egen-
skaper och fortsittningsvis anvinds det kortare skrivsittet figurer. Med
detta sagt och genom att folja Parzysz (1988), kan figurer vara i olika di-
mensioner. En figur kan saledes vara vildigt enkel i form av ett linjesegment
(Figur 1a), men dven i form av en kub (Figur 1b). Noterbart ar aven att
kuben ar uppbyggd av ett antal underfigurer sisom linjesegmentet i figur
la.

Figur 1
Tvd olika geometriska figurer

Geometri som omrdde ar till sin natur omfattande, en omfattning som okar
under senare drskurser (Lowing, 2016). Detta stiller krav pa att eleverna,
genom deltagande i undervisningen, ges mojligheter att utveckla kunskaper
om begrepp, nigot som ligger i linje med ett av matematikimnets langsik-
tiga mal, att eleverna ska utveckla formagan att anvanda och analysera be-
grepp (Skolverket, 2019). Inom geometrin representeras vanligen begrepp
med hjilp av figurer, siledes handlar begreppsforstaelse vanligen om for-
stdelse for figurer och deras egenskaper (Michael, 2013). Arbete med figurer
blir pd sddant sitt en central aspekt i undervisningen for att eleverna ska
tranas att resonera, argumentera och dra slutsatser om geometriska sam-
band.

Forstaelse for figurers egenskaper dr en forutsittning for att eleverna ska
utveckla formagan att argumentera logiskt och fora resonemang, men dven
utveckla god forstdelse for hur matematiken pa olika sitt representeras. 1
det centrala innehdllet for arskurs 7-9 niamns dven geometriska satser och
formler (se ovan). Det handlar d& inte om formella bevis enligt Euklides,
utan ses vara grunder i bevisforing, att eleven bygger upp en kinsla for hur
nigot kan ses som sant (Skolverket, 2017). I denna avhandling ses dessa
grunder bestd i att eleverna ska utveckla forstdelse for behovet av att
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underbygga losningar och slutsatser med resonemang grundade i matema-
tiska argument.

Arbete med figurer innefattar dven konstruktion av dem (Skolverket,
2019). Eleverna behover utveckla forstielse for skillnaden mellan att fritt
rita en figur och konstruera den med verktyg. Arbete med konstruktion ska
ske savil med som utan digitala verktyg.

Kunskapslaget i geometri
Nar det géller svenska elevers matematikkunskaper, ar det vanligt att refe-
renser gors till elevers prestationer i internationella studier eller kunskaps-
matningar som PISA och TIMSS (Sollerman, 2019). Nimnas bor att elever-
nas prestationer i sidana studier ska tolkas med forsiktighet, beroende pa
att vissa aspekter som dr en del av den svenska kursplanen inte ingar i de
internationella studierna (Sollerman, 2019). Sollerman menar dock att en
av styrkorna med de internationella studierna 4r att de mater kunskap over
tid. Med andra ord 4r det mojligt att finga langsiktiga forandringar och sett
till svenska elevers prestationer i matematik pa de internationella studierna,
s hade de en sjunkande trend fran mitten pa 90-talet fram till 2011/2012.
I TIMMS 2015 skedde ett trendbrott, di eleverna presterade bittre an i
studien 2011 (Skolverket, 2016). I TIMMS 2019 var resultatet pd samma
nivd som ar 2015 (Skolverket, 2020). Att eleverna presterar pd samma niva
ar 2019 som ar 2015 betyder att trendbrottet som uppmattes 2015 inte var
en tillfillighet.

Intressant for denna avhandling dr just studier i TIMSS, d& matematiken
i den studien delas upp i fyra innehallsomraden med geometri som ett om-
rade (Skolverket, 2016; 2020). Studien undersoker elevers kunskaper i drs-
kurs 4 och 8. Aven om resultaten (antal podng) inte ir jaimférbara mellan
arskurserna kan dnda jaimforelser gbras mot Sveriges genomsnittliga resul-
tat i matematik. Nar det giller geometri presterar elever i drskurs 4 battre
an Sveriges genomsnittliga resultat. Daremot presterar elever i drskurs 8
samst i geometri och resultatet ligger under Sveriges genomsnitt (Skolverket,
20165 2020). Elevers mindre goda kunskapsutveckling mellan drskurs 4 och
8 beror enligt Lowing (2016) bland annat p4 att forkunskapskraven i ma-
tematik blir mer komplexa i hogre arskurser, ndgot som beror av att be-
greppsstrukturen i sig blir mer komplex, vilket kraver forstdelse for olika
aspekter av ett visst begrepp. Vidare identifierade Lowing (2004) att orsaker
till att elever i de hogre drskurserna hamnar i problem i geometriundervis-
ningen kan spdras till bristande kunskaper inom den grundlaggande geome-
trin och de termer som anvinds for att beskriva den.
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Aven om de internationella studierna ir viktiga ir det virt att notera att
elevers generella resultat i skolan blivit battre under 2010-talet och att
svenska elever i hog grad kanner sig trygga och trivs i skolan (Sveriges Kom-
muner och Landsting, 2014).

Digitalisering

I Sverige har det under de senaste 15 dren skett en stor utveckling nir det
galler tillgdngen till digitala verktyg i undervisningen. I mitten/senare delen
av 00-talet var trenden att varje elev skulle ha en egen dator och benim-
ningen 1:1-skola (en elev = en dator) blev ett vedertaget begrepp (Tallvid,
2015). Denna trend lutade sig mot forskning som uppvisade en rad positiva
effekter i undervisning dir varje elev har en egen dator, sisom okad moti-
vation och engagemang hos elever sdvil som nya och utvecklade samarbets-
former (Lane, 2003; Lantz-Andersson, 2009; Zuber & Anderson, 2012).
Begreppet 1:1 blev en del i en padgdende digitalisering av skolan, en digitali-
sering som inneburit en stridvan att 6ka de digitala inslagen i undervisningen
pa grund- och gymnasieskolan (SOU, 2015:28). I samband med en okad
digitalisering, vaxte begreppet digital kompetens fram, ndgot som kortfattat
innebir ett slags matt pa individers fortrogenhet med digital teknik samt en
formaga att folja med i en digital utveckling (SOU 2015:28).

For att fortydliga skolans uppdrag att starka elevernas digitala kompe-
tens reviderades den svenska skolans ldroplan och kursplaner ar 2017.
Denna revidering kan sdgas paverka undervisningen pa tva sitt. Dels ska
undervisningen erbjuda elever mojlighet att utveckla formaga att anvinda
digital teknik samt skapa forstdelse for hur digitaliseringen paverkar indivi-
den och sambhallets utveckling. Dels ska undervisningen organiseras sa att
eleverna far anvinda digitala verktyg pa satt som framjar kunskapsutveckl-
ing i amnet (Skolverket, 2019).

Men att implementera digitala verktyg kraver forandringar i larares satt
att undervisa. Det ar nodvandigt att larare utvecklar en undervisning vilken
kombinerar pedagogiska, tekniska och amnesmassiga perspektiv pa lirande
(Willermark, 2018). Sddana forandringar tar tid och det ar dven centralt att
nya sdtt som digitala verktyg anvinds pd, testas empiriskt i autentiska
undervisningssituationer (Stylianides & Stylianides, 2013). Sammantaget
kan sagas att det finns och har funnits ett utifrin kommande krav pa att
larare ska utveckla sin undervisning med digitala verktyg och fragan hur en
sddan utveckling ska stodjas forefaller i hogsta grad aktuell (Willermark,
2018). Ett fortbildningsstod — Matematikundervisning med digitala verktyg
— har tagits fram av Skolverket, med syftet att stddja larares implementering
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av digitala verktyg i sin undervisning, ett stod vilket bygger pa kollegialt
lirande pé den egna enheten. Fortbildningsstodet ar indelat i omréaden eller
moduler, dar varje modul har samma struktur. De deltagande lirarna ska,
a) ldsa litteratur, b) diskutera litteraturen och tillsammans planera ett under-
visningsmoment, ¢) genomfora momentet i den egna klassen, samt d) folja
upp och utvirdera gemensamt. Sammanfattningsvis kan sagas att Skolver-
ket gjort relativt stora satsningar for att bistd lararna i att implementera och
anvanda digitala verktyg.

Men vid Skolinspektionens granskning av undervisning i ar 7-9 (27
granskade skolor) huruvida digitala verktyg anviands som ett medel for l4-
rande i matematik framkom att manga av de granskade skolorna dnnu inte
lever upp till styrdokumentens intentioner att anvinda digitala verktyg i
undervisningen (Skolinspektionen, 2019). Vid granskningen framkom att
digitala verktyg pa mer dn hélften av skolorna inte anvinds pa ett medvetet
amnesdidaktiskt sitt, till exempel som verktyg for att 16sa uppgifter. Just
omradet geometri dr ett av de omrdaden dir undervisningen pd manga av
skolorna inte ger eleverna mojlighet att arbeta med stod av digitala verktyg.
P4 de skolor i granskningen dir anviandningen av digitala verktyg var val-
fungerande, uttryckte lirarna att verktygen gor det lattare att visuellt repre-
sentera fenomen, det kan rora sig om att elever kan erbjudas att uppleva
geometriska egenskaper hos figurer pa fler och varierande sitt (Skolinspekt-
ionen, 2019). Skolinspektionens slutsats ar att digitala verktyg kan stodja
och utveckla undervisningen, men lyfter fram ett antal bekymmer. Ett s3-
dant bekymmer ar att digitala verktyg anvinds i for liten utstrackning kopp-
lat till &mnesinnehdll. P4 skolorna dar digitala verktyg anvands i liten ut-
strackning, dr en vanlig dsikt bland ldrare att de dr tveksamma till under-
visning med digitala verktyg. Skolinspektionen menar att sidana tveksam-
heter ofta beror pé att lirarna saknar tillrdcklig kunskap om digitala verk-
tyg. Saval Skolinspektionen som Willermark (2018) menar att det ar
centralt att ldrare ndr en kunskapsnivd om och ett forhéllningssatt till digi-
tala verktyg, sd att verktygen ses som en naturlig del av undervisningen och
inte ndgot som ska adderas till undervisningen. En viktig aspekt ar att digi-
tala verktyg i matematikundervisningen anvinds pd ett av lararen genom-
tankt och medvetet sitt utifran en didaktisk strategi.

Ovanstdende korta genomgdng visar pa att det finns goda exempel av
matematikundervisning som sker med digitala verktyg, men dven att det
finns en del hinder for lirare att komma 6ver innan digitala verktyg blir en
naturlig del i undervisningen. Darfor dr det viktigt att genom forskning lyfta
fram vil fungerande undervisning som sker i digitala miljoer. Men dven att

22 PETER MARKKANEN Representationer, visualisering och resonemang i geometri



utveckla idéer eller olika former av stod for larare, vilka kan fungera som
vagledning sa att larare kan utveckla sina sitt att anvianda digitala verktyg
i sin undervisning.

Tidigare forskning

D4 avhandlingen kan sigas ha tva huvudspér, dels undervisning och elevers
lirande i geometri, dels undervisning i digitala miljoer, sa foljer naturligt att
avsnittet tidigare forskning ar uppdelat i dessa tva overgripande avsnitt.

Undervisning och elevers larande i geometri

Den forsta overgripande delen bestar av tre delar, visualisering och repre-
sentationer, den geometriska figuren i undervisningen, samt resonemang i
geometri

Visualisering och representationer

Visualisering och representationer dr centrala aspekter nir det handlar om
undervisning och elevers lirande i matematik och for Duval (1999) ir de
bida aspekterna kiarnan i att forstd och arbeta med matematik. Visuali-
sering och representationer gir dven i varandra nir de sitts i spel i under-
visningen och de bdda hade kunnat behandlats jimsides, men hir presente-
ras de atskilda i syfte att soka identifiera och lyfta fram deras enskilda ut-
markande egenskaper.

Visualisering

I dagens virld 6verfors information mestadels visuellt, dar teknik stoder och
uppmuntrar kommunikation som i huvudsak ar visuell, ndgot som fordrar
utnyttjande av var visuella forméga (Arcavi, 2003). En individs visuella for-
maga dr kopplad till visuell perception, vilken kan ses som férmagan att
med hjilp av synintryck tolka det vi ser (Gardner, 2011). Vid undervisning
och larande i geometri ar den tolkande formégan av intresse da vanligen
bilder och figurer anviands som underlag for tolkning och analys (Battista,
2007). Dessa bilder och figurer utgor visuella representationer, vilka inte
ska sammanblandas med visualisering, darfor gors har en distinktion. Visu-
ella representationer dr olika former av representationer som anvinds i ma-
tematik och vid undervisning inom dmnet, sisom en av lararen visad figur,
en figur skapad av en elev eller figurer vilka ar del i geometriska uppgifter.
Visualisering sker nir individen identifierar vad som ar matematiskt rele-
vant i vilken som helst visuell representation (Duval, 2013). Visualisering ar
saledes starkt knutet till tolkande processer. Hershkowitz (1990) definierar
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visualisering som individens formdaga att “representera, transformera, gene-
rera, kommunicera, dokumentera och reflektera pa visuell information” (s.
75, min oversittning). Sedan borjan pa 90-talet har flertalet definitioner av
visualisering gjorts inom utbildningsvetenskaplig forskning. Phillips m.fl.
(2010) har i en granskning av cirka 250 artiklar identifierat 28 explicita
definitioner for visualisering vilka de sammanfattar i tre aspekter, a) yttre
visualisering, b) inre visualisering, samt c) en tolkande visualisering. Yttre
visualisering ar objekt som visas/ses och som i stunden tolkas av en person,
i syfte att forstd ndgot. Dessa objekt kan vara bilder, figurer, grafer, anime-
ringar etc. En inre visualisering sker nir individen skapar sig en mental re-
presentation av till exempel ett matematiskt fenomen (Bishop, 1983). En
tolkande visualisering dr en handling i att skapa mening fran yttre visuali-
sering och/eller en inre visualisering (Phillips m.fl., 2010). Visualisering ses
saledes inte vara en slutprodukt i sig sjalv utan ska ses som medel mot ett
mal, som kan anses vara detsamma som forstdelse (Zimmerman & Cun-
ningham, 1991).

Garderen m.fl. (2013) sokte identifiera elevers utmaningar (28 elever i ar
sju) ndr de arbetade med visualisering av representationer av bland annat
figurer. Studien skedde i tvd steg, i det forsta identifierades utmaningar. I
steg 2 jamfordes utmaningarna mot dels, en grupp med elever vilka ansags
befinna sig i matematiksvarigheter (S-elever) och dels en grupp med elever
som ansags vara hogpresterande (H-elever). Data samlades in genom inter-
vju ndr eleverna arbetade med uppgifterna. Resultatet visade fyra utma-
ningar varav en av dem 4r av intresse for denna avhandling, nimligen att
nar eleverna skulle visualisera representationer som stod for resonemang
uppstod utmaningar. Resultatet i steg 2 visade att bida grupperna hade
vissa svarigheter med att visualisera representationen som stod for resone-
mang, med storst andel bland S-elever. Studien ar relevant av tva skal, dels
dd en rekommenderad strategi vid matematiskt arbete ar att skapa och ar-
beta med matematiska representationer, ndgot som speciellt giller for elever
i matematiksvarigheter (Gersten, m.fl., 2009). Aven om arbete med repre-
sentationer ir att foredra, visar Garderen m.fl. (2013) att lirare maste ha
en medvetenhet kring att elever kan sakna verktyg for att visualisera repre-
sentationer, nigot som speciellt giller elever i matematiksvarigheter. Det
andra skalet ar att resultatet visade att sdval S- som H-elever hamnade i
vissa svarigheter vid visualisering av representationen som stod for resone-
mang, nigot som bekraftar Mariotti (1995) som visat att for mdnga elever
ar samordning mellan visualisering och resonemang ett stort steg att ta.
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Visualisering och resonemang i samordning ir en forutsdttning for att
eleven ska kunna utveckla goda geometriska kunskaper (Duval, 1998;
Wheatley, 1990). Markopoulos m.fl. (2015) undersokte i en studie 289 bli-
vande larares l6sningsstrategier i en uppgift som riktade intresset mot visu-
alisering av tva- och tre-dimensionella figurer och kopplingar dem emellan.
Studenterna erholl tva uppgifter, den forsta uppgiften utgick fran en bild,
dar ett A4-ark rullas ihop som ett ror och beroende pa rullriktning kunde
tva cylindrar skapas. Baserat pa cylindrarnas nit (den utvikta begransnings-
arean) skulle studenterna visualisera och jamfora de tankta cylindrarnas vo-
lymer. Den andra uppgiften var en textuppgift dar volymen pa en cylinder
med givna virden skulle beriknas. Resultatet visade att det totalt sett var
200 av de 289 studenterna som ansag att de bada cylindrarna i uppgift 1
hade samma volym. Studenterna hade svarigheter med att avkoda och koda
visuell information, vilket ledde till att de inte kunde bygga relationer vid
visualiseringen fran den 2-dimensionella representationen (A4-arket) till de
3-dimensionella mentala konstruktionerna av cylindrarna. I uppgift 2
kunde 60% av studenterna utfora en korrekt berdkning genom att applicera
formeln for volym. Trots detta hade merparten av dessa studenter svért att
overfora algebraiska strategier till den forsta uppgiften. Detta resultat ligger
i linje med Battista (2007), som menar att implementering av formler och
algebraiska berdkningar inte ar tillrackligt for att bygga begreppslig forsta-
else for tredimensionell visualisering. Slutsatsen som Markopoulos m.fl.
(2015) gor i studien dr att varken visualiserings- eller algebraiska strategier
var vil fungerande for studenterna. Detta visar i sin tur att visualisering i
relation till begreppslig forstdelse ar komplexa kognitiva processer. Konse-
kvenser for praktiken pekar pa vikten av att skapa undervisning, vilken en-
gagerar elever i varierande lirandeaktiviteter som innebir avkodning och
kodning av visuell information. D4 studien riktades mot blivande larare sa
menar Markopoulos m.fl. att den viktiga lirdomen studenterna bor gora,
ar inte beharskande av algebraiska berakningar utan forstaelse for lampliga
metoder vilka har potential att forbattra elevers sitta att visualisera figurer
i syfte att avkoda och koda information i en given matematisk uppgift. Med
andra ord en medvetenhet om undervisningens upplidgg och anpassade
undervisningsmetoder.

Som framgatt 4r visualisering en viktig aspekt i matematiska aktiviteter
och i matematiskt larande, ndgot som speciellt giller undervisning inom tre-
dimensionell geometri (Presmeg, 1997; 2006). Men visualisering verkar inte
i ett vakuum utan ir starkt bundet till att matematiken representeras pa
olika sitt.

PETER MARKKANEN Representationer, visualisering och resonemang i geometri 25



Representationer

Detta avsnitt behandlar inledningsvis representationer och deras relation till
matematik. Matematik som teoretisk disciplin kan sigas vara vetenskapen
om monster och relationer dar matematiker inom disciplinen utforskar moj-
liga forhdllanden mellan teoretiska konstruktioner i form av abstraktioner,
utan att nirmare bekymra sig om huruvida dessa abstraktioner har motsva-
righeter i en verklig vdrld (Rutherford & Ahlgren, 1991). Till skillnad mot
andra vetenskaper begrinsas siledes inte arbete inom teoretisk matematik
av den verkliga varlden. Utifran ett sddant synsitt kan det hivdas att mate-
matik existerar utan representationer. Men inda, en matematikers arbete
borjar vanligen i processer (tinkandeprocesser) av abstraktion, vilken inne-
bar att likheter/forhdllanden mellan tvd eller fler objekt/handelser noteras.
Ur en filosofisk aspekt handlar di fragan om dessa likheter/forhillanden
mellan abstraktioner existerar fran borjan (utan manniskans inblandning),
eller om de ar del i en minsklig konstruktion som ar bestimt av de grund-
antaganden som gjordes i processens borjan. En fraga vilken inte behandlas
vidare, men i denna avhandling betraktas matematik uteslutande som en
mansklig aktivitet (Freudenthal, 1991), som forutsitter att forhdllanden
mellan abstraktioner representeras pa ndgot satt. Har konstateras siledes
att matematiskt arbete forutsiatter representationer, men att den roll som
representationer har for matematiker och sitten som de anvinder dem pa,
inte nodviandigtvis ir desamma som i undervisningssituationer. Med denna
korta och nagot filosofiska inledning tas steget over till representationer och
deras roll i samband med undervisning i matematik.

For att larare och elever ska kunna arbeta med matematik maste den re-
presenteras. Men begreppet representationer har ndgot olika innebord eller
tolkningar i relation till undervisning i matematik. Goldin (2014) lyfter fram
tre olika former eller synsitt. Namligen externa representationer, interna
representationer samt representationer i form av processer. De externa re-
presentationerna, inkluderar naturligt sprak (talad/skriven form), olika
tecken, matematiska diagram, grafer och tabeller samt olika figurer, repre-
sentationer som existerar fysiskt och dr observerbara. De interna represen-
tationerna refererar till mojliga kognitiva eller mentala representationer hos
individen som utovar matematik (Goldin & Kaput, 1996). Det kan rora sig
om interna representationer av figurer, matematiska monster eller operat-
ioner, men aven interna begreppsliga modeller av matematiska idéer inklu-
derat det sprak som individen anvander internt (Goldin, 2014). Den tredje
formen refererar till en handling eller en process att utveckla och producera
representationer. Med ett sddant synsdtt d4r matematiska representationer
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ndgot som elever och lirare skapar. Formen refererar saledes till en fysisk
produktion av sdval externa representationer som till de mentala processer
vilka dr involverade i att konstruera interna representationer (Goldin,
2014). I denna avhandling ligger fokus pd larares och elevers sitt att i en
digital miljo anvianda olika representationer i syfte att forstd matematik,
men dven nir eleverna arbetar med att konstruera representationer i form
av figurer. Siledes ses Goldins forsta och tredje form, externa representat-
ioner samt processer dir fysiska representationer skapas vara aktuella i
denna avhandling. Diaremot ligger de interna representationerna utanfor av-
handlingens ram.

Nir nagot kallas for en representation s inkluderar det en referens till
ndgon form av mening. En representation star for ndgot som personen som
anvander den Onskar att beskriva eller lyfta fram (Goldin, 2014). Represen-
tationen ir siledes nabar for andra individer for visualisering av matema-
tiska strukturer och samband. Vissa former av representationer — sisom fi-
gurer, grafer av olika slag eller symboliska uttryck — har linge varit en del
av skolans matematikundervisning. Nar det giller undervisning i matematik
ar det viktigt att eleverna moter olika representationer for samma begrepp
for att de ska utveckla full forstaelse for det aktuella begreppet (Gagatsis &
Shiakalli, 2004). For att exemplifiera olika representationer av samma be-
grepp, ges exemplet begrinsningsarea av en cylinder (den sammanlagda
arean pa cylinderns alla ytor) frain Markkanen (2014). Begreppet askadlig-
gors genom en representation i form av en geometrisk figur, en representat-
ion i form av ett sd kallat nit (nets) dar cylindern ar utvikt samt en repre-
sentation i symbolisk form — ett algebraiskt uttryck for begransningsarean
(Figur 2).

Figur 2
Tre sdtt att representera begransningsarea for en cylinder (Markkanen, 2014, s. 33)

m-d

Mantelyta, A =m-d-h h

-
O

Begransningsarea = Ay + 2-Ac= m-d-h + Z.1.1r2
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I figur 2 representeras sdledes begransningsarean med hjilp av olika repre-
sentationsformer. Vid arbete med figurer fordras att eleven kombinerar ar-
bete i minst tva representationsformer, ett for verbala uttryck av egenskaper
eller for numeriskt uttryck av storlek samt ett for visualisering (Duval,
2006). En figur associeras alltid med diskursiva och visuella representat-
ioner. I all matematisk aktivitet fordras av eleven flertalet byten av repre-
sentationsform och det finns tva olika former av sidana byten (Duval,
2006). Den forsta formen benimns omvandling och sker till exempel om en
elev gir fran den bildliga representationsformen av cylindern i figur 2, till
att teckna uttrycket (symbolisk representationsform) for berdkning av cy-
linderns begransningsarea. Den andra formen av byte kallas for behandling
och innebidr arbete i samma representationsform, vilket ar vanligt vid be-
riakningar, till exempel om en elev sitter in faktiska varden i uttrycket i figur
2 och berdknar begriansningsarean. Att utféra omvandlingar mellan repre-
sentationsformer anses vara svdrare for eleven, beroende pa att omvand-
lingar innebar att eleven ska kdnna igen det som representeras genom tva
olika representationsformer, vars innehdll ofta inte har nigot gemensamt
(Duval, 2006). Denna svarighet starks av forskning. Till exempel sd under-
sokte Uzun och Arslan (2009) hur vil 28 blivande liarare kunde utféra om-
vandlingar mellan verbala, grafiska och symboliska representationsformer.
Resultatet visade att merparten av studenterna hade svarigheter med om-
vandling fran grafisk och verbal till symbolisk representationsform. Men de
fann dven att nar studenterna arbetade med olika representationer kunde
de visa forstaelse for nya foreteelser. Uzun och Arslan menar att detta stir-
ker tesen att arbete med representationer i olika representationsformer fost-
rar djupare forstdelse och utvecklar individens forstielse for begrepp.

Nir det géller problemlésande aktiviteter dr byten av representation ofta
en forutsdttning, vanligen for att flera representationsformer maste aktive-
ras parallellt (Duval, 2006). Ndgot som bekraftas av Gagatsis och Shiakalli,
2004 vilka genomforde test med 195 studenter pd universitetsnivd dar de
sokte hur formagan att utfora omvandlingar pdverkade studentens forméga
att 16sa problem roérande funktioner. Resultatet visade att god forméga att
utfora omvandlingar mellan olika representationsformer framjade for-
magan att [6sa problem.

I undervisningen ar siledes representationer starkt knutet till larande i
matematik, men representationers funktion i matematikundervisningen ar
flera, dels kan bruket av representationer ses som en del i att verka i en
social miljo. Att ldra sig att konstruera och visualisera representationer be-
tyder dven att eleven lir sig delta i verksamheter av kommunikation och
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resonemang (Greeno & Hall, 1997; Kilpatrick m.fl., 2001; Pape &
Tchoshanov, 2001). Har har endast en kortare genomgang om representat-
ioner givits. For en mer omfattande redogorelse hanvisas lasaren till Studie
1 (Markkanen, 2014).

Nimnas bor dven att benimningen representationsform ej langre an-
vinds i den svenska kursplanen i matematik for grundskolan, istillet an-
viands benimningen uttrycksform (Skolverket, 2019). Uttrycksformer hor
samman med i vilka former och med vilka medier representationer uttrycks.
Detta begrepp ér siledes starkare bundet till hur matematiken kommunice-
ras (Jonsson & Lingefjird, 2012). Till exempel kan en bildlig representation
av begreppet kvadrat uttryckas med bilder i en lirobok eller med hjilp av
en interaktiv skrivtavla. Jonsson och Lingefjard menar dock att uttrycksfor-
mer och representationsformer pa ett naturligt sitt gar i varandra och att
det oftast ar enklare att betrakta dem som ett synonymt ord med bade in-
nehdll och form. I denna avhandling anvands benimningen representation
som ndgot som anvinds for att skapa mojligheter till att arbeta med, an-
vanda samt kommunicera geometri och dess begrepp.

Den geometriska figuren i undervisningen

Figurer utgor i undervisningen representationer av begrepp eller situationer
i geometri (Michael & Gagatsis, 2013). I inledningen nimndes geometrins
dubbelnatur och hir kopplas den till figurer nar de verkar som en represen-
tation. Den ena refererar till en visuell aspekt (det vi med vara sinnen, frimst
synen, uppfattar att nagot ir), medan den andra refererar till figurens egen-
skaper (Koleza & Kabani, 2006; Presmeg, 1997). Nilsson (2005) konkreti-
serar ovan nimnda dubbelnatur fortjanstfullt genom foljande exempel. I fi-
gur 3 visas tva parallellogrammer som har samma bas och hojd, men de ser
olika ut. De har samma area, men hur kan man veta det?

Figur 3
Tvd olika parallellogrammer med samma area (Nilsson, 2005, s. 147)

Nilsson (2005) menar att fragan ror evidens, pa vilken grund gors slutsatser.
Exemplet synliggor steget som en elev mdste ta, for att overbrygga gapet
mellan den visuella aspekten och den teoretiska domanen av geometrin om
hen ska kunna motivera varfor parallellogrammernas area ir samma.
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Dubbelnaturen dr en orsak till att elever maste ga frdn att enbart ldsa av
figurers former till att utveckla en tolkande visualisering, for att kunna ur-
skilja figurens egenskaper, de utmirkande drag som ar gillande for just den
figuren, men dven for att finna vagar framat vid geometrisk uppgiftslosning.

Savil Karpuz (2019), Mesquita (1998), Michael och Gagatsis (2013) som
Vondrova och Divisova (2013) har dock visat att 4ven manga ildre elever
tenderar att forlita sig enbart pd avldsningar av figurers former. Mesquita
(1998) undersokte 300 elevers (alder 14 4r) arbete med figurer i relation till
ovan beskrivna dubbelnatur. Mer specifikt hur eleverna genom en tolkande
visualisering formadde koppla sin 16sning till figurernas egenskaper. Resul-
tatet visade att drygt hilften av eleverna kunde med matematiska argument
motivera sina lésningar. Ovriga elever presenterade endera felaktiga svar
eller svar baserade pa mitning eller uppskattning. Mesquita drar slutsatsen
att undervisningen maste erbjuda elever att uppfatta fler relationer (en tol-
kande visualisering) sa att eleverna tranas i och bygger forstdelse for vad
som ges i figuren och vad som krivs vid arbete med uppgifter dir figurer
ingdr, ndgot som inte alltid 4r uppenbart for elever. Mesquitas resultat be-
kraftas av Michael och Gagatsis (2013) som undersokte elevers sitt att vi-
sualisera figurer genom test i en studie med 881 elever i dldern 15-17 ar.
Ungefir hilften av eleverna tenderade att bli kvar i avldsningar dédr de en-
bart uppfattade framtridande former och egenskaper, vilket ledde till att de
hamnade i svarigheter med att i en tolkande visualisering skapa kopplingar
till figurers egenskaper. Det finns dock orsaker till att elever fastnar i sidana
avlasningar. En sddan orsak ar att en figur kan besitta en slags sjilvstindig
visuell struktur, vilket innebar att nar elever betraktar figuren kan det finnas
ndgra av dem som enbart uppfattar framtridande former i figuren, vanligen
de yttre (Duval, 2011), ndgot som bekriftades av Michael och Gagatsis
(2013). Forskarna fann att for dessa elever var ofta alternativet att ta till
metoder som matningar och berakningar, ndgot som mojligen lag narmare
deras tidigare erfarenheter fran undervisningen. De implikationer for prak-
tiken som Michael och Gagatsis genom studien lyfter fram ar att undervis-
ningen i de ldgre stadierna inte enbart kan begrinsas till att eleverna ska
kdnna igen och namnge tva- och tredimensionella figurer utan dven inklu-
dera fler aktiviteter dir figurers uppbyggnad utforskas. For grundskolans
senare ar handlar det Zzven om att larare bor skapa uppgifter som behandlar
begreppslig forstaelse av specifika egenskaper hos figurer, for att elever ska
kunna utnyttja figurer vid uppgiftslosning (Michael & Gagatsis, 2013). De
framtagna implikationerna ligger vil i linje med denna avhandlings pro-
blemformulering, att lirare tycks ha svart att skapa en sddan undervisning.
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Arbete med figurer i undervisningen ir siledes starkt beroende av vad en
elev kan visualisera nir hen studerar en figur. Det finns starka kopplingar
mellan en figur och dess begrepp, eller uttryckt annorlunda, en figur kan
inte betraktas oberoende av dess begrepp (Fischbein, 1993).

Vid geometrisk uppgiftslosning, dar figurer ar en del av uppgiften ar det
centralt att eleven dven formar identifiera underfigurer (Duval, 2017). Gal
och Linchevski (2010) menar att komplexa figurer kan framstd vara skap-
ade genom en hierarki av underfigurer, vilka tillsammans skapar figuren.
Som exempel ges en uppgift som bestdr i att visa att diagonalerna i en
kvadrat dr vinkelrdta dir representationen dr en figur av en kvadrat med
diagonaler (Figur 4). Vid visualisering av figuren kan eleven utfora olika
operationer pa figuren genom att dela upp den i underfigurer, ndgot som
kan ske sdvil mentalt som fysiskt.

Figur 4
Olika sdtt att mentalt eller fysiskt operera pd och bryta ner hierarkiska strukturer
av en kvadrat med diagonaler (Gal & Linchevski, 2010, s. 177)

X X X
¥ X + ¥ N\
X X &N [Z]
a. b. c.

Gal och Linchevski (2010) argumenterar for att eleven vid visualiseringen
maste gd fram och dter mellan den nya figuren och utgingsfiguren, och om
detta gors mentalt okar svarigheten, ndgot som visats av Reed (1974). Om
aven uppgiften kraver att den nya figuren behover forandras (t ex en vrid-
ning 180°) sa Okar svdrighetsgraden i uppgiften ytterligare. Gal och Lin-
chevski (2010) fann dven att om en elev hade utfort en operativ strategi som
ej ledde mot en 16sning, s& hamnade hen vanligen i svarigheter med att soka
g4 tillbaka till den ursprungliga figuren for att prova en annan strategi. Till
exempel kan en elev som gor en operation enligt figur 4c, fa svarigheter med
att uppticka den rita vinkeln som skapas genom operationen enligt figur
4b.

Ett annat vilkdnt fenomen som dr kopplat till representationer galler hur
figurer presenteras. Det handlar om nir figurer med sina begrepp presente-
ras av ldraren eller i liroboken, sa sker det ofta genom ndgra typiska exem-
pel, sdsom att trianglar vanligen avbildas med basen nedéat. Fenomenet be-
namns vanligen for prototyp-effekt, vilket for manga elever kan innebira
svarigheter att identifiera figuren om den har annan orientering eller om

PETER MARKKANEN Representationer, visualisering och resonemang i geometri 31



eleven bar pé vissa forestallningar om en specifik figur (Fisher, 1987; Fujita,
2012; Fujita & Jones, 2007; Hershkowitz, 1989). Till exempel visar Fujita
(2012) hur elever i ar 9 ar tveksamma till att acceptera att en kvadrat ar en
rektangel, dd de uppfattar en rektangel som en fyrhorning med tva lingre
och tvad kortare sidor. Fujita drar slutsatsen att undervisningen i geometri
maste erbjuda eleven fler verktyg att anvindas i tolkande visualiseringar
som gor att figurer kan identifieras aven utifrdn deras egenskaper sdsom
begrepp och definitioner. Ett sdidant verktyg ar att eleven blir medveten om
figurers olika specifika kdannetecken, vilket ses vara figurens egenskaper och
sardrag som karakteriserar och skiljer ut figuren fran andra figurer (Battista,
2007).

En ytterligare aspekt nar det giller visualisering av figurer ar deras defi-
nition. En del definitioner ar svirbemastrade och kriver att eleverna besitter
en precis begreppslig kunskap, ndgot som ofta dr svart for dem, vilket dven
har visats genom forskning (Fischbein & Nachlieli, 1998; Fujita & Jones,
2002). Fischbein och Nachlieli (1998) fann att trots att elever kunde ge en
korrekt definition av en parallellogram, kunde eleverna dnda inte utnyttja
definitionen for att identifiera figuren, utan forlitade sig mer pd visuella
jamforelser, detta ofta med koppling till tidigare nimnda prototyp-effekt.
Aven det omvinda forekommer. Fujita och Jones (2002) fann att dven om
elever kunde skapa en fullgod representation av en figur, formadde flertalet
av eleverna inte dstadkomma en korrekt definition for motsvarande figur.

Flertalet studier har gjorts nar det giller i vilken omfattning elever kan
klassificera, namnge och definiera figurer (Atebe & Schifer, 2008; Marko-
vic & Romano, 2013). Aven om klassificering av figurer inte direkt ligger i
denna avhandlings intresseomrade dr dnda slutsatsen som Atabe och Schi-
fer (2008) gor av intresse, namligen att det finns ett samband mellan god
forstaelse for geometriska begrepp, en korrekt terminologi och elevens sitt
att visualisera figurer. Sambandet kan sigas vara viktiga aspekter av pro-
blemlosning och utover det fann Koedinger och Anderson (1990) att fram-
gangsrika problemlosare inom geometri har en formdga att strukturera sin
geometriska kunskap i det som de kallar for kluster. De menar att en sidan
strukturering av kunskap, mojliggor att eleven pa ett strukturerat sitt, har
tillgang till olika 16sningsstrategier men dven att hen, utifrdn vald strategi
kan frambringa erforderlig kunskap utifrdn behov i uppgiftssituationen. De
implikationer for undervisningen som Koedinger och Anderson lyfter fram
ar som foljer. Vanligt ar att undervisningen ar organiserad runt geometrins
amnesomraden och fokus ligger pa formella berdakningar med hjalp av form-
ler. Alternativet som lyfts fram 4r att undervisningen organiseras runt
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figurers uppbyggnad, ndgot som erbjuder elever att identifiera likheter och
skillnader mellan figurer med utgangspunkt i deras egenskaper och darmed
kunna skapa interna strukturscheman. Dessa tankar om undervisning som
Koedinger och Anderson for fram ligger val i linje med Lowing (2016). Hon
foreslar for svenska forhallanden, en sambandstruktur for undervisning
runt figurer och deras uppbyggnad. En struktur vilken bor kunna utgéra
stod for larare vid planering av undervisning.

Hittills har endast tvddimensionella figurer behandlats. Nar det galler
elevers visualisering av tredimensionella figurer, finns kidnda svarigheter i
att elever inte formar identifiera figurens underfigurer (Gorgorio, 1998;
Mithalal & Balacheff, 2018; Okumus & Hollebrands, 2016). Gorgorid
(1998) visade att nir elever tolkar tredimensionella figurer i syfte att utfora
ndgon operation sd var det vanligaste misstaget relaterat till felaktig anvind-
ning av underfigurer. Okumus och Hollebrands (2016) argumenterar for
att elever som enbart forlitar sig pa en visuell avlasning vid arbete med tre-
dimensionella figurer riskerar att inte se hur figuren ar uppbyggt, medan
elever som dven utnyttjar ett de kallar for operativt nirmande till figuren
kan utféra mentala manipuleringar, sisom att gora uppdelningar i underfi-
gurer, dndra orientering etc. Aven Pittalis och Christou (2013) menar att
visualisering av tredimensionella figurer fordrar manipulering och en for-
maga att se figuren i olika liagen, vilket underforstatt innebar visualisering
av sdvil lagenas struktur som de olika ligenas geometriska egenskaper. Sva-
righeter att visualisera tredimensionella figurer kan resultera i att bekymmer
uppstdr vid exempelvis volymberakningar, detta da eleven kanske inte upp-
fattar basytans konstruktion.

Nir det kommer till hur val larare i sin undervisning kan erbjuda elever
mojligheter att uppticka figurers uppbyggnad har de representationer som
ldraren anvidnder i sin undervisning betydelse. Bertolo (2016) skiljer pa iko-
niska och icke-ikoniska representationer (Figur 5).

Figur 5
Tvd olika representationer av en kub. Till vinster en ikonisk representation i form
av Rubriks kub och till hoger en isometrisk representation

Nir eleven ska visualisera den ikoniska avbildningen si sker detta ofta ba-
serat pd likheter mellan representationen och en slags referens fran elevens
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vardag (Rubriks kub). Duval (2005) har visat att for minga elever ar det
vanligt att visualisering av avbildningar sker genom att jamforelser gors mot
tidigare kidnda objekt. I kontexten kan den identifierade formen framsta
som stabil och ndgot som inte kan forandras vilket medfor att en visuali-
sering genom jamforelse blir ett hinder for elevens mojligheter att fora reso-
nemang (Mithalal & Balacheff, 2018). Vid visualisering av den icke-iko-
niska kuben i figur 5 erbjuds eleven mojligheter att pa ett pitagligare sitt
visualisera figurens uppbyggnad och dess underfigurer sdsom punkter, lin-
jesegment och manghorningar. Bertolo (2016) anser att bekymmer kan upp-
sta for eleven om ldraren enbart representerar geometrin med hjalp av iko-
niska avbildningar.

Widder m.fl. (2014) problematiserade anvindning av prototypiska tredi-
mensionella figurer i undervisningen och huruvida en sddan anvindning bil-
dar en mental bild hos eleverna. De sokte i en studie efter battre forstdelse
for de hinder som foreligger nir elever agerar i visualiseringsprocesser. Stu-
dien hade data fran test med 174 elever i drskurs 12 (undervisningen var
nivigrupperad och deltagarna ldste pd hogsta nivdn). De undersokte hur
elever avbildade och arbetade med kuber. De fann att majoriteten av ele-
verna ritade samma prototypiska kub som anvints i undervisningen. Slut-
satsen Widder m.fl. drar i studien ir att anvdndande av en prototypisk kub
i undervisningen gor att eleverna skapar en mental bild som ar avsedd att
underlitta visualisering. Samtidigt kan dock sidana mentala bilder, vilka dr
starkt knutna till en prototyp, skapa en mindre flexibilitet som kan verka
hindrande vid identifiering och manipulation av tredimensionella geomet-
riska situationer innehdllande icke-prototypiska representationer.

Geometrisk uppgiftslosning dir figurer ingdr innebédr dven hantering av
relationer i figurers uppbyggnad, vilket i sig inbjuder till resonemang (Ri-
vera, 2011). For Duval (1999) dr representationer och visualisering sjdlva
karnan till forstielse i matematik, en kdarna som vid geometrisk uppgiftslos-
ning dven involverar aspekter av resonemang.

Resonemang i geometri

I litteraturen framtrader en bild av att elevers formaga att visualisera repre-
sentationer av figurer samt att utifrdn detta bygga resonemang ar avgorande
for deras kunskapsutveckling inom omradet (Deliyianni m.fl., 2009; Duval,
1998; Fischbein, 1993; Fujita, 2012; Fujita, m.fl., 2017; Jones & Tzekaki,
2016; Kiichemann & Hoyles, 2006). For att synliggora behovet av samord-
ning mellan visualisering och resonemang ges Pythagoras sats (a?+b*=c?),
som 4r ett vanligt inslag i mdnga linders undervisning och kursplaner
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(Moutsios-Rentzos m.fl., 2013; Skolverket, 2017). Ofta ges satsen med
hjalp av representationer av figurer for att darefter omvandlas till symbolisk
representation. Ett bevis som ofta anvands i grundskolans senare ar dr det
som Isaacs (1975) presenterar som beviset utan ord (Figur 6).

Figur 6
Pythagoras sats utan ord, inspirerad av (Isaacs, 1975, s. 198)

Naturligtvis 4ar det sa att andra bevis kan ges utan att anvinda representat-
ioner av figurer, men i just det aktuella beviset ar figurernas funktion avgo-
rande, ndgot som litt inses om beviset endast ges med ekvationen. For en
elev som tolkar beviset dr det centralt att hen formér skapa en samordning
mellan visualisering och resonemang, samt dven formdr att vixla mellan
olika representationsformer for att savil forstd som acceptera beviset.

Nir det giller matematiskt resonemang och dess innebord finns nagot
olika tolkningar. Men genom att f6lja Lithner (2007) ses i den aktuella av-
handlingen resonemang vara ”den tankeging som anvinds for att fram-
stilla pastdenden och nd slutsatser vid l6sning av matematiska uppgifter”
(s. 257, min oversittning). Enligt Lithner behover resonemang inte baseras
pa formell logik, resonemanget behover inte heller till fullo vara korrekt, sa
linge det finns vissa inslag av skil som stoder resonemanget. Ett matema-
tiskt resonemang kan siledes betraktas som tidnkandeprocesser, eller som
en produkt av sddana processer eller badadera (Lithner, 2007).

Lirande i geometri handlar i grunden om figurers uppbyggnad, visuali-
sering och om resonemang, ndgot som ar centralt nar geometriska losningar
ska valideras (Johnston-Wilder & Mason, 2005). Nar vi forsoker forklara
eller ange skal till ndgot inom geometri maste vi ofta fokusera pd egenskaper
som hor till figuren i uppgiften, eller som uppstar fran konstruktioner vi
tillfor figuren. Vanligt vid resonemang i geometri ar krav pa att en (definie-
rande) egenskap viljs, medan 6vriga kan hirledas ur denna valda egenskap.
Till exempel bestimmer en elev vilken sida i en triangel som hen betraktar
som bas, av det foljer dd hur triangelns hojd konstrueras. Geometriska upp-
gifter som syftar till att erbjuda resonemang har sillan ndgra lingder givna
eller s& har uppgiften en storhet angiven, sa att olika viarden kan antas. Ma-
let med sddana uppgifter ar att eleven ska agera geometriskt snarare an
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aritmetiskt och i en sddan process ir figurer en form av representation och
som sddan blir den medel for att fora resonemang (Herbst, 2004). Vid val
fungerande resonemang interagerar figurer och begrepp intimt vilket dar-
med blir en forutsittning for eleven att kunna bygga resonemang (Fischbein,
1987). Sett ur en didaktisk synvinkel handlar det om att eleven som betrak-
tar en figur ska utveckla formdagan att identifiera element som dr matema-
tiskt relevanta vilka de kan nyttja for att bygga resonemang. For Duval
(1998) innebir utveckling i geometri att eleven formar samordna visuali-
sering och resonemang. Med en sddan syn pd utveckling foljer att ju mer en
ldrare kan skapa forstdelse for elevers sitt att visualisera figurer sdvil som
fora resonemang om dem, desto mer kan dven liraren stodja elevens lirande
(Koleza & Kabani, 2006). Olika sitt att resonera pd, kan i en undervis-
ningssituation bli en stor lirandepotential och en uppdelning och en belys-
ning av olika sitt, kan erbjuda eleven mojligheter att samordna sitt eget sitt
att fora resonemang pa (Soucy McCrone, 2005; Thompson, 2012).

Genomgéngen hittills har behandlat tre olika delar av undervisning och
lirande i geometri, visualisering, representationer och resonemang. Visuali-
sering ses vara en tolkande process och inom matematik kan inte processen
separeras frdn matematiska representationer. Vidare visar forskning att for-
magan till att visualisera figurer dr central for mojligheten att bygga reso-
nemang baserat pa figurers egenskaper och de begrepp som ar knutna till
dem (Duval, 2002; Fujita m.fl.,2017). Med andra ord har forskningen kom-
mit ganska langt nir det galler var forstaelse for viktiga aspekter vid lirande
i geometri speciellt i relation till figurer. Men genomgéngen har dven upp-
marksammat att manga elever andé tycks hamna i bekymmer och formar
inte fullt ut nyttja figurer vid geometrisk uppgiftslosning. Ndgot som kan
kopplas till denna avhandlings identifierade problem, nimligen att larare
tycks ha svarigheter med att skapa en undervisning vilken erbjuder elever
tilltrade till och djupare forstaelse for figurer och deras egenskaper. Med
denna avslutande summering riktas intresset i ndsta avsnitt mot undervis-
ning i digitala miljoer. Mer specifikt hur sddan undervisning kan erbjuda
lirare fler mojligheter att skapa och arbeta med representationer av figurer
och vara ndgot som kan stodja elevers sitt att visualisera och resonera om
dem.

Undervisning i digitala miljder

Den andra 6vergripande delen, undervisning i digitala miljéer, bestdr av tre
teman. Det forsta behandlar pd ett generellt plan ldrares och elevers roller
och hur dessa forindras nir matematikundervisningen sker i en digital
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miljo. Det andra temat har rubriken uppgiftsdesign och belyser design av
uppgifter fran olika aspekter. Det tredje temat lyfter fram ndgra centrala
aspekter gillande geometriundervisning i digitala miljoer.

Larare och elever i en digital miljé
Avsnittet behandlar undervisning i digitala miljoer sett ur tvd perspektiv,
larares undervisning samt elevers mojligheter till lirande.

Lirares undervisning

En central aspekt i larares yrkesutovning ar att kunna utforma limpliga
undervisnings- och larandeaktiviteter. Men nir undervisningen sker i digi-
tala miljoer tillkommer funktioner som forandrar forutsattningarna (Alfieri,
2017; Jonsson & Lingefjard, 2012). For lararen handlar det om forand-
ringar pa flera plan, dels maste hen vara insatt i den digitala miljons olika
funktioner och vilka mojligheter den erbjuder. Vidare maste liraren besluta
under vilka former den digitala miljon bast utnyttjas, samt sitta sig in i och
forsoka forsta elevernas sitt att anvinda till exempel ett dynamiskt geo-
metriprogram. Ofta finns en férvdantning om att undervisning som sker i
digitala miljoer ska understodja lirande, men forskning har visat att sidan
undervisning dr komplext och inte sa enkelt som det till en borjan verkade
(McNeil & Jarvin, 2007; Miller & Glover, 2010; Sutherland, 2006).

Joubert (2017) foljde fyra larare och fann att de inte i tillracklig omfatt-
ning drog nytta av den digitala miljons resurser, sisom att skapa uppgifter
vilka tillit eleverna att i miljon gora antaganden och testa dem. Istillet lig
vanligen betoningen pa att lita programmet utfora matematiska processer,
vilket fick till f6ljd att eleverna inte utférde matematik i ndgon storre om-
fattning. Det som Joubert noterade vid observationen var att eleverna var
aktivt engagerade i uppgiften och sdg ut att arbeta med det som ldraren hade
planerat och sdvil liraren som eleverna sag ut att uppfatta lektionen som
lyckad. Men Joubert konstaterade vid analys av data, att det matematiska
larandet var begransat bade av uppgiften och av lararens intentioner. Detta
fenomen liknar det som Schoenfeld (1988) kritiskt lyfter fram, att utseendet
pa en framgangsrik matematiklektion kan vara vilseledande och det racker
inte for eleverna att delta i aktiviteter som ser ut som matematik om de inte
lar sig matematik.

Nir det galler implementering av digitala verktyg i matematikundervis-
ningen sd ar utmaningen for larare vanligen att ga fran att borja anvinda
dem till att anpassa dem till sin undervisning (Hoyles m.fl., 2013). Men det
handlar dven om det stdd och den tid larare erhaller for att gd bortom att
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enbart passa in verktygen i liroplanens intentioner. Hoyles m.fl. genom-
forde en studie tillsammans med 16 verksamma larare vilka undervisade
elever i aldern 13-15 &r. Syftet med studien var att lirarna genom delta-
gande skulle utveckla sin matematikundervisning med digitala verktyg. Un-
der studien erholl lirarna fortbildning samt testning av olika verktyg och
dess funktioner i sin undervisning. Resultatet visade positiva effekter, sdsom
att lararna genom deltagande i studien, gick fran att enbart anvianda verk-
tygen for att skapa och visa representationer, till att dven skapa uppgifter
dir eleverna arbetade med digitala verktyg. Lararna uttryckte dven att de
genom studien hade kommit 6ver eventuella tveksamheter till undervisning
i digitala miljéer. Vidare fann lirarna att eleverna kunde nd djupare forsta-
else om de i storre omfattning tilldts interagera med verktygen och diskutera
den aktuella matematiken. Hoyles m.fl. lyfter fram en viktig slutsats, att
larare enbart till fullo kan forstd och lira sig anvianda digitala verktyg end-
ast genom att anvianda dem i undervisning.

Jones (2011) har kategoriserat undervisning med dynamisk programvara
i tre kategorier, a) larardemonstration, b) elever interagerar med figurer som
skapats i forvdg, samt c) eleverna skapar egna figurer. Lirardemonstration
handlar vanligtvis om att eleverna engageras i diskussioner kring en av li-
raren, pa storbild visad dynamisk representation. Lararen staller fragor i
syfte att f4 elever att resonera samt forklara och motivera. For lirare med
mindre erfarenhet av att undervisa i digitala miljoer kan kategorin lirarde-
monstration vara lamplig, da lararen har en storre kontroll 6ver situationen
med liten risk att hamna i situationer som de kanner att de inte beharskar
(Jones, 2011). En annan fordel med lirardemonstration ar att den kriver
liten fordndring i klassrummet och firre resurser mot om varje elev ska ha
en egen enhet. I kategori b) sker en unders6kande verksamhet i uppgifter
skapade i forproducerade interaktiva dynamiska applikationer. Detta
skapar klara granser och tid gér inte 4t till att eleverna skapar uppgifter,
snarare kan eleverna erbjudas tid att undersoka den matematik som uppgif-
ten ar avsedd att bara (Leung, 2011). Kategorin erbjuder lararen kontroll
Over situationen, men samtidigt erbjuds dven eleverna mojlighet till kreativt
tankande i aktiviteter dir de l6ser uppgifter (Jones, 2011). I kategori ¢) ar-
betar eleverna i en digital miljo utifrdn en blank sida och skapar/konstruerar
egna figurer. Detta tillvigagdngssitt kan ge eleverna en kinsla av dgande
och en dndrad struktur vid till exempel arbete med uppgifter av problemlo-
sande karaktar. Eleven erbjuds mojligheter att utveckla sjalvstandighet och
kreativitet nar hen lar sig anvinda programvaran (Jones, 2011). Nackdelen
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kan vara att tid gar &t till att eleven ska upptiacka och undersoka program-
varan, tid som tas frin elevens arbete med det matematiska innehaillet.

For att belysa den roll de tre kategorierna har i avhandlingen, ldg fokus i
Studie 1 pd den forsta kategorin, lirardemonstration. I Studie 1 skapade
lararen undervisning med stod av interaktiv skrivtavla, pa vilken hen pre-
senterade uppgifter och eleverna arbetade fram mojliga 16sningar, vilka dar-
efter diskuterades. I diskussionen kunde figurer opereras pa och forandras.

Studie 2 bendamns som utbildningsvetenskaplig designforskning och i den
studien kan det sigas att de bada andra kategorierna ar aktuella. I Studie 2
designades lektioner dir eleverna arbetade dels med uppgifter i forproduce-
rade interaktiva dynamiska applikationer i en undersokande verksamhet
och dels med uppgifter som innebar att de skulle konstruera egna figurer
fran en blank sida.

Elevers mojligheter till larande

Undervisning i digitala miljoer innebar vanligtvis arbete med dynamiska re-
presentationer (Heid, 2018), ndgot som erbjuder nya former av upplevelser.
Det handlar om att den digitala miljon erbjuder eller snarare skapar en spe-
cifik matematikundervisning som ar kopplad till de dynamiska egenskap-
erna, vilket kan férdndra arbetet med matematiska representationer, aktivi-
teterna som eleven engageras i, men dven det matematiska innehdll som ele-
ven lar sig (Heid, 2018). Nar det galler forandringar i hur elever uppfattar
matematiska representationer, till exempel figurer, kan digitala miljoer
verka som en lank mellan eleven och representationen, vilket bidrar till att
eleven kan uppfatta fler egenskaper, men dven verka utvecklande for elevens
sdtt att resonera kring representationen (Parnafes & Disessa, 2004). Vidare
kan mojligheterna till forandring i figurer utveckla elevers sitt att gora god-
tagbara gissningar/antaganden, vilket i sin tur kan stodja elevens forstaelse
for sitt att fora matematiska resonemang pa i en uppgiftssituation (Baccag-
lini-Frank m.fl., 2009; Leung, 2008). Sammantaget visar forskning att
undervisning i digitala miljoer har potential att utveckla elevers mojligheter
till larande (Heid, 2018; Sinclair m.fl., 2018).

Men forskning har dven uppvisat hinder for larande nar undervisningen
sker i digitala miljoer. Initialt handlar det om elevens hantering av det digi-
tala verktyget. Ett verktyg kan, i en larandeprocess utvecklas till ett anvand-
bart instrument, ndgot som bendmns instrumentell genes (Trouche, 2004).
Denna process kraver ofta savil tid som anstringning av eleven. Den digi-
tala miljon som skapas i Geogebra ar rik pa mojligheter, men samtidigt kan
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miljon verka hindrande och skymma den matematik som en aktivitet dr syf-
tad till att synliggora for eleverna (Lingefjard, 2011).

Leung och Bolite-Frant (2015) menar att det finns ett gap mellan hur ett
verktyg anvinds och hur denna anvindning leder till begreppslig matema-
tisk utveckling. Detta gap kan vixa om verktygen inte anvinds pd menings-
fulla sitt i undervisnings- och lirandeprocessen, speciellt nir fardigheter i
att anvinda verktyget dr inblandade. Gémez-Chacén och Kuzniak (2013)
gjorde en studie med 98 blivande larare och fann att svarigheter ofta upp-
stod i studenternas anviandning av det digitala verktyget (Geogebra), ndgot
som hindrade dem fran att utnyttja verktygets funktioner for att l6sa upp-
gifter. I de flesta fall behovde studenterna stod av lararen for att komma
over dessa utmaningar. Siledes ar det centralt att liraren sjilv har goda
kunskaper om verktygets funktioner och utvecklar strategier for att intro-
ducera verktyget i sin undervisning sd att eleverna succesivt utvecklar en
fortrogenhet med att undervisningen sker i en digital miljo.

Ett annat hinder for lirande 4r det faktum att dynamiska miljéer dr rika
pd information, ndgot som innebir att eleven maste klara av att processa en
stor miangd information, som dessutom ofta visas pa olika stillen pa skar-
men (Bodemer m.fl., 2004). Det kan rora sig om att uppfatta samband och
utféra omvandling mellan en figur (bildlig representation) och algebraisk
information (symbolisk representation). Risker finns att kravet frin miljon
ar storre 4an vad eleven kognitivt klarar av att processa, vilket leder till for-
svarande omstiandigheter (Bodemer m.fl., 2004). Om en elev hamnar i sad-
ana omstandigheter, fann Lowe (2003) att eleven tenderar att vilja ut en
viss information som hen fokuserar pa, med risk for att den utvalda inform-
ationen kanske inte 4ar den mest relevanta utan den mest idgonfallande.

Genomgéngen visar att det finns saval fortjanster som en del dilemman
med matematikundervisning som sker i digitala miljoer. En viktig aspekt i
sammanhanget dr dock hur lararen strukturerar undervisningen och vilka
uppgifter som hen viljer att eleverna ska arbeta med, nidgot som brukar
benamnas uppgiftsdesign.

Uppgiftsdesign i digitala miljéer
En matematisk uppgift — dess design syftar till att engagera elever i aktivite-

ter som kan forandra de sitt som de uppfattar, ser pa och utfér matematik.
Mason och Johnston-Wilder (2006) skriver,

The point of setting tasks for learners is to get them actively making sense of
phenomena and exercising their powers and their emerging skills
(Mason & Johnston-Wilder, 2006, s. 69)
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Leung (2011) resonerar pa liknande sitt om uppgiftens utformning, nigot
han beskriver i termer av att uppgiften ska vara designad for att bara la-
rande. Men att bira larande kan ses som att uppgiften ar en del av en tankt
aktivitet. Mason (2014) ser hela undervisningssituationen som en aktivitet
som iven innehiller olika resurser sisom liraren, artefakter etc. Mason har
skapat en modell som kan ses innehélla tvd axlar, motivation, vilket sym-
boliseras av den vertikala axeln och operation inom en virld av uppmark-
sambhet, vilket symboliseras av den horisontella axeln (Figur 7).

Figur 7
Strukturen i en aktivitet, inspirerad av Mason (2014, s. 22)
Larandemal
Resurser Uppgifter
Nuvarande
kunskapslage

Motivation i en aktivitet kan ses ha att gora med en ambition att gora ndgot
eller ndgot som motiverar en sidan ambition. Motivation betraktas foljakt-
ligen verka pa det upplevda gapet mellan malet med aktiviteten (larande-
malet) och elevens nuvarande kunskapslige. Den horisontella axeln handlar
om de uppgifter som eleverna arbetar med i aktiviteten och de resurser som
finns tillgangliga (bdde sddana som eleven tar med sig in i situationen och
sddana som tillhandahalls av miljon). I modellen kan séledes elevens tankta
utveckling symboliseras som en tidnkt forflyttning fran nuvarande kun-
skapslage mot malet, ndgot som kan ske om eleven engageras i uppgifter
som skapar intresse och engagemang, det vill saga uppgifter som motiverar
eleverna att ta sig an dem och dirigenom ta ansvar for sitt eget larande.
Genom modellen kan undervisningen problematiseras. Om de tillgangliga
resurserna ar otillrackliga for gapet mellan elevens nuvarande kunskapslige
och malet med aktiviteten, eller om uppgifterna inte ger tillracklig stimulans
for att nd malet, kommer aktiviteten att vara ineffektiv (Mason, 2014).
Otillrackliga resurser kan uppstd om lararen har 6verskattat elevernas for-
kunskaper eller att liraren ej erbjuder eleverna tillrackligt med tid for att
det digitala verktyget ska for dem utvecklas till ett anvandbart verktyg.
Med Masons (2014) modell inses att uppgiftens utformning har stor be-
tydelse huruvida eleverna ska nd malet med aktiviteten, men i en aktivitet
sker en samverkan mellan uppgiften och tillgdngliga resurser i miljon. Det
handlar siledes om vad undervisningskontexten formdar att erbjuda
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(affordance). Gibson (1979) kan sidgas vara en av de forsta som introduce-
rade begreppet affordance med vilket menas de egenskaper som finns i en
miljo och som kan tillhandahalla mojligheter for en person att uppfatta och
agera pa. Nar matematikundervisningen sker i digitala miljoer argumente-
rar Leung for att aspekten vad en uppgift kan erbjuda blir central,

Affordance is of particular importance when considering mathematical tasks
that involve the use of technology since interaction with the technology
should be a critical epistemic element in such tasks (Leung, 2011, s. 326)

Citatet riktar uppmirksamhet mot att design av framgéngsrika digitala mil-
joer innebdr att vaxlar dras pa teoretiska perspektiv pd lirande samtidigt
som hansyn tas till vad den digitala miljon kan erbjuda eller eventuellt be-
gransa. Om digitala verktyg involveras s innebar design av uppgifter beak-
tande dven av firger, figurers dynamik, mojligheter till rorelser, visuali-
sering etc. Laborde (2001) menar att digitala miljoer starkt paverkar elevens
sdtt att arbeta med uppgifter.

Granberg och Olsson (2015) studerade hur uppgiftsdesign i en digital
miljo (Geogebra) verkade stodjande vid problemlosning rorande funkt-
ioner. I studien deltog 36 elever i dldern 16-17 ar. I studien fokuserades,
dels hur elevernas samarbete formades i den speciella miljé som uppstar nir
eleverna arbetar i par vid en gemensam dator och dels hur eleverna forde
resonemang i den problemlosande processen. Resultatet visar att Geogebra
var en viktig del i den miljo som utgjorde samarbetet. Det var genom Geo-
gebra som eleverna vanligen visualiserade, férhandlade och skapade gemen-
samma mal. Vidare anvinde alla elever Geogebra for att testa och utvirdera
l6sningsstrategier. Till skillnad mot vagledning fran en ldrare gav Geogebra
inte ledtradar hur eleverna skulle ga vidare. Den feedback Geogebra gav
bidrog till ett resonemang hos eleverna, da de behovde tolka och utvirdera
feedbacken och dirmed presentera verifierande argument for varfor deras
idé fungerade eller inte fungerade. En skillnad gillande huruvida eleverna
verifierade sina resultat noterades, beroende pa om elevens strategi ledde fel
eller ledde fram till en I6sning av uppgiften. Framgangsrika strategier utvar-
derades i regel inte av eleverna och i resultatet fanns dven strategier pa svag
grund, men vilka ind4 ledde till en 16sning. Det ar just for de elever som
inte utvarderar sina strategier som uppgiftsdesignen kan skapa ett kritiskt
moment i elevernas lirande och dir har ldraren en viktig roll att fokusera
pa kritiska situationer som ror brist pa idéer, stagnerad dialog eller otill-
racklig utvardering (Granberg & Olsson, 2015).
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Uppgiftsdesignen pdverkar dven de sitt eleverna utnyttjar den digitala
miljon pa. Olsson (2019) genomforde en kvalitativ studie i form av experi-
ment med 40 elever i drskurs 7-9. Syftet med studien var att jamfora hur
eleverna utnyttjar den digitala miljon (Geogebra), nar de loste tvd icke-ru-
tinmassiga uppgifter med tvd olika uppgiftsdesigner avseende graden av
vigledning. Resultatet i studien visar att elever som loste uppgiften med
mindre viagledning (utan instruktioner om en specifik lI6sningsmetod) kunde
battre utnyttja GeoGebras potential for att stodja resonemang och problem-
16sning. Slutsatsen Olsson drar i studien dr att det ar skillnad pa vigledning
gillande hur elever ska engageras i uppgiften och hur instruktioner ges s
att de inte avslojar hur I6sningen skapas. I den digitala miljon innebar detta
skillnaden mellan instruktioner om hur verktygen i Geogebra anvinds och
instruktioner om hur uppgiften kan losas.

Uppgiftsdesign som planeras for digitala miljoer har en stor pedagogisk
potential som fonster mot matematik (Leung, 2011). For att digitala miljo-
ers potential pd basta satt ska tas till vara, lyfter Leung fram tre viagledande
principer. Principerna siger att uppgiftsdesign i en digital miljo ska, a) in-
spirera och mojliggora utforskande, b) ge mojlighet att bygga om/forandra
samt ¢) mojliggora begreppslig forstdelse. De tre vagledande principerna bil-
dar struktur i nista avsnitt, geometriundervisning i digitala miljoer.

Geometriundervisning i digitala miljéer

Avsnittet struktureras utifrdn Leungs (2011) vigledande principer om att
uppgiftsdesign i digital miljo ska, a) inspirera och mojliggora utforskande,
b) ge mojlighet att bygga om/forindra, samt ¢) stodja begreppslig forstielse.

Inspirera till undersokningar

Vid geometriundervisning i digitala miljoer ar den bakomliggande tanken
ofta att miljon erbjuder mojligheter till dynamisk representation, att figurer
pd ett dynamiskt sitt kan manipuleras (Lopez-Real & Leung, 2006). I dy-
namiska miljoer dr speciellt dragfunktionen en viktig aspekt, vilken avser
mojligheten att pa en figur ta tag i en eller flera punkter (hoérn) och dra,
vilket mojliggor fordndring av figuren i syfte att undersoka olika aspekter
beroende pa uppgiftens design (Rochelle m.fl., 2017). Dragfunktionen blir
pd sadant sitt en viktig forutsdttning i undersokningar. En uppgiftsdesign
amnad for en digital miljo startas limpligen genom att eleverna involveras
i aktiviteter dar figurer ska konstrueras eller dir for-designade figurer ska
undersokas (Leung, 2011). Nar det handlar om aktiviteter som innebar att
eleverna konstruerar egna figurer sd anses sidana bidra till att eleven kan
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utveckla och strukturera sin egen geometriska kunskap (Ruthven, 2011). I
aktiviteter av undersokande karaktir sa uppstér vanligen det Leung (2011)
kallar for drag-dialog, vilket 4r den feedback som eleven erhaller fran den
digitala miljon i sin utforskande verksamhet nar hen genom dragfunktionen
skapar olika figurer. Feedbacken som erbjuds genom dragfunktionen
skapar sdvil nya didaktiska aspekter som en ny diskurs nar det kommer till
tillignande av geometrisk kunskap (Lopez-Real & Leung, 2006), nigot som
vid uppgiftsdesign ar centralt att beakta.

Nir det galler geometriska uppgifter som syftar till undersokande verk-
samhet 4r graden av 6ppenhet en aspekt som i designen bor beaktas. Sut-
herland och Balacheff (1999) diskuterar graden av ppenhet i relation till
den matematik som uppgiften dr avsedd att biara och som eleven genom
arbete med uppgiften ska erfara. Ar uppgiften vildigt 6ppen kan visserligen
eleverna konstruera otaliga figurer, men med risk att eleverna inte riktigt
vet vad de ska titta efter. D4 blir inte heller 6vergdngen fran figurerna till
geometrins egenskaper uppenbar for eleverna. De olika figurerna som skap-
ats i den dynamiska miljon har potentialen att erbjuda 16sningen, men om
det inte framgdr hur, kan miljon skapa ett hinder ndgot som Sutherland och
Balacheff visat empiriskt. Med andra ord kan eleven hamna i situationer
dar de inte vet vad de har undersokt och hur det dr kopplat till matematiken.

Olivero (2003) problematiserar de forvintningar gillande feedback ele-
ver kan ha i en undersokande verksamhet. Det kan vara si att eleverna inte
har nagra forvantningar och de utfor endast olika forandringar i figuren for
att se vad som hander. Olivero fann i en studie hur elever som arbetade med
figurer i en dynamisk miljo (Cabri) forandrade figurerna planlost i syfte att
uppticka olika figurer eller regelbundenheter i figurerna. Eleverna visste
inte vad de letade efter, utan hoppades att feedbacken skulle tala om det for
dem. Sddana utforskande aktiviteter blir inte produktiva ur en lirandea-
spekt om det inte samtidigt finns styrande aspekter i undersokningen, sdsom
att eleverna gor antaganden som testas (Olivero, 2003).

Mojlighet att bygga om/férandra

Att fordndra figurer genom att bygga om dem ligger i linje med det Duval
(19935) kallar for operativ forandring av figuren. En sidan operativ férind-
ring ar ndgot den digitala miljon kan tillita och kan ske genom att figurer
kan brytas upp i underfigurer, vilka kan flyttas runt och bilda nya samman-
satta figurer. Uppgiftsdesign som riktar in sig mot operativa forandringar
ger dven mojligheter att skapa uppgifter i vilka matning och berikningar
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exkluderas vilket tranar eleverna att borja se pa och utforska figurer utan
att initialt ta till algebraiska berakningar.

Det finns dven mojligheter att manipulera figurer via program pé lasplat-
tor genom touch-funktion. Arzarello m.fl. (2014) argumenterar for att just
mojligheter att undersoka och forandra figurer med hjilp av fingrarna ge-
nom touch-funktionen (till skillnad mot musklick) forandrar férutsittning-
arna. Elevens mojligheter att manipulera figurer blir mer direkt nar hiander-
nas rorelser involveras, vilket i sin tur paverkar hur de visualiserar figuren.
Arzarello m.fl. genomforde en fallstudie med fem elever (dlder 16-17 ar),
vilka pa lasplattor med multitouch-funktion arbetade med uppgifter inom
geometri. Resultatet visade att eleverna pé ett patagligt sitt resonerade om
egenskaper och de anvinde ofta sina hiander for att beskriva till exempel
hur egenskaper forandrades. Slutsatsen Arzarello m.fl. drar i studien ar att
undervisning i miljéer med touch-funktion mojliggor att korta avstdndet
mellan praktiska/konkreta aspekter (det som eleverna uppfattar pa skir-
men) och figurernas egenskaper.

Begreppslig forstaelse

Moijligheter till dynamisk representation innebar att elever kan engageras i
undersokande aktiviteter i vilka figurer manipuleras vilket inbjuder till att
elever tillats préva matematiska idéer vilket i sig kan leda fram till fler un-
dersokande fragor, ofta med starka kopplingar till algebra. Eleven maste i
miljon beskriva och uttrycka med stod av matematisk terminologi vad hen
har upptackt vilket medfor att eleven trinas pd att anvinda begrepp
(Ruthven, 2011). En annan typ av uppgifter vilka syftar till arbete med be-
greppslig forstdelse dr konstruktionsuppgifter. I en digital miljé innebir
konstruktion av figurer att eleverna maste arbeta med mycket explicita spe-
cifikationer nir figurer konstrueras, pd grund av att skapandet kriver att
menyval méiste goras (Battista, 2007). Konstruktionsarbetet innebar att ele-
verna hela tiden maste relatera till punkter, lingder, vinklar etc. Battista
menar darfor att konstruktion av figurer i digitala miljoer skiljer sig avsevart
mot om uppgiften ges i traditionella miljoer diar papper och penna anvinds.
Konstruktionsfasen kan i en papper- och pennamilj6 vara kontrollerad av
perception, medan den i den digitala miljon fordrar mer begreppslig kun-
skap om figurers utmarkande egenskaper (Ruthven, 2013). I en mindre stu-
die med elever i ar 7, studerade Ruthven hur eleverna arbetade med kon-
struktion av trianglar och bisektriser i en digital miljo. Resultatet visade att
eleverna i den digitala miljon maste mata in klara instruktioner uttryckta i
matematiska termer, ndgot som sdgs vara en nyckelaspekt. Vidare visade
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resultatet att eleverna involverades i ett larande kring att undersoka egen-
skaper hos bekanta figurer och for att lyckas med uppgiften maste de ut-
trycka sig om figuren i mer formella geometriska termer (Ruthven, 2013).
Konstruktionsuppgifter kan darfor sigas fraimja och stodja reflektion kring
begrepp, vilket gor att eleven utvecklar och strukturerar sin geometriska
forstielse (Leung, 2017; Ruthven, 2013).

Sammanfattning

Vid undervisning och lirande i geometri ar representationer centrala. Med
representation menas har externa representationer som liarare och elever an-
viander eller skapar i situationen, i syfte att visa, forklara samt anvinda som
underlag for resonemang med syftet att skapa mojligheter till forstelse i
matematik. Arbete med geometriska uppgifter, dar figurer ingér, kraver att
tva eller tre sidtt att representera innehdllet aktiveras parallellt och att eleven
klarar att viaxla mellan dessa olika representationsformer. Det dr darfor
centralt att eleven utvecklar férmaga att tolka information i figurer, en tol-
kande visualisering, for att kunna etablera lampliga kopplingar mellan en
figur och dess egenskaper som grund for resonemang. Men som niamnts
tycks ldrare ha svart att skapa en undervisning som mojliggor att elever kan
bygga en sidan formédga. Med detta riktades intresset i litteraturgenom-
gangens andra del mot undervisning i digitala miljéer. Mer specifikt hur en
sddan undervisning kan ge lirare utokade mojligheter att erbjuda elever
moijligheter att bygga en storre forstelse for savil arbete med olika repre-
sentationsformer som figurers egenskaper och darmed kunna nyttja figurer
for att fora resonemang och l6sa uppgifter.

Just representationer dr centrala i Studie 1, dir fokus ligger pa de strate-
gier som ldararen anvinder i en digital miljo for att pd olika sitt representera
tva- och tredimensionella figurer. Aven i Studie 2 ir digitala verktyg en vik-
tig aspekt nir elevers tolkande processer av figurer ar i fokus, mer specifikt
hur undervisning kan designas for att eleverna ska erbjudas mojligheter att
utveckla sitten de visualiserar figurer pa som grund for geometriskt resone-
mang.
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Studie 1

Som niamnts utgick avhandlingens bada studier frin samma problem eller
problemomrade, namligen att lirare tycks ha svarigheter med att skapa en
undervisning vilken erbjuder elever tilltrade till och djupare forstaelse for
figurer och deras egenskaper. Med detta problem riktas intresset mot hur
utnyttjande av digitala verktyg kan mojliggora att undervisning kan skapas
sd att elever erbjuds utokade mojligheter att bygga forstaelse for figurer och
deras egenskaper och dirmed kunna dra nytta av dem vid geometrisk upp-
giftslosning och som verktyg for att fora geometriskt resonemang.

I Studie 1 riktades intresset mot hur larare kan utnyttja digitala verktyg
for att skapa lirandemojligheter vid helklassundervisning inom tva- och tre-
dimensionell geometri. Studie 1 hade en etnografisk inriktning dar jag som
forskare under fem veckor foljde en lirares undervisning i en klass med ele-
ver i drskurs 9. I Studie 1 uppmirksammades undervisning med stod av
digitala verktyg, sett ur tva aspekter, dels vilka olika didaktiska strategier
som ldraren utnyttjar i en digital milj6 for att representera och lata eleverna
arbeta med det matematiska innehallet, dels hur eleverna upplevde under-
visningen och i vilken mén undervisningen bidrog till lirande. Som tidigare
namnts var undervisningen i den digitala miljén i huvudsak strukturerad i
enlighet med lirardemonstration (Jones, 2011).

Hir ges en sammanfattning av Studie 1, for lasare som 6nskar fordjupa
sig mer i studien och dess genomférande hinvisas till Studie 1 (Markkanen,
2014).

Forskningsfragor

e Vilka didaktiska strategier anvinder lararen i sin teknikunder-
stodda! undervisning?

e Vilka ir elevernas upplevelser av teknikanvindningen i undervis-
ningen och hur mojliggor teknikunderstodd undervisning lirande
hos eleverna?

e Vilken syn har lararen pa teknikens! anvindning i undervisningen?

1. I Studie 1 anvindes benimningarna teknik och teknikunderstddd undervisning,
bendmningar som kan ses vara desamma som digitala verktyg och undervisning som
sker i en digital milj6 (bendmningarna pétriffas dock enbart i forskningsfragorna).
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Teoretiska utgangspunkter

I Studie 1 nyttjades tva teorier, reifikationsteorin (Sfard, 1991) och teorin
om register (Duval, 2006), vilka kortfattat presenteras.

Reifikationsteorin

I Studie 1 definierades lirande utifrdn reifikationsteorin (Sfard, 1991), en
teori som beskriver att forstdelse for matematiska begrepp utvecklas fran
operationell till strukturell forstaelse. Teorin sdgs vara lamplig da den foku-
serar begreppslig utveckling. Med motivet att geometri som omrdde ar rikt
pa begrepp och om eleverna ska kunna f6lja undervisningen ar det viktigt
att de behirskar centrala begrepp inom omradet (Skolverket, 2017).

I teorin ska operationell och strukturell forstielse uppfattas vara oskilj-
bara men helt olika aspekter av samma sak (Sfard, 1991). Med operationell
forstaelse menas formdagan att utféra processer, sdsom att gora berdkningar
och 16sa problem. Med strukturell forstaelse avser Sfard att den ldrande
(eleven) kan se en matematisk process som ett objekt. For att exemplifiera
de tva typerna av forstdelse, ges sambandet for berikning av rektangelns
area, A = [ x b. Sambandet kan betraktas, dels som en uppmaning att utfora
en operation. For eleven innebir sambandet ett fokus pd operation, en be-
rakning som leder fram till ett svar. Men sambandet kan dven anvindas for
att finna svaret pa ett problem, till exempel hur rektangelns area kan delas
upp i faktorer, om problemet ar att sitta upp, till ytan, en storsta mojliga
rektangulir farhage utifran en given lingd stingsel. Det senare fordrar en
strukturell forstaelse, att sambandet kan ldsas i bida riktningarna, dar mul-
tiplikationstecknet visar hur variablerna / och b relaterar till varandra. Sfard
menar att forstdelse for ett matematiskt begrepp genomgar en utveckling
for den ldrande, fran dynamiska procedurer till statiska strukturer dir ele-
ven forst utvecklar den operationella forstielsen, vilken foljs av utveckling
av den strukturella forstdelsen. Denna utveckling och lirande av begrepp,
beskrivs ske i tre stadier, internalisering, kondensation och reifikation,

e Tlinternaliseringsstadiet bekantar sig eleven med de processer som
med arbete ger forstdelse for det nya begreppet

e [ kondensationsstadiet uppfattar eleven en process i sin helhet,
utan behov av att ga in pa detaljer

e Reifikationsstadiet beskrivs som ett slags skifte. Den lirande som
stravar efter forstaelse for ett begrepp, uppfattar helt plotsligt pro-
cessen ur ett helt annat (nytt) perspektiv och kan behandla den
som ett eget objekt (Sfard, 1991, s. 18)
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Sfard (1991) menar att strukturell forstielse ska ses vara den mer avance-
rade, och att utveckling av forstaelse for begrepp gir fran operationell till
strukturell insikt. Ett begrepp ses vara hos den liarande fullt utvecklat om
hen formar behandla begreppet bade operationellt och strukturellt. Sfard
beskriver inte hur undervisning ska ske for att skapa forutsattningar for en
utveckling i enlighet med reifikationsteorin, men lyfter and4 fram en aspekt,

There is one thing, however, which is much too essential to be passed over
in silence. It is the potential role of names, symbols, graphs, and other repre-
sentations in condensation and reification. (Sfard 1991, s. 21)

Citatet riktar uppmarksamheten mot vikten av att larare bygger sin under-
visning pé att matematiken representeras pa olika satt, vilket Sfard (1991)
ser som en viktig faktor for att elevens forstdelse for begrepp ska utvecklas
i kondensations- och reifikationsstadiet. Att skapa en undervisning som er-
bjuder elever att erfara och arbeta med olika representationsformer ligger i
linje med Duvals (2006) registerteori, vilken presenteras i det nista.

Teorin om register

I avsnittet tidigare forskning nimndes att matematiken kan representeras
pa olika sitt. Duval (2006) har valt att kategorisera matematiska represen-
tationer i register, nigot som motsvarar det som vi tidigare benimnt som
representationsform. Vid arbete med geometriska uppgifter fordras att ele-
ven anvinder sig av minst tva register, ett for verbala uttryck av egenskaper
eller for numeriskt uttryck av storlek samt ett for visualisering (Duval,
2006). Duval placerar visualisering som en central komponent i den geo-
metriska diskursen genom att betona sittet att se pd. En figur associeras
alltid med diskursiva och visuella representationer. Arbete med geometriska
uppgifter innebar darfor ett komplext samspel mellan representationer och
transformationer inom samma register saval som mellan olika register. Du-
val skiljer pa tva typer av transformationer av representationer, behandling
(treatment) och omvandling (conversion). Behandling innebar transformat-
ioner inom ett och samma register (t ex algebraiska beridkningar) och om-
vandling innebar transformationer mellan olika register (t.ex. ikonisk bild
— symbolisk representation). Matematiskt arbete och matematiskt resone-
mang innebir att tva eller tre register aktiveras parallellt. Utveckling inom
matematik kan kopplas till att individen utvecklar och anvinder flera olika
register samt har formdgan att utféra transformationer inom samma sdvil
som mellan olika register (Duval, 2006), ndgot som han ser vara en av de
stora utmaningarna for utbildningen inom matematik.
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Transformationer och reifikation

Teorierna om reifikation och om register anvandes vid analys av data-
materialet. Forstdelse for begrepp utvecklas enligt Sfard (1991) genom att
eleven utvecklar forst en operationell forstaelse och direfter en strukturell
forstielse. En sddan utveckling sker som nimndes enligt de tre stadierna,
internalisering, kondensation och reifikation. Sfard nimner kort att det ar
viktigt att larare i undervisningen liter eleverna arbeta med transformat-
ioner inom sdval samma som mellan olika register for att mojliggora denna
utveckling. Tchoshanov (2002) gar ett steg lingre och argumenterar for att
det finns ett samband mellan elevens férméga att arbeta med olika register
och dennes forstaelse for begrepp.

Genom att folja Tchoshanov (2002) fokuserades i Studie 1, elevens for-
maga att arbeta med och anvinda sig av olika register samt utfora trans-
formationer (Duval, 2006), vilket sdgs som en indikator for forstaelse for
begrepp i enlighet med reifikationsteorin (Sfard, 1991). Uttryckt an-
norlunda, sa ar det en undervisning som bygger pa att eleverna erbjuds er-
fara transformationer som mojliggor utveckling av forstdelse for begrepp.
Elevens larande i geometri sdgs verka pd tva sitt, bdde i en vertikal riktning
savil som en horisontell riktning. Den vertikala utvecklingen kan mojliggo-
ras genom att eleverna arbetar med transformationer (Figur 8).

Figur 8
Utveckling for geometriska begrepp (Markkanen, 2014, s. 37)

Reifikation
Arbete med
transformationer
Kondensation
Arbete med
transformationer

Geometriska
be grepp ::) Internalisering

Den andra typen av utveckling, i den horisontella riktningen, sdgs ske ge-
nom arbete med transformationer och dir eleverna anvinder sig av tidigare,
genom reifikation lirda begrepp for att bygga forstaelse for nya begrepp
(Figur 9).
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Figur 9
Utveckling dar forstdelse for nya begrepp grundas i tidigare ldrda begrepp (Mark-
kanen, 2014, s. 37)
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Studie 1 har en etnografisk inriktning dir jag som forskare, under fem
veckor foljde en larares undervisning i en digital miljo i en klass med 21
elever i arskurs 9. Urvalet i etnografiska studier sker ofta genom det Bryman
(2012) beskriver som bekvamlighetsurval. Ett bekvamlighetsurval bestdr av
sddana personer som for tillfillet rakar finnas till hands for forskaren. I
Studie 1 hade foljande kriterier for deltagande satts upp. Liraren skulle vara
legitimerad for att undervisa i matematik och besitta goda kunskaper om
digitala verktygs mojligheter, men dven ha stor vana att anvidnda sidana i
matematikundervisning. Vid tiden for genomférande av Studie 1 sd med-
forde kriterierna att det inte fanns sd manga informanter att tillgd. Proble-
met med bekvimlighetsurval dr det finns svarigheter med att generalisera
resultaten (Bryman, 2012). De sitt som liraren som senare blev informant
i Studie 1 skapar undervisning i en digital milj6, kan inte heller ses vara
representativt for undervisande lirare i matematik for riket i stort vilket
skapar fragor rorande mojligheter till generalisering av studiens resultat.
Dessa fragor behandlas inte hir, men for ldsare som onskar ta del av en
fordjupning sd gors en hanvisning till Studie 1 (Markkanen, 2014). Lararen
som var erfaren och vil insatt i digitala verktygs mojligheter i undervisning
valdes ut for att jag som forskare skulle kunna fa tag i det fenomen som
eftersoktes i Studie 1 — hur larare kan skapa geometriundervisning i digitala
miljoer.

Det empiriska materialet samlades in genom videounderstodd observat-
ion, intervju med lararen, fokusgruppsintervjuer med elever samt elevtester.
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For att kunna uttala sig om eventuellt lirande hos eleverna genomfordes ett
forforstaelsetest med syftet att ta reda pa elevernas kunskaper i geometri,
innan deltagande i undervisning. Efter avslutad undervisning inom omradet
skedde ett uppfoljandetest, identiskt med forforstaelsetestet. Uppgifterna i
testet var konstruerade si att de inte var begrinsade till endast ett svar.
Lektionerna dokumenterades genom videounderstodd observation dir jag
som forskare antog rollen som fullstindig observator (Walsh, 2004). Ob-
servationslektionerna (18 st.) dokumenterades med tvd kameror samt ge-
nom faltanteckningar. Intervjuerna var av tva slag, semistrukturerad kvali-
tativ intervju med lararen i slutet av datainsamlingsperioden, samt fokus-
gruppsintervjuer med eleverna efter avslutad undervisning inom det aktuella
omrddet. I samband med elevintervjuerna erholl dven eleverna en grupp-
uppgift som de loste i par.

Analys

Analys av testerna skedde genom att elevernas resultat klassificerades uti-
fran den progression som eleverna visat i sina svar. Klassificeringen inspire-
rades av Webb (2005) samt Wong och Bukalow (2013), vilka skapat klas-
sificeringar som bygger pa nivder av komplexitet vid problemlosning, den
sist nimnda inom geometri. Vid analysen studerades elevernas svar, dels
utifrdn elevernas visade forstdelse for begreppet volym, dels utifrdn sittet
de utfort sina berdkningar pd. Detta ledde till en klassificering pa tre nivder
samt en nivd, ringa forstielse, diar sidana resultat hamnade i vilka eleven
uppvisat en felaktig forstielse eller avgett ett orimligt alternativ ett irrele-
vant svar. Med stod av klassificeringen kunde sirskilda drag i varje kategori
identifieras, vilket mojliggjorde att de tre nivderna kunde knytas till de tre
stadierna i reifikationsteorin (Sfard, 1991).

Observationerna analyserades genom ett fokus pd hur liararen anvinde
verktyget for att lyfta fram och arbeta med geometriska figurers egenskaper,
vidare noterades nir eleverna stillde frigor, signalerade att nigot var oklart
eller nir liraren markte att tveksamheter uppstod. Genom detta arbete
kunde det som i Studie 1 bendmndes for svdra geometriska objekt identifie-
ras, vilket kunde vara egenskaper hos figurer eller foreteelser vid geomet-
riskt arbete, som eleverna uppfattades ha svart for att fa syn pa och upp-
fatta. I analysen skapades flertalet svara geometriska objekt vilka gruppe-
rades i fyra kategorier och kopplades till ett begrepp inom tredimensionell
geometri (Tabell 1).
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Tabell 1

Begrepp uppdelade i svara geometriska objekt (Markkanen, 2014, s. 60)

Berikning

Begrepp Svéra geometriska objekt Beskrivning
Innebérd av begreppet | Forstdelse for att det dr arean av
Begrinsningsarea 3D-figurens olika sidor som avses

Svérigheter att uppfatta de olika sidorna

Area (basytan)

Basyta och bas

Basytans lige
Triangelns hojd

Begreppen Basyta och bas kan for
vissa elever verka vara synonyma
Hur den 2D-basytan avbildas
Hojdens egenskaper

Sammansatta figurer

Uppbyggnad, sammansatta figurer

Ekvation, formel, tal

Generell [6sning
Behandling briktal
Kommutativa lagen
Pythagoras sats

Volym Problemlésning Formlers anvindande utifrn problem
Enhet Enhetsomvandlingar
Forkortning Ekvationslosning innehéllande brak

uppbyggda av faktorer kontra termer
Inneborden i generell [6sning

Invertering av brak innehdllande variabler
Forstaelse av lagen vid berakningar
Satsens applicerande vid berikning

I ndsta steg analyserades hur liraren utnyttjade det digitala verktyget for att
erbjuda elever mojligheter att utveckla forstdelse for de svara geometriska
objekten. En viktig aspekt var att studera hur liraren utnyttjade verktyget,
de strategier hen anvinde for att lata eleverna arbeta med representationer
och erfara transformationer, vilka sdgs vara en vig in till de svidra geomet-
riska objekten.

Intervjuerna analyserades med ett fokus péd beskrivande upplevelse. Vid
ldrarintervjun var intresset riktat mot ldrarens beskrivning av hur hen ut-
nyttjar den digitala miljon samt den betydelse den har for hen i undervis-
ningen. Vidare fokuserades elevernas upplevelse av undervisningen som sker
i en digital miljo. Analysen skedde enligt det Kvale och Brinkmann (2009)
kallar for meningskategorisering, vilket innebér att intervjun kodas i kate-
gorier. Detta arbete ledde fram till ett antal kategorier, vilka ldg som grund
ndr intervjuresultaten presenterades.
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Resultat

Resultatet presenteras i form av en sammanfattning genom foljande tva ru-
briker, lararens strategier samt elevernas upplevelse och utveckling.

Lararens strategier och syn pa undervisning i en digital miljo
Undervisningen hade vanligen formen av lirardemonstration (Jones, 2011),
dar lararen i en digital miljo strukturerat undervisningen kring relativt korta
uppgifter som lamnades Over till eleverna. Eleverna arbetade i par med upp-
giften mellan 5-10 minuter och direfter ledde liararen en diskussion pa den
interaktiva tavlan dar olika losningsforslag diskuterades. Med andra ord
skedde en kontinuerlig vixling mellan Jones lirardemonstration och elevers
arbete med uppgifter.

Liraren utnyttjade verktygets mojligheter pa ett flexibelt sitt utifrdn en
genomtankt planering. Den forsta resultatdelen behandlar undervisningen
och visar att lararen utnyttjar flertalet strategier som verktyget erbjuder for
att representera det matematiska innehdllet och belysa viktiga aspekter i
syfte att oka elevernas mojligheter till forstdelse. Har sker en kortare redo-
gorelse av ndgra av dessa strategier, genom att lyfta tre aspekter.

Den forsta aspekten beskriver hur liraren kan forandra figurer, mer spe-
cifikt utnyttja verktygets dynamiska mojligheter. Med det avses att figurer
och dess underfigurer kan opereras pa, sdsom att dela upp figurer, flytta
dem till en annan position, vika ut sidoytor, eller klona bottenytor och lyfta
ut dem for fortsatt bearbetning. Det ar just dessa mojligheter som ger lira-
ren verktyg for att skapa olika representationer av till exempel en figur saval
som utokade mojligheter att visa sddant som elever kan ha svart for att fa
syn pa. Ett exempel fran data var att eleverna i en volymberikning av ett
tresidigt prisma hamnade i svarigheter, da de inte kunde identifiera nodvin-
dig information om basytan. D4 kunde lararen, genom en operation, klona
basytan, lyfta ut den och vrida pa den, till ett for eleverna vilbekant lage
dar triangeln hade basen nedat. I den beskrivna episoden nyttjade lararen
strategier vilka i Studie 1 benamndes for fokusering och transformering. En
viktig aspekt dr att det som liraren gjorde skedde framfoér 6gonen pa ele-
verna, men dven det faktum att liraren skapade en klon, vilken flyttades ut,
vilket gjorde att originalet lag kvar i figuren. Eleverna erholl mojlighet att
visualisera och uppfatta den faktiska mojligheten att det gér att utfora sad-
ana operationer. Vidare erbjuder de beskrivna mojligheterna att lararen far
verktyg att utmana de sitt elever uppfattar figurer pa, att eleverna erbjuds
att utveckla sina sitt att agera i tolkande visualiseringar.
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Den andra aspekten som lyfts fram dr de sitt som ldraren, med relativt
korta uppgifter, genomfor undervisningen pa i en digital miljo. Arbete med
den typen av uppgifter skapar mojligheter for att elever ska kunna fora fram
sina sitt att resonera, om saval sina egna som kamraters losningar. Ett sd-
dant exempel var att eleverna skulle utfora volymberikning av en samman-
satt tredimensionell figur (figuren var uppbyggd av tvd mot varandra sti-
ende pyramider). Vid genomgdngen visade det sig att eleverna hade tolkat
figuren vildigt olika, ndgot som under lirarens ledning gav tillfille att fora
resonemang kring figurens uppbyggnad utifrdn elevernas losningar. I det
arbetet nyttjade lararen verktygets mojligheter att driva resonemang i hel-
klass. Mer specifikt, att dela upp den sammansatta figuren och fokusera en
underfigur at gangen. De strategier som ldraren utnyttjar bendmns i Studie
1 for bearbetning, jaimforelse och delad upplevelse.

Slutligen den tredje aspekten giller lirarens satt att i den digitala miljon
arbeta med konstruktion som dr en del av det centrala innehéllet. Vanligt
var att liraren relativt snabbt med verktygets hjdlp konstruerade figurer
som skulle verka i uppgifter, dven om inte alltid konstruktion var i fokus.
P4 sddant sitt blev inte figurerna enbart ndgot som presenteras som fardiga,
utan eleverna kunde folja med i konstruktionen. Den digitala miljon utnytt-
jades dven vid tillfallen nar konstruktion var i fokus. I Studie 1 skedde for
elevernas vidkommande konstruktionen i papper- och pennamiljo. Men l4-
raren utnyttjade ett annat verktyg, dokumentkameran. Trots sin enkelhet
identifierades den vara ett slagkraftigt verktyg for att diskutera elevernas
autentiska losningar. Ndgot som dven bidrar till att eleverna tranas i att med
ord beskriva och motivera sin losning, men dven att formulera sina 16s-
ningar pa sidant sitt, att det 4r mojligt for klasskamrater och lararen att
folja med. I undervisningen lyfte liraren ndgra av elevernas konstruktioner,
sddana vilka sdgs vara virdefulla att arbeta vidare med och belysa aspekter
ur. Vid dessa tillfallen erbjods en elev med lararens hjalp att konstruera sin
figur pa nytt i den digitala miljon och da kunde saval viktiga steg i kon-
struktionen belysas sdvil som eventuella oklarheter behandlas ndgot som
blev synligt i den digitala miljon. I ett sidant arbete utnyttjade ldraren stra-
tegierna delad upplevelse, fokusering, jamforelse samt sammanslagning.

I tabell 2 presenteras de olika strategier som ldararen utnyttjade i sin
undervisning i en digital miljo och dterigen namns, att om ldsaren onskar
sdtta sig in i samtliga strategier gors hanvisning till Markkanen (2014).
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Tabell 2

Ldrarens strategier/sitt att utnyttja verktyget pi (Markkanen, 2014, s. 77)

Strategier/satt Betydelse Exempel
. Lagrad och livedata kan litt bearbe- . R
Bearbetning taasgra och fivedata kan fatc bearbe Pyramidens sida viks ut
Mojlighet att kommunicera och ut- R . T
Delad upplevelse byta data med andra Eleven presenterar och redovisar sin l6sning
. Bel arskild, ket
Fokusering C1ySa SAISKIICA ASPCLCE AV PTOCESSEr || i istora del eller fargmarkera
eller representationer
g Utseende/sirdrag av olika objekt kan | Léararen visar fler exempel pa trianglar i
Jamforelse P P
jimforas olika ligen
o Bilder och objekt kan liggas framfor || Lararen vill visa och lyfta fram olika detal-
Lager pa lager .
varandra jer efter hand
Modellering E.n pr?cefs kan simuleras genom att Volymeps forandring om sidans lingd pé en
visa férhallanden mellan variabler kub varieras
Repetition Lagrade data kan litt repeteras Lirare visar exempel fran tidigare berdkning
Sammanhang Tidigare data kan litt himtas fram ]c.l‘:ftlonen fortsiteer dar den forra avsluta-
Sammanslagning Majlighet att ta in data frdn olika killor | Bild frén lirobok jimférs med databild
. Séttet som data representeras pa kan | Prismats bottenyta transformeras frén 3D >
Transformatloner
transformeras 2D
Askidliggérande Data kan litt ses och tolkas av alla Extra forklarande data kan tillfogas en bild

De olika strategierna visar hur lararen genom att utnyttja verktygets egen-
skaper i sin undervisning soker skapa situationer, vilka mojliggor att ele-
verna erfar att matematiken representeras pa olika sitt. Mer specifikt att
erbjuda eleverna mojlighet att bygga forstaelse for figurer, deras underfigu-
rer och dirmed kunna nyttja figurer vid uppgiftslosning.

Nir det giller lararens syn pa verktygets anvandning i undervisningen s
lyfts just de dynamiska aspekterna fram. Lararen planerade hela sin under-
visning med utgdngspunkt i de digitala verktygen och hen sag att verktygets
verkliga fortjanster ligger i att figurer kan opereras pa och fordandras vilket
bidrar till en utokad verktygsldda, speciellt nar fragor dyker upp i undervis-
ningssituationen. Ett sddant tillfalle var vid arbete med vinkelsumman hos
regelbundna pentagoner, vilken kan beriknas enligt 180° x 5 — 360°. Fler-
talet elever kunde inte uppfatta varfor man i formeln skulle subtrahera med
360. Lararen skapade vid det tillfillet, en pentagon med fem inskrivna tri-
anglar och med verktygets hjalp rullades pentagonen ut (Figur 10).

Figur 10
Vinklar som tas bort vid berikning av pentagonens vinkelsumma

/N
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De olika strategierna i Tabell 2 anvidndes frekvent pa olika sitt och ldraren
lyfter fram tvd som hen ser vara vardefulla. Dessa ar fokusering och lager
pa lager. Liraren menade att ndr bildliga representationer visas sd kan
manga elever ha svart att veta var de ska titta. Da ger den digitala miljon
lararen verktyg som mojliggor att zooma in eller att firgmarkera, i syfte att
kunna rikta fokus mot specifika egenskaper av representationen. Nar det
giller lager pa lager s& skapar den strategin mojligheter att i undervisningen
bilda en for eleverna logisk kedja, dir egenskaper hos en figur behandlas ett
steg i taget (allt visas inte pa en gang).

Lararen lyfter dven fram nagra risker eller baksidor med undervisning i
en digital miljo. Hen menar att det 4r viktigt att lirare inser att verktyget i
sig sjdlv inte gor undervisningen, utan liraren maste fortfarande ha idéerna
kring hur undervisningen ska struktureras. Ndgot som aven stiller hogre
krav pa larare som anvinder digitala verktyg, s till vida att en sddan an-
vandning skapar fler didaktiska variabler att beakta (de val som lararen vid
planeringen maste gora). En annan fara dr att figurer och andra matema-
tiska representationer kan hanteras relativt snabbt och smidigt, sdsom att
bestimma lingder av linjesegment for exempelvis areaberdkningar. Denna
smidighet innebar att tempot i undervisningen 6kar, ndgot som innebar ris-
ker i att det ibland kan ga lite for fort for vissa elever. Detta i sin tur kraver
av lararen en medvetenhet om vilka moment som for elever kan vara svara
och ha beredskap for dem sa att sidana passager kan bemistras av alla ele-
ver.

Elevernas upplevelse och utveckling

Overlag ir eleverna positiva till matematikundervisning som sker i digitala
miljoer, d4 de menar att sidan undervisning gor att deras mojligheter till
forstaelse okar. De lyfter flera fordelar med verktygens mojligheter sdsom
att arbeta med figurer, klona, vrida samt flytta dem. Eleverna menar dven
att undervisningen blir mer intressant, vilket gor att de haller sig motiverade
och fokuserade. Vidare ansig eleverna att lirarens sitt att utnyttja verktyget
pa skapade en milj6 som underlittade att fora fram sina idéer, ndgot de
menade bidrog till att de utvecklade sina sitt att uttrycka sig muntligt. De
uppskattade mojligheten att se, arbeta med och diskutera sina egna och
klasskamraters arbeten. En annan viktig aspekt och ndgot som uppfattades
vara en av de storre fortjansterna med verktyget, var mojligheten att ga till-
baka vid frigor, till exempel till sddant som behandlats tio minuter tidigare.
Detta upplevdes vara en trygghet sa till vida eleverna kidnde att de inte be-
hovde fraga direkt om nagot var oklart, da de visste att de kunde ga tillbaka
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vid den summerande diskussionen. I den aktuella undervisningen kombine-
rade lararen anvindande av digitala verktyg och konkret material, ndgot
som uppfattades vara ndgot som kompletterar varandra och eleverna me-
nade att bada behovs. Sammanfattningsvis upplevde eleverna att undervis-
ning som sker i digitala miljoer forbattrar deras mojligheter att bygga for-
stielse och till att lara. Eleverna insdg dven att det var lirarens sitt att ut-
nyttja verktyget pa som skapar dessa mojligheter.

For att studera huruvida ett larande skett i den aktuella elevgruppen del-
tog eleverna i ett uppfoljandetest, ndgot som dr vanligt i studier for att un-
dersoka hur effektiv en undervisning varit eller for att kunna visa att det
skett en utveckling av nigot slag hos eleverna (Higgstrom m.fl., 2012).
Testresultaten i Studie 1 visade att elevernas forstdelse for geometriska be-
grepp pa ett patagligt satt utvecklats, vilket mojliggjorts genom elevernas
deltagande i undervisningen. Elevernas resultat pd uppfoljandetestet sdvil
som pa gruppuppgiften uppvisade att de utvecklat sina sitt att visualisera
figurer da de kunde urskilja underfigurer och utnyttja dem vid uppgiftslos-
ning. Resultatet pa gruppuppgiften visade att i samband med berdkningar
behiarskade eleverna att utféra transformationer savil inom samma som
mellan olika register. Undervisningen med stod av digitala verktyg hade er-
bjudit eleverna mojligheter att utveckla forstaelse for begreppet volym i sin
helhet. Vidare visade eleverna genom resultatet pd uppfoljandetestet att de
behirskar begreppen ekvation, formel och tal, genom att utféra nédviandiga
berakningar, vissa av dem i langre sekvenser.

Slutsatser
Har behandlas slutsatser i Studie 1 och avsnittet inleds med att repetera
forskningsfragorna.

e Vilka didaktiska strategier anvinder liraren i sin teknikunder-
stodda undervisning?

e Vilka idr elevernas upplevelser av teknikanviandningen i undervis-
ningen och hur mojliggor teknikunderstodd undervisning ldrande
hos eleverna?

e Vilken syn har liraren pa teknikens anvindning i undervisningen?

I Studie 1 fokuserades lararens didaktiska strategier. Mer specifikt, de satt
som hen utnyttjar den digitala miljon pa, for att presentera och kommuni-
cera det aktuella matematiska innehallet i syfte att skapa matematiska situ-
ationer vilka erbjuder tillfillen till larande.
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Resultatet visar att liraren formdr att skapa en undervisning dir det di-
gitala verktyget blir ett hjalpmedel och hen utnyttjar verktygets egenskaper
pa flertalet sitt i sin undervisning inom tva- och tredimensionell geometri.
Enligt Battista (2007) bor geometriundervisning ske genom att ldraren ar-
betar med (1) visuell representation, (2) att figurer, deras underfigurer, egen-
skaper och begrepp behandlas noggrant, samt (3) att transformationer mel-
lan symboliska l6sningar och figurer ges ett visst utrymme. Resultatet visar
att anviandande av digitala verktyg i geometriundervisningen ger lararen
mojligheter att arbeta med de av Battista rekommenderade tre delarna. La-
raren arbetade mycket med yttre visualisering och den digitala miljons for-
tjanster i sddan form av undervisning ligger just i verktygets mojlighet att
skapa figurer, men dven ta in annat material, vilket gor att en interaktiv
undervisning kan skapas. Verktygets styrka ar att det levererar precisa re-
presentationer vilka gar relativt snabbt att skapa. Ndgot som dven innebar
att det skapas ett naturligt flode i lektionen.

Duval (2006) menar att figurer alltid relaterar till bade diskursiva och
visuella representationer och han ser darfor att arbete med geometriska upp-
gifter innebdr att férena tva representationsregister, visualisering av former
och spraket for att ange och hirleda. Men Duval menar att det finns pro-
blem med undervisningen i geometri sa till vida att undervisningen skapar
hos eleverna bilder av figurer som ikoniska representationer och med sad-
ana sitt att uppfatta figurer finns hinder for att eleverna ska skapa synergier
mellan visuella och diskursiva register. For att skapa utveckling argumente-
rar Duval, i linje med Battista (2007), for att larare i sin undervisning maste
tillse att eleverna kommer mer pa djupet gallande figurers uppbyggnad.

Tva viktiga aspekter i geometriundervisning dr att figurer, deras underfi-
gurer, egenskaper och begrepp behandlas noggrant, samt att transformat-
ioner mellan symboliska 16sningar och figurer ges ett visst utrymme (Bat-
tista, 2007). Nar lararen som larandemal fokuserade tva- och tredimension-
ella figurer, dess underfigurer och deras egenskaper, kunde hen med verk-
tygets hjalp zooma in, rikta uppmairksamhet mot nagon specifik underfigur
eller egenskap. Vidare kunde figurer fordandras, roteras eller 6ppnas upp och
i sddan undervisning utnyttjade liraren strategierna bearbetning, fokusering
samt lager pa lager (Tabell 2, s. 56). Dessa mojligheter bidrar till fler sitt
att for eleverna visualisera figurer pa, och samtidigt ger de lararen fler verk-
tyg att belysa egenskaper som kan vara svira for vissa elever att fa syn pa.
Nar det galler arbete med olika representationer och transformationer mel-
lan dem, sa blir uppgifterna och sitten som de planeras att verka i en digital
miljo centrala. Lararen skapade limpliga uppgifter for en digital miljo dir
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verktyget utnyttjades for att till exempel belysa viktiga steg i lingre algebra-
iska berakningar. Utifran frigor som uppstod kunde lararen med hjilp av
strategin fokusering, belysa viktiga steg i ofta relativt linga berakningar.
Nigot som gjordes genom att flytta elevernas fokus mellan berdkningarna
och figuren de olika virdena himtades ifrdn, med andra ord, transformat-
ioner mellan figurer och symboliska 16sningar.

Aven om kommunikation inte lag i forgrunden i Studie 1 var det en viktig
aspekt som uppmirksammades och som var en central del av lararens sitt
att undervisa. Att eleverna ges tillfalle att kommunicera matematik har dven
genom forskning visats vara en viktig komponent for att skapa mojligheter
till forstielse (t ex Brodie, 2011). Vidare har Smith m.fl. (2005) visat att
interaktiviteten i klassrummet okar nir undervisningen sker med stod av
digitala verktyg. Studie 1 bekriftar saval Smith m.fl. (2005) som Brodie
(2011) da resultatet visar att anvandande av verktyg stoder lararens intent-
ioner att skapa en dialogisk undervisning sa till vida att miljon erbjuder
savil lirare som elever mojligheter att uttrycka och kommunicera matema-
tiken verbalt, skriftligt och med bilder. D4 hela lektionen sparas i program-
met sd gér det dven latt att scrolla tillbaka vid fragor fran eleverna. Lararen
ar dock tydlig med att digitala verktyg blir ett effektivt verktyg for anvin-
daren endast om det anvinds med genomtinkta strategier och utifran de
behov som finns i undervisningen, det vill siga att undervisningen styr an-
viandandet och inte tvartom.

Aven eleverna dr mestadels positiva till att undervisningen sker med stod
av digitala verktyg. De uppfattar att en sidan undervisning forbattrar deras
mojlighet att bygga forstielse och de ar dven nojda med undervisningen sa
till vida att den blir mer varierad och det blir ett flyt i lektionen.

Slutsatserna i Studie 1 visar att digitala verktyg ar vil fungerande for la-
raren nir det handlar om att belysa utmiarkande egenskaper och arbeta pa
olika sitt for att eleverna ska erbjudas mojlighet att utveckla sin forstaelse
for figurer, deras underfigurer och begrepp. Genom att effektivt utnyttja
verktygets utbud kan lararen erhdlla fler instrument for att bemota elever-
nas frdgor och de situationer som uppstar i undervisningen.
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Studie 2

I Studie 1 1ag fokus pd hur ldraren i en digital miljo skapar helklassunder-
visning som kan erbjuda elever att erfara och arbeta med olika representat-
ioner samt utfora transformationer mellan sdvil samma som olika register.
Nigot som ligger vil i linje med Duvals (1998) syn pa viktiga aspekter av
lirande i geometri — att eleven kan forena arbete i tvd representationsregis-
ter, visualisering av former och spraket for att ange och hirleda egenskaper.
I Studie 2 flyttades fokus mot hur geometriundervisning i digitala miljoer
kan designas sd att elever erbjuds att agera i tolkande visualisering och pa
sadant sitt bygga forstdelse for figurer och deras egenskaper vid arbete med
geometriska uppgifter. Darfor kan det sagas att Duvals (2006) teori om re-
gister, som anvandes i Studie 1 inte gav tillricklig vagledning. Men Duval
(1999) gar djupare in sd — om en figur representeras med hjilp av ndgon
representation, dd menar han att det vid tolkning av representationen maste
finnas ett antal specifika ageranden som dr knutna till det aktuella registret,
ndgot som ses vara en brytpunkt mellan visuell uppfattning och visuali-
sering. Duval forklarar, ”att anvinda visualisering, fordrar en specifik tra-
ning, specifik for att visualisera varje register. Figurer ... ar inte direkt till-
gingliga sd som ikoniska representationer kan vara” (s. 8, min oversitt-
ning). Det dr just de specifika sitten att visualisera figurer som ar i fokus i
Studie 2 och ndgot som foranledde bytet av teori.

Forskningsfraga

e Hur kan geometriundervisning i digitala miljoer designas si att
den stimulerar och utvecklar elevers sitt att visualisera figurer
som grund for geometriskt resonemang?

Innan de teoretiska utgdngspunkterna for Studie 2 presenteras, ges en kort
beskrivning av Geogebra, som ir den programvara som anviandes i studien.

Programvaran Geogebra

Undervisning som sker med olika programvaror skapar en digital miljo vil-
ken bidrar med forutsdttningar for att i aktiviteter skapa forum dir elever
fritt kan utbyta idéer och dir elevernas fokus kan riktas mot specifika
aspekter av matematik (Zulnaidi m.fl., 2019). En sddan programvara ar
Geogebra vilken skapades av Markus Hohenwarter ar 2001. Geogebra ar

PETER MARKKANEN Representationer, visualisering och resonemang i geometri 61



anvindbart vid undervisning inom bland annat tal/taluppfattning, algebra
och geometri, dir innehéllet i form av figurer, grafer, texter samt symboler
visas simultant i olika fonster. Programvaran kan kostnadsfritt laddas ner
fran internet och det finns dven en hemsida dir anvidndare bidrar med idéer
och dar innehdllet hela tiden forindras och vixer genom anvindarnas bi-
drag. Geogebras utformning, sdsom dess meny och konstruktionsverktyg ar
relativt enkla att anvdanda. Programvaran kan sigas vara elevcentrerad vil-
ket gor att eleven i egen takt kan undersoka de fragor och Gvningar som
skapats av liararen. Men lararen kan dven visa egna interaktiva produkt-
ioner och genom dem leda helklassundervisning, men dven lata ladda upp
elevernas producerade material. I Geogebra kan dven applikationer skapas
i enlighet med Jones (2011) andra kategori om undervisning, nigot som
mojliggor att elever i undersokande aktiviteter interagerar med figurer som
skapats i forvag, vilket var aktuellt i Studie 2. Sddana i forvig skapade ap-
plikationer mojliggor att ligga in begrinsningar, siledes en styrning av
verktygets mojligheter samt vilka matematiska funktioner som for eleverna
ska finnas tillgangliga.
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Teoretiska utgangspunkter

Detta kapitel behandlar de teorier som anvints i Studie 2, Brousseaus
(1997) socialkonstruktivistiska teori om didaktiska situationer och Duvals
(1995; 1998) teori om visualisering och resonemang.

Brousseaus teori om didaktiska situationer

Brousseaus (1997) teori om didaktiska situationer (hidanefter benimnd
TDS), tar utgdngspunkt i ett konstruktivistiskt synsitt pd lirande. En av
hornstenarna i ett sddant synsatt ar att kunskap inte kan 6verforas till eleven
utan att det ar eleven sjdlv som bygger kunskap baserat pa erfarenheter
gjorda pd egen hand eller i samspel med kamrater och lirare (Noorloos
m.fl., 2017). I TDS ses undervisningssituationen vara ndgot som skapar och
tilldter interaktion i det som ses som en milieu (Brousseau & Gibel, 2005).
Balacheff och Sutherland (1994) beskriver en milieu som den specifika delen
av en omgivning som dr ndbar for eleven och relevant for hens ageranden.
Interaktion kan forstds som ”en dialog mellan eleven och den feedback hen
erhéller frdn miljon” (Joubert, 2013, s. 72, min Oversittning).

Didaktiska situationer

En didaktisk situation innebdr att lararen riktar undervisningen mot ett sir-
skilt larandemal (t ex formeln for triangelns area) och som ar i fokus nir
uppgifter/problem skapas for att eleven ska erbjudas mojlighet att bygga
kunskap och nd lirandemalet (Brousseau & Gibel, 2005). Viktiga begrepp
i TDS ir att vissa sekvenser i den didaktiska situationen kan vara didak-
tiska, till exempel nir liraren introducerar ett problem (liraren leder och
styr). Medan andra sekvenser kan vara a-didaktiska (eleverna tar ett storre
personligt ansvar och arbetar sjilvstindigt eller i grupper med problemet
och lararen antar en mer tillbakadragen roll) (Figur 11).

Figur 11
Skiss over en didaktisk situation, ddr sekvenserna a) och c) antar skepnaden av att
vara didaktisk, medan arbetet i sekvens b) antar skepnaden av a-didaktisk

a) eleverna arbetar med planerad aktivitet

»> C)
_______________________ >

introduktion sammanfattning

a
L

didaktisk situation
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Fortydligas bor dock att a-didaktisk inte ska likstdllas med icke-didaktisk.
I den a-didaktiska sekvensen finns 4ndd forvantningar pa eleverna, i form
av hur de ska samarbeta, vilken form av svar de forviantas komma fram till
etc., i grunden implicita forvantningar. Brousseau (1997) delar upp den a-
didaktiska sekvensen i tre faser, aktion, formulering och validering. 1
aktionsfasen agerar eleverna direkt mot milieu och om de har en
l6sningsstrategi for problemet erhéller de vanligen feedback fran milieu.
Utifrdn hur arbetet i aktionsfasen fungerat sid soker eleverna i
formuleringsfasen forklara och sitta ord pa hur de gatt till vaga. Eleverna
formulerar och lagger fram strategier/slutsatser. I valideringsfasen ar tanken
att elevernas losningar ska valideras, bevisas eller motbevisas.
Valideringsfasen kan enligt Brousseau anta skepnaden av att vara endera a-
didaktisk eller didaktisk, detta beroende péa i vilken omfattning eleverna ar
vana att sjalvstindigt diskutera framkomna lésningar.

Det indirekta inflytande Over elevens aktivitet i den a-didaktiska
sekvensen formedlas via det som Broussou och Gibel (2005) benamner
didaktiska variabler. Didaktiska variabler ar de olika sdtt som liraren kan
styra elevernas tinkta agerande pd ndr de arbetar med uppgifter, sdsom
uppgiftens svarighetsgrad eller vilken typ av information som ska finnas i
uppgiften. Ruthven m.fl. (2009) menar att didaktiska variabler kan ses som
viktiga verktyg for att identifiera och 6verviga olika val i en designprocess
och foreslar darfor att TDS erbjuder ett instrument for att designa under-
visningssekvenser. Har bor fortydligas att didaktiska variabler ar aktuella
vid design av hela den didaktiska situationen (inte enbart i den a-didaktiska
sekvensen) for att karakterisera eventuella forandringar som gors i desig-
nen, vilka framkallar kvalitativa skiften i elevernas ageranden (Kilpatrick,
2003). For Studie 2 som fokuserar anvandning av digitala verktyg kan si-
ledes olika didaktiska variabler i designprocessen identifieras, vilka kan
fraimja utveckling av matematisk kunskap och dar forandringar kan leda till
en forandrad potential till larande. Undervisning i en digital miljo 6ppnar
upp fler didaktiska variabler genom att applikationer kan skapas pa olika
sdtt, vilket i sig styr hur eleverna kan arbeta 1 applikationen och darigenom
dven den matematik de kan mota. De didaktiska variablerna var saledes
verktyg vid design av lektioner, men dven nigot som liararen hade med sig
in i lektionen. Men under lektionen styrdes lararens agerande dels utifran
den planerade designen men aven beroende av elevernas agerande. Om
lararen till exempel gjorde forandringar i en figur sa sdgs detta vara en
didaktisk handling, en handling vilken kunde ha ett ursprung som ett val i
en diaktisk variabel. Men utéver det uppstod under lektionen hindelser som
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ej var forutsedda, vilka liraren agerade pa. Sddant agerande fran liraren
sags vara en didaktisk handling och var nadgot som kunde falla ut och bli en
didaktisk variabel infor nasta iteration.

Digitala verktyg kan ha en central roll i en milieu, i synnerhet nir a-di-
daktiska situationer skapas dir eleverna sjilva konstruerar kunskap nir de
l6ser de uppgifter som planerats i designen vilket dskadliggors i figur 12.

Figur 12
Skiss over en a-didaktisk situation, inspirerad av (Bessot, 2003, s. 7)

)
AN Z

Milieu

A-didaktisk situation

I Didaktisk simatipn

Léararen

Milieu kan dock inte reduceras enbart till verktygets roll da relationen mel-
lan verktyget och milieu dr komplex (Mackrell m.fl., 2013). Nar lektioner
ska designas sd handlar det om att identifiera si manga didaktiska variabler
som mojligt i den tinkta undervisningssituationen och darefter pa lampliga
satt kombinera olika variabelvirden. Vid design av lektioner i digitala mil-
joer maste forskaren soka finga alla element som eleven méste hantera, de
figurer som eleven ska manipulera, elevers mojliga ageranden pa dessa figu-
rer, samt den feedback som ges fran milieu (Mackrell m.fl., 2013).

TDS ar en systematisk beskrivning av lirande och undervisning samt roll-
fordelningen mellan elever och ldrare. T Studie 2 har TDS och dess
didaktiska variabler gett en struktur i arbetet med att designa lektioner for
att eleverna ska arbeta med matematiken i den sensatta milieu. Vidare har
designen starkt praglats av didaktiska och a-didaktiska sekvenser. Det
handlar om att i den digitala miljon designa uppgifter som kan delegeras till
eleverna och vara ndgot de accepterar och dirigenom ta ansvar for sitt eget
larande. En del i att designa lektionerna gillde uppgifternas utformning och
vid planeringen diskuterades hur uppgifter kunde skapas si att de i en a-
didaktisk situation kunde fungera si att eleverna arbetade sjalvstandigt med
dem och att liraren kunde anta en mer tillbakadragen roll. En viktig aspekt
var uppgiftens formulering, sa att eleverna forstod vad de skall undersoka.
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Duvals teorier om visualisering och geometriskt resonemang

Har behandlas inledningsvis Duvals (1995) teori om visualisering, vilken
fokuserar hur elever uppfattar och visualiserar figurer. Teorin kopplas dar-
efter samman med teorin om geometriskt resonemang i vilken visualisering
ir en av tre komponenter.

Kunskap om geometri kriaver av eleverna att de beharskar ett antal be-
grepp, dar tva- och tredimensionella figurer och deras egenskaper ir cen-
trala. Det ar fullt méjligt att genom véra synintryck uppmarksamma egen-
skaper i en figur och med hjalp av vart sprak (skriftligt eller muntligt) kom-
municera sddana egenskaper. Men for att en figur ska forankras pa ett ma-
tematiskt plan fordras att eleven férmar gora kopplingar mellan det hen
uppfattar i figuren och matematiska begrepp. Vi kan sdledes skonja ett gap
mellan vad en figur visar och vad den representerar. For Duval (1995) hand-
lar detta gap om, att det som en figur visar, ar vad som ses utan en medveten
analys av figuren och att det finns en underliggande kognitiv komplexitet i
form av olika processer nir elever visualiserar figurer. I enlighet med savil
Duval (1998) som Torregrosa och Quesada (2008), beniamns de olika pro-
cesserna for visualiseringsprocesser och definieras som perceptuell, diskur-
siv och operativ visualiseringsprocess och nir eleverna ser pd, soker tolka
en figur s benimns detta som att eleven agerar i olika visualiseringsproces-
ser (hadanefter benimnda VP).

Hir dr det lampligt med ett klargorande i relation till benimningen tol-
kande visualisering som lasaren mott tidigare. I och med att Duvals (1995;
1998) tre visualiseringsprocesser introduceras, erhills samtidigt ett verktyg
for att operationalisera benamningen tolkande visualisering. Duvals teori
ger sdledes mig som forskare ett mer precist verktyg for att s6ka finga och
beskriva de olika sitt som elever uppfattar och tolkar figurer pa. Fortsitt-
ningsvis i denna avhandling kommer endera formuleringen agerande i visu-
aliseringsprocesser att anvandas och da avses ett sidant agerande generellt,
eller nar ndgon specifik visualiseringsprocess avses, skrivs detta fram. I det
nadsta behandlas de olika visualiseringsprocesserna mer i detalj.

Perceptuell visualiseringsprocess

Perceptuell VP ger tillgang till en studerad figur — vad eleven visuellt upp-
fattar i en figur. Enligt Duval (1995) kan kanske eleven dven namnge vad
hen ser (punkter, linjer, triangel, cirkel etc.). Men denna forsta anblick ar
vanligtvis inte tillracklig for att eleven ska erhélla tillgang till figurens egen-
skaper. En figur dr ett arrangemang av sina element, punkter, linjesegment
och plan. Genom agerande i perceptuell VP uppfattas figuren som en
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homogen figur, nir linjer bildar en enkel kontur si framstir den som en
helhet (Duval, 1995). For att exemplifiera s& kan figurerna i figur 13 fram-
std som,

a) En overlappning av tvd figurer, en kvadrat och en rektangel
b) En samling av tvd figurer som ber6r varandra

Figur 13
Tvd figurer som kan misstas vara ndgot som de kanske inte dr vid en forsta anblick

(Duval, 1988, s. 59)
a. b.

Duval (1988) menar att med endast agerande i perceptuell VP kan en figur
framstd som ndgot som den inte ar. I figur 13a kan en elev med latthet se
att det dr tva overlappande figurer, men denna forsta anblick kan samtidigt
hindra eleven att se andra tvadimensionella eller endimensionella underfi-
gurer vilka bygger upp figuren. I figur 13b kan det tolkas som att det ar tva
polygoner som lagts samman.

Nir vi betraktar en figur avbildas en bild pa var nithinna, men hur vi
uppfattar figuren, bestims av hur vi i stunden uppfattar, organiserar och
tolkar avbildningen. Var uppfattning om figuren dr saledes ett resultat av
en tolkning och den tolkningen kan skilja sig frin den faktiska bilden som
ar avbildad pa nathinnan (Duval, 1995). Vi kan alltsad genom en snabb blick
vilja bort vissa egenskaper i en figur, men samtidigt vilja att lyfta fram
andra, med andra ord, den forsta snabba blicken kan blockera alternativa
sdtt att se pa figuren. I Duvals senare texter (Duval, 2017) problematiseras
perceptuell VP s4 till vida, att nir vi betraktar en figur ar det nodvandigt att
variera sittet, vi gor det pd, genom att dven studera figuren genom dess
uppbyggnad av tva- och endimensionella underfigurer. Duval skriver,

This is a variation which needs to be done in the look at the figure, because
otherwise it never possible to recognize that must been seen according the
geometrical statements [sic]. Naturally, this requires a long training because
it goes against the automatic operation of the perceptual recognition of
shapes (Duval, 2017, s. 60)

Den variation som avses innebar att det inte ar tillrackligt att studera en
figur med stod i enbart perceptuell VP. Darmed inte sagt att perceptuell VP
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ar ndgot negativt, snarare en forutsittning for ovriga visualiseringsproces-
ser. Duval (1995) har visat (med elever i dldern 14-16 ar) att om en figur
ska fungera vid geometrisk uppgiftslosning, mdaste den hos betraktaren (ele-
ven) frambringa perceptuell VP och minst en av 6vriga tva visualiserings-
processer.

Diskursiv visualiseringsprocess

Vilken som helst figur i en geometrisk uppgiftssituation ar foremal for tva
ofta motsatta ageranden, den ena omedelbar och automatisk — perceptuell
VP, den andra vilken 4r kontrollerad och hogst relevant i lirandesituationer
— diskursiv VP i relation till figurer (Michael, 2013). Men Michael menar
att det finns en fordrojning mellan ageranden i perceptuell VP och de age-
randen i diskursiv VP som krivs i en geometrisk situation. En fordrojning
som delvis har sitt ursprung i de lagar som styr var perceptuella organisering
(vi viljer bort vissa aspekter och lyfter fram andra). Sdledes som nimndes
ovan, kan inte matematiska egenskaper i en figur bestimmas enbart genom
perceptuell VP (Duval, 1995). Diskursiv VP ir relaterat till att eleven méste
kunna identifiera och kunna arbeta med figurers egenskaper (t ex linjeseg-
ment och vinklar) och forma koppla detta till matematiska principer (be-
grepp, formler) i relation till figuren, sddant som inte direkt ar synligt eller
namns i information om figuren. Till exempel att se egenskaperna i en rek-
tangel innebar att uppmarksamhet maste riktas mot dess sidor och vinklar.
Diskursiv VP handlar dven om att kunna hirleda nya egenskaper (hir kan
ldsaren jamfora med tidigare beskrivna exempel med eleven som konstrue-
rar en hojd i en triangel utifrdn vald sida som bas).

For att eleven ska kunna identifiera figurers egenskaper samt gora kopp-
lingar mellan figuren och matematiska principer maste hen kunna utféra
det som Duval (2017) benimner dimensionell dekonstruktion, vilket inne-
bar en forandring i perception for att kunna identifiera underfigurer och
deras egenskaper vilka bygger upp figuren. Dimensionell dekonstruktion in-
nebar till exempel, att eleven formar att se och uppmarksamma endimens-
ionella underfigurer vilka bestimmer egenskaperna hos tvidimensionella
former (Dindyal, 2015; Sinclair m.fl., 2017). Denna dimensionella forind-
ring ar langt ifrdn sjilvklar for elever, vilket medfor att de kan hamna i
svarigheter nar de ska bygga resonemang som baseras pa egenskaper i figu-
rers uppbyggnad. Duval (2017) ar tydlig gdllande hur betydelsefullt det ar
att eleven utvecklar formégan till dimensionell dekonstruktion i arbete med
figurer, det vill siga féormédgan att visualisera hur figurer pa olika sitt kan
brytas ner till underfigurer i firre dimensioner.

68 PETER MARKKANEN Representationer, visualisering och resonemang i geometri



Sammanfattningsvis ses dimensionell dekonstruktion vara en ingdende
process i diskursiv VP (Duval, 1998) och for mig som forskare skapar den
mojlighet att operationalisera diskursiv VP i termer av dimensionell dekon-
struktion. Genom dekonstruktionen skapar eleven i diskursiv VP kopp-
lingar mellan identifierade underfigurer inklusive deras egenskaper och ma-
tematiska principer (begrepp, formler) genom diskursiva uttalanden (i talad
eller skriven form), ndgot som kan ske endera genom transformation fran
tankeprocess till figuren eller vice versa. Duval argumenterar for att fram-
gangsrikt arbete med figurer, innebar att perceptuella igenkidnnanden av
geometriska egenskaper forbli under kontroll av matematiska begrepp och
definitioner. Bade perceptuell- och diskursiv VP behovs vid matematiska
resonemang da sddana fordrar att kopplingar mellan figurer, egenskaper
och begrepp skapas. Men geometrisk uppgiftslosning fordrar dven av eleven
att hen férmar utfora forandringar pa figuren, vilket benimns operativ VP.

Operativ visualiseringsprocess

Operativ VP innebir att eleven kan fokusera vissa underfigurer och eventu-
ellt lyfta ut dessa for vidare behandling. Men operativ VP innebir dven att
eleven uppfattar olika mojliga sitt att modifiera (utfora ndgon form av op-
eration) en given figur, mentalt eller fysiskt (Duval, 1995). Denna modifie-
ring kan exempelvis ske genom att dela figuren, flytta runt och skapa nya
figurer. Vidare kan olika hjalplinjer adderas till figuren. Genom operativ VP
kan eleven, nir hen studerar en figur, fi tankar om hur en uppgift kan losas.
Duval menar dock att operativ VP ofta dr svart for eleverna, ndgot som dven
visats empiriskt (t ex Michael, 2013). Denna svarighet kommer sig av att
det finns en varierande mangd mojliga modifieringar for en given figur och
manga sitt att utfora dem pa. Med andra ord kriver agerande i operativ VP
savil kreativitet som erfarenhet av eleven. I tva uppgifter i figur 14 ska ele-
ven jamfora arean pa de skuggade rektanglarna, respektive trianglarna.

Figur 14
Exempel pd ageranden i operativ VP i tvd uppgifter, ddr arean av de skuggade rek-
tanglarna och trianglarna ska jimforas (Duval, 1995, s. 150)

Startfigur

N

Startfigur
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Mellan de bada startfigurerna finns en skillnad nar det kommer till vad som
krdvs av eleven nadr hen agerar i operativ VP. I den 6vre startfiguren kravs
flera uppdelningar, medan det i den nedre sd ar det nodvandigt att anvanda
en underfigur tvd ganger. En andra svérighet vid operativ VP, dr att de moj-
liga operationerna, vilka leder fram mot en losning i en uppgift, ar mer eller
mindre synliga i startfiguren (Duval, 19935). Det kan till och med vara sa att
startfiguren i en uppgift ir skapad pé sadant sitt att eleven vid visualisering
inte uppfattar operativa mojligheter och figuren kan i sidana fall inte vara
till stod for att eleven ska finna en losning. Sdledes nar eleverna kan over-
skrida gransen av agerande i perceptuell VP och borja agera i operativ VP,
s kan figuren bli ett verktyg som mojliggor att eleven kan komma framét
vid geometrisk uppgiftslosning (Michael & Gagatis, 2013). For att eleven
ska kunna losa geometriska uppgifter framgangsrikt kravs att hen formar
koordinera ageranden i visualiseringsprocesser. Denna koordinering som
sker mellan alla tre VP, ligger en grund for att eleven ska kunna bygga
geometriskt resonemang, nagot som stods av forskning (t ex Llinares &
Clemente, 2018; Torregrosa & Quesada, 2008). Slutligen bor det podngte-
ras, att det som ar avgorande i teorin om visualisering dr att Duval (1995)
ser att figurer analyseras, inte med hianvisning till resonemang, utan genom
att betona visualisering (Michael, 2013). Nar vi nu 6vergar till teorin om
geometriskt resonemang sd dr visualisering en komponent i den teorin.

Geometriskt resonemang

Agerande i visualiseringsprocesser ligger ndra figuren vid arbete med geo-
metriska uppgifter (Jones, 1998). Men pa ett dvergripande plan menar Du-
val (1998) att geometriskt resonemang involverar tre sorters kognitiva pro-
cesser, visualisering (agerande i visualiseringsprocesser), resonemang samt
konstruktion. De kognitiva processerna beskrivs som,

e  Visualisering vilket refererar till ageranden i visualiseringsproces-
ser i relation till figurer som beskrivits ovan

e  Konstruktion med verktyg (passare, linjal, digitala verktyg)

e Resonemang, sdrskilt diskursiva processer for utvidgning av kun-
skap och for forklaring (Duval, 1998, s. 38)

Relationen mellan de tre kognitiva processerna askadliggors i figur 135,
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Figur 15
Underliggande kognitiva interaktioner, vilka samordnas vid geometriskt resone-
mang Duval (1998, s. 38)

Visualisering

Konstruktion Resonemang
(med verktyg)

I figur 15 exemplifierar varje pil sidtt som de olika processerna kan stodja
varandra. Enligt Duval (1998) startar resonemang naturligt med processen
visualisering (ageranden i visualiseringsprocesser), genom relationen mellan
dimensionell dekonstruktion, underfigurernas namn och definitioner (dis-
kursiv VP). Pilen frin visualisering till resonemang ir streckad, med anled-
ning av att visualisering inte alltid understoder resonemang. Resonemang ar
dven involverat vid konstruktion av figurer med hjilp av verktyg (passare,
linjal, dynamisk miljo) och genom verktygen kan eleverna konstruera figu-
rer sjdlva, ndgot som dven leder till visualisering (Duval, 1998).

Nir det giller geometrisk konstruktion antar ofta elever att det handlar
om att konstruera figurer enbart utifrdn visuella aspekter (Laborde, 2005).
Till exempel om en uppgift dr att konstruera en liksidig triangel, kanske en
elev anvinder en linjal och konstruerar triangeln sa att triangeln till utseen-
det ser ut att ha lika ldnga sidor. Men konstruktion av figurer handlar om
resonemang som vilar pd geometriska relationer. Till exempel om den liksi-
diga triangeln hade skapats med verktygen (blank) linjal och passare, dir
tvd av triangelns sidor utgor radie i samma cirkel (kongruens beaktas) eller
i en dynamisk geometrimiljo dar triangelns vinklar beaktas. Om konstrukt-
ionen av figurer enbart sker utifran visuella aspekter sa menar Duval (1995)
att arbetet med figurer snarare kan hindra elever att bygga geometriskt re-
sonemang, dd eleven tillats undvika resonemang vilket baseras pa figurens
egenskaper.

For att fortydliga inneborden i formuleringen geometriskt resonemang i
forskningsfrdgan, gors har, med hjilp av Duvals (1998) teori, en distinkt-
ion, mellan resonemang och geometriskt resonemang. Ett resonemang ses
till exempel vara, om eleven provar en losningsstrategi och gor ett pastdende
som — figuren ser ut som en rektangel, dd kan vi.... Hiar pdminns ldsaren om
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att resonemang i avhandlingen ses vara den tankegdng som anvinds for att
framstalla pastdenden och att resonemanget kan, men behover inte baseras
pa formell logik och behover inte heller till fullo vara korrekt, sd lange det
finns vissa inslag av skidl som verkar stodjande (Lithner, 2007). Men for att
ett resonemang ska kunna betraktas vara ett geometriskt resonemang i re-
lation till figurer s krivs tvad steg. Eleven méiste forma att koordinera age-
randen i olika visualiseringsprocesser. En sddan koordinering skapar forut-
sattningar for eleven vid uppgiftslosning finner vagar framdt i samspel med
resonemang, nigot som mojliggor att eleven kan bygga en logisk kedja av
resonemang (Llinares & Clemente, 2018). Denna logiska kedja, vilken vilar
pa hallbara matematiska argument 4r det som Duval (1998) benamner for
att det sker en samordning mellan visualisering och resonemang och eleven
skapar ett geometriskt resonemang. Rent konkret kan eleven visa ett geo-
metriskt resonemang genom att motivera en 16sning med valida argument.
Att eleven kan utféra en sidan samordning dr for Duval en forutsittning
for att eleven ska kunna utveckla goda geometriska kunskaper. Sdledes nir
benamningen resonemang anvinds i avhandlingen dsyftas processen reso-
nemang i figur 15. Daremot om bendmningen geometriskt resonemang an-
vinds dsyftas en koordinering av visualiseringsprocesser och en samordning
mellan tva-tre av processerna i figur 15.

Sammanfattning

I bakgrunden belystes ageranden i visualiseringsprocesser som en viktig
aspekt for elevers kunskapsutveckling inom geometri. Studie 2 fokuserade
just dessa processer, mer specifikt hur undervisning i en digital miljé kan
designas for att erbjuda eleverna att agera i och koordinera visualiserings-
processer samt samordna visualisering och resonemang. I Studie 2 anvandes
Duvals (1995; 1998) teorier som lins. Herbst m.fl. (2017) menar att med
hjalp av Duvals visualiseringsprocesser kan vi forflytta oss bortom figuren
till hur eleven tolkar och uppfattar figuren. I den teoretiska linsens fokus
finns hur lektionens design skapar mojligheter for eleverna att agera i och
koordinera visualiseringsprocesser samt skapa samordning med resone-
mang. Teorin om didaktiska situationer (Brousseau, 1997) kommer att ha
nagot olika funktioner i Studie 2. Pa ett Overgripande plan bidrar teorin
med struktur i det inledande designarbetet. Speciellt uppfattades teorins
verktyg, didaktiska variabler, vara ett fungerande instrument for att identi-
fiera och 6verviga val i designprocessen. Vid analys av datamaterialet riktas
intresset mot hur vil de olika sekvenserna i den didaktiska situationen fun-
gerar och hur eleverna interagerar med milieu vid arbete med uppgiften.
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Metod

Kapitlet inleds med en 6versikt av utbildningsvetenskaplig designforskning.
Detta gors for att introducera centrala begrepp och for att sitta Studie 2 i
ett sammanhang, samt skapa forstdelse for sattet som forskningsfragan dr
formulerad pa. Darefter introduceras begreppet hypoteskarta vars funktion
har varit att verka vigledande i designen. Detta foljs av en beskrivning av
Studie 2 genom rubrikerna forberedelse, genomforande och retrospektiv
analys. Avslutningsvis behandlas kvalitetsaspekter samt etiska aspekter.

Utbildningsvetenskaplig designforskning
Studie 2 karakteriseras som utbildningsvetenskaplig designforskning (ha-
danefter benimnd UDF). UDF bygger vanligen pa en iterativ process vilken
mojliggor utveckling av l16sningar pa praktiska utbildningsproblem (McK-
enney & Reeves, 2018). En direkt tillimpning av teori ricker inte for att
losa ofta komplexa utbildningsproblem, utan det fordras en interaktion
med verksamma larare for att gradvis klargora det aktuella problemet sdvil
som egenskaperna for dess potentiella 16sning (Reeves, 2006). Cobb m.fl.
(2003) lyfter fram fem karakteristiska drag for UDF,
o Syftet med UDF ar att utveckla teorier> om sdvil inlarningsprocess
som de medel som 4r utformade for att stodja aktuellt lirande
e UDF bygger vanligen pd innovation. Avsikten ar att undersoka
mojligheterna till utveckling genom att skapa nya former av
undervisning och studera dem. En viktig aspekt ar att UDF ar
grundad i tidigare forskning
e UDF anses ha tva sidor, en prospektiv- och en reflektiv sida. Den
prospektiva sidan har en form av att forskaren eller forskarlaget
gor antaganden kring en hypotetisk lirandeprocess och de medel
som dr tiankta att anvandas for att stodja processen. P4 den reflek-
tiva sidan ses designen verka i en kontext. Ett av fokusen i forsk-
ningen dr att utsitta den designade lirandeprocessen for gransk-
ning, dar ett lika viktigt mal ar att frimja andra tankbara vagar,
vilka kan gynna larandeprocessen genom att dra nytta av eventua-
liteter som uppstar och som kan utveckla designen

2. I Studie 2 ska teorier tolkas som ramverk for handling (framework for action),
vilka syftar till att bidra med kunskap som ar anvindbar for sdvil undervisning som
forskning (diSessa & Cobb, 2004). En kunskap som i viss médn ir kontextbunden
men 4nda tillrackligt allmin for att kunna tillimpas i nya situationer (Bakker, 2018).
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e [ UDF sker dven en viaxelverkan mellan de prospektiva- och de re-
flektiva sidorna vilket skapar en iterativ designprocess. Detta da
designen bygger pa antaganden vilka kanske inte visar sig fungera
eller inte fungerar som det var tankt. Nagot som leder till utveckl-
ing av nya antaganden som stills infor testning. Den iterativa de-
signprocessen skapar cykler av antaganden, tester och omarbet-
ningar vilket genererar relativt stor datamingd, ndgot som analys-
eras genom en retrospektiv analys

e UDF har pragmatiska rotter, att finga och beskriva vad som fun-
gerar i undervisningen. Teorier som utvecklas ar relativt 6dmjuka
dé de vanligen riktar sig mot domanspecifika inlirningsprocesser

(Cobb m.fl., 2003, s. 10)

De ovan beskrivna karakteristiska dragen (Cobb m.fl., 2003) och hur de
tillsammans skapar en iterativ process i UDF synliggors i figur 16.

Figurl6
Schematisk bild av designprocessen, inspirerad av (McKenney ¢@Reeves, 2012, s.77)
Hypoteser e s
grundade i Analys av . Iterativa Reflektion
teori sk problem av Utveckling cykler av for att skapa
eor! skapas »| forskare och [« »| av lektion/ > Y >  SKap;
genom . - S tester och design-
litteratur- larare i lektionsserie justeringar principer
N samarbete
genomgang

0 0 A |

Om designprocessen visar sig fungera och efterstrivade resultat erhalles, da
finns dven, tack vare en systematisk reflektion i den iterativa processen, en
forstielse for hur och varfor innovationen fungerar, i dess speciella sam-
manhang, den speciella praktik som den skapades i (Plomp, 2013).
Sammanfattningsvis handlar UDF om att skapa forstdelse for de mekan-
ismer som forklarar hur sarskilda designaspekter eller karakteristiska drag
i designen kan leda till att sdrskilda processer kommer till stand. Det ir
dessa aspekter som eftersoks i Studie 2, i vilken forskningsfragan lyder. Hur
kan geometriundervisning i digitala miljéer designas sd att den stimulerar
och utvecklar elevers sdtt att visualisera figurer som grund for geometriskt
resonemang? Med hjilp av metoden UDF kommer forskningsfragan att be-
handlas, ndgot som kommer att goras genom att folja Cobb m.fl. (2003)
som beskriver att syftet med UDF dr att utveckla teorier. Sidana teorier,
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vilka i Studie 2 bendmns for ramverk for handling och i resultatet kommer
dessa ramverk att formuleras pa formen av designprinciper (van den Akker,
1999). Dessa designprinciper ses vara rekommendationer om hur till exem-
pel en larare kan hantera specifika undervisningsaspekter eller specifika fra-
gor (McKenney & Reeves, 2018). Men vigen fram till resultatet handlar
om att skapa forstdelse for de olika mekanismerna i designen och ett verktyg
for detta ar Sandovals (2013) hypoteskarta.

Hypoteskarta

Som stod i designprocessen anvandes Sandovals (2004; 2013) hypoteskarta,
vilken visas pa generell form i figur 17. Kartan inleder med en 6vergripande
hypotes om hur undervisning kan stédja en viss typ av larande (1). Darefter
foljer tre sektioner vilka benimns, gestaltning (2), medierande processer (3)
samt efterstravat utfall (4).

Figur 17
Hypoteskarta pd generell form, inspirerad av (Sandoval, 2013, s. 22)
> 3 4
- Verkt h : .
1. ma:ria}ig oc - Observerbara | — | - Larande
Antaganden - Uppgifts- interaktioner
om hur strukturer - Intfess.e /
larande - Deltagar- - Deltagare / Motivation
understods strukturer Artefakter
- Diskursiva - Etc.
praktiker

Utifrdn en overgripande hypotes ska undervisning utformas (gestaltas). I
hypoteskartans andra sektion, gestaltning, finns fyra designelement, under-
visningsmaterial, uppgiftsstrukturer, deltagarstrukturer samt diskursiv
praktik. Det typiska for designen ar att om forskarlaget utifrdn en teoretiskt
grundad design-idé, en overgripande hypotes, planerar (med hjilp av de
olika designelementen) och strukturerar undervisningssituationen pa ett
visst sitt sa forutspds eleverna engageras i aktiviteter med ett matematiskt
innehill, nidgot som benimns for medierande processer. Genom att folja
Sandoval (2013) bor fortydligas att de medierande processerna inte ska ses
vara desamma som medierande medel sett ur ett Vygotskyanskt perspektiv
(Vygotsky & Cole, 1978). De medierande processerna ska mer ses som hy-
potetiska interaktioner vilka skapar linken mellan gestaltning (2) och det
efterstravade utfallet (4) (Sandoval, 2013).
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Medierande processer dr ofta svdra att fanga, men de kan spdras genom
elevers interaktion, till exempel elev/elev-interaktioner eller interaktioner
mellan elever och ldrare, men dven nir deltagarna interagerar med artefak-
ter i den designade miljon (Sandoval, 2013). Om de medierande processerna
startar sd medfor detta i sin tur (genom de antaganden som gjordes i desig-
nen) att interventionens efterstrivade utfall kan uppnas (lirandemal eller
efterstravade forandringar). Betraffande utfall s3 handlar det inte enbart om
larandeeffekter eller produkter, det kan dven handla om efterstrivade pro-
cedurer eller processer (Bakker, 2018). Hypoteskartan (Sandoval, 2013) har
i Studie 2 anvints pa tva sitt, dels som strukturerande verktyg vid design
av lektioner/lektionsserien och dels som verktyg i analysen. I det foljande
introduceras forst deltagarna i Studie 2 och en beskrivning av forsknings-
moten ges, darefter sker en redogorelse av studiens genomforande.

Deltagare
Studie 2 var del av ett flerdrigt storre forskningsprojekt rorande matematik-
undervisning i digitala miljéer och skedde i samarbete med tvd verksamma
lirare och tre forskare i matematikdidaktik (dir jag var en av forskarna),
vilka bildade en grupp som i Studie 2 benimns forskarlaget. De bada la-
rarna (benimnda med fingerade namn for Robin och Kim) hade knutits till
projektet och diarmed dven till Studie 2 i en omfattning av 20%. Har kan
namnas att Robin och Kim vid genomférandet av Studie 2 hade ca 1,5 ars
erfarenhet i projektet, nigot som namns for att belysa att de bdda kan sigas
inneha vana av att bli filmade och diskutera sin egen undervisning. Robin
och Kim har bida ca 20 &rs erfarenhet av undervisning i matematik, ett
amne de dven har legitimation for undervisning inom och de bada anser sig
sjdlva ha medelgoda kunskaper gillande undervisning i digitala miljéer. Nar
det giller fortbildning gillande undervisning i digitala miljéer har Robin
och Kim inte i ndgon storre omfattning deltagit i sddan, diremot menar de
att kunskaper byggts upp i kollegialt samarbete och genom sjilvstudier.
Till projektet hade tva klasser fran grundskolans senare ar knutits. Nar
Studie 2 samlade in data gick eleverna i drskurs 8 (28 elever) och i drskurs
9 (21 elever). Undervisningen dgde rum pa en kommunal innerstadsskola
med ca 250 elever, beldgen i en av Sveriges storre stader.

Forskningsmoten

Inom UDF ir den iterativa karaktiren en viktig aspekt da varje cykel hand-
lar om att utforma instruktioner, testa under en klassrumssession for att
darefter analysera och eventuellt justera (Cobb m.fl., 2015). En viktig del i
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denna process ar forskningsmoten dir forskarlaget innan varje lektion pla-
nerar och efter varje lektion diskuterar sina tolkningar av handelserna i
klassrummet for att darefter gora eventuella justeringar. Sammanlagt fore-
kom tio forskningsmoéten, tre moten av planerande karaktir innan den
forsta lektionen, direfter moten efter varje lektion. For att understodja ana-
lys av designprocessen ar det centralt att den grundligt och systematiskt do-
kumenteras (Edelson, 2006), dirav dokumenterades samtliga forsknings-
moten i skrift och med ljudupptagning.

Redogorelsen av genomférande av Studie 2 som har foljer sker med hjilp
av en Overgripande struktur bestdende av tre faser, forberedelse, genomfo-
rande samt retrospektiv analys (Gravemeijer & Cobb, 2006).

Forberedelse
Den forsta delen av designprocessen bestod av att bygga upp lektioner till
en lektionsserie. Studie 2 innehéller en lektionsserie med 3 lektioner som
gjordes i tvd iterationer benamnda lektion 1a, 2a, 3a samt 1b, 2b, och 3b.
Som illustrerades genom den schematiska bilden (Figur 16) ar den teore-
tiska forankringen central igenom hela designprocessen, darfor inleddes de-
signarbetet med en litteraturgenomgang. Genom litteraturgenomgéngen
skapades en utgangspunkt och ett fokus mot det faktum att larare tycks ha
svarigheter med att skapa en undervisning vilken erbjuder elever tilltrade
till och djupare forstaelse for figurer och deras egenskaper. Mer specifikt en
undervisning som erbjuder elever mojligheter att agera i och koordinera vi-
sualiseringsprocesser samt samordna visualisering och resonemang. Saledes
riktades intresset mot hur undervisning i en digital miljé kan bidra med
mojligheter som mildrar dessa svarigheter. I det arbetet bildade de teoretiska
antagandena och det efterstravade utfallet en bred stomme i designen. Uti-
frdn stommen arbetar forskaren fram en hypotetisk lirandeprocess och de
medel som ar tinkt att understédja processen (Cobb m.fl., 2003) och i det
arbetet var hypoteskartan ett verktyg (Figur 18).
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Figur 18

Hypoteskartans struktur i designarbetet

Overgripande hypotes Gestaltning Medierande processer Efterstrivat utfall
(Mgjligheter som (Hur milj6ns
milj6n erbjuder) mojligheter utnyttjas)
Om elever erbjuds att i - Eleven
digitala miljéer under- Under- - Lararen agerar * agerar i och
soka eller konstruera visningen - Elefverlll(a, koordinerar VP
figurer skapar det for- * utforskar - Eleven skapar
utsittningar for att de |~ Struktur  [€2» * uppticker <> samordning[;V
kan notera, relatera Uppgiften ¥ testar *visualisering
samt dra slutsatser om DV-miljs * interagerar *resonemang
figurers egenskaper Lararen fqrmulerar *konstruktion

Huvuddelen av designarbetet handlade om hur undervisningen skulle gest-
altas (med de olika designelementen) for att frambringa medierande proces-
ser. Det vill siga, genom att fa eleverna att arbeta med och slutféra uppgif-
terna antogs (genom designen) att eleverna skulle engageras i de medierande
processerna vilka understoder utveckling eller lirande. Medierande proces-
serna ses vara de sitt som eleverna tar sig an uppgifterna och hur egenskaper
i den digitala miljon bidrar till att eleverna undersoker, forandrar, diskute-
rar med sin par-kamrat eller med ldraren, s6ker formulera forklaringar och
dra slutsatser etc. Men dven hur liraren vid helklassdiskussioner agerar i
den digitala miljon. Annorlunda uttryckt hur egenskaper i den designade
lektionen bidrar till att eleverna, med Duvals (2014) sitt att uttrycka sig,
ser igenom figuren, det vill siga, agerar i visualiseringsprocesser.
Designarbetet innebar att det utifrdn litteraturen, men dven utifran prak-
tisk grundad erfarenhet skapades tre utgdngspunkter for den 6vergripande
uppgifts- och lektionsstrukturen. 1) Eleverna skulle arbeta i par men pa en
egen dator, med avsikten att pararbetet skulle skapa diskussioner (Sinclair
m.fl.,, 2017). Pararbetet skulle regelbundet foljas upp med diskussioner i
helklass. 2) Uppgifterna skulle skapas sd att elevernas arbete skedde i en
forproducerad interaktiv dynamisk geometrimiljo (applikationer i Geoge-
bra), vilket gjorde att klara granser i designen kunde skapas och erbjuda
lararen en storre kontroll over situationen. Att applikationen ar forprodu-
cerad innebar dven att elevernas fokus kan riktas mot den matematik som
ar inbaddad i uppgiften (Jones, 2011; Leung, 2011). 3) Det tredje villkoret
handlade om det Doerr (2006) benimner dokumentationsprincipen, en
princip for uppgiftsdesign som innebir att eleverna i ndgon form ska redo-
gora for hur de resonerat i de slutsatser de gor. I Studie 2 skapades dirfor
uppgifter dar eleverna i den a-didaktiska sekvensen forvantades att produ-
cera nigon form av resonemang eller slutsats, vilka skulle framforas
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muntligt eller skriftligt, alternativt att skapade konstruktioner skulle pre-
senteras och redogoras for.

Med de tre utgangspunkterna som grund skapades under de tva inle-
dande forskningsmotena uppgifter, applikationer i Geogebra samt en lekt-
ionsplanering for den forsta lektionen (Bilaga 1). Som verktyg anvandes di-
daktiska variabler for att identifiera och synliggora viktiga val i uppgiftsde-
signen. Dessa variabler kunde rora sig om fragans formulering, vilka funkt-
ioner eller eventuella begriansningar som skulle finnas i applikationen. Vi-
dare skapades dven en Overgripande struktur for de tva efterfoljande lekt-
ionerna (Bilaga 2, 3). Sett genom Masons (2014) modell (Figur 7, s. 41)
handlade arbetet om att skapa uppgifter vilka anpassades till tillgiangliga
resurser utifrdn en viss struktur.

Det tredje forskningsmotet innebar en fullstindig genomgéang av och slut-
giltigt bestimma lektion 1a. Vidare testades applikationerna och deras
funktioner relaterades till hur eleverna forvintades ta sig an dem. Arbetet
innebar att vissa justeringar gjordes i lektionsstrukturen, i uppgifterna savil
som i applikationerna.

I det foljande redogors for genomforandefasen. For att skapa en oversikt
over designprocessen i den nyss presenterade fasen sdvil som i foljande fas,
presenteras en tidslinje som visar forskningsmoten och lektioner (Figur 19).

Figur 19
Tidslinje 6ver designprocessen med forskningsmoten och lektioner

I R TITTT

februari | mars april maj
Lektioner
Genomfdrande

Genomforandefasen bestod av lektioner och forskningsmoten. Lektionerna
genomfordes i elevernas ordinarie klassrum utrustat med en interaktiv
skrivtavla. Eleverna arbetade pa en egen dator i par. Lektionerna dokumen-
terades med fyra videokameror, en huvudkamera placerad langst bak, ut-
rustad med myggmikrofon som lararen bar. Genom myggmikrofonen fing-
ades dven ldrarens konversationer med elever. De Ovriga tre kamerorna var
placerade si att de filmade eleverna framifran och fran sidorna. Aven fil-
tanteckningar fordes som minnes-stod vid identifiering av speciella
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skeenden, till exempel om ldraren stillde en friga som eleverna ej tycktes
forstd. Vidare dokumenterades elevernas arbete genom skiarminspelning,
vilken fingade elevernas arbete med uppgifterna samt deras konversation. I
vissa av uppgifterna skrev eleverna ner forklaringar/slutsatser pa en digital
anslagstavla, vilka dokumenterades efter lektionen. Sammanfattningsvis
fanns fem datakillor frdn undervisningen, video frin fyra kameror, filtan-
teckningar, interaktioner mellan lirare-elev, skiarminspelning frdn elevers
arbete och deras konversation samt noteringar fran digital anslagstavla.

Forskningsmotena i genomforandefasen, bestod av tvd huvuddelar. Den
forsta delen bestod av en reflektiv analys (Cobb m.fl., 2003), vars syfte var
att analysera den senaste lektionen. Som forberedelse hade samtliga delta-
gare studerat filmen fran foregdende lektion. Arbetet inleddes med att lira-
ren som ansvarat for lektionen redogjorde for sin upplevelse av den. Det
rorde sig om hiandelser som hen ansdg hade fungerat bra, men aven hiandel-
ser som kunde gjorts annorlunda, saker som inte fungerat som var tinkt
eller observerade hindelser nir elever tycktes fastna. Darefter delgav fors-
karna sina iakttagelser, ndgot som vanligen skedde genom att utvalda se-
kvenser av lektionen spelades upp. Detta arbete fungerade som utgings-
punkt for diskussion gillande forandringar i uppgifter, i applikationer saval
som 1 lektionens struktur. Eventuella foridndringar gillde frimst mellan
samma lektion i de bdda iterationerna men dven infor nasta lektion i samma
iteration. Nar diskussionerna overgick till att blicka framat mot nasta lekt-
ion/lektioner, bytte dven analysen skepnad frin en reflektiv till prospektiv
analys (Cobb m.fl., 2003). Erfarenheterna frin lektion 1, paverkade dven
designen pé lektion 2, det kunde till exempel rora sig om uppgiftens formu-
lering.

Vid forskningsmotet efter lektion 3b sa skedde en reflektiv analys i enlig-
het med motena efter 6vriga lektioner. Men det var dven centralt att finga
intryck och asikter om skeenden under hela iterationen. Darfor foljde en
reflektiv diskussion for att skapa ett rikare underlag till den retrospektiva
analysen. Vid det sista forskningsmotet deltog endast forskarna och en ge-
nomgang och reflektion av hela Studie 2 gjordes samt strategier infoér den
retrospektiva analysen diskuterades.

Retrospektiv analys

Malet med den retrospektiva analysen i Studie 2 dr att formulera design-
principer. Till skillnad mot de prospektiva och reflektiva analyserna vilka
ar orienterade mot hur olika processer ska komma i spel, relaterar den ret-
rospektiva analysen till hela designen, till de teoretiska antaganden vilka
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ligger som grund for studien, sivil som de forindringar som gjordes i lekt-
ionerna under studiens gang (Cobb m.fl., 2003). Har foreligger saledes na-
got av ett metodologiskt dilemma, att visa hur elevernas lirande eller for-
andrade satt att resonera ar en foljd av lektionernas design. En viktig aspekt
i den retrospektiva analysen ar att forskaren dr explicit kring vilka kriterier
och de typer av bevis som anvinds som grund for de slutsatser som dras for
att andra forskare ska kunna forstd analysen (Cobb m.fl., 2003). Till exem-
pel anvinde Kwon m.fl. (2013) Toulmins (2003) argumentationsschema
som ramverk nir de i en studie i 4r 8 sokte utveckling i elevers sitt att un-
derbygga sina resonemang om geometriska monster. Genom att anvinda
ramverket kunde Kwon m.fl. gora tolkningar av klassrumshandelser for att
koppla elevernas sitt att argumentera till de sitt som undervisningen desig-
nats pd i syfte att skapa mojligheter till utveckling.

P3 motsvarande sitt som Kwon m.fl. (2013) baserades i Studie 2 den
retrospektiva analysen pa Duvals (1995) visualiseringsprocesser. Analysen
skedde i tvd steg dar det forsta steget, vilket foljer harnist, syftade till att
identifiera pa vilka sitt och i vilka situationer eleverna agerade i visuali-
seringsprocesser. Det andra steget sokte darefter identifiera saval designele-
ment i undervisningens gestaltning som skeenden under lektionen vilka bi-
dragit till och mojliggjort att eleverna agerade i och koordinerade visuali-
seringsprocesser och formadde skapa samordning med resonemang.

Nir Sandovals (2013) hypoteskarta har integrerats med de tva forsta fa-
serna (forberedelse och genomforande) sa kan kartan verka guidande ige-
nom den retrospektiva analysen, genom att tilldta att forskaren arbetar bak-
langes och evaluera linkarna mellan varje komponent i hypoteskartan
(Wozniak, 2015). Genom att folja Wozniak blev strategin att arbeta bak-
linges genom hypoteskartan (Figur 18, s. 78) den strategi som genomsyrar
den retrospektiva analysen.

Analys steg 1

I det forsta steget fokuserades att identifiera elevernas agerade i visuali-
seringsprocesser genom att studera en lektion i taget. Arbetet skedde i ett
databearbetningsprogram dir upp till fyra videofilmer synkront kunde spe-
las upp, men dir en av filmerna utgjorde en sd kallad huvudfilm, vilken
aven spelade upp ljud. Arbetet inleddes med att studera filmerna fran klass-
rummet, dar kameran som ldararens myggmikrofon var kopplad till var hu-
vudfilm. Detta gjordes for att fa en helhetsbild av lektionen och intressanta
sekvenser markerades i programmet i form av tidsstimplar (en markér med
en kort notering om innehéll). Dessa sekvenser rorde sig i huvudsak om
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intressanta iakttagelser nar lararen hade helklassdiskussioner, men dven nir
lararen diskuterade med enskilda elever. I ndsta skede fokuserades elevernas
arbete, dar varje elevs skiarminspelning analyserades, en uppgift i taget. Ar-
betet resulterade i atskilliga sekvenser dar ett exempel pa en sekvens ar hur
en tillford diagonal till en figur innebar forandringar i sattet som tva elever
resonerar om figuren.

Genom att folja Miles m.fl. (2020) innebar arbetet med att ta fram se-
kvenser, att data reducerades i relation till syftet sdvil som det teoretiska
ramverket. De framtagna sekvenserna kallades fortsattningsvis for dataen-
heter (vilka i detta skede inneholl information frin lektioner, men i senare
delar av den retrospektiva analysen kom dataenheter dven att innehalla in-
formation fran forskningsmoétena). Dataenheterna kunde nir de bestod av
video- eller ljudfiler ha en tidslingd pd mellan 15 sekunder upp till nio mi-
nuter.

Nista moment innebar att studera dataenheterna i detalj, nir eleverna i
den digitala miljon arbetade med uppgiften och gjorde forandringar i appli-
kationen (de olika figurerna) och diskuterade vad dessa forandringar kunde
betyda for deras arbete med att finna en slutsats. Fokus lag pa att identifiera
pd vilka sitt och i vilka situationer eleverna agerade i olika visualiserings-
processer, samt hur de koordinerade detta agerande och pd sddant sitt
kunde utnyttja figuren for att bygga geometriska resonemang.

I syfte att skapa en bild av vad analysen sokte finga presenteras pa ett
forenklat och konkret sitt vad olika ageranden i visualiseringsprocesser kan
innebara (Figur 20).

Figur 20
Tre figurer som dskddliggor agerande i perceptuell, diskursiv samt operativ VP
A B C
. A Lp A B
a) b) c)

I) Perceptuell VP visar elever genom att svara pa fragan. Vilka figurer bygger
upp den avbildade figuren (Figur 20a)? Det handlar i stora drag om ren och
strikt avldsning och identifiering. II) En 6vergang fran perceptuell- till dis-
kursiv VP sker i olika grad om elever arbetar med féljande fragestillning.
Namnge figuren och beskriv dess matematiska egenskaper genom att ta
hansyn till den givna figuren och notationerna som anges pa den (Figur
20b). Hir beaktas formagan att transformera visuell information till verbal
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information med korrekta slutsatser. III) Operativ VP kan eleven visa om
hen kan vilja ritt (med korrekt motivering) bland foljande alternativ (Figur
20c), a) Arean pd A ir stOrre an arean pa B, b) arean pd A ir densamma
som for B, c) arean for A 4r mindre 4n B, d) frigan kan ej besvaras da inga
lingder har angetts. Indikator for operativ VP kan sdledes vara om eleven
kan identifiera och forandra position eller riktning for en given figur eller
for nadgon av dess underfigurer.

For att finga elevernas ageranden i visualiseringsprocesser i relation till
varje uppgift skapades indikatorer, vilka blev redskap for att precisera de
fragor som stilldes till datamaterialet. Indikatorerna antar formen av fragor
med formuleringen, pa vilka sitt, just for att betona att fokus ligger pa pro-
cesser. For att exemplifiera indikatorer for en uppgift ges foljande exempel.
Bestim liangden av den streckade diagonalen (Figur 21). Undervisningen
skedde i form av lirardemonstration (Jones, 2011) och lararen kunde agera
operativt, till exempel genom att lagga till ytterligare en diagonal eller flytta
punkt B langs kvartscirkelperiferin.

Figur 21
Uppgift for att illustrera indikatorer for att fanga elevernas ageranden (se nedan).
Uppgiften l6d. Bestim lingden av den streckade diagonalen

r 5cm : 5cm
Indikatorer
I. P& vilka sitt identifierar eleven figurer sdsom rektangeln, kvarts-
cirkeln, strickan DC, AC, BD? (agerande i perceptuell VP)
II. P4 vilka sitt identifierar relevanta underfigurer sisom kvartscir-
keln och strickorna AC och BD? (operativ VP)
III. P4 vilka sitt identifierar och i resonemang associerar eleven egen-
skaper/begrepp med underfiguren/figurerna? (diskursiv VP)
IV.  Pavilka sitt genererar eleven relationer amnade att bygga till en
kedja av argument? (koordinering av visualiseringsprocesser)
V.  Pavilka sitt starker eleven argument med stod i figur och/eller be-

grepp/definitioner? (samordning, visualisering och resonemang).
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I figur 22 konkretiseras (genom ett utdrag ur data) en tolkning som gjorts
med hjilp av indikatorerna for att finga elevers agerade och relatera till
Duvals (1995) visualiseringsprocesser.

Figur 22
Exempel pd bur en elev agerar i visualiseringsprocesser

— ' Eleven identifierar underfigurer (perceptuell VP)

Eleven fokuserar en specifik underfigur, triangeln

A A langst ner och plockar ut den (operativ VP)

Eleven gér ner i dimension (dimensionell dekonstrukt-

/

ion) och fokuserar triangelns sidor

Eleven gor antagandet att triangelns sidor ir lika linga,

|\
D

dé ir triangeln liksidig, koppling mellan identifierade

underfigurer och matematiska principer (diskursiv VP)

Eleven genererar relationer, si till vida att halva

A —> strickan BD dr densamma som triangelns sida (s). Vil-
A ket innebir att hela strickan BD ir 2s.

sem  Som

Utdraget visar endast den delen av elevens arbete nir eleven agerar i och
koordinerar visualiseringsprocesser. Namnas bor att eleven i den logiska
kedjan gor ett felaktigt antagande, men ett resonemang behover inte till
fullo vara korrekt sd lange det finns vissa inslag av skil som stoder resone-
manget (Lithner, 2007). I Studie 2 handlar det initialt om just hur eleverna
kan agera i och koordinera agerande i visualiseringsprocesser nigot som
aven kan utldsas ur ovanstdende indikatorer. En koordinering av visuali-
seringsprocesserna skapar forutsdttningar for eleven att vid uppgiftslosning
i samspel med resonemang finna viagar framdt, ndgot som mojliggor att ele-
ven kan bygga en logisk kedja av resonemang (Llinares & Clemente, 2018),
Denna logiska kedja dr det som Duval (1998) bendamner for att det sker en
samordning mellan visualisering och resonemang och eleven skapar ett
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geometriskt resonemang, ndgot som kan skonjas i indikatorerna IV och V.
Sammanfattningsvis lag fokus i analysens forsta steg att identifiera pa vilka
satt och i vilka situationer eleverna agerade i och koordinerade visuali-
seringsprocesser, en koordinering vilken kunde samordnas med resonemang
i syfte att nd Iosningar pa uppgifter. I hypoteskartan motsvarade det fokus
pa sektionerna efterstrivat utfall och medierande processer (Figur 23).

Figur 23
Fokus i det forsta steget av analysen ldg pd sektionerna efterstrdvat utfall sami me-
dierande processer

Medierande processer Efterstrivat utfall
(Hur miljéns
mojligheter utnyttjas)

L - Eleven
- Lararen agerar * agerar i och

- Eleverna; koordinerar VP
utfor?kar - Eleven skapar
uppticker <> samordning av
_ testar *visualisering

* interagerar * resonemang
* formulerar *konstruktion

Dataenheter fran lektionerna skapade underlag for det andra steget i ana-
lysen. I stora drag var dataenheterna grupperade efter de olika uppgifterna
som eleverna arbetat med, detta for att skapa mojligheter att pa ett enkelt
satt overblicka fenomen av liknande art d& de ofta horde till samma uppgift.

Analys steg 11

Analysens andra steg riktade intresset mot hur egenskaper i den designade
miljon skapade forutsdttningar for eleverna att agera i och koordinera visu-
aliseringsprocesser. Konkret utgick analysen frin dataenheterna som fram-
kommit i det forsta steget, genom att fokusera en hindelse it gdngen, till
exempel nir eleverna tog sig an en uppgift. Arbetet innebar en systematisk
genomgang av dataenheterna och ndgot som mojliggjorde att enheterna
kunde grupperas. For att exemplifiera en sddan hindelse anvinds samma
exempel som tidigare, men utokad med en bild i vilken en ytterligare diago-
nal tillforts. Uppgiften 16d. Bestim lingden av den streckade diagonalen
(Figur 24).
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Figur 24
Hur ldraren genom agerande i operativ VP tillforde en diagonal

A B A B

Undervisningen skedde i form av lirardemonstration (Jones, 2011) och li-
raren visade inledningsvis endast representationen till vanster (Figur 24a).
Dataenheterna fran skarminspelningarna visade att flertalet elever sokte
nyttja berdkningsstrategier. Ingen av eleverna nddde en korrekt slutsats un-
derbyggt av geometriskt resonemang. Daremot nddde nagra elever en i sig
korrekt slutsats, men dir svarigheter uppstod nir slutsatsen skulle under-
byggas med matematiska argument. Vanligt var att eleverna gjorde anta-
ganden som de sjilva accepterade, vilka ofta vilade pa perceptuell VP. Den
hiandelse som fokuserades var nir liraren med en didaktisk handling till-
forde ytterligare en diagonal (Figur 24b), ett i sig operativt agerande. I ana-
lysen visade dataenheterna, ett hos eleverna forandrat sitt att nidrma sig fi-
guren och att det var en okad forekomst ageranden i perceptuell- och dis-
kursiv VP samt att samordning mellan visualiseringsprocesser och resone-
mang skedde, vilket bidrog till att minst 50% av elev-paren (ir 8) nadde
fram till en slutsats underbyggt av geometriskt resonemang.

Analysen fokuserade sdledes orsaker till denna forindring, genom att
analysera elevernas ageranden, lirarens agerande, den digitala miljons roll
for olika ageranden, lektionens design etc. Fokus ldg sdledes pa sektionerna
medierande processer samt gestaltning (Figur 25).

Figur 25
I analysens steg II fokuserades sektionerna medierande processer samt designele-
menten under lektionens gestaltning

Gestaltning Medierande processer
(Mojligheter som (Hur miljéns
miljon erbjuder) mojligheter utnyttjas)

Under- - Lararen agerar

visningen - Eleverna;

* utforskar
Struktur ~ [€>»{ * uppticker
Uppgiften * testar
DV-miljo * interagerar
Léraren * formulerar
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I analysen identifierades saledes att utnyttjande av en flexibel digital miljo
hade en paverkan som en medierande process. Nar lararen tillforde ytterli-
gare en diagonal eller forandrade storleken pd den inskrivna rektangeln,
ledde detta till att eleverna forandrade satten de agerande pd i visualiserings-
processer. Den visade sekvensen grupperades i analysen in i undertemat,
liraren utnyttjar miljon, vilket var del av temat digitala miljon.

Liraren kan i undervisningssituationen betraktas som en resurs (Mason,
2014) och dennes sitt att i situationen tillfora en diagonal sigs vara ett age-
rande som i analysens andra steg utgjorde en indikator for hur egenskaper
i den digitala miljon anvindes for att mojliggora, stimulera och utveckla
elevers sitt att agera i visualiseringsprocesser.

Den digitala miljon och elevernas agerande i den var direkt knutna till
skeenden under lektionen, men faktum var att uppgiften hade skapats som
del i designen, som sidan hade den utformats med en strivan att skapa
mojligheter for eleverna att agera i visualiseringsprocesser. Vidare hade det
under forskningsmotena planerats for, hur lektionen skulle struktureras i de
didaktiska- och a-didaktiska sekvenserna, hur diskussioner skulle initieras
eller hur elevers forvantade bidrag kunde te sig samt hur forklaringar och
slutsatser skulle foljas upp. Tidigare nimndes att en central aspekt i design-
forskning ar att designprocessen grundligt och systematiskt dokumenteras
(Edelson, 2006). En grundlig dokumentationen ar nédvandig for att kunna
skapa en trovirdig analys. Slutliga pastdenden kan sedan motiveras genom
att spara igenom de olika delarna av analysen ofta tillbaka dnda till filmin-
spelning och transskript (Gravemeijer & Cobb, 2006). Nista steg i den ret-
rospektiva analysen var att granska designprocessen nar lektionen planera-
des, hur forskarlaget diskuterade och hur detta ledde till justeringar i lekt-
ionen, vilka kunde forklara eventuell utveckling i elevernas agerande. Detta
steg innebar en granskning av designkonversationer.

Designkonversationer

I en designstudie ar data fran forskningsmotena starkt barande for att fors-
karen ska kunna finga designprocessen. I Studie 2 bestod denna data av
ljudinspelade filer samt skriftlig dokumentation frdn varje mote. Benam-
ningen designkonversationer antogs for att betona just att studiens design
byggs upp, omprovas och forfinas genom konversationer i forskarlaget. I
analysen blev designkonversationerna centrala, detta av tre skal. a) For att
finna bakomliggande forklaringar till skeenden under lektionerna var sjilva
designprocessen ett viktigt underlag. Narmare bestimt hur lektionens/lekt-
ionsseriens design hade vixt fram och de forvantningar som stillts genom
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den pé elevernas agerande. Sett ur en analysaspekt handlar det om att fors-
karen kan korshanvisa sitt material (Miles, m.fl., 2020) och dirmed bli
battre rustad att forsta data i sin kontext. b) Till varje forskningsmote som
skedde efter en lektion hade alla deltagare studerat filmen fran lektionen
och det skedde en reflektiv analys av lektionen under motet. Det vill siaga,
innan den retrospektiva analysen dgde rum hade en slags analys av lektionen
redan skett, aven om den ej hade exakt samma fokus som i analysens andra
steg, sd var den viktig for den hade lagt en grund fér vad som hade uppfat-
tats vara centrala aspekter under lektionen. ¢) Med grund i den reflektiva
analysen hade arbetet under forskningsmotena overgdtt till en prospektiv
analys, vilken nu blev foremal for analys. Med ett fokus pa diskussioner och
de designbeslut som tagits i forskarlagets arbete, beslut som resulterat i
storre eller mindre justeringar infor den andra iterationen och dirmed 4ven
ett steg ytterligare mot formulering av designprinciper. I analysen noterades
saledes hur fenomen under moten hade diskuterats, vilka justeringar som
gjordes och darefter foljdes upp genom att studera vad som hinde under
lektionen. Analysarbete innebar att forskaren gar fram och ater i sin data
for att kontrollera att denne ej forbisett ndgot (Miles m.fl., 2020). I denna
analys skedde detta som nimnts genom att spdra tillbaka frin framtagna
dataenheterna fran lektionerna till ljudfiler och dokumentation fran forsk-
ningsmotena, for att ater ga tillbaka till lektionens dataenheter for att gora
jamforelser, for att spara foreteelser om hur den designade lektionen stimu-
lerar och utvecklar elevers sitt att visualisera figurer.

I analysen skapades inledningsvis nio underteman vilka ansigs ha péver-
kan pa elevers sitt att agera i visualiseringsprocesser och fora resonemang.
De nio undertemana horde till fyra teman, uppgiften, den digitala miljon,
lirarens roll samt lektionsstruktur. Men innehéllet i temana ldrarens roll
och lektionsstruktur uppfattades pa ett naturligt sdtt vara del av ovriga tva
teman (uppgiften och digitala miljon), varvid de inforlivades i dessa. Ett ex-
empel pa en sddan inforlivning ar undertemat synliggora matematik i temat
lararens roll. Nar lararen pd olika sitt synliggjorde matematik s3 utnyttjade
hen vanligen egenskaper i den digitala miljon, varvid synliggora matematik
inforlivades i undertemat liraren utnyttjar miljon. Figur 26 visar teman och
underteman som skapades i analysen.
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Figur 26
Teman, underteman och designprinciper som skapades i analysen

Teman Underteman Designprinciper
) Geometriskt agerande UAB-uppgifter
Uppgiften Konstruktion Konstruktionsuppgifter
Ldraren utnyttjar miljon Informativ flexibilitet
Digitala miljén Undersokande maojlighet Dragfunktion
Dynamik Dynamiska egenskaper

Synliggora matematik

Lararen roll
Utmana elever

) Arbete i par
Lektionsstruktur

Helklassdiskussioner

Malet med Studie 2 har varit att skapa ett ramverk fér handling (diSessa &
Cobb, 2004), vilket antar formen pa designprinciper (van den Akker (1999).
I Studie 2 har hypoteskartan anviants som strukturerande verktyg for att ha
kontroll pa de olika elementen i designen. Med andra ord har undertemana
i analysen skapats ur hypoteskartan (Figur 27).

Figur 27
Symbolisk bild bver hur undertemana har skapats ur hypoteskartan

Hypoteskarta

—_—> | Underteman |

Nir det giller sittet resultatet kan presenteras pd, hade varje undertema
kunnat presenteras i form av en egen hypoteskarta, dir undertemana be-
skriver innehdllet i hypoteskartan. Men som tidigare namns har mélet i Stu-
die 2 varit att skapa designprinciper (van den Akker, 1999). Dessa design-
principer kommer nira Sandovals (2013) hypoteskarta. Den viktiga skill-
naden ar att designprinciper formuleras i termer av ageranden eller i termer
av aktivitet, medan en hypoteskarta ar till sin natur hypotetisk och utformas
i form av antaganden (Bakker, 2018). Det finns ndgra olika formuleringar
pa designprinciper men dir betydelsen dr relativt lika (t ex Kali & Linn,
2007; Mintrop, 2016). En mer kiand och tydlig formulering pa designprin-
ciper bidrar van den Akker (2013) med,

If you want to design intervention X [for the purpose/function Y in context
Z), then you are best advised to give that intervention the characteristics Ci,
Ca, ..., Cm [substantive emphasis], and to do that via procedures Pi, P, ...,
P. [procedural emphasis], because of theoretical arguments T1, T, ..., Tp and
empirical arguments E1, Ea, ..., E ¢ (van den Akker, 2013, s. 67)
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Bakker (2018) antyder att det 4r mojligt att nir forskaren har ett antal hy-
poteskartor kan en transformation goras till ett antal designprinciper. Aven
Wozniak (2015) ar inne pd samma linje, hon skriver, analyser som utfors
[genom hypoteskartan] kan potentiellt leda till utveckling av teoretiskt
grundade designprinciper som illustrerar kunskapen som genereras fran ge-
nomforandet av UDF” (s. 597, min 6versittning). Sdledes kommer en trans-
formation i Studie 2 att goras med anledning av att hypoteskartan kan sigas
vara mera riktad mot sjdlva forskningsprocessen medan designprinciper
battre kan fungera som medel for att kommunicera direke till potentiella
anvindare (lirare). Overgangen symboliseras enligt figur 28.

Figur 28
Symbolisk bild 6ver transformation fran hypoteskarta till designprinciper

| Hypoteskarta |—)| Underteman |T| Designprinciper

Overgangen mellan hypoteskartan och designprinciper sker genom att hy-
poteskartans efterstravade utfall skapar designprincipens andamalet/funkt-
ion Y. Vidare skapar innehéllet i sektionen gestaltning designprincipens ka-
rakteristiska egenskaper C. Designprincipen backas upp av teoretiska- och
empiriska argument. De teoretiska argumenten 4r himtade ur hypoteskar-
tans inledande sektion vilka underbygger de hypotetiska antaganden som
gjordes. De empiriska argumenten skapades i analysen (analys av lektioner
savil som designkonversationer) och sorterades in i undertemana.

Kvalitet i designstudier

Tva grundliggande kvalitetsbegrepp i vetenskapliga studier ar validitet och
reliabilitet. For kvantitativ forskning som ofta bygger pd mitningar har de
bdda kvalitetsbegreppen en vil fungerande funktion. Lincoln och Guba
(1985) problematiserar dock anvindning av de bdda begreppen nar det
handlar om kvalitativa studier och flertalet forskare har foreslagit att andra
begrepp bor anvindas for sddana studier (t ex Denscombe, 2007; Larsson,
2006). Bakker (2018) menar emellertid att kommunikation bland forskare
inom filtet underlidttas om begreppen validitet och reliabilitet anvinds,
dock med viss anpassning. En sddan anpassning ar att i designstudier anta
ett mer holistiskt synsitt genom att tala om reliabilitet, extern validitet och
intern validitet (Bakker, 2018). Reliabilitet kan beskrivas som ett test
huruvida resultat eller slutsatser som dras i en studie dr oberoende av vilken
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forskare som genomfor studien, nadgot som definieras som replikerbarhet
(Plomp, 2013). Nar det galler designstudier menar Plomp att det tycks vara
omoijligt att sddana studier ar replikerbara, diremot kan en virtuell repli-
kerbarhet dga rum. En virtuell replikerbarhet uppnds om studien rapporte-
ras pa ett sddant siatt att det ar mojligt att folja forskningsprocessen, sa att
centrala idéer kan anvindas i andra situationer efter nodvandiga justeringar
(Bakker, 2018).

Extern validitet refererar till i vilken omfattning resultat kan generaliseras
att gilla aven utanfor forskningskontexten (Bryman, 2012). Eftersom ut-
bildningsvetenskaplig designforskning sker i naturliga miljoer dar fler vari-
abler finns 4an vad som kan kontrolleras, kan resultat frin sidana studier
inte generaliseras utan noggranna overviaganden (McKenney & Reeves,
2013). Daremot kan sddana resultat erbjuda anviandbara och viktiga insik-
ter som kan ligga till grund for andra studier. Det handlar dd om att design-
principer som framkommit i en studie, kan ligga en grund for efterkom-
mande designstudier, ndgot som bendmns analytisk generaliserbarhet
(Plomp, 2013)

Med intern validitet avses huruvida det dr en god 6verensstimmelse mel-
lan forskarens observationer och de teoretiska idéer som utvecklas (Bryman,
2012). I en designstudie handlar det om att insamling av data sdvil som
analys av den utfors med stor noggrannhet (McKenney m.fl., 2006). I grun-
den handlar det om att analysens gors pa ett sidant satt att det framgar hur
resultaten har genererats. Som framgdr ovan ar det kriterier gillande intern
validitet som framst uppfattas vara applicerbara nar kvalitet i designstudier
diskuteras. Bakker (2018) lyfter fram nagra aspekter av intern validitet: te-
oretisk forankring, forskningsdesign, datainsamling, dataanalys samt
gjorda slutsatser. Teoretisk forankring handlar savil om hur vil studiens
problem &r definierat som att det har en stark forankring med nuvarande
kunskapslage i relation till litteraturen. I Studie 2 har en gedigen litteratur-
genomgang gjorts for att ringa in problemomradet samt att de teorier som
anvants i studien ar val etablerade inom matematikdidaktisk forskning. En
god teoretiska forankring ligger samtidigt en god grund for att utforma en
designstudie sa att den stoder och formar verka for att problemet kan be-
handlas, sjilva forskningsdesignen. En viktig aspekt nir det galler forsk-
ningsdesign ar att den bygger pa ett samarbete mellan forskare och larare.
Da blir ett satt att starka validiteten att visa att interventionen foddes ur ett
verkligt samarbete mellan deltagarna (McKenney & Reeves, 2018), nigot
som belysts genom det som Merriam (1991) bendmner som en kontextrik
beskrivning i savil analysavsnitt som i resultatframstillningen.
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Insamling av data savil som analys av den, handlar som nimndes ovan
mycket om noggrannhet. I Studie 2 anvindes flera olika datakillor, ndgot
som vanligen bendmns triangulering och dr ndgot som bidrar till en mer
robust data-uppsittning och som starker den interna validiteten (McKenney
& Reeves, 2018). De slutsatser som gjordes i Studie 2 vilar pd triangulering
sdsom att en viss typ av data kontrolleras mot en tolkning som gors av en
annan typ av data, ndgot som ligger i linje med det som Miles m.fl. (2020)
bendmner for att korshidnvisa sitt material. Nagot som skedde genom att
jamforelser gjordes om hur fenomen hade diskuterats under forskningsmé-
ten, vilka lett till férdndringar i designen, vilka direfter foljdes upp genom
att studera vad som hinde under lektionen.

Etiska dvervaganden

I Sverige har Vetenskapsrddet (2017) tagit fram sd kallade etiska kodexar,
regler for hur forskning ska bedrivas. Det finns tva krav pé forskning som
kan sigas vara varandras motpoler. Det ena ar forskningskravet, vilket in-
nebir att forskning ar angeldget for samhallet, for att kunskaper ska utveck-
las samt metoder forbattras med hjilp av forskning. Det andra ar individ-
skyddkravet vilket ses som forskningskravets motpol och innebir att indi-
vider som medverkar i forskning ska skyddas mot skada och kriankning (Ve-
tenskapsradet, 2017). Individskyddkravet innebdr initialt krav pa att fors-
karen fran bertrda individer inhdmtar informerat samtycke, nidgot som ar
speciellt viktigt nir forskningen ror barn (elever). Ett andra krav ar konfi-
dentialitet, vilket 4r en forpliktelse att hantera data pé ett tillborligt satt och
inte sprida uppgifter forskaren fatt i fortroende, ett skydd mot att obehoriga
far del av uppgifterna (Vetenskapsradet, 2017).

Studie 2 var del av ett storre projekt. I samband med projektets start er-
holl de bdda lirarna information om projektet (dar Studie 2 var en del) och
tillfragades om deltagande. Nir det giller eleverna i de bada klasserna, sd
erholl de information om projektet och tillfrigades om de kunde tinka sig
att delta. Informationen skedde sdvil muntligt som skriftligt. Da eleverna
vid projektets start var under 15 ar inhdmtades skriftligt samtycke fran savil
eleven som elevens vardnadshavare, ndgot som skedde genom ett brev som
togs hem for medgivande genom pdaskrift. Genom brevet informerades om
syftet med projektet och de villkor som gillde for elevens deltagande och
att elev eller virdnadshavare, nar helst ndgon av dem sa onskar, hade ritt
att avbryta elevens deltagande i projektet. I brevet informerades dven att
insamlade data enbart var 4mnat att anviandas for forskningssyfte samt hur
data som sddan skulle komma att behandlas.
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Resultat
Resultatavsnittet inleds med att repetera forskningsfragan,

e Hur kan geometriundervisning i digitala miljoer designas sa att
den stimulerar och utvecklar elevers sitt att visualisera figurer
som grund for geometriskt resonemang?

Lisaren paminns dven om den skillnad som tidigare gjorts gillande resone-
mang och geometriskt resonemang. Enligt Duval (1998) startar resonemang
genom visualisering (ageranden i visualiseringsprocesser) vilket ses vara en
forutsattning for att samordning mellan visualisering och resonemang kan
byggas och att det dr just denna samordning som mojliggor att geometriska
resonemang kan vixa fram med stod i figurer. I undervisningen dr det sale-
des centralt att lararen beaktar och erbjuder eleverna mojligheter att trana
pa att agera i visualiseringsprocesser. Som en naturlig foljd fokuserar de tre
forsta designprinciperna, hur undervisning kan designas for att stodja ele-
vers agerande i och koordinering av visualiseringsprocesser, ndgot som
askadliggors med den streckade ringen i Duvals (1998) modell om geomet-
riskt resonemang (Figur 29).

Figur 29
Schematisk bild for bur designprinciperna endera fokuserar undervisning mot visu-
alisering eller mot samordning av de tre processerna

- - ~T Ageranden i visualiseringsprocesser
.- <7 Visualisering ) 4=<T_ | & gsp

7 ———

S .
’’ s
! N ; < Samordning for utveckling

\. Konstruktion < Resonemang av geometriskt resonemang
N\ (med verktyg)
~

Men det ar aven centralt att undervisningen dessutom arbetar med de tre
kognitiva processerna, visualisering, resonemang och konstruktion och till-
ser att eleverna erbjuds mojligheter att skapa samordning mellan dem (Du-
val, 1998). Dirfor tas, genom de tva efterfoljande designprinciperna ett steg
ut och fokus liggs mot hur undervisning kan designas for att stodja elevers
samordning mellan dessa processer, ndgot som askadliggors i figur 29 med
hjilp av den streckprickade ringen. De fem designprinciperna dr som foljer
och nir redogorelsen gors inleds varje avsnitt med designprincipen.
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Informativ flexibilitet
Fordesignade uppgifter med drag-funktion
Uppgifter som loses effektivt utan algebraisk beridkning

Dynamiska egenskaper/geometriskt resonemang

mo oy

Konstruktionsuppgifter i dynamiska geometrimiljoer

Informativ flexibilitet

Om du onskar designa en intervention i en digital lirmiljo, med syftet att
stodja och stimulera ageranden i operativ VP, rekommenderas du att an-
vinda en digital miljé som dr informativt flexibel dirfor att,

Teoretiska argument: (1) En informativt flexibel milj6 erbjuder dig moj-
lighet att stegvis visa och tillfora detaljer efter hand och darmed synliggora
for elever hur de kan visualisera figurer (Markkanen, 2014). (2) Att synlig-
gora och arbeta med figurers egenskaper och operera i dem, lagger en grund
for och mojliggor att eleven kan koordinera visualiseringsprocesser, vilket
bidrar till att eleven vid uppgiftslosning kan fora fram slutsatser som vilar
pa valida geometriska resonemang (Torregrosa & Quesada, 2008).

Empiriska resultat: I foljande exempel, som ir en lirardemonstration ut-
nyttjar liraren (Kim) egenskaper i en informativt flexibel miljo, genom att
stegvis tillfora information till den figurrepresentation som ar tillgdnglig for
alla elever pa den interaktiva skrivtavlan. Genom agerandet riktar Kim ele-
vers uppmarksamhet mot hur de, genom att tillfora information till en figur,
kan nyttja figurer som verktyg och pd siddant sitt finna vigar framdt vid
geometrisk uppgiftslosning. I exemplet 16d uppgiften. Bestim lingden av
den streckade diagonalen? (Figur 30). Uppgiften ges i Geogebra vilket med-
ger att information kan tillforas efter hand beroende pa elevernas respons,
till exempel genom att tillfora ytterligare en diagonal.

Figur 30

Bestdam lingden av den streckade diagonalen
P—
1 5cm 5cm

I foljande dialog foljer vi ett elev-pars arbete.
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(1) Elev a: Det ser ut som om det far plats tvd kortsidor pa
en ldngsida (jamfor rektangelns sidor)

(2) Elev b: Ja och om man tar och viker diagonalen som ett
L, sd ser det ut som om den blir precis lagom ling
for att ticka en langsida och en kortsida

(3) Elev a: Men tror du det? D4 skulle diagonalen vara 15 cm

(Utdrag fran Lla)

I dialogen fokuserar eleverna sidant som de visuellt utlaser ur figuren. Sa-
ledes begransar sig eleverna till att agera i perceptuell VP och forminskar
agerandet i diskursiv VP till att enbart ha en funktion av att korrekt be-
nimna de underfigurer som identifieras.

Nir Kim bryter for en diskussion, visar det sig att ingen elev ndtt fram
till en I6sning. I den situationen tillfér Kim ytterligare en diagonal (strackan
B-D) till figuren (Figur 31).

Figur 31
Ldraren har utnyttjat en informativt flexibel miljé och agerar i operativ VP och
tillfor yiterligare en diagonal, strdckan B-D

5cm 5cm

Att inte visa bdda diagonalerna inledningsvis var ett didaktisk val och ndgot
som pa ett medvetet sitt ldg inbaddat i designen, just for att leda eleverna
in i ageranden av operativ VP. Detta val mojliggors just genom designprin-
cipen informativ flexibilitet, vilket mojliggor att liraren med ganska enkla
medel, i uppgiften kan tillhandahélla olika grader av information till ele-
verna. Lararen behover inte slippa all information direkt, utan ger eleverna
inledningsvis mojlighet att sjdlva agera i operativ VP. Vid designen gjordes
antagandet att flera elever enbart skulle forlita sig pa perceptuell VP, men
att anda nagra elever dven skulle agera i operativ VP och sjilva tillfora
strackan B-D. Nar sd inte blev fallet i denna lektion kunde Kim belysa, att
genom att agera i operativ VP kan nya mojligheter skapas for att finna en
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16sning pad uppgiften. I foljande dialog foljer vi hindelsen nir ytterligare en
diagonal har tillforts figuren och Kim stiller foljande fraga till klassen,

(4) Kim:

(5) Klassen:
(6) Kim:

(7) Elev x:
(8) Kim:
(9) Elev x:

Kan man siaga ndgonting om man jamfor strackan
A-C och B-D, kan man siaga nigonting om dom

Tystnad

Vilken tror ni dr langst av A-C och B-D? Flertalet
hinder ricks upp varvid frigan limnas till elev x

Dom ir lika langa
OK, varfor di
Bidrar med en forklaring...

(Utdrag fran Lla)

Elev x ger en motivering utifrdn att det ir diagonalerna i en rektangel. Med
forvissning (?) om att eleverna nu vet att de bdda diagonalerna i figuren ir
lika ldnga lamnar Kim ater ut uppgiften till elev-paren, att finna en l6sning
pa hur lang strackan A-C ar. Vi foljer harnist fortsattningen av samma elev-
pars arbete med uppgiften. Inledningsvis studerar eleverna figuren pa nytt
en stund, varefter elev a, inleder,

(10) Elev a:
(11) Elev b:

(12) Elev a:

(13) Elev b:
(14) Elev a:

Med den nya diagonalen bildas det 4 trianglar...

Ja, de som stdr mot varandra ar lika, de dr parvis
lika (avser att diagonalerna bildar fyra trianglar)

Triangeln dir nere..., det ser ut som en liksidig tri-
angel, da ar vil den ena sidan S5cm och da maste
den andra sidan ocksa vara Scm

Vad sade du? Vilken sida d3

Det dr en liksidig triangel, d& ar alla sidor Scm,
eftersom trianglarna ar parvis likadana, maste di-
agonalen vara 10

(Utdrag fran Lla)
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Foljande tolkning gors av elevernas dialog, eleverna,

10. identifierar fyra trianglar (agerar i Perceptuell VP)

11. noterar egenskaper hos trianglarna, (Diskursiv VP)

12a. gor antagandet att triangeln nederst ar liksidig (Perceptuell VP)

12b. bryter ut triangeln nederst (Operativ VP)

12c. gar ner i dimension genom att fokusera triangelns sidor (dimens-
ionell dekonstruktion som ir en del av Diskursiv VP)

12d. tar stod i begreppet liksidig och genom det motiverar varfor si-
dorna ir lika langa (Diskursiv VP)

14a. forbinder motiveringen i (12d) med den ursprungliga figuren
(Diskursiv VP)

14b. nar en slutsats — om triangeln ar liksidig med sidan 5 cm, sa inne-
bar det att diagonalen dr 10 cm, darfor att i (11) noterades att
motstdende trianglar var lika, vilket innebar att bida trianglar-
nas sidor dar 5 cm (Diskursiv VP).

Genom de tva dialogerna visas att eleverna har forandrat sitt sitt att upp-
fatta figuren. Detta berodde pa att Kim utnyttjat den informativt flexibla
miljon och tillhandahiller information gradvis, vilket verkat stodjande for
elevernas agerande i visualiseringsprocesser. I exemplet var operativ VP i
fokus, detta sett ur tva aspekter, a) eleverna erbjuds att uppfatta hur ett
agerande i operativ VP kan utforas, vilket kan bidra till att eleven sjilv age-
rar i operativ VP i en liknande situation vid nista tillfille, b) eleven erbjuds
aven mojlighet att bygga forstdelse for vikten av att agera i operativ VP nar
det giller uppgiftslosning dar figurer ingdr. En tredje aspekt som kan antas
hir, dr att sattet som Kim utnyttjar den informativt flexibla miljon pa, ger
hen mojligheter att spara hur eleverna uppfattar figuren och hur de agerar i
visualiseringsprocesser.

Fordesignade uppgifter med drag-funktion

Om du onskar designa en intervention i en digital lirmiljo, med syftet att
stimulera och stodja koordinering mellan operativ- och diskursiv VP, re-
kommenderas du att, ldta eleverna arbeta med fordesignade undersékande
uppgifter med drag-funktion, darfor att,

Teoretiska argument: (1) Arbete med figurer i undersokande uppgifter
med dragfunktion skapar forutsittningar att gora forandringar, vilket ger
tilltrade till figurer och gor figurers egenskaper synliga (Leung, 2011). (2)
Genom drag-funktionen kan uppgifter skapas vilka bestdr av tvd steg, dels
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méste eleverna identifiera problemet, dels maste de med hjilp av figurernas
egenskaper forklara de nya skapade representationerna som ett led i att 16sa
uppgiften (Venturini & Sinclair, 2016).

Empiriska resultat: En av uppgifterna i designen bestod av tre efter
varandra foljande applikationer dar eleverna skulle hirleda formeln for tri-
angelns area pa tre olika satt (Figur 32). T applikationerna kunde trianglarna
fordndras och undersokas. Dock kunde inte eleverna forandra figurerna hur
som helst utan vissa egenskaper var lasta (egenskaper som i designen hade
behandlats som didaktiska variabler), sisom att ur varje triangel kunde en
rektangel skapas vilken hade vissa egenskaper gemensamma med den ur-
sprungliga triangeln.

Figur 32
Harledning av formeln for triangelns area i tre applikationer

vid vid
3 &

I designen av uppgiften var applikationens dragfunktionen av intresse. Nar-
mare bestimt hur eleverna forvintades testa, undersoka och i paren disku-
tera arbetet i applikationen och hur det kan verka medierande for att skapa
ageranden i och koordinering mellan operativ- och diskursiv VP. En koor-
dinering vilken kan samordnas med resonemang.

Eleverna arbetade parvis med en applikation 4t gidngen varefter de skrev
in sina slutsatser i form av noteringar pa en digital anslagstavla, noteringar
som darefter diskuterades. Den bakomliggande tanken med varje applikat-
ion visas i figur 33.

Figur 33

Df olika applikationernas bakomliggande tanke (jamfor med figur 32)
Applikation a A= (% b) A halva basen
Applikation b A=b (% h) halva héjden
Applikation c A= %(bh) halva rektangeln

For att illustrera hur elevernas undersokning bidrar till att fi eleverna att
agera i visualiseringsprocesser visas foljande sekvens. Sjilva uppgiften lod.
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Undersok och beskriv vad Geogebra-applikationen hjalper till att visa enligt
dig. Ett elev-par undersoker triangeln i den forsta applikationen. Eleverna
observerar inledningsvis att triangeln kan forandras mellan en triangel och
en rektangel (Figur 34).

Figur 34
Triangeln i applikationen visad i tvd ldgen

i
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Eleverna gir vidare och undersoker flera olika trianglar/rektanglar varav
tva fall i deras undersokning visas i figur 35.

Figur 35
Tvad fall som eleverna fann i sin undersékning.

vid vid

Nagot senare utspelar sig foljande dialog,

(1) Elev c: Oavsett vilken vinkel, triangeln har (avser 2£C), sd
kan den bilda en rektangel

(2) Elev d: En sddan hir fyrhorning, for man kan gora en
kvadrat ocksd

(3) Elev c: Ja, jo i och for sig. Men hir, det har ar ju hojden
(pekar pd linjen frdn motstdende horn till sidan A-
B), och det har (pekar pa en tankt bas i rektangeln,
figur 34b), det ar ju inte basen for den adr hela har
egentligen (pekar pd strickan A-B), men det blir
ju - ja jag vet inte
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(4) Elev d: Men vinta nu, ... Vi flyttar ju bara den roda och
den bla. D& maste arean pa triangeln och kvadra-
ten vara lika stora

(Utdrag fran L1b)

I inledningen av episoden testar eleverna att utforma olika trianglar och for
varje sddan studerar de den uppkomna triangeln och rektangeln, ndgot som
tolkas som att eleverna agerar i operativ VP. Aven om elevernas arbete inte
tycks bygga pd nagon djupare systematik, identifierar de dndd efter en
stunds undersokande att arean ir densamma i de tva figurerna, d& det end-
ast ar underfigurer som flyttas. De skriver in foljande notering pa den digi-
tala anslagstavlan,

Oavsett vilken triangel du har kan den alltid dndras till en fyrhorning, sdsom
rektanglar och kvadrater. Bide fyrhorningen och triangeln har samma area
(Elev ¢, L1b)

Genom noteringen visar eleven forstdelse for areabegreppets konservation,
dock kom ej eleverna (annu) fram till att anknyta till formeln for triangelns
area. I episoden intar verktygets dragfunktion en central egenskap i en un-
dersokande verksamhet och eleverna testar olika mojliga trianglar. De ser
att vissa egenskaper forindras medan andra inte gor det, vilket bidrar till
nya idéer. Mer specifikt handlar det om att eleven i uttalande (1) uppfattar
att oavsett storleken pa vinkel C, (en egenskap som forandras) sd paverkar
det inte mojligheten att skapa en rektangel med samma area som den tri-
angel den skapats ur (en egenskap som hilles konstant). Uppfattningen tol-
kas initialt som en 6vergdng fran perceptuell- till operativ VP. Med stod i
ramverket sd handlar operativ VP om vad eleven uppfattar nir hen utfor
olika modifieringar dir verktyget har en viktig funktion genom de olika
mojligheter till modifieringar det tillhandahéller i den utforskande aktivite-
ten. P4 motsvarande sitt tolkas det ske en viss koordinering med diskursiv
VP. Koordineringen synliggors da eleverna i aktiviteten uttrycker samband
mellan olika underfigurer och matematiska begrepp nigot som styrks med
uttalande (4) samt noteringen som elev ¢, skriver pa anslagstavlan.
Sammantaget ses drag-funktionen i den dynamiska miljon verka under-
stodjande for att eleverna utforskar och upptiacker samt for resonemang,
aven om eleverna ej ndr en losning pa uppgiften. Sett ur designperspektivet
sa ses de medierande processerna starta, d eleverna engageras i en under-
sokande verksamhet, vilket skapar mojligheter till agerande i och
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koordinering mellan operativ- och diskursiv VP. Att inte eleverna nidde
fram till att knyta figurerna till formeln for triangelns area diskuterades i
det efterfoljande forskningsmotet, mer specifikt hur fragan var formulerad.
Foljande reflektion gjordes, ”ar fragan for oprecist stilld? Eleverna soker
ndgot som de kan visa genom att studera figurerna och de fokuserar da
figurerna” (forskare 3, FM7). Hir kan nimnas att lektion 1b var den forsta
lektionen i den andra iterationen och formuleringen pd frigestillningen
hade justerats fran lektion 1a. Formuleringen pa frigestillningen i lektion
1a hade riktats mer mot formeln for triangelns area, och da fokuserade ele-
verna att hitta formeln for triangelns area i figuren nagot som upplevdes
som att fragestillningen blev for precis, eleverna visste inte riktigt vad det
var som de skulle visa. Formuleringen pa frigestillningen kan siledes en-
dera bli for precis vilket hammar just den undersékande verksamheten. Men
om formuleringen pa fragestillningen ir for oprecis (for vag), kan detta in-
nebidra att eleverna fokuserar pd sddant som de uppfattar som viktigt och
eleverna arbetar inte med den matematik som uppgiften syftar till att enga-
gera eleverna i.

Uppgifter som loses effektivt utan algebraisk berakning

Om du onskar designa en intervention i en digital lirmiljo, med syftet att
eleverna ska utifran perceptuell VP borja agera i diskursiv- och operativ VP,
rekommenderas du att lita eleverna arbeta med UAB-uppgifter (uppgifter
som loses effektivt utan algebraisk berikning), dirfor att,

Teoretiska argument: (1) Ménga elever foredrar algebraiska 16sningsme-
toder fore metoder vilka bygger pd visualisering (Eisenberg & Dreyfus,
1991), darfor ar det centralt att larare i storre omfattning anvander uppgif-
ter av typen UAB och riktar storre uppmarksamhet mot elevers sitt att vi-
sualisera figurer (Divisova & Stehlikova, 2011). (2) Om elever involveras i
aktiviteter dir de maste forandra figuren (operativ VP) och etablera relat-
ioner mellan figuren och matematiska principer (diskursiv VP) si erbjuds
eleverna mojlighet att uppmarksamma flera olika strategier vid uppgiftslos-
ning (Llinares & Clemente, 2014; Torregrosa & Quesada, 2008).

Empiriska resultat: Som nimnts i bakgrunden ar det vanligt att elever
soker losa geometriska uppgifter genom att som forstastrategi ta stod av
berdkningar. For att motverka sddant tillvigagdngssitt och for att leda ele-
ver in i ageranden av diskursiv- och operativ VP skapades uppgiftsmiljoer
med dynamiska egenskaper innehéllande UAB-uppgifter eller uppgifter dar
berdkningar ej var en framkomlig vig. For att exemplifiera ges tva uppgifter
fran Studie 2, ddr den forsta ar densamma som visades i designprincip A.
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e Uppgift A. Hur lang ir strackan A-C? (Figur 36a)
e Uppgift B. Bestim arean av det roda omradet (Figur 36b)

Figur 36
Uppgift i vilken berdkning ej dr mojlig (a) samt en UAB-uppgift (b)
/: i 8 I
2cm
a 1 5cm 5cm b. iem ~ 1cm

Inledningsvis redovisas val av forstastrategi for eleverna i bada klasserna,
ndgot som gors genom tillgiangliga data vilket 4r elevernas diskussion i par
(Tabell 3). Med forstastrategi menas den strategi elev-paren initialt antog
for att soka finna en losning pa uppgiften och dessa indelas i tvd slag, be-
riakningsforsok eller en strategi baserat pa att studera figurens utseende.

Tabell 3
Elevparens val av forstastrategi for uppgift A och uppgift B
Arskurs Uppgift A Uppgift B
Ar 8 Berdkning | Utseende Berikning | Utseende
(12 par) 4 8 6 6
Ar9 Berdkning | Utseende Berikning | Utseende
(10 par) 7 3 5 5

Skillnader i val av forstastrategi mellan drskurserna i uppgift A tolkas bero
pa att eleverna har kommit langre i sin utbildning, men forskning har dven
visat att idldre elever genom en storre kunskap om procedurer tenderar att
vara mer bendgna att ta till berikningar som forstastrategi (Vondrova &
Divisova, 2013). For uppgift A var inte berikningar en framkomlig vig da
erforderliga lingder saknades, men nir eleverna sokte gora berakningar sa
var det vanligt att antaganden gjordes om de saknade langderna.

Uppgift B var en UAB-uppgift dar berdkningar var mojliga men uppgiften
l6ses effektivare utan algebraiska berikningar. Nir eleverna sokte gora be-
riakningar s blev dessa ofta langa och i flera steg, varvid eleverna vanligen
gav upp. I tabell 3 framgar att for uppgift B var frekvensen mellan strategi-
valen lika. Skillnaden i strategival mellan uppgifterna kan forklaras med att
karaktidren pa uppgift B inbjuder till att jimfora areor pa underfigurer.
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Resultatet i de bdda uppgifterna gillande elevernas inledande 16snings-
strategier visar att det finns ett behov av att skapa undervisning vilken gor
att ageranden i visualiseringsprocesser blir en naturlig del nar elever loser
uppgifter inom geometri. Intresset i Studie 2 fokuserar pa vilka sitt under-
visning i digitala miljoer kan skapa forutsittningar for att elever ska agera
i visualiseringsprocesser. D& uppgift A var en del av en larardemonstration
(Jones, 2011), fokuseras fortsdttningsvis darfor uppgift B. Uppgiften visas i
figur 37 i introduktionsliget och i ett mojligt lage.

Figur 37
Uppgift B i tvd mojliga ligen

I tabell 3 framgdr att hilften av elev-paren i savil dr 8 som ar 9 fokuserade
figurens utseende, mer specifikt forde eleverna diskussioner om att réda och
gula bitar likande varandra och dirmed kunde byta plats. Detta ses vara
positivt dd sddant agerande ir en inledande koordinering mellan perceptu-
ell- och operativ VP. Elevernas agerande 1ag vil i linje med vad forskarlaget
hade diskuterat under moétet innan lektionen, gillande hur eleverna forvan-
tades ta sig an uppgiften. Forskare tre uttryckte foljande ”Vi tror val att de
kommer att forsoka ridkna ut arean eller siga att de roda bitarna passar
ddruppe i hornen” (Forskare 3, FM3). Men data visade, for att eleverna
skulle angripa uppgiften genom strategin ”de roda bitarna passar daruppe i
hornen” fordrades att eleverna lade till hjalplinjerna (Figur 37b). Resultatet
visar att uppgiftens design och egenskaper i den dynamiska miljon skapade
mojligheter for eleverna att agera i operativ VP. Det forslag som eleverna
lade fram baserades pa tesen — om de gula och de roda restbitarna i varje
kvadrat byter plats sd upptar det roda omradet 2 kvadratcentimeter. Men
att l6sa uppgifter enbart genom agerande i perceptuell- och operativ VP ar
inte tillrackligt for att bygga geometriskt resonemang. Undervisningen
maste dven skapa mojligheter att eleverna kan koordinera operativ- och dis-
kursiv VP vilket mojliggor samordning med resonemang.

Vid den uppfoljande helklassdiskussionen, lades forslaget fram, att bitar
enkelt kunde byta plats. Att forslaget kom upp var ndgot som var berdknat
i designen och Kim utmanade eleverna med fragan, “kan vi vara sikra pa
att det ar si som elev x beskriver” (Kim, Lla). Kim limnade iter ut
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uppgiften och eleverna atergick till att granska figuren pé nytt. Har ses si-
ledes Kims agerande vara en medierande process som paverkar elevernas
agerande, dels genom att Kim utmanar eleverna att soka motivera sin slut-
sats och dels d4 Kim aterlamnar fragan till eleverna. Genom de inskrivna
kvartscirklarna som skapades i den digitala miljon med de tillforda hjalp-
linjerna (operativ VP) kunde 7/12 elevpar i ar 8 och 7/10 elevpar i 4r 9 med
en koordinering med diskursiv VP resonera sig fram till en I6sning. Detta
exemplifieras med hjilp av foljande utdrag nir eleverna y och z, vilka som
forstastrategi hade forsokt utfora berdkningar studerade figuren pa nytt.

(1) Elev y: Vinta...Har 1cm, har 1 cm, 1cm, lem (pekar pd
strackorna i en rod och en gul kvartscirkel, se figur
33b.), de sma kvartscirklarna ir lika stora

(2) Elev z: Ja darfor att radien ar 1 cm och dd maste det res-
terande omradet i varje kvadrat vara lika stort

(Utdrag fran Lla)

Sammantaget kan det sigas att det dr en kombination av uppgiften (UAB-
uppgiften) och de resurser som dr inbaddat i aktiviteten (den digitala miljon
och lirarens sitt att styra utvecklingen), som mojliggor att flertalet elever
fran att inledningsvis ha agerat i perceptuell- och operativ VP dven skapar
en koordinering med diskursiv VP. I dialogen ovan styrks koordineringen
av att elev z gor kopplingar mellan identifierade underfigurer och matema-
tiska principer (2). Hir bor aven fortydligas att det ar eleven sjalv som tillfor
hjalplinjer (operativ VP) vilket ses vara en central aspekt for att eleven ska
bli medveten om mojligheter med ageranden i operativ VP, ndgot som kan
leda till insikter om strategier vid geometrisk uppgiftslosning. Sammantaget
bor ndmnas att lata bitar byta plats, som skedde i sekvensen ovan absolut
inte ska ses som ndgon nackdel. Tvirtom ar en sddan strategi en viktig del
i att eleven agerar i visualiseringsprocesser, i detta fall operativ VP och den
kan spela en avgorande roll nir eleven testar antaganden som leder in pd en
fruktsam losningsprocess. Ovanstdende visar att anvindande av UAB-upp-
gifter i en digital miljo mojliggor att elever kan agera i och koordinera visu-
aliseringsprocesser som understod for att bygga geometriskt resonemang,
men dven att anvindande av UAB-uppgifter kan bidra till att elever 6verva-
ger andra strategier dn beriakningsstrategier.

I och med att nista designprincip presenteras flyttas fokus fran ageranden
i visualiseringsprocesser mot hur undervisning kan designas for att stodja
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elevers samordnande processer mellan ndgondera av visualisering, resone-
mang och konstruktion for att bygga geometriskt resonemang.

Dynamiska egenskaper/geometriskt resonemang

Om du onskar designa en intervention i en digital lirmiljo, med syftet att
stédja och stimulera samordning mellan visualiseringsprocesser och resone-
mang, rekommenderas du att anvinda en miljo med dynamiska egenskaper
for att synliggdra och utmana elevers resonemang, darfor att,

Teoretiska argument: (1) Dynamiska egenskaper har genom larares satt
att leda och styra undervisning, kapacitet att bli en lank mellan elevers upp-
fattning om figurer och sitten de argumenterar om dem (Maschietto, 2018).
(2) Mojligheter till forandring av figurer i dynamiska miljoer ar vil funge-
rande verktyg for lirare att leda undervisning som synliggor figurers egen-
skaper och diarmed erbjuder elever att férena ageranden i tva representat-
ionsregister, visualisering av former och spraket for att ange och harleda
egenskaper (Markkanen, 2014).

Empiriska resultat: En viktig aspekt i designen var att den digitala miljon
skulle verka for att understodja anvdndning av matematiken i (gemen-
samma) resonemang. Foljande sekvens visar hur lararen foljer upp elevernas
arbete i samma uppgift som visades i designprincip B. Eleverna har i en hel-
klassdiskussion forsokt att beskriva vad de i undersokningen kommit fram
till, men har ¢j till fullo lyckats. Lararen leder da en diskussion och en av
eleverna relaterar till formeln for triangelns area, men utan att kunna ut-
trycka hur formeln kan forklaras med hjilp av de tva figurerna i applikat-
ionen (Figur 38).

Figur 38
Triangeln i applikationen visad i tvi ligen
wid T | o o & vild 2
C %IDZ)'{M E
A & B A
\ T -
a. baser b.

Sjalva uppgiften 16d: Undersok och beskriv vad Geogebra-applikationen
hjilper till att visa enligt dig. Lararen (Robin) har en lingre diskussion med
eleverna kring hur de bada figurerna relaterar till varandra. I diskussionen
kommer de fram till att arean blir densamma. Robin vixlar mellan de bida
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lagena, hen forandrar daven triangelns form och upprepar frigan vad som
hiander nar triangeln viks upp till en rektangel (Figur 38b). Elev h gor en
ansats till forklaring (eleven ombads att ga fram for att visa, men hade ej
mod att gora sd, varvid Robin skotte den digitala miljon). Vi foljer dialogen
mellan Robin och elev h,

(1) Robin: elev h, kan du forsoka forklara?

(2) Elev h: om vi siger, gd tillbaka till vanliga triangeln

(3) Robin: mm, sé (gér tillbaka till laget enligt figur 38a)

(4) Elev h: sd sdger vi att basen dr 10cm och hojden 2cm

(5) Robin: ok, vi sdger att basen ar 10cm och hojden ar 2cm
(6) Elev h: och sd, 10-2 ar ju 20 och sd delar man det pa 2, s&

far vi 10 igen - och sd drar du upp den sa att det
blir en rektangel (Robin dndrar till en rektangel
(Figur 38b)) — Aa..., basen blir ju inte 10cm nu,
men jag skulle kunna gissa pa att den dr Scm nu
istallet, for den dr typ hilften

(7) Robin: ok, det hdr var intressant, varfor sager du att du
kan se att basen ar hilften?

(8) Elev h: for att det dr ett streck pd mitten, eller jag vet inte
om det ir hilften egentligen, men..., det 4r inget
bevis, men om vi sidger att den ir hilften - S& ir
basen S5cm, om vi dd géngrar den med hojden igen,
sa blir det lika mycket som nir det var en triangel

(9) Robin: ja OK, sé det hir dr dd var triangel, och det hir dr
da var rektangel (vixlar emellan), och du antar att
basen har blir 5cm. 5-2 och d& blir det 10. Men
hor ni, nu bollar jag tillbaka det hir, varfor kan vi
sdga att basen pa rektangeln blir halften? Alltsd, 5

(Utdrag fran L1b)

I dialogen utmanar Robin eleven att forsoka forklara hur de resonerat. Na-
got som sker med att eleven agerar i perceptuell- och diskursiv VP. Detta
sker i en kommunikativ akt, genom beskrivning, forklaring och argumen-
tation ddr stod tas i figuren och i lampliga geometriska begrepp (4+6).
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Vidare sker koordinering mellan operativ- och diskursiv VP, da eleven ber
lararen att dndra figuren sa att en rektangel uppstdr (6) och visar forstaelse
for att sdval arean som hojden ar densamma i de bdda figurerna ndgot som
ger underlag till en samordning med resonemang.

Den beskrivna situationen var inte forutspddd att intriffa, utan Robin
agerar, i situationen och genom didaktiska handlingar s utnyttjas den dy-
namiska miljon for att driva diskussionen. Tack vare ett sidant utnyttjande
kan Robin utmana eleven och fa hen att soka fora fram sitt resonemang. 1
termer av Brousseau och Gibel (2005) visar situationen hur det i undervis-
ningen har skapats en didaktisk situation diar matematiska idéer och prin-
ciper uppticks och provas. I relation till lirande kan den beskrivna episoden
tolkas i tva riktningar. Dels a) eleven anvander matematiken for att forklara
den nya representationen (rektangeln), eleven har en idé, en hypotes och
anvander valda tal for att testa. Dels b) det omvinda, att det 4dr de dyna-
miska mojligheterna i den digitala miljon och méjligheten att utfora forand-
ringar som hjalper eleverna framat och dr ndgot som forklarar matemati-
ken. Det forra behover inte vara ndgot negativt da det kan ses som att eleven
har en idé som hen vill sld fast att den giller. Detta kan starta en process
som ger Ovriga elever mojligheter att identifiera samordnande aspekter mel-
lan visualisering och resonemang som underlag for att bygga geometriskt
resonemang. Processen byggs upp genom att eleverna inledningsvis arbetar
sig framat med hjilp av konkreta fall, som de resonerar utifran. En hypotes
byggs upp med hjilp av diskreta viarden vilka anviands for att testa, vilket
kan leda till att eleverna nér ett fungerande fall. Med stod i detta fall kan
de darefter ga tillbaka och identifiera de bestdndsdelar som behdvs, for att
ga 4t andra héllet (fran rektangeln till triangeln) och utifran detta forsoka
hirleda det generella sambandet.

Nir det géller att synliggora resonemang hade dven den digitala anslags-
tavlan en viktig roll for de medierande processerna (Sandoval, 2013), i den
designade lektionen. Grundtanken var att eleverna skulle skriva sina slut-
satser i form av noteringar vilka var 2zmnade att anvindas som underlag,
for att fanga hur eleverna tolkat uppgiften samt folja deras resonemang/slut-
satser och genom detta skapa underlag for uppfoljande diskussioner. Men
genom att anslagstavlan var synlig for alla under arbetet sd innebar det dven
att elevernas meningsskapande stindigt var under forhandling genom att de
kunde ta del av varandras noteringar, en forhandling som 4r av annan typ
an ndr eleverna interagerar ansikte mot ansikte.

En annan aspekt som Oppenheten med anslagstavlan férde med sig var
att eleverna sokte skriva matematiskt korrekta formuleringar.
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Konstruktionsuppgifter i dynamiska geometrimiljéer

Om du onskar designa en intervention i en digital lirmiljo, med syftet att
stodja och stimulera samordning mellan visualiseringsprocesser och resone-
mang, rekommenderas du att utnyttia miljons dynamiska egenskaper och
skapa uppgifter som bjuder in till konstruktion, darfor att,

Teoretiska argument: (1) Om eleven involveras i konstruktionsuppgifter,
skapas mojligheter att genom agerande i visualiseringsprocesser bygga for-
staelse for geometriska begreppsliga strukturer som grund for resonemang
(Zengin, 2019). (2) Det finns en stark koppling mellan visualisering av tva-
och tredimensionella figurer. En god forstdelse for tredimensionella figurer
uppnds genom aktiviteter dir eleverna tillits konstruera, manipulera och
resonera kring deras tviddimensionella representationer sisom nit (Dogruer,
2018).

Empiriska resultat: Denna uppgift syftade till att eleverna skulle konstru-
era sd kallade nit (nets), det vill siga utvikta begriansningsareor samt be-
rikna deras areor. Ur designperspektivet syftade uppgiften till att eleverna
sjdlva skulle konstruera figurer i en dynamisk geometrimiljé. En sidan pro-
cess innebdr att eleven maste identifiera underfigurer som bygger upp tredi-
mensionella figurer (dimensionell dekonstruktion), beakta figurernas egen-
skaper, relatera till geometriska begrepp samt hantera aspekter av beroen-
den.

En av uppgifterna innebar konstruktion av nit for tva chokladférpack-
ningar och direfter berikning och jamforelse av deras begransningsareor
(Figur 39).

Figur 39
Konstruktion av ndt for tvd chokladférpackningar (Bild: A. de Laval)

En sddan nit-konstruktion kriver att eleven formér gora oversittningar
mellan tredimensionella féremal och 2D-nidt genom att fokusera och stu-
dera underfigurer i de badda representationsligena. Mer konkret fordrar sa-
dana Oversittningar koordinering av visualiseringsprocesser i tva olika l-
gen for att darefter utfora omvandling mellan de bada representationsla-
gena. Nir eleverna skapar nitet sker en slags kodande process, vilket

108 PETER MARKKANEN Representationer, visualisering och resonemang i geometri



innebdr agerande i visualiseringsprocesser. Den kodande processen i kon-
struktionsarbetet har till innebord att eleven méste skapa figuren med grund
i definitioner, vilket innebdr samordning mellan visualisering och resone-
mang. I foljande exempel handlar det om de egenskaper som bygger upp en
regelbunden hexagon (hexagonen skapade sidoytor pa det sexsidiga prismat
i en av forpackningarna). For att exemplifiera kravet att figuren maste
skapas med grund i definitioner visas tva bildutsnitt fran ett elev-pars arbete
(Figur 40).

Figur 40
Tvd bildutsnitt av ett elev-pars konstruktion av en hexagon
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I det forsta bildutsnittet (Figur 40a) har eleverna skapat hexagonen nist
intill pa fri hand. De har mitt (med verktyget) att sidan pd en triangel ar
3,01 cm. For att justera forsoker de vrida figuren (handen syns vid punkt U
i figur 40a), men lyckas ej. Nar liararen (Kim) passerar sa utspelar sig fol-
jande dialog,

(1) Elev d: Kim det gér inget bra

(2) Kim: Vad ar det som inte gér bra

(3) Elev d: Vi far inte till figuren

(4) Kim: Hur har ni skapat den? Vad utgick ni ifran
(5) Elev c: Va, vada? Vad menar du

(6) Kim: Hur 4r hexagonen uppbyggd

(7) Elev d: Sex trianglar

(8) Kim: Ja men vilka egenskaper har trianglarna
(9) Elev c: De ir lika...

(10) Kim Ja, kan du siga ndgot mer.
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(11) Elev ¢ Ar de liksidiga

(12) Kim: Det mdste ni fundera pd, men om det dr sd...?
Skulle det hjilpa er i er konstruktion? Vilka verk-
tyg skulle ni anvinda da

(Exerpt fran L3a)

Dialogen visar det centrala med att elever fir arbeta med konstruktionsupp-
gifter. Det handlar om att eleverna ska reflektera kring figurers egenskaper
och geometriska begrepp i relation till konstruktionsprocessen, en process
som blir ett stod for eleven i byggandet av sin egen geometriska kunskap.
Dialogen visar dven pa ett patagligt sitt de starka band som finns mellan
processerna konstruktion, visualisering och resonemang.

Genom sittet som Kim i dialogen (6, 8, 10) stiller fragor till eleverna,
fungerar hen som katalysator och skapar konflikter i ett felaktigt resone-
mang som eleverna byggt upp. Kim riktar dirmed elevernas uppmirksam-
het mot figurens egenskaper vilket gor att de maste fundera pa den roll un-
derfigurernas egenskaper har vid konstruktion for att darefter utnyttja verk-
tygets funktioner for att konstruera figuren. Det andra forsoket inleder ele-
verna med att bygga en liksidig triangel utifrdn dess egenskaper, varvid de
lyckas skapa en korrekt hexagon (Figur 40b). I det forsta forsoket uppfat-
tade eleverna konstruktionen som att skapa en figur utifrdn att sammanfoga
linjer och punkter. Konstruktion i geometri handlar om ett antal logiska
steg, vilka bygger pa egenskaper och begrepp. Att arbetet sker i en digital
miljo innebdr att eleverna maste konstruera figuren stegvis, for att inte den
konstruerade figuren ska uppvisa felaktigheter. Det ar just i de logiska ste-
gen som styrkan med konstruktionsarbete i digitala miljoer finns och ar den
centrala aspekten, som hiar medierar mojligheter (Sandoval, 2013), att sam-
ordna visualisering och resonemang i syfte att bygga geometriskt resone-
mang. Den dynamiska miljon erbjuder elever att bygga verklig forstaelse for
konstruktion, vidare dr miljon flexibel och det gar enkelt att dndra felaktig-
heter. Ytterligare en aspekt ar att konstruktionsarbete i dynamiska miljoer
kan ge lararen vardefulla insikter i hur elever uppfattar saval figurer som
relationerna mellan de underfigurer som bygger upp dem.

Slutsatser
Fokus i Studie 2 har riktats mot hur geometriundervisning i digitala miljoer
kan designas sd att den stimulerar och utvecklar elevers sitt att visualisera
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figurer som grund for geometriskt resonemang. Ett syfte med UDF ir att
utveckla teorier om de medel som ar utformade for att stodja ett visst la-
rande (Cobb m.fl., 2003). Sddana teorier benamns i Studie 2 som ramverk
for handling och har resulterat i fem designprinciper. Dessa principer riktar
uppmirksamhet mot dels ageranden i och koordinering av visualiserings-
processer, dels mot samordning mellan visualisering och resonemang.

Informativ flexibilitet

Om du onskar designa en intervention i en digital lirmiljo, med syftet att
stodja och stimulera ageranden i operativ VP, rekommenderas du att an-
vinda en digital miljé som dr informativt flexibel, dirfor att,

... en sidan milj6 erbjuder dig mojlighet att stegvis visa elever hur de kan
visualisera figurer (Markkanen, 2014),

... att synliggora figurers egenskaper bidrar med mojligheter for eleven att
agera i visualiseringsprocesser, vilket ligger en grund, att fora fram slutsat-
ser vilka vilar pa godtagbara argument (Torregrosa & Quesada, 2008),

... elever behover f4 mojlighet att uppfatta mojligheter med och betydelsen
av att agera i operativ VP,

... 1 en inkluderande didaktisk situation behover lirare kunna bista elever
som inte uppfattar mojligheten eller av egen kraft agerar i operativ VP.

Fordesignade uppgifter med drag-funktion

Om du onskar designa en intervention i en digital lirmiljo, med syftet att
stimulera och stodja koordinering mellan operativ- och diskursiv VP, re-
kommenderas du att ldta eleverna arbeta med fordesignade undersékande
uppgifter med drag-funktion, darfor att,

... undersokande uppgifter med dragfunktion har potential att for eleverna
synliggora figurers egenskaper (Leung, 2011),

... drag-funktionen i uppgiften leder eleverna in i att dels identifiera proble-
met och dels soka motivera sina slutsatser (Venturini & Sinclair, 2016),

... de dynamiska egenskaperna skapar for elever mojligheter att identifiera
underfigurer och diarmed for dem synliggora satt att operera i figurer,

... arbete med undersokande uppgifter med dragfunktion har potential att
elever kan forena vad som i figurer ses med figurernas teoretiska doman.

Uppgifter som l6ses effektivt utan algebraisk berakning (UAB)

Om du onskar designa en intervention i en digital lirmiljo, med syftet att
eleverna utifran perceptuell VP borjar agera i diskursiv- och operativ VP,
rekommenderas du att ldta eleverna arbeta med UAB-uppgifter, darfor att,

PETER MARKKANEN Representationer, visualisering och resonemang i geometri 111



... geometriuppgifter av typen UAB har potential att leda elever in pd andra
losningsstrategier dn att ta till berdkningar (Divisova & Stehlikova, 2011),
... om elever involveras i aktiviteter dar de méste fordndra figuren och eta-
blera relationer till matematiska principer sa leds eleverna in i att uppmark-
samma olika strategier vid uppgiftslosning (Llinares & Clemente, 2014),
... om UAB-uppgifter skapas i en dynamisk miljo erbjuds eleven fler mojlig-
heter att uppmirksamma och utveckla sina sitt att visualisera figurer,

... anviandande av UAB-uppgifter mojliggor att elever kan koordinera age-
randen i visualiseringsprocesser som grund for geometriskt resonemang.

Dynamiska egenskaper/geometriskt resonemang

Om du onskar designa en intervention i en digital lirmiljo, med syftet att
stédja och stimulera samordning mellan visualiseringsprocesser och resone-
mang, rekommenderas du att anvinda en miljo med dynamiska egenskaper
for att synliggdra och utmana elevers resonemang, darfor att,

... dynamiska miljoer dr val fungerande verktyg for larare att leda undervis-
ning som mojliggor resonemang om figurers egenskaper (Markkanen, 2014),
... dynamiska egenskaper har genom lirares sitt att leda undervisning, ka-
pacitet att bli en link mellan elevers uppfattning om figurer och sitten de
argumenterar om dem (Maschietto, 2018),

... dynamiska egenskaper ger lirare verktyg for att rikta elevers uppmark-
samhet mot figurers egenskaper som grund for resonemang,

... dynamiska egenskaper kan hjilpa lirare att for elever synliggora hur va-
lida geometriska resonemang byggs upp baserade pa figurers egenskaper.

Konstruktionsuppgifter i dynamiska geometrimiljéer

Om du onskar designa en intervention i en digital lirmiljo, med syftet att
stodja och stimulera samordning mellan visualiseringsprocesser och resone-
mang, rekommenderas du att utnyttja miljons dynamiska egenskaper och
skapa uppgifter som bjuder in till konstruktion, darfor att,

... om eleven engageras i konstruktionsuppgifter skapas mojligheter till in-
sikt om begreppsliga strukturer som grund for resonemang (Zengin, 2019),
... en god forstielse for 3D-figurer uppnds om eleverna tillits resonera om
och konstruera deras 2D-representationer sasom nit (Dogruer, 2018),

... arbete med konstruktionsuppgifter erbjuder elever att uppfatta innebor-
den i geometriska begrepp och relatera dem till figurers egenskaper,

... arbete med konstruktionsuppgifter i en digital miljo trianar eleverna pa
att formulera, uttrycka sig och argumentera med en korrekt terminologi.
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Diskussion

Avhandlingens 6vergripande syfte har varit att erhdlla djupare forstdelse for
hur undervisning i digitala miljoer kan utformas, sa att elever ges mojlighet
att utveckla forstaelse i geometri, i relation till figurer och deras egenskaper.
Det dr mot detta syfte som diskussionen riktar uppmarksamhet, ndgot som
sker genom att inledningsvis behandla avhandlingens teoretiska bidrag.
Darpa foljer avsnitten implikationer for praktiken och forskningens kvali-
tet. Avslutningsvis ges forslag till fortsatt forskning.

Teoretiskt och metodologiskt bidrag

Nir det giller geometriundervisning i grundskolans senare ar handlar kun-
skapsutveckling bland annat om att eleverna ska borja se pd och uppfatta
figurer som verktyg vid uppgiftslosning och som medel for att fora resone-
mang (Deliyianni m.fl., 2009). For att eleverna ska kunna ta ett sidant steg
fordras att eleverna utvecklar sina satt att visualisera figurer, det vill siga
ageranden i visualiseringsprocesser. I inledningen gjordes antaganden att
undervisning i digitala miljoer pa ett positivt sdtt kan bidra med utékade
moijligheter for elever att agera i visualiseringsprocesser — och dirmed skapa
moijligheter till samordning med resonemang. For att diskutera en sddan
undervisning hanvisar jag till avsnittet tidigare forskning dir jag med hjilp
av Masons (2014) modell om undervisningssituationer belyste hur resurser
och uppgifter samverkar i undervisningen (Figur 41).

Figur 41
Strukturen i en aktivitet, inspirerad av Mason (2014, s. 22)
Larandemal
Resurser Uppgifter
Nuvarande
kunskapslage

I modellen har uppgifter en central roll vid undervisning, men Mason (2014)
ser undervisning som att liraren skapar uppgifter och planerar for olika
aktiviteter i vilka tillgdngliga resurser utnyttjas (med resurser avses sidana
som eleven tar med sig in i situationen och sidana som tillhandahdlls av
miljon). Jag kommer att diskutera avhandlingen teoretiska bidrag i relation
till uppgifter i en digital miljo samt till resurser.
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Uppgifter i en digital miljo
Ur Studie 2 framtrader tva fungerande typer av uppgifter for att stodja age-
randen i visualiseringsprocesser, UAB-uppgifter och konstruktionsuppgif-
ter. Genom litteraturen (t ex Vondrova & Divisova, 2013) var en vigle-
dande faktor i Studie 2, att skapa uppgifter som sokte bryta elevers tendens,
att som forstastrategi ta till berdkningar. Darfor skapades UAB-uppgifter.
Resultatet visar att eleverna initialt sokte l6sa dessa uppgifter genom berik-
ningar eller genom att géra uppskattningar i figuren, nagot som bekraftar
tidigare forskning (Vondrova & Divisova, 2013). Vad resultatet ocksa visar
ar att, elevers bendgenhet att 16sa geometriuppgifter med berdkningar kan
utgora ett hinder for ageranden i visualiseringsprocesser, i termer av opera-
tiv- och diskursiv VP. Denna benigenhet menar Michael och Gagatsis
(2013) troligen hor samman med den undervisning som eleven tidigare
mott. Vidare visar Studie 2 att om UAB-uppgifter anvinds i en digital miljo
med dess mojligheter att arbeta med figurer, skapas forutsattningar att ele-
ver pa ett patagligt sdtt kan fordndra sina sitt att se pd och uppfatta figurer.
Den andra typen av uppgifter som lyfts fram i Studie 2 ar konstruktions-
uppgifter. Konstruktion tas dven upp i kursplanen som ett centralt innehdll,
saledes ndgot som ska behandlas i undervisningen (Skolverket, 2017). En
viktig aspekt av konstruktion &r att eleverna forvintas skapa figurer genom
arbete pd en nivd dir figurens egenskaper utnyttjas, sisom att konstruera
en pentagon med hjilp av passare och linjal. Konstruktion med verktyg syf-
tar till att elever kan skapa kopplingar mellan det som ses och matematisk
teori (Mariotti, 1995). For manga elever ar ett sddant steg svart att ta och
det dr vanligt att elever antar att figurer kan konstrueras genom att endast
beakta visuella aspekter (Laborde, 2005). Om elever enbart arbetar utifran
visuella aspekter sd menar Laborde att konstruktionsuppgifter vilka ges i
papper- och pennamiljéer inte fir avsedd verkan, att f3 eleverna att arbeta
med och gora kopplingar till matematisk teori. Resultatet i Studie 2 visar
dock att om arbete med konstruktion sker i digitala miljoer forandras situ-
ationen. Konstruktionsuppgifterna i Studie 2 bestod av att eleverna skulle
konstruera nit av olika tredimensionella figurer, dir varje sidan figur kan
ha olika nit. I exemplet som presenterades i resultatet skapade eleverna en
figur inledningsvis nést intill pd fri hand. Styrkan med digitala verktyg ar
att de ger signaler nar nagonting i konstruktionen inte stimmer, ndgot som
uppmirksammades av eleverna. Genom ldrarens vil avvagda fragor, rikta-
des elevernas uppmarksamhet mot figurens egenskaper, vilket medforde att
de borjade relatera till underfigurernas egenskaper vid konstruktionen.
Konstruktionsuppgifter i digitala miljoer kan ddrfor sigas frimja och stodja
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reflektion kring figurers egenskaper och begrepp. Resultatet bekriftar dar-
med sdvil Leung (2017) som Ruthven (2013) vilka visade att konstrukt-
ionsarbete i digitala miljoer kan erbjuda elever mojligheter att utveckla sin
geometriska forstielse.

Resurser

Undervisning i en digital milj6 4r i mdnga avseenden organiserad pé tradit-
ionellt satt, dar lararen har en central roll (Joubert, 2013). Men en under-
visning i digitala miljoer i form av lirardemonstration kraver att liraren har
en viletablerad pedagogik, ett starkt intresse for en dialogisk undervisning
samt en syn pa att en digital miljo 4r ndgot som péd otaliga sitt kan bidra
till att stodja skapandet av sidan undervisning (Warvick m.fl., 2011). Men
det finns inget enkelt samband mellan anvindning av digitala verktyg och
en effektiv undervisningspraktik. Avhandlingen skdnker nytt ljus pa hur l4-
rare kan utnyttja digitala verktyg som en resurs for att forstarka helklassge-
nomgangar. Att resonera och utfora berikningar av sammansatta tredi-
mensionella figurer 4r vanligen krivande for elever (Fujita m.fl., 2017). I
resultatet fran Studie 1 framtrader hur lararen i en uppgift later eleverna
arbeta med volymberikning av sammansatta tredimensionella figurer. Vid
genomgangen visade det sig att eleverna hade tolkat figuren vildigt olika.
Lararen utnyttjade da det digitala verktyget for att visa olika tolkningar som
eleverna gjort, nidgot som under lirarens ledning skapade forutsdttningar
for resonemang kring figurers uppbyggnad utifrdn elevernas egna losningar.
Resultatet visar sdledes, nar uppgifter dar elever skall berikna volymer av
tredimensionella figurer, ges i digitala miljoer uppstar fler sitt for larare att
utmana elever att visualisera figurer och diarmed bidra till att de utvecklar
sina sitt att utnyttja figurer och sina strategier vid uppgiftslosning. Situat-
ioner som uppstdr i sddana miljoer ger dven ldraren fler verktyg att lyfta
fram aspekter av det matematiska innehéllet som manga elever kan ha svart
att f4 syn pa och uppfatta.

Som namnts har avhandlingens problemomrade varit att larare tycks ha
svarigheter med att skapa en undervisning vilken erbjuder elever tilltride
till och djupare forstaelse for figurer och deras egenskaper. Med andra ord,
finns behov av att elever utvecklar sina satt att visualisera figurer som grund
for geometriska resonemang. Tva av designprinciperna i Studie 2, informa-
tiv flexibilitet och dynamiska egenskaper/geometriskt resonemang, kan si-
gas rikta sig mot hur liarare kan utnyttja den digitala miljon, for att skapa
mojligheter att elever tranas i att visualisera figurer. Undervisning handlar
mycket om att elever ska notera saker (Joubert, 2017) och sett genom
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geometrisk uppgiftslosning handlar det bland annat om agerande i operativ
VP, att eleven ser mojligheter i att fokusera vissa underfigurer och eventuellt
lyfta ut dessa for vidare behandling. Men operativ VP innebar dven att ele-
ven uppfattar olika mojliga sitt att modifiera (utféra ndgon form av oper-
ation) pd en given figur, mentalt eller fysiskt (Duval, 1995). Men att notera
saker dr ndgot som elever vanligen behover trina pa (Joubert, 2017). Har
identifieras siledes ett problem, att undervisning behover skapa mojligheter
for elever att notera viktiga egenskaper i figurer och i det avseendet har
designprincipen informativ flexibilitet en viktig funktion att fylla. Design-
principen ger liraren mojligheter att i en digital miljo stegvis tillfora inform-
ation utifrdn skeenden i lektionen. Principen for in minst tre viktiga aspekter
i undervisningssituationen, a) liraren kan visa saker efter hand och darmed
forst erbjuda elever mojlighet att sjilv notera och uppticka viktiga egen-
skaper i figurer, b) att ldraren gor det pa en stor dynamisk skarm (som ses
av alla elever) innebdr att det operativa agerandet, handlingen i sig sjilv sker
framfor 6gonen pa eleverna (det blir inte nidgot som ldraren enbart talar
om), ¢) lararens handling mojliggor att eleven erbjuds att uppfatta aspekter
av vad arbete med geometriska uppgifter innebir, i detta fall en forstdelse
for ett operativt agerande. Principen har vissa gemensamma drag med den
didaktiska strategin lager pa lager (Tabell 2, s. 56) som lararen i Studie 1
anvinde sig av i syfte att visa och lyfta fram olika detaljer efter hand.

Elever hamnar ofta i bekymmer inom geometrin pa grund av att de till
fullo inte behirskar innehdllet, men iven att det ofta finns en avsaknad av
ett geometriskt sprak (Nilsson, 2005). Studie 2 visar hur designprincipen
dynamiska egenskaper/geometriskt resonemang kan utnyttjas av larare och
elever for att beskriva och resonera kring olika geometriska situationer. Ge-
nom att figurer kan manipuleras kan centrala egenskaper i figurerna belysas
och resonemang kan foras kring geometriska begrepp och vad som definie-
rar dem. For lararen erbjuder miljons dynamiska egenskaper mojligheter att
utmana de satt elever uppfattar figurer pd och hur de resonerar om dem.
Dessa ageranden sker ofta i det som Brousseau (1997) benamner for valide-
ringsfasen, dar elevernas forslag pa losningar ska valideras, det vill siga un-
derbyggas, bevisas eller motbevisas med argument och eventuellt med flera
forsok. Den digitala miljon ses hir erbjuda lirare mojligheter att skola in
eleverna i en forstdelse for hur valida matematiska argument skapas och hur
de satts samman i syfte att bygga geometriska resonemang.

Forskning visar att elever tenderar ha svart med att samordna aspekter
av vad som ses med matematisk teori for att bygga geometriska resonemang
(Mariotti, 1995). Den svarigheten visas aven bland eleverna i Studie 2. Men
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vad Studie 2 ocksa visar dr att digitala dynamiska funktioner kan stodja
elever att utveckla sina sitt att samordna aspekter av vad som ses med ma-
tematisk teori, med andra ord koordinering av visualiseringsprocesser.

Metodologiskt bidrag

Nir det géller avhandlingens metodologiska bidrag vill jag frdn Studie 2
lyfta fram sittet som hypoteskartan (Sandoval, 2013) kan anvindas, for att
strukturera arbetet med att utveckla designprinciper for undervisning och
lirande i matematik. I ett inledande skede av UDF gor forskaren tankeex-
periment over olika designidéer och konsekvenser av dem (Bakker, 2018). I
ett sidant skede behovs ndgon form av verktyg som vigleder forskaren och
i Studie 2 stod valet mellan att anvdnda designprinciper (van den Akker,
2013) eller hypoteskartan (Sandoval, 2013). Designprinciper formuleras
som konkreta rdd och som sidana kan de fungera som medel for att kom-
municera direkt till potentiella anvindare (Bakker, 2018). Designprinciper
ger dven forskaren stod att sdvil teoretiskt som empiriskt underbygga raden
(van den Akker, 2013). Men en svaghet hos designprinciper ar att de inte
belyser forskningsprocessen. Hypoteskartan & andra sidan ar mer forsk-
ningsorienterad och har en utformning som ger forskaren ett strukturerande
verktyg for att skapa forstdelse for de mekanismer som kan forklara hur
vissa karakteristiska aspekter i designen kan leda till att vissa processer star-
tar (Sandoval, 2013). Darfor valdes i ett tidigt skede hypoteskartan som
verktyg, men med en tanke om att i slutskedet gora en transformering till
designprinciper. En sddan transformering dr som nimndes i metodavsnittet
inte helt utvecklad i tidigare forskning. Men det finns tva overgripande skal
till att samordna hypoteskarta och designprinciper (Bakker, 2018). A ena
sidan behover forskaren skapa kontroll. A andra sidan behéver resultaten
fran UDF kunna presenteras pa en form som ger vigledning for handling
och som foljer kriterier for tidskrifters format (Bakker, 2018). Jag vill darfor
lyfta fram sittet som hypoteskartan har anvints pd som verktyg for att ge
savil struktur som kontroll i forskningsprocessen. Men dven lyfta fram att
jag visar att transformering mellan hypoteskarta och designprinciper ar
mojligt och dirmed som bidrag limnar ett sitt, hur forskare kan tinka
kring sddana transformeringar.

Implikationer for praktiken

Det 6vergripande syftet med UDF ar att utveckla teorier om ldrprocesser
och de medel som ar utformade for att stodja dessa larprocesser (Cobb m.fl.,
2003). I relation till detta syfte har Studie 2 resulterat i ett ramverk for
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handling, pa formen av fem designprinciper, for hur undervisning i geometri
i digitala miljoer kan utformas. Jag vill hir lyfta upp designprinciperna som
ett viktigt bidrag till praktiken, detta sett ur tre aspekter.

I bakgrunden behandlades styrdokumentens intentioner, om att ldrare
ska anvinda digitala verktyg i sin undervisning. Men att det vid Skolin-
spektionens (2019) granskning framkom att, pd mer an hilften av de grans-
kade skolorna s anvinds inte digitala verktyg pd ndgot medvetet amnesdi-
daktiskt satt. En vanlig dsikt bland ldrare ar att de ar tveksamma till under-
visning med digitala verktyg. Orsaker till sidana tveksamheter hos ldrare ar
inte klarlagt, men Skolinspektionen menar att en orsak dr ldrares bristande
kunskap om olika digitala verktyg. Med andra ord tycks det som om larare
behover mer stod i att ta sig an och implementera digitala verktyg i sin egen
praktik. Men fragan ar komplex da det ofta handlar om att stédja en ut-
veckling dar malet ar tamligen diffust (Tallvid, 2015). Jag menar darfor att
de framtagna designprinciperna kan vara ett bidrag i form av ett stod som
kan fungera som exempel och verka som vigledning for att larare ska ta sig
an och borja fundera over hur digitala verktyg kan anvandas for att utveckla
geometriundervisning.

En andra aspekt beror den pagdende digitaliseringen av skolan (Willer-
mark, 2018), mer specifikt frigor rorande de resurser som behover finnas i
ett klassrum for att skapa undervisning i en digital miljo och for att de fram-
tagna designprinciperna ska kunna fungera. Designprinciperna ir skapade
fran undervisning i ett klassrum dar det finns en interaktiv skrivtavla och
ddr de deltagande eleverna hade en egen dator med internetuppkoppling.
Med andra ord, designprinciperna ar utvecklade i ett klassrum som har en
utrustning som liknar den som brukar finnas i de flesta svenska klassrum.
Séledes kan resultatet sinda signaler till rektorer, skolchefer och andra be-
slutsfattare, att med relativt enkla medel, som ofta redan finns i klassrum-
men, kan larare skapa undervisning i digitala miljoer. Det som rektorer kan
bidra med ar tid och praktiska mojligheter for larare, att sdval testa som att
diskutera aspekter av undervisning med digitala verktyg. Just att larare er-
bjuds mojligheter, ofta i form av tid, leder oss in pa den tredje aspekten.

Den tredje och sista aspekten handlar om fortbildning och jag ser att de-
signprinciperna kan anvindas i fortbildning for att erbjuda sival teoretiskt
som empiriskt djup. Fortbildningen kan ske i form av kollegialt lirande dar
designprinciperna kan ses som goda exempel bade for att testa, men dven
som mall for att i diskussionsgrupper utveckla nya designprinciper. Larare
kan dven i diskussionsforum fundera kring hur till exempel designprincipen
informativ flexibilitet kan fungera inom andra av matematikens omrdden.
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Forskningens kvalitet

Nir det giller metod- och kvalitetsaspekter kommer har Studie 2 att be-
handlas. For motsvarande diskussion gallande Studie 1 hanvisas ldsaren till
Markkanen (2014).

I metodavsnittet konstaterades att ett satt att nirma sig kvalitet i design-
studier var genom begreppet intern validitet (Bakker, 2018), ett begrepp
som ligger nar det omrdde som Plomp (2013) bendmner som foljdriktighet.
Plomp foreslar en struktur for kvalitet i UDF, vilken baseras pa kriterierna
relevans och foljdriktighet. Dessa tva kriterier antas hir och bildar struktur
for avsnittet, men stod tas dven frdn andra referenser.

Med det forsta kriteriet relevans, menas att det finns ett behov av studien
och att dess design baseras pd nuvarande kunskapslige (Plomp, 2013). Re-
levanskriteriet har tyngdpunkt pa en studies inledande skede, dar litteratu-
ren granskas och problemet analyseras. Jag som forskare hade genom Studie
1, med mig en god grund for hur undervisning i digitala miljoer kan utfor-
mas och hur den digitala miljon kan utnyttjas. Vidare hade jag en forstielse
for sddant som elever kan ha svart att uppfatta nar det gédller undervisning
inom det aktuella omradet. Med kunskaperna fran Studie 1 och en gedigen
litteraturgenomgang vill jag hdvda att genomforandet av Studie 2 baserades
pa nuvarande kunskapslige gillande undervisning i digitala miljoer och ele-
vers lirande i geometri.

En forskares forforstdelse ar en aspekt som kan problematiseras i relation
till att jag hade en god grund for hur undervisning i digitala miljoer kan
utformas och saledes dr det av intresse att fundera pd min forforstaelse och
hur den kan tiankas pdverka tolkningar som jag gor. Vid all forskning ar
forskarens identitet, dennes varderingar och forestillningar, en inbyggd
komponent vars inflytande pa ett projekts slutresultat inte kan bortses ifrdn
(Denscombe, 2012). Enligt Larsson (2005) ”finns sa att sdga alltid en tolk-
ning i allt meningsfullt tinkande; "fakta" 4r alltid perspektivberoende. Re-
dan vid forsta motet med det som skall tolkas har vi en forestallning om vad
det betyder; vi har en forforstaelse” (s. 4). Att redovisa forforstdelsen ar for
Larsson ett kvalitetskrav. Men en sddan redovisning dr inte enkel. Ett sdtt
for forskaren att visa sin forforstaelse, ar att lyfta fram och beskriva de per-
sonliga erfarenheter som varit betydelsefulla och som mynnat ut i forska-
rens forforstdelse (Larsson, 2005). Nar det galler min forforstaelse kan det
sdgas att jag hade en relativt god bild av vad geometriundervisning i digitala
miljoer innebar. Dels darfor att jag sjalv tidigare undervisat i matematik
bade pa grundskolans senare ar och pd gymnasieniva. Men dels som beskri-
vits ovan bestod min forforstielse av kunskaper inhimtade frin
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genomforandet av Studie 1. Sdledes kan det sigas betriffande min forfor-
staelse vid observationstillfallena att jag hade en bra inblick i och en god
forstaelse for det som hinde i klassrummet under de observerade lektion-
erna. Men forforstielsen handlar dven om det teoretiska perspektiv som an-
tas i en studie och de teorier som anvinds och min uppfattning av dem,
nagot som paverkar de tolkningar som jag som forskare gor. I relation till
en studies teorier handlar en redovisning av forskarens forforstaelse att man
redovisar detta val 6ppet. Larsson (2005) forklarar att under forutsattning
att forskaren gor tolkningar utifrdn den valda teorin, sd kan lasaren bedoma
tolkningens stdllning, siledes kan man se hur tolkningen praglas av den syn-
vinkel som laggs. Nir det galler Studie 2 s finns styrkan i att de tolkningar
jag gjort har redovisats och diskuterats i forskarlaget. Min Overtygelse ar
darfor att jag i Studie 2 varit fullt medveten om den forforstaelse jag har
och hur den kan ha paverkat de tolkningar som gjorts.

Det andra kriteriet, foljdriktighet (dven benimnd som validitet i studiens
konstruktion), avser att studien dr logiskt designad och genomford. En lo-
gisk design riktar fokus mot utveckling av lektioner och lektionsserier, ni-
got som sker under stindiga utvirderingar. Vid designen skapas vanligen
tidiga versioner av lektioner, enbart genom konstruktion pa papper. Redan
i detta stadium sker formativa bedomningar. En aspekt for att sikerstilla
foljdriktighetskriteriet ir genom det som Plomp (2013) bendmner som ex-
pertbedomningar, att fler erfarna designforskare ar delaktiga och ger syn-
punkter pa designen. Studie 2 ingdr som del i en utbildning och dess kvalitet
borde borga for att jag som forskare erhaller god vigledning vid utforman-
det av designen. Foljdriktighetskriteriet giller dven att de teoretiska kon-
struktioner som anvinds i en studie dr vil definierade annars finns risk att
validitetsproblem uppstar, detta da studiens validitet granskas genom de
sitt som teorier sitts i arbete i studien (Bakker, 2018). I det avseendet vill
jag lyfta fram hypoteskartan som verkat vagledande i savil design som i
analys i Studie 2. Hypoteskartan har aven i Studie 2 verkat for att synliggora
forskningsprocessen och hur de teorier som anvants i studien satts i arbete.
Det handlar om att gora forskningen transparent for andra, ndgot som
Cobb och Gravemeijer (2008) menar ofta dr ett problem, de skriver, ”olyck-
ligtvis s misslyckas designforskare ofta med att formulera nyckelkonstrukt-
ioner for vad de anvander nir de gor tolkningar” (s. 74, min Oversattning).
I metoden har jag sokt synliggora forskningsprocessen genom hypoteskar-
tan och detaljerade beskrivningar av tolkningar som gjorts. Vidare har dven
overgdngen mellan hypoteskartan och designprinciper beskrivits.
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Fortsatt forskning

En viktig aspekt har i Studie 2 varit att konstruera lampliga uppgifter i den
digitala miljon for att eleverna ska borja att agera i och koordinera visuali-
seringsprocesser i relation till figurer. En uppgiftstyp som visat sig kunna
stimulera sddana ageranden ir UAB-uppgifter. En tinkbar fortsittning ir
att fokusera uppgifter och mer pa djupet undersoka egenskaper hos uppgif-
ter som gor att elever vid visualisering kan ta steget fran ageranden i per-
ceptuell VP, till ageranden i och koordinering med bade operativ- och dis-
kursiv VP. Om dven sddan forskning riktar in sig mot uppgifter vilka skapas
for digitala miljoer okar antalet mojliga egenskaper i uppgiftens design.

En andra aspekt som lyfts fram dr agerande i operativ VP. Michael (2013)
har dokumenterat att elevers sitt att agera i operativ VP ofta ar begrinsade.
Vid uppgiftslosning finns det alltid olika sitt att gora forandringar i figurer.
For varje sidan mojlig operation finns det enligt Duval (1999) visuella va-
riabler vilka endera hos eleven aktiverar eller hindrar synligheten fér den
relevanta underfiguren och mojliga operationen som bidrar till att eleven
finner vagar framat i uppgiftssituationen. Dessa visuella variabler, 4r nagot
som bor beaktas i undervisning, men 6ppnar dven upp ett omrade for fram-
tida forskning i syfte att 6ka var forstaelse for de satt som elever visualiserar
figurer pa.

Avslutningsvis en tredje aspekt. Tvd av designprinciperna kan sigas vara
riktade mot lararens sitt att utnyttja den digitala miljon, till exempel de-
signprincipen informativ flexibilitet, vilken beskriver att det 4r miljon som
ar flexibel. Men principen handlar dven i ndgon mening om att larare skall
ges verktyg for att parera for och anpassa undervisningen utifran skeenden
under lektionen. I en interaktion med eleverna sd kan dven lararen utveckla
sin forstdelse for hur hen kan agera i vissa uppkommande situationer och
ett begrepp for den typen av situationer dr adaptiv expertis (adaptive exper-
tise) (Timperley, 2013). Adaptiv expertis kan beskrivas som innovativa och
kreativa kompetenser, en lyhordhet och en benigenhet att utveckla sin
undervisning (Savickas, 2005). Vidare beskriver Tsui (2009) att adaptiv ex-
pertis utvecklas genom att larare utfor situationsspecifika observationer och
processer av reflektion kring sina egna ageranden. Timperley (2013) har
tagit fram ett ramverk innehdallande ett antal principer for hur blivande 14-
rare kan utveckla sin adaptiva expertis. Jag tanker mig att de framtagna
designprinciperna och speciellt informativ flexibilitet kan i fortsatt UDF,
tillsammans med larare studeras inom ramen for sddana former av ramverk
for att bygga forstdelse for hur lirare kan utveckla adaptiv expertis nir
undervisningen sker i digitala miljoer.
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Bilagor

Lektion 1, 60 min Bilaga 1.
Syfte och lirandemal
F4 elever medvetna om vikten av och hur resonemang kan foras kring geo-
metriska begrepp och deras relationer med varandra i figurer.

Material
e Lankar till Geogebra for lararledd genomgang
e Link till Geogebrabok att distribuera till elever

Lektionsstruktur:

I) Lektionen inleds med en lararledd genomgdng dir tva exempel
diskuteras (ex A & B), i syfte att borja leda eleverna mot att stu-
dera figurer narmare efter en forsta blick.

I1) Eleverna arbetar med tre uppgifter i Geogebra vilka bygger pa for-
meln for triangelns area.

1) Avslutningsvis gar lararen igenom uppgifterna, med stod av ele-
vers slutsatser och gjorda noteringar pa den digitala anslagstavlan
(Padlet).

Aktivitet I

Vad?

Eleven ska erfara och ldra sig att det utifrdn en initial perceptuell avlasning
av figurer ofta fordras att hen mera ingdende studerar figurer for att urskilja
egenskaper i dem och utifran detta finna vigledning och forma fora resone-
mang i undersokande aktiviteter.

Hur?
IA) (8min)

Lararledd diskussion med stod av applet
(Bilden visas endast av lararen)

Uppgift: Rektangel inskriven i en kvartscirkel
(Bestim lingden av den streckade diagonalen)
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Arbetsgang

1. Eleverna arbetar med uppgiften enskilt

2. Darefter diskussion och arbete med uppgiften i par

3. Helklassdiskussion, lyssna in i grupperna sd du har en grupp som
kan visa och argumentera. Lampliga fragor:

a.
b.

C.

o o

IB) (8min)

Uppgiften Den roda arean
(Hur stor area har det roda omradet?)

Arbetsgang

Vad finns det i den har bilden som kan hjilpa oss?

Kan du motivera det? Kom fram till tavlan och visa.
Varfor 4r AC = DB? Vilka antaganden maste du gora da?
Diskutera i paren.

Varfor ar DB = 10? Diskutera i paren.

Spelar det ndgon roll om vi drar i B? Varfor/varfor inte?
Vi forsoker identifiera olika egenskaper i figuren, och
funderar 6ver hur denna information kan hjilpa oss att
l6sa problemet.

1em 1cm

1  Eleverna arbetar med uppgiften enskilt

2 Darefter diskussion och arbete med uppgiften i par

3 Helklassdiskussion, lyssna in i grupperna sd du har en grupp som
kan visa och argumentera. Lampliga fragor:

a) Vad finns det i den har bilden som kan hjalpa oss?

b) Kan du motivera det? Kom fram till tavlan och visa.

¢) Tapplikationen finns stodlinje och symmetrilinje vilka kan fungera
som stod for liraren i diskussionen

d) Nir eleven t.ex. sdger ”den roda passar didr uppe i hornet” Kan vi
vara sidkra pa det? Varfor? Diskutera i paren.

Varfor?

Figurer och deras egenskaper ar en viktig del i grundskolans matematik.
Den barande tanken ar att eleven i motet med avbildade figurer lar sig att
visualisera figuren och dess underfigurer och kan forklara egenskaper hos
figurerna och nyttja dessa till berdkningar i olika matematiska samman-
hang, t ex vid beriakning av figurens area.

Aktivitet IT (40min)

Vad?
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Eleverna ska utveckla sin féorméga att identifiera underfigurer i 2D-figurer
som forutsittning for ett resonemang om triangelns area. Hir ges eleven
mojlighet att sjalv arbeta med formeln for triangels area och argumentera
for dess giltighet med stod av digitala verktyg i form av manipulerbara tri-
anglar i applikationen.

Triangel 1 A= g h ”halva basen”
Triangel 2 A=b g halva hojden”
Triangel 3 A= # halva rektangeln”

Hur?

Eleverna arbetar med triangel 1 i par, enligt frigorna i Geogebra-boken.
Diskutera sedan deras resonemang som publicerats i Padlet, ar det nigot
utav inldggen eleverna tycker ar extra intressant/innehdllsrik? Varfor? Dis-
kutera ndgra inldgg kort. Be darefter eleverna att gd vidare med triangel 2
och 3. Idealiskt sd dr det dtminstone ndgra par som hunnit genom alla tre
trianglar efter 30min (totalt). Om nagot elev-par ir firdiga innan 20min
har gitt, uppmana dem att gd vidare till extrauppgifterna. Efter 30min, bryt
for helklass utifrdn slutsatserna publicerade i Padlet

Applikation 1 -3

Undersok och beskriv vad Geogebra-applikationen hjilper till att visa enligt
dig.

Arbetsging

1. Arbeta med uppgiften enskilt

2. Diskutera och arbeta med uppgiften i par och skriv in i padlet vad
ni kommer fram till

3. Liraren och eleverna tittar tillsammans pa elevernas noteringar i
Padlet efter undersokningen av triangel 1.

Varfor?

Eleverna ska erbjudas mojlighet att utveckla formagan att identifiera figu-
rers egenskaper och anvinda algebraiska uttryck, vilka i sig har stor bety-
delse inom omrddet geometri, nir eleven for resonemang om geometriska
relationer och formler. Eleverna ska dven erbjudas mojlighet att resonera
om och hur man inom matematiken avgor om nagot ar sant eller inte.
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Lektion 2, 60 min

Bilaga 2.
Syfte och larandemal
Genom arbete med att hos tredimensionella geometriska figurer identifiera
begransningsytor och bestimma deras beskaffenhet erhdlla forstielse for
hur siddana figurer ir uppbyggda, detta for att erhalla redskap att utfora
olika berikningar sisom begriansningsarea.

Material
e Link till Geogebra for lirarledd genomgang
e Liank till Geogebra for distribution till elever

Introduktion (3min)
T dagens lektion kommer vi att arbeta mer med figurers uppbyggnad och
vi kommer att arbeta med si kallade nets”

Lektionsstruktur:

Lektionen inleds med en lirarledd genomgang dir ett exempel diskuteras
(pyramiden).

Eleverna arbetar med uppgiften att skapa ett ”nets” av ett vaxthus i Geoge-
bra-miljo

Avslutningsvis diskuterar ldraren elevernas berdkningar utifran elevernas
skapade "nets”.

Aktivitet I (10 min)

Vad?

Eleverna ska erbjudas diskutera och identifiera sidoytorna som bygger upp
en pyramid och hur de ir beskaffade, utifran detta erhalla forstaelse for hur
figurer dr uppbyggda av underfigurer for att erhdlla redskap for att berdkna
begransningsarea av tredimensionella figurer.

Hur?

Lirarledd diskussion med stod av applet, ddr fokus i detta fall ligger i hur
utvikningen kan hjdlpa eleverna att bygga forstaelse for pyramidens upp-
byggnad.
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Varfor?

Figurer och deras uppbyggnad och egenskaper ar centrala aspekter av geo-
metrisk forstielse. Ovningen syftar till att eleverna utvecklar férmagan att
anvinda matematiska begrepp, i detta fall lingd, bredd och hojd och pa
sadant sitt utvecklar de kunskaper om begreppen sivil som de figurer de
ar knutna till.

Aktivitet IT (50 min)

Vad?

Eleverna ska arbeta med konstruktion av geometriska figurer for att erbju-
das att med stod av digitala verktyg trana pd och utveckla kunskaper om
konstruktioner.

Hur?

Eleverna ska i Geogebra-applikationen konstruera ett sd kallat *nets” av ett
vaxthus. De utfor samtidigt berakning av de olika figurerna i nitet. Dessa
berdkningar och bilder ligger pa slutet av lektionen som grund for den av-
slutande diskussionen. Uppgiften ar som foljer.

Uppgift med vaxthus

Per visar stolt sitt nya vaxthus for Edward
(se bild). Edward suckar och pastar att det
maste ha gdtt 4t minst 25m? plast for att
tillverka huset. Stimmer detta?

; 1 j e
Foto: P. Markkanen

Er uppgift ar att med verktyget konstruera ett ”nets” samt rakna ut hur
mycket plast det gdr 4t om Per som dr 180 cm ska kunna sta rak i vaxthuset
pa alla stillen. Storleken pa basytan dr 3m?. Huset ar konstruerat si att ett
lager plast finns i botten (som trallen lagges pa).

Anvind verktygen for att konstruera ett plant nit till huset Villkoren finner
du ovan. Berikna den totala begransningsarean for vaxthuset

Varfor?

Eleven ska i undervisningen erbjudas med att stod av digitala verktyg un-
dersoka och dra slutsatser om geometriska figurer och begreppen knutna
till dem. Vidare ska eleven i arbete med pyramiden mota metoder for be-
rakningar av olika storheter hos tredimensionella figurer.
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Lektion 3, 60 min Bilaga 3.

Syfte och lirandemal

Eleven erbjuds genom arbete med konstruktionsuppgifter att agera i visua-
liseringsprocesser och dirmed ges mojlighet att bygga forstaelse for geomet-
riska begreppsliga strukturer som grund for resonemang.

Material

Lirarlank ...
Elevlank. ...

Introduktion (3 min)

Uppfoljning av lektion 2. Beratta att dagens lektion ska innehdlla fortsatt
arbete med konstruktion av figurer, men dd av ndgot svarare tredimension-
ella figurer.

Lektionsstruktur:

Uppgiften chokladaskproblemet presenteras. Eleverna arbetar med uppgift
i Geogebra. Avslutningsvis diskuterar liraren uppgiften genom valda elev-
arbeten

Aktivitet (60 min)

Vad?

Eleverna arbetar med och resonerar kring tredimensionella figurer, for att
behirska att identifiera underfigurer som bygger upp tredimensionella figu-
rer och darefter konstruera tvidimensionella nit

Hur?

Eleverna arbetar i Geogebra-miljé med att skapa “nets” av tva olika Oble-
roneforpackningar. Ur detta ska de beridkna begrinsingsarea av de olika
forpackningarna och gora jamforelser med stod av sina nets och berik-
ningar samt fora resonemang om detta. Uppgiften dr som foljer.

CHOKLAD

Obleronechoklad siljs i tva sorters forpackningar. Den lilla férpackningen
ariform av ett prisma dir basytan ir en liksidig triangel med sidan 3cm (se
bild nedan). Chokladen siljs dven i forpackningar som innehaller 6st, men
dé saknas mellanviggar i férpackningen. En sddan forpackning far formen
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av ett prisma med en regelbunden hexagon som basyta, vars sidor dr 3cm.
Lingden pa forpackningarna ar 25 cm.

"qur; %

\\,L paLER
Bild: A. de Laval

Uppgift

Konstruera en plan utvikt kartong av bada férpackningarna. Berakna be-
griansningsarean pi bida kartongerna. Redovisa dina berikningar. Hur
mycket mindre kartong gar det at for att tillverka den stora forpackningen
jamfort med sex smd forpackningar.

Fordjupningsuppgift

Per péstar att genom att silja chokladen i sidana forpackningar om 6st kan
foretaget spara 75% av forpackningsmaterialet jaimfort med att silja dem
styckvis. Stimmer Pers pastiende?

Varfor?

En viktig del i elevers kunskapsutveckling om geometriska figurer dr att ele-
ven Ovar pa att skapa konstruktioner av dem. Vidare ska eleven erbjudas
mojligheter att i unders6kande verksamhet diskutera olika metoder for be-
rakning av area hos geometriska figurer, samt enhetsbyten i samband med
detta.
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