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Abstract 
Peter Markkanen (2021): Representations, visualization and reasoning in geometry – 
Practice-based studies on teaching in digital environments.                                  
Örebro Studies in Mathematics 2. 

The aim of this dissertation was to gain a deeper understanding of how teaching in 
digital environments can be designed to give students opportunities to develop 
knowledge in two- and three-dimensional geometry. The dissertation consists of 
two sub-studies, the first using an ethnographic approach in which the researcher 
followed a teacher's teaching in a digital environment, in a Grade 9 class for a period 
of five weeks. In the first study, learning was defined based on reification theory, 
which describes that the understanding of mathematical concepts develops from 
operational to structural understanding. Data were collected through video-assisted 
observations, interviews and student tests. This material was analyzed with a focus 
on the ways the teacher used the digital tools to create mathematical situations that 
offered students opportunities to work with different representations and mathe-
matical concepts. In the second study, characterized as educational design research, 
the researcher along with two teachers designed teaching in two classes in Grades 8 
and 9. The focus in this second study was shifted to how geometry teaching in 
digital environments can be designed to offer students the opportunity to develop 
their understanding of, and ways of interpreting, geometric figures. For support in 
designing lessons, Brousseau's theory of didactical situations, based on a constructivist 
approach to learning, was adopted. Data were collected through video-assisted 
observations and screen recordings of students´ work. This material was analyzed 
in two steps. First, the focus was on how students worked with the figures in rela-
tion to the assumptions made in the design. Thereafter, the attention was on prop-
erties of the designed environment that were considered to affect the students and 
to lead to changes in how they interpreted and used the figures when working with 
geometric tasks. The study resulted in five design principles that can serve as a 
guide for designing teaching in digital environments. Thus, taken together, the dis-
sertation´s two sub-studies show that using digital tools in teaching gives the teacher 
not only more didactic variables to work with when creating lessons, but also, 
based on the needs that arise in teaching, more tools for shedding light on what 
some students may have difficulty detecting. Furthermore, the results show that 
digital tools can help in the creation of environments that stimulate students' way 
of examining, testing and reasoning about geometric figures and their properties, 
which are seen as important prerequisites for developing good knowledge in the 
field. 

Keywords: geometry, visualization, representations, reasoning, digital tools, design 
research 

Peter Markkanen, Department of Science and Technology 
Örebro University, SE-710 82 Örebro, Sweden 





Sammanfattning 

I denna avhandling presenteras forskning vars mål var att erhålla djupare för-
ståelse för hur undervisning i digitala miljöer kan utformas, så att elever ges 
möjlighet att utveckla kunskaper inom två- och tredimensionell geometri. Av-
handlingen består av två delstudier, i den första följde forskaren under fem 
veckor en lärares undervisning i en klass i årskurs 9. I Studie 1 definierades 
lärande utifrån reifikationsteorin, som beskriver att förståelse för matematiska 
begrepp utvecklas från operationell till strukturell förståelse. Det empiriska 
materialet samlades in genom videounderstödd observation, intervju samt 
elevtest. Data analyserades med fokus på sätten som läraren utnyttjar de digi-
tala verktygen, i syfte att skapa matematiska situationer vilka erbjöd eleverna 
möjligheter att arbeta med representationer och erfara begrepp. Studie 2 bygg-
de på utbildningsvetenskaplig designforskning där forskaren tillsammans med 
två lärare designande undervisning i årskurs 8 och 9. I Studie 2 flyttades fokus 
mot hur undervisning i digitala miljöer kan designas så att elever erbjuds att 
utveckla sin förståelse för och sina sätt att tolka geometriska figurer. För att 
erhålla stöd vid design av lektioner, antogs teorin om didaktiska situationer 
vilken tar utgångspunkt i ett konstruktivistiskt synsätt på lärande. Det empi-
riska materialet samlades in genom videounderstödd observation och skärmin-
spelning. Data analyserades med fokus på hur eleverna arbetade med figurer 
och hur egenskaper i den designade miljön ansågs påverka dem samt ledde till 
förändrade sätt att tolka och utnyttja figurer vid geometrisk uppgiftslösning. 
Studie 2 resulterade i fem designprinciper vilka kan verka som vägledning för 
hur undervisning i digitala miljöer kan utformas. Studie 1 och Studie 2 visar 
därmed tillsammans att utnyttjande av digitala verktyg i undervisningen ger 
läraren fler didaktiska variabler att arbeta med vid skapande av lektioner, men 
även fler verktyg att utifrån de behov som uppstår i undervisningen belysa 
sådant som en del elever kan ha svårt att få syn på. Vidare visar resultatet att 
med digitala verktyg kan miljöer skapas som stimulerar elevers sätt att under-
söka och testa samt resonera om geometriska figurer och deras egenskaper, 
vilket ses vara viktiga förutsättningar för att utveckla goda kunskaper inom 
området. 

 Nyckelord: Geometri, Visualisering, Representationer, Resonemang, Digitala 
verktyg, Designforskning 
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Inledning 
Denna avhandling riktar intresset mot undervisning och lärande inom två- 
och tredimensionell geometri i grundskolans senare årskurser. I skolans ma-
tematik är geometri ett viktigt område och goda kunskaper i geometri är en 
förutsättning för förståelse inom flera av matematikens andra områden 
(Clements m.fl., 2001; Gagatsis m.fl., 2006; Kurina, 2003). Undervisning i 
geometri kan på många sätt göras konkret då den behandlar två- och tredi-
mensionella figurer, något som kan kopplas till sensoriska upplevelser, van-
ligen vår syn (Parzysz, 1991). Men även om geometri som område kan sägas 
vara starkt kopplad till elevers konkreta värld så besitter området också en 
teoretisk domän, vilken är kopplad till geometriska figurers egenskaper och 
begrepp. Denna dubbelnatur, den konkreta och den teoretiska, har konse-
kvenser för undervisning och lärande i geometri. Geometrins dubbelnatur 
borde hypotetiskt hjälpa lärare att länka matematisk teori till elevernas er-
farenhetsvärld, men i själva verket framstår dubbelnaturen som ett gap, som 
gör det svårt för lärare att skapa en undervisning som kan möjliggöra att 
eleverna överbryggar gapet (Fujita & Jones, 2002).  

Den konkreta eller visuellt framträdande delen av geometri handlar om 
representationer. Vid undervisning och lärande i geometri (såväl som inom 
alla matematikens områden) är visuella representationer viktiga, till exem-
pel grafer, tabeller, figurer eller fysiska geometriska modeller (Goldin, 
2014). Arbete med representationer innebär att matematiken representeras 
på olika sätt, till exempel genom bildlig, verbal, eller symbolisk representat-
ionsform. All slags matematisk aktivitet fordrar att två- eller tre olika repre-
sentationsformer aktiveras parallellt (Duval, 2002), såsom att utifrån en 
geometrisk figur (bildlig form) teckna en areaberäkning (symbolisk form). 
Att de olika representationsformerna aktiveras parallellt innebär även att 
eleven måste behärska byten av representationsform. Att låta elever erfara 
och arbeta med representationer och speciellt byten mellan olika former är 
för Duval en central aspekt inom geometriundervisning. Men Duval anser 
att undervisningen inte i tillräcklig omfattning tillgodoser detta utan att den 
ofta sker på ett mer tillrättalagt sätt så att elever inte erbjuds tillfälle att 
bygga tillräcklig förståelse. Enligt Battista (2007) bör geometriundervisning 
ske genom att läraren arbetar med visuell representation, att geometriska 
figurer, deras underfigurer, egenskaper och begrepp behandlas noggrant, 
samt att transformationer mellan symboliska lösningar och geometriska fi-
gurer ges ett visst utrymme. 
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Elevers arbete med geometriska figurer och med att på olika sätt repre-
sentera geometriskt innehåll kan beskrivas som att eleven i undervisningen 
måste samordna aspekter av det hen ser och uppfattar med mera teoretiskt 
resonemang (Koleza & Kabani, 2006). Därför blir de sätt som elever ser på- 
och vad de uppfattar i figurer av intresse. När en individ studerar en repre-
sentation, till exempel en figur, benämns detta vanligen för att hen visuali-
serar. Visualisering ses hos individen vara en process, en tolkande process – 
mer eller mindre spontan – där egenskaper och former identifieras samt 
eventuellt görs en bestämning av vilken slags figur det rör sig om (Duval, 
2013). Men att visualisera figurer är ingen naturlig aktivitet utan något som 
kräver såväl goda begreppsliga kunskaper som en del övning. Fastän geo-
metriska figurer borde fungera som stöd för elever vid geometrisk uppgifts-
lösning, så tycks det som om denna stödjande roll inte framträder för alla 
elever (Sinclair m.fl., 2018).  

Även äldre elever visualiserar geometriska figurer väldigt olika och det är 
vanligt att elever enbart uppfattar direkt framträdande former och egen-
skaper (Michael & Gagatsis, 2013). Att eleven fastnar i sådana visuali-
seringar är problematiskt och kan ta sig uttryck i att elever kan försöka 
finna lösningar genom att utföra beräkningar baserade på mätningar eller 
uppskattningar gjorda i figuren (Michael & Gagatsis, 2013), men värre är 
att det kan få konsekvenser för elevers möjligheter att generalisera geomet-
riska begrepp och föra resonemang (Duval, 1998).  

I undervisningen för år 7–9 ska eleverna arbeta med egenskaper hos fi-
gurer och innebörden av geometriska begrepp (Skolverket, 2017). Arbete 
med geometriska begrepp i undervisningen kan till exempel rikta sig mot 
egenskaper i geometriska figurers uppbyggnad, vilket kan möjliggöra att 
elever kan identifiera underfigurer och uttrycka vad dessa representerar och 
definierar (Michael & Gagatsis, 2013).   

Dock tycks lärare ha bekymmer med att skapa en undervisning som er-
bjuder elever att bygga en djupare förståelse för geometriska figurers egen-
skaper och begrepp. Löwing (2016) har visat att elever i år 6 och 7 ofta 
hamnar i bekymmer när de ska omsätta och generalisera grundläggande 
kunskaper baserade på geometriska figurers egenskaper. Även Nilsson 
(2005) dokumenterar att många elever hamnar i bekymmer inom geometrin 
på grund av att de inte till fullo behärskar innehållet, men även att det ofta 
finns en avsaknad av ett geometriskt språk.  

De beskrivna svårigheterna ligger i linje med Mariotti (1995) som menar 
att hantering och samordning av vad som ses och matematisk teori, utgör 
en av de största svårigheterna med såväl undervisning som lärande inom 
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geometri. Duval (1998) kopplar även till förmågan att föra resonemang som 
en viktig aspekt för att elever ska utveckla goda geometriska kunskaper och 
han beskriver kravet på undervisningen som att eleven måste erbjudas möj-
ligheter att träna på att samordna visualisering och resonemang. Känne-
tecken på sådana undervisningsmiljöer är att eleverna engageras i uppgifter, 
där de genom utforskning och resonemang erbjuds att uppmärksamma geo-
metriska egenskaper i relation till figurer (Chen & Herbst, 2012; 
Hershkowitz, 1998). Om sådan undervisning även involverar digitala verk-
tyg, ges möjligheter för eleverna att skapa och manipulera geometriska re-
presentationer, något som anses ha potential att stödja problemlösande pro-
cesser och resonemang (Olsson, 2019).  

Användande av digitala verktyg inom skolan har under de senaste två 
decennierna vuxit och ska numera vara en naturlig del av ”verksamheten” 
(Skolverket, 2019). Stora förhoppningar har ställts på att digitala verktyg 
ska utveckla undervisningen, något som speciellt kanske gäller matematik-
undervisning. Geometri är ett naturligt område inom matematiken där di-
gitala verktyg kan komma till sin rätt och intresset i denna avhandling riktas 
mot undervisning i geometri som sker i digitala miljöer. 

När det gäller matematikundervisning i digitala miljöer är den bakomlig-
gande tanken vanligtvis erbjudanden om möjligheter till rörlig, dynamisk 
representation (Lopez-Real & Leung, 2006). Sådan undervisning kan öppna 
upp ett pedagogiskt utrymme för såväl lärare som elever. Läraren kan till 
exempel skapa uppgifter i vilka eleverna engageras i geometriska undersök-
ningar (Leung, 2011). I sådana aktiviteter erbjuds eleverna genom de dyna-
miska möjligheterna att göra förändringar, utföra mätningar och göra ob-
servationer kring vad som förändras och vad som förblir oförändrat. Akti-
viteter vilka kan bidra till förståelse för universella aspekter av formler och 
begrepp på sätt som går långt bortom det som går att uppnå i papper- och 
pennamiljöer (Webre m.fl., 2018). 

Men forskning har även visat att eleven kan hamna i svårigheter när 
denne ska visualisera och finna lämplig och/eller tolkningsbar information 
vid arbete med figurer i digitala miljöer, varvid eleven kanske inte kan iden-
tifiera efterfrågad information och på något sätt blir kvar i att försöka tolka 
figuren (Okumus & Hollebrands, 2016). Undervisning i digitala miljöer 
kräver goda kunskaper av läraren om såväl den digitala miljöns möjligheter 
såväl som uppgifters potential i densamma för att kunna möta och få ele-
verna att ge förklaringar till sina påståenden samt kontrollera validiteten i 
sina resonemang (Webre m.fl., 2018).  
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Sammantaget ses geometriundervisning i digitala miljöer ha en potential 
att bidra med utökade möjligheter till lärande (t ex Webre m.fl., 2018). Sin-
clair m.fl. (2017) beskriver dock området, som att många frågor fortfarande 
är obesvarade. De menar att vi enbart har kommit en bit på väg när det 
gäller vår förståelse för hur geometriundervisning i digitala miljöer kan ut-
formas och argumenterar för att mer forskning är nödvändig för att bättre 
förstå hur egenskaper i miljön kan utnyttjas och relateras till undervisningen 
så att miljöer kan skapas vilka bidrar med lärandemöjligheter.  

I denna avhandling riktas därför intresset mot hur undervisning i digitala 
miljöer kan bidra till att utveckla matematikundervisningen inom området 
geometri. Mer specifikt formuleras följande problem eller problemområde, 
nämligen att lärare tycks ha svårigheter med att skapa en undervisning vil-
ken erbjuder elever tillträde till och djupare förståelse för figurer och deras 
egenskaper. 

Med denna problemformulering riktas intresset mot hur utnyttjande av 
digitala verktyg kan möjliggöra att undervisning kan skapas så att elever 
erbjuds utökade möjligheter att bygga förståelse för figurer och deras egen-
skaper. En förståelse som möjliggör insikter om hur figurer kan nyttjas vid 
geometrisk uppgiftslösning och som verktyg för att föra geometriska reso-
nemang. 

Syfte och disposition 
Avhandlingens övergripande syfte är att erhålla djupare förståelse för hur 
undervisning i digitala miljöer kan utformas, så att elever ges möjlighet att 
utveckla förståelse i geometri, i relation till geometriska figurer och deras 
egenskaper. 

Avhandlingen består av två studier där Studie 1 är en licentiatavhandling 
(Markkanen, 2014). Studie 1 har en etnografisk inriktning där jag som fors-
kare under fem veckor följde en lärares undervisning i en klass med elever i 
årskurs 9. I Studie 1 uppmärksammades de olika didaktiska strategier som 
läraren utnyttjar i en digital miljö för att representera och låta eleverna ar-
beta med det matematiska innehållet. I Studie 1 användes Duvals (2006) 
registerteori i kombination med Sfards (1991) reifikationsteori om hur ut-
veckling av matematiska begrepp sker. Resultatet i Studie 1 lägger en grund 
för Studie 2, vilken bygger på utbildningsvetenskaplig designforskning där 
forskaren tillsammans med två lärare designande undervisning i två klasser 
i årskurs 8 och 9. Studie 2 fokuserar eleverna, mer specifikt hur undervis-
ning i digitala miljöer kan utformas, så att elever erbjuds arbeta med upp-
gifter där visualisering av geometriska figurer är viktiga inslag. Själva 
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designen ses innefatta uppgifter och hur de verkar i den digitala miljön, men 
även de sätt som läraren kan utnyttja den digitala miljön på, samt hur ele-
verna förväntas att agera i de designade lektionerna. I Studie 2 användes 
som teoretisk lins, Duvals (1995; 1998) teorier om hur elever visualiserar 
geometriska figurer och samordnar visualiseringen med resonemang. För att 
fånga och beskriva händelserna i klassrummet på ett övergripande plan an-
vändes Brousseaus (1997) socialkonstruktivistiska teori om didaktiska situ-
ationer där teorin verkat som verktyg vid skapande av lektionssekvenser 
och i analysen. 

I det följande presenteras avhandlingen vilken inleds med bakgrunden 
som relaterar till hela avhandlingen. Därefter följer en sammanfattning av 
Studie 1, med dess forskningsfrågor, teoretiska utgångspunkter, metod samt 
resultat och slutsatser. Med samma struktur, men med en full redogörelse 
följer därefter en presentation av Studie 2. Avhandlingen avslutas med ka-
pitlet diskussion. 

Förtydligande 
Här görs ett förtydligande så till vida att det i avhandlingen förekommer tre 
snarlika benämningar, nämligen digitala verktyg, digital teknik samt digital 
miljö. När digitala verktyg (eller enbart verktyg) används, avses verktygets 
roll i en beskriven situation eller vid undervisning i matematik. När digital 
teknik (eller enbart teknik) används, avses utnyttjande av sådan teknik på 
ett generellt plan, i skolan eller i samhället. Slutligen, när benämningen di-
gital miljö används, åsyftas att undervisningen sker i en sådan miljö.  
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Bakgrund 
Bakgrunden består av två huvudavsnitt, tidigare forskning om undervisning 
och elevers lärande i geometri samt undervisning i digitala miljöer. Inled-
ningsvis presenteras även ett kort avsnitt om svensk skolkontext. 

Den svenska skolkontexten 
Detta avsnitt syftar till att skapa en bild av geometriundervisning i svensk 
skola samt kortfattat ge en bild av hur samhällets ökade digitalisering på-
verkat undervisningen. 

Geometri i styrdokumenten 
De övergripande områden som lärare ska behandla i sin undervisning be-
nämns i kursplanen som centralt innehåll (Skolverket, 2019). Geometri är 
ett centralt innehåll och för årskurs 7–9, ska lärare i undervisningen be-
handla följande, 

• Geometriska objekt och deras inbördes relationer. Geometriska 
egenskaper hos dessa objekt.  

• Avbildning och konstruktion av geometriska objekt, såväl med 
som utan digitala verktyg. Skala vid förminskning och förstoring 
av två- och tredimensionella objekt.  

• Likformighet och symmetri i planet.  
• Metoder för beräkning av area, omkrets och volym hos geomet-

riska objekt, samt enhetsbyten i samband med detta.  
• Geometriska satser och formler och behovet av argumentation för 

deras giltighet.          (Skolverket, 2019, s. 58) 
 
Genom det centrala innehållet framgår att benämningen geometriskt objekt 
används i matematikämnets kursplan (Skolverket, 2019). Det centrala in-
nehållet är strukturerat så att det uppvisar en progression upp genom års-
kurserna och för att belysa innebörden i benämningen geometriskt objekt 
visas även en formulering från det centrala innehållet för årkurs 1–3, där 
lärare i undervisningen ska behandla, 

• Grundläggande geometriska objekt, däribland punkter, linjer, 
sträckor, fyrhörningar, trianglar, cirklar, klot, koner, cylindrar 
och rätblock samt deras inbördes relationer. Grundläggande geo-
metriska egenskaper hos dessa objekt.      (Skolverket, 2019, s. 56) 
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Sett genom kursplanen uppfattas geometriska objekt vara objekt inom såväl 
den plana geometrin som rymdgeometrin, vilket då vanligen avser studier 
av geometriska figurer och deras egenskaper, i såväl planet som i den tredi-
mensionella rymden (Skolverket, 2017). Således förtydligas här att denna 
avhandling riktar intresset mot just geometriska figurer och deras egen-
skaper och fortsättningsvis används det kortare skrivsättet figurer. Med 
detta sagt och genom att följa Parzysz (1988), kan figurer vara i olika di-
mensioner. En figur kan således vara väldigt enkel i form av ett linjesegment 
(Figur 1a), men även i form av en kub (Figur 1b). Noterbart är även att 
kuben är uppbyggd av ett antal underfigurer såsom linjesegmentet i figur 
1a. 

Figur 1  
Två olika geometriska figurer  

 
 
 
 

Geometri som område är till sin natur omfattande, en omfattning som ökar 
under senare årskurser (Löwing, 2016). Detta ställer krav på att eleverna, 
genom deltagande i undervisningen, ges möjligheter att utveckla kunskaper 
om begrepp, något som ligger i linje med ett av matematikämnets långsik-
tiga mål, att eleverna ska utveckla förmågan att använda och analysera be-
grepp (Skolverket, 2019). Inom geometrin representeras vanligen begrepp 
med hjälp av figurer, således handlar begreppsförståelse vanligen om för-
ståelse för figurer och deras egenskaper (Michael, 2013). Arbete med figurer 
blir på sådant sätt en central aspekt i undervisningen för att eleverna ska 
tränas att resonera, argumentera och dra slutsatser om geometriska sam-
band.  

Förståelse för figurers egenskaper är en förutsättning för att eleverna ska 
utveckla förmågan att argumentera logiskt och föra resonemang, men även 
utveckla god förståelse för hur matematiken på olika sätt representeras. I 
det centrala innehållet för årskurs 7–9 nämns även geometriska satser och 
formler (se ovan). Det handlar då inte om formella bevis enligt Euklides, 
utan ses vara grunder i bevisföring, att eleven bygger upp en känsla för hur 
något kan ses som sant (Skolverket, 2017). I denna avhandling ses dessa 
grunder bestå i att eleverna ska utveckla förståelse för behovet av att 

a. b. 
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underbygga lösningar och slutsatser med resonemang grundade i matema-
tiska argument.  

Arbete med figurer innefattar även konstruktion av dem (Skolverket, 
2019). Eleverna behöver utveckla förståelse för skillnaden mellan att fritt 
rita en figur och konstruera den med verktyg. Arbete med konstruktion ska 
ske såväl med som utan digitala verktyg.  

Kunskapsläget i geometri 
När det gäller svenska elevers matematikkunskaper, är det vanligt att refe-
renser görs till elevers prestationer i internationella studier eller kunskaps-
mätningar som PISA och TIMSS (Sollerman, 2019). Nämnas bör att elever-
nas prestationer i sådana studier ska tolkas med försiktighet, beroende på 
att vissa aspekter som är en del av den svenska kursplanen inte ingår i de 
internationella studierna (Sollerman, 2019). Sollerman menar dock att en 
av styrkorna med de internationella studierna är att de mäter kunskap över 
tid. Med andra ord är det möjligt att fånga långsiktiga förändringar och sett 
till svenska elevers prestationer i matematik på de internationella studierna, 
så hade de en sjunkande trend från mitten på 90-talet fram till 2011/2012. 
I TIMMS 2015 skedde ett trendbrott, då eleverna presterade bättre än i 
studien 2011 (Skolverket, 2016). I TIMMS 2019 var resultatet på samma 
nivå som år 2015 (Skolverket, 2020). Att eleverna presterar på samma nivå 
år 2019 som år 2015 betyder att trendbrottet som uppmättes 2015 inte var 
en tillfällighet. 

Intressant för denna avhandling är just studier i TIMSS, då matematiken 
i den studien delas upp i fyra innehållsområden med geometri som ett om-
råde (Skolverket, 2016; 2020). Studien undersöker elevers kunskaper i års-
kurs 4 och 8. Även om resultaten (antal poäng) inte är jämförbara mellan 
årskurserna kan ändå jämförelser göras mot Sveriges genomsnittliga resul-
tat i matematik. När det gäller geometri presterar elever i årskurs 4 bättre 
än Sveriges genomsnittliga resultat. Däremot presterar elever i årskurs 8 
sämst i geometri och resultatet ligger under Sveriges genomsnitt (Skolverket, 
2016; 2020). Elevers mindre goda kunskapsutveckling mellan årskurs 4 och 
8 beror enligt Löwing (2016) bland annat på att förkunskapskraven i ma-
tematik blir mer komplexa i högre årskurser, något som beror av att be-
greppsstrukturen i sig blir mer komplex, vilket kräver förståelse för olika 
aspekter av ett visst begrepp. Vidare identifierade Löwing (2004) att orsaker 
till att elever i de högre årskurserna hamnar i problem i geometriundervis-
ningen kan spåras till bristande kunskaper inom den grundläggande geome-
trin och de termer som används för att beskriva den. 
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Även om de internationella studierna är viktiga är det värt att notera att 
elevers generella resultat i skolan blivit bättre under 2010-talet och att 
svenska elever i hög grad känner sig trygga och trivs i skolan (Sveriges Kom-
muner och Landsting, 2014).  

Digitalisering 
I Sverige har det under de senaste 15 åren skett en stor utveckling när det 
gäller tillgången till digitala verktyg i undervisningen. I mitten/senare delen 
av 00-talet var trenden att varje elev skulle ha en egen dator och benäm-
ningen 1:1-skola (en elev = en dator) blev ett vedertaget begrepp (Tallvid, 
2015). Denna trend lutade sig mot forskning som uppvisade en rad positiva 
effekter i undervisning där varje elev har en egen dator, såsom ökad moti-
vation och engagemang hos elever såväl som nya och utvecklade samarbets-
former (Lane, 2003; Lantz-Andersson, 2009; Zuber & Anderson, 2012). 
Begreppet 1:1 blev en del i en pågående digitalisering av skolan, en digitali-
sering som inneburit en strävan att öka de digitala inslagen i undervisningen 
på grund- och gymnasieskolan (SOU, 2015:28). I samband med en ökad 
digitalisering, växte begreppet digital kompetens fram, något som kortfattat 
innebär ett slags mått på individers förtrogenhet med digital teknik samt en 
förmåga att följa med i en digital utveckling (SOU 2015:28).  

För att förtydliga skolans uppdrag att stärka elevernas digitala kompe-
tens reviderades den svenska skolans läroplan och kursplaner år 2017. 
Denna revidering kan sägas påverka undervisningen på två sätt. Dels ska 
undervisningen erbjuda elever möjlighet att utveckla förmåga att använda 
digital teknik samt skapa förståelse för hur digitaliseringen påverkar indivi-
den och samhällets utveckling. Dels ska undervisningen organiseras så att 
eleverna får använda digitala verktyg på sätt som främjar kunskapsutveckl-
ing i ämnet (Skolverket, 2019).  

Men att implementera digitala verktyg kräver förändringar i lärares sätt 
att undervisa. Det är nödvändigt att lärare utvecklar en undervisning vilken 
kombinerar pedagogiska, tekniska och ämnesmässiga perspektiv på lärande 
(Willermark, 2018). Sådana förändringar tar tid och det är även centralt att 
nya sätt som digitala verktyg används på, testas empiriskt i autentiska 
undervisningssituationer (Stylianides & Stylianides, 2013). Sammantaget 
kan sägas att det finns och har funnits ett utifrån kommande krav på att 
lärare ska utveckla sin undervisning med digitala verktyg och frågan hur en 
sådan utveckling ska stödjas förefaller i högsta grad aktuell (Willermark, 
2018). Ett fortbildningsstöd – Matematikundervisning med digitala verktyg 
– har tagits fram av Skolverket, med syftet att stödja lärares implementering 
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av digitala verktyg i sin undervisning, ett stöd vilket bygger på kollegialt 
lärande på den egna enheten. Fortbildningsstödet är indelat i områden eller 
moduler, där varje modul har samma struktur. De deltagande lärarna ska, 
a) läsa litteratur, b) diskutera litteraturen och tillsammans planera ett under-
visningsmoment, c) genomföra momentet i den egna klassen, samt d) följa 
upp och utvärdera gemensamt. Sammanfattningsvis kan sägas att Skolver-
ket gjort relativt stora satsningar för att bistå lärarna i att implementera och 
använda digitala verktyg.  

Men vid Skolinspektionens granskning av undervisning i år 7–9 (27 
granskade skolor) huruvida digitala verktyg används som ett medel för lä-
rande i matematik framkom att många av de granskade skolorna ännu inte 
lever upp till styrdokumentens intentioner att använda digitala verktyg i 
undervisningen (Skolinspektionen, 2019). Vid granskningen framkom att 
digitala verktyg på mer än hälften av skolorna inte används på ett medvetet 
ämnesdidaktiskt sätt, till exempel som verktyg för att lösa uppgifter. Just 
området geometri är ett av de områden där undervisningen på många av 
skolorna inte ger eleverna möjlighet att arbeta med stöd av digitala verktyg. 
På de skolor i granskningen där användningen av digitala verktyg var väl-
fungerande, uttryckte lärarna att verktygen gör det lättare att visuellt repre-
sentera fenomen, det kan röra sig om att elever kan erbjudas att uppleva 
geometriska egenskaper hos figurer på fler och varierande sätt (Skolinspekt-
ionen, 2019). Skolinspektionens slutsats är att digitala verktyg kan stödja 
och utveckla undervisningen, men lyfter fram ett antal bekymmer. Ett så-
dant bekymmer är att digitala verktyg används i för liten utsträckning kopp-
lat till ämnesinnehåll. På skolorna där digitala verktyg används i liten ut-
sträckning, är en vanlig åsikt bland lärare att de är tveksamma till under-
visning med digitala verktyg. Skolinspektionen menar att sådana tveksam-
heter ofta beror på att lärarna saknar tillräcklig kunskap om digitala verk-
tyg. Såväl Skolinspektionen som Willermark (2018) menar att det är 
centralt att lärare når en kunskapsnivå om och ett förhållningssätt till digi-
tala verktyg, så att verktygen ses som en naturlig del av undervisningen och 
inte något som ska adderas till undervisningen. En viktig aspekt är att digi-
tala verktyg i matematikundervisningen används på ett av läraren genom-
tänkt och medvetet sätt utifrån en didaktisk strategi. 

Ovanstående korta genomgång visar på att det finns goda exempel av 
matematikundervisning som sker med digitala verktyg, men även att det 
finns en del hinder för lärare att komma över innan digitala verktyg blir en 
naturlig del i undervisningen. Därför är det viktigt att genom forskning lyfta 
fram väl fungerande undervisning som sker i digitala miljöer. Men även att 
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utveckla idéer eller olika former av stöd för lärare, vilka kan fungera som 
vägledning så att lärare kan utveckla sina sätt att använda digitala verktyg 
i sin undervisning. 

Tidigare forskning 
Då avhandlingen kan sägas ha två huvudspår, dels undervisning och elevers 
lärande i geometri, dels undervisning i digitala miljöer, så följer naturligt att 
avsnittet tidigare forskning är uppdelat i dessa två övergripande avsnitt. 

Undervisning och elevers lärande i geometri 
Den första övergripande delen består av tre delar, visualisering och repre-
sentationer, den geometriska figuren i undervisningen, samt resonemang i 
geometri 

Visualisering och representationer  
Visualisering och representationer är centrala aspekter när det handlar om 
undervisning och elevers lärande i matematik och för Duval (1999) är de 
båda aspekterna kärnan i att förstå och arbeta med matematik. Visuali-
sering och representationer går även i varandra när de sätts i spel i under-
visningen och de båda hade kunnat behandlats jämsides, men här presente-
ras de åtskilda i syfte att söka identifiera och lyfta fram deras enskilda ut-
märkande egenskaper. 

Visualisering  
I dagens värld överförs information mestadels visuellt, där teknik stöder och 
uppmuntrar kommunikation som i huvudsak är visuell, något som fordrar 
utnyttjande av vår visuella förmåga (Arcavi, 2003). En individs visuella för-
måga är kopplad till visuell perception, vilken kan ses som förmågan att 
med hjälp av synintryck tolka det vi ser (Gardner, 2011). Vid undervisning 
och lärande i geometri är den tolkande förmågan av intresse då vanligen 
bilder och figurer används som underlag för tolkning och analys (Battista, 
2007). Dessa bilder och figurer utgör visuella representationer, vilka inte 
ska sammanblandas med visualisering, därför görs här en distinktion. Visu-
ella representationer är olika former av representationer som används i ma-
tematik och vid undervisning inom ämnet, såsom en av läraren visad figur, 
en figur skapad av en elev eller figurer vilka är del i geometriska uppgifter. 
Visualisering sker när individen identifierar vad som är matematiskt rele-
vant i vilken som helst visuell representation (Duval, 2013). Visualisering är 
således starkt knutet till tolkande processer. Hershkowitz (1990) definierar 
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visualisering som individens förmåga att ”representera, transformera, gene-
rera, kommunicera, dokumentera och reflektera på visuell information” (s. 
75, min översättning). Sedan början på 90-talet har flertalet definitioner av 
visualisering gjorts inom utbildningsvetenskaplig forskning. Phillips m.fl. 
(2010) har i en granskning av cirka 250 artiklar identifierat 28 explicita 
definitioner för visualisering vilka de sammanfattar i tre aspekter, a) yttre 
visualisering, b) inre visualisering, samt c) en tolkande visualisering. Yttre 
visualisering är objekt som visas/ses och som i stunden tolkas av en person, 
i syfte att förstå något. Dessa objekt kan vara bilder, figurer, grafer, anime-
ringar etc. En inre visualisering sker när individen skapar sig en mental re-
presentation av till exempel ett matematiskt fenomen (Bishop, 1983). En 
tolkande visualisering är en handling i att skapa mening från yttre visuali-
sering och/eller en inre visualisering (Phillips m.fl., 2010). Visualisering ses 
således inte vara en slutprodukt i sig själv utan ska ses som medel mot ett 
mål, som kan anses vara detsamma som förståelse (Zimmerman & Cun-
ningham, 1991).  

Garderen m.fl. (2013) sökte identifiera elevers utmaningar (28 elever i år 
sju) när de arbetade med visualisering av representationer av bland annat 
figurer. Studien skedde i två steg, i det första identifierades utmaningar. I 
steg 2 jämfördes utmaningarna mot dels, en grupp med elever vilka ansågs 
befinna sig i matematiksvårigheter (S-elever) och dels en grupp med elever 
som ansågs vara högpresterande (H-elever). Data samlades in genom inter-
vju när eleverna arbetade med uppgifterna. Resultatet visade fyra utma-
ningar varav en av dem är av intresse för denna avhandling, nämligen att 
när eleverna skulle visualisera representationer som stöd för resonemang 
uppstod utmaningar. Resultatet i steg 2 visade att båda grupperna hade 
vissa svårigheter med att visualisera representationen som stöd för resone-
mang, med störst andel bland S-elever. Studien är relevant av två skäl, dels 
då en rekommenderad strategi vid matematiskt arbete är att skapa och ar-
beta med matematiska representationer, något som speciellt gäller för elever 
i matematiksvårigheter (Gersten, m.fl., 2009). Även om arbete med repre-
sentationer är att föredra, visar Garderen m.fl. (2013) att lärare måste ha 
en medvetenhet kring att elever kan sakna verktyg för att visualisera repre-
sentationer, något som speciellt gäller elever i matematiksvårigheter. Det 
andra skälet är att resultatet visade att såväl S- som H-elever hamnade i 
vissa svårigheter vid visualisering av representationen som stöd för resone-
mang, något som bekräftar Mariotti (1995) som visat att för många elever 
är samordning mellan visualisering och resonemang ett stort steg att ta. 
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Visualisering och resonemang i samordning är en förutsättning för att 
eleven ska kunna utveckla goda geometriska kunskaper (Duval, 1998; 
Wheatley, 1990). Markopoulos m.fl. (2015) undersökte i en studie 289 bli-
vande lärares lösningsstrategier i en uppgift som riktade intresset mot visu-
alisering av två- och tre-dimensionella figurer och kopplingar dem emellan. 
Studenterna erhöll två uppgifter, den första uppgiften utgick från en bild,  
där ett A4-ark rullas ihop som ett rör och beroende på rullriktning kunde 
två cylindrar skapas. Baserat på cylindrarnas nät (den utvikta begränsnings-
arean) skulle studenterna visualisera och jämföra de tänkta cylindrarnas vo-
lymer. Den andra uppgiften var en textuppgift där volymen på en cylinder 
med givna värden skulle beräknas. Resultatet visade att det totalt sett var 
200 av de 289 studenterna som ansåg att de båda cylindrarna i uppgift 1 
hade samma volym. Studenterna hade svårigheter med att avkoda och koda 
visuell information, vilket ledde till att de inte kunde bygga relationer vid 
visualiseringen från den 2-dimensionella representationen (A4-arket) till de 
3-dimensionella mentala konstruktionerna av cylindrarna. I uppgift 2 
kunde 60% av studenterna utföra en korrekt beräkning genom att applicera 
formeln för volym. Trots detta hade merparten av dessa studenter svårt att 
överföra algebraiska strategier till den första uppgiften. Detta resultat ligger 
i linje med Battista (2007), som menar att implementering av formler och 
algebraiska beräkningar inte är tillräckligt för att bygga begreppslig förstå-
else för tredimensionell visualisering. Slutsatsen som Markopoulos m.fl. 
(2015) gör i studien är att varken visualiserings- eller algebraiska strategier 
var väl fungerande för studenterna. Detta visar i sin tur att visualisering i 
relation till begreppslig förståelse är komplexa kognitiva processer. Konse-
kvenser för praktiken pekar på vikten av att skapa undervisning, vilken en-
gagerar elever i varierande lärandeaktiviteter som innebär avkodning och 
kodning av visuell information. Då studien riktades mot blivande lärare så 
menar Markopoulos m.fl. att den viktiga lärdomen studenterna bör göra, 
är inte behärskande av algebraiska beräkningar utan förståelse för lämpliga 
metoder vilka har potential att förbättra elevers sätta att visualisera figurer 
i syfte att avkoda och koda information i en given matematisk uppgift. Med 
andra ord en medvetenhet om undervisningens upplägg och anpassade 
undervisningsmetoder. 

Som framgått är visualisering en viktig aspekt i matematiska aktiviteter 
och i matematiskt lärande, något som speciellt gäller undervisning inom tre-
dimensionell geometri (Presmeg, 1997; 2006). Men visualisering verkar inte 
i ett vakuum utan är starkt bundet till att matematiken representeras på 
olika sätt.  
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Representationer  
Detta avsnitt behandlar inledningsvis representationer och deras relation till 
matematik. Matematik som teoretisk disciplin kan sägas vara vetenskapen 
om mönster och relationer där matematiker inom disciplinen utforskar möj-
liga förhållanden mellan teoretiska konstruktioner i form av abstraktioner, 
utan att närmare bekymra sig om huruvida dessa abstraktioner har motsva-
righeter i en verklig värld (Rutherford & Ahlgren, 1991). Till skillnad mot 
andra vetenskaper begränsas således inte arbete inom teoretisk matematik 
av den verkliga världen. Utifrån ett sådant synsätt kan det hävdas att mate-
matik existerar utan representationer. Men ändå, en matematikers arbete 
börjar vanligen i processer (tänkandeprocesser) av abstraktion, vilken inne-
bär att likheter/förhållanden mellan två eller fler objekt/händelser noteras. 
Ur en filosofisk aspekt handlar då frågan om dessa likheter/förhållanden 
mellan abstraktioner existerar från början (utan människans inblandning), 
eller om de är del i en mänsklig konstruktion som är bestämt av de grund-
antaganden som gjordes i processens början. En fråga vilken inte behandlas 
vidare, men i denna avhandling betraktas matematik uteslutande som en 
mänsklig aktivitet (Freudenthal, 1991), som förutsätter att förhållanden 
mellan abstraktioner representeras på något sätt. Här konstateras således 
att matematiskt arbete förutsätter representationer, men att den roll som 
representationer har för matematiker och sätten som de använder dem på, 
inte nödvändigtvis är desamma som i undervisningssituationer. Med denna 
korta och något filosofiska inledning tas steget över till representationer och 
deras roll i samband med undervisning i matematik. 

För att lärare och elever ska kunna arbeta med matematik måste den re-
presenteras. Men begreppet representationer har något olika innebörd eller 
tolkningar i relation till undervisning i matematik. Goldin (2014) lyfter fram 
tre olika former eller synsätt. Nämligen externa representationer, interna 
representationer samt representationer i form av processer. De externa re-
presentationerna, inkluderar naturligt språk (talad/skriven form), olika 
tecken, matematiska diagram, grafer och tabeller samt olika figurer, repre-
sentationer som existerar fysiskt och är observerbara. De interna represen-
tationerna refererar till möjliga kognitiva eller mentala representationer hos 
individen som utövar matematik (Goldin & Kaput, 1996). Det kan röra sig 
om interna representationer av figurer, matematiska mönster eller operat-
ioner, men även interna begreppsliga modeller av matematiska idéer inklu-
derat det språk som individen använder internt (Goldin, 2014). Den tredje 
formen refererar till en handling eller en process att utveckla och producera 
representationer. Med ett sådant synsätt är matematiska representationer 
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något som elever och lärare skapar. Formen refererar således till en fysisk 
produktion av såväl externa representationer som till de mentala processer 
vilka är involverade i att konstruera interna representationer (Goldin, 
2014). I denna avhandling ligger fokus på lärares och elevers sätt att i en 
digital miljö använda olika representationer i syfte att förstå matematik, 
men även när eleverna arbetar med att konstruera representationer i form 
av figurer. Således ses Goldins första och tredje form, externa representat-
ioner samt processer där fysiska representationer skapas vara aktuella i 
denna avhandling. Däremot ligger de interna representationerna utanför av-
handlingens ram. 

När något kallas för en representation så inkluderar det en referens till 
någon form av mening. En representation står för något som personen som 
använder den önskar att beskriva eller lyfta fram (Goldin, 2014). Represen-
tationen är således nåbar för andra individer för visualisering av matema-
tiska strukturer och samband. Vissa former av representationer – såsom fi-
gurer, grafer av olika slag eller symboliska uttryck – har länge varit en del 
av skolans matematikundervisning. När det gäller undervisning i matematik 
är det viktigt att eleverna möter olika representationer för samma begrepp 
för att de ska utveckla full förståelse för det aktuella begreppet (Gagatsis & 
Shiakalli, 2004). För att exemplifiera olika representationer av samma be-
grepp, ges exemplet begränsningsarea av en cylinder (den sammanlagda 
arean på cylinderns alla ytor) från Markkanen (2014). Begreppet åskådlig-
görs genom en representation i form av en geometrisk figur, en representat-
ion i form av ett så kallat nät (nets) där cylindern är utvikt samt en repre-
sentation i symbolisk form – ett algebraiskt uttryck för begränsningsarean 
(Figur 2). 

Figur 2 
Tre sätt att representera begränsningsarea för en cylinder (Markkanen, 2014, s. 33) 
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I figur 2 representeras således begränsningsarean med hjälp av olika repre-
sentationsformer. Vid arbete med figurer fordras att eleven kombinerar ar-
bete i minst två representationsformer, ett för verbala uttryck av egenskaper 
eller för numeriskt uttryck av storlek samt ett för visualisering (Duval, 
2006). En figur associeras alltid med diskursiva och visuella representat-
ioner. I all matematisk aktivitet fordras av eleven flertalet byten av repre-
sentationsform och det finns två olika former av sådana byten (Duval, 
2006). Den första formen benämns omvandling och sker till exempel om en 
elev går från den bildliga representationsformen av cylindern i figur 2, till 
att teckna uttrycket (symbolisk representationsform) för beräkning av cy-
linderns begränsningsarea. Den andra formen av byte kallas för behandling 
och innebär arbete i samma representationsform, vilket är vanligt vid be-
räkningar, till exempel om en elev sätter in faktiska värden i uttrycket i figur 
2 och beräknar begränsningsarean. Att utföra omvandlingar mellan repre-
sentationsformer anses vara svårare för eleven, beroende på att omvand-
lingar innebär att eleven ska känna igen det som representeras genom två 
olika representationsformer, vars innehåll ofta inte har något gemensamt 
(Duval, 2006). Denna svårighet stärks av forskning. Till exempel så under-
sökte Uzun och Arslan (2009) hur väl 28 blivande lärare kunde utföra om-
vandlingar mellan verbala, grafiska och symboliska representationsformer. 
Resultatet visade att merparten av studenterna hade svårigheter med om-
vandling från grafisk och verbal till symbolisk representationsform. Men de 
fann även att när studenterna arbetade med olika representationer kunde 
de visa förståelse för nya företeelser. Uzun och Arslan menar att detta stär-
ker tesen att arbete med representationer i olika representationsformer fost-
rar djupare förståelse och utvecklar individens förståelse för begrepp.  

När det gäller problemlösande aktiviteter är byten av representation ofta 
en förutsättning, vanligen för att flera representationsformer måste aktive-
ras parallellt (Duval, 2006). Något som bekräftas av Gagatsis och Shiakalli, 
2004 vilka genomförde test med 195 studenter på universitetsnivå där de 
sökte hur förmågan att utföra omvandlingar påverkade studentens förmåga 
att lösa problem rörande funktioner. Resultatet visade att god förmåga att 
utföra omvandlingar mellan olika representationsformer främjade för-
mågan att lösa problem.  

I undervisningen är således representationer starkt knutet till lärande i 
matematik, men representationers funktion i matematikundervisningen är 
flera, dels kan bruket av representationer ses som en del i att verka i en 
social miljö. Att lära sig att konstruera och visualisera representationer be-
tyder även att eleven lär sig delta i verksamheter av kommunikation och 
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resonemang (Greeno & Hall, 1997; Kilpatrick m.fl., 2001; Pape & 
Tchoshanov, 2001). Här har endast en kortare genomgång om representat-
ioner givits. För en mer omfattande redogörelse hänvisas läsaren till Studie 
1 (Markkanen, 2014).  

Nämnas bör även att benämningen representationsform ej längre an-
vänds i den svenska kursplanen i matematik för grundskolan, istället an-
vänds benämningen uttrycksform (Skolverket, 2019). Uttrycksformer hör 
samman med i vilka former och med vilka medier representationer uttrycks. 
Detta begrepp är således starkare bundet till hur matematiken kommunice-
ras (Jönsson & Lingefjärd, 2012). Till exempel kan en bildlig representation 
av begreppet kvadrat uttryckas med bilder i en lärobok eller med hjälp av 
en interaktiv skrivtavla. Jönsson och Lingefjärd menar dock att uttrycksfor-
mer och representationsformer på ett naturligt sätt går i varandra och att 
det oftast är enklare att betrakta dem som ett synonymt ord med både in-
nehåll och form. I denna avhandling används benämningen representation 
som något som används för att skapa möjligheter till att arbeta med, an-
vända samt kommunicera geometri och dess begrepp.  

Den geometriska figuren i undervisningen 
Figurer utgör i undervisningen representationer av begrepp eller situationer 
i geometri (Michael & Gagatsis, 2013). I inledningen nämndes geometrins 
dubbelnatur och här kopplas den till figurer när de verkar som en represen-
tation. Den ena refererar till en visuell aspekt (det vi med våra sinnen, främst 
synen, uppfattar att något är), medan den andra refererar till figurens egen-
skaper (Koleza & Kabani, 2006; Presmeg, 1997). Nilsson (2005) konkreti-
serar ovan nämnda dubbelnatur förtjänstfullt genom följande exempel. I fi-
gur 3 visas två parallellogrammer som har samma bas och höjd, men de ser 
olika ut. De har samma area, men hur kan man veta det?  

Figur 3  
Två olika parallellogrammer med samma area (Nilsson, 2005, s. 147) 

 
 
 
Nilsson (2005) menar att frågan rör evidens, på vilken grund görs slutsatser. 
Exemplet synliggör steget som en elev måste ta, för att överbrygga gapet 
mellan den visuella aspekten och den teoretiska domänen av geometrin om 
hen ska kunna motivera varför parallellogrammernas area är samma. 
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Dubbelnaturen är en orsak till att elever måste gå från att enbart läsa av 
figurers former till att utveckla en tolkande visualisering, för att kunna ur-
skilja figurens egenskaper, de utmärkande drag som är gällande för just den 
figuren, men även för att finna vägar framåt vid geometrisk uppgiftslösning.  

Såväl Karpuz (2019), Mesquita (1998), Michael och Gagatsis (2013) som 
Vondrová och Divišová (2013) har dock visat att även många äldre elever 
tenderar att förlita sig enbart på avläsningar av figurers former. Mesquita 
(1998) undersökte 300 elevers (ålder 14 år) arbete med figurer i relation till 
ovan beskrivna dubbelnatur. Mer specifikt hur eleverna genom en tolkande 
visualisering förmådde koppla sin lösning till figurernas egenskaper. Resul-
tatet visade att drygt hälften av eleverna kunde med matematiska argument 
motivera sina lösningar. Övriga elever presenterade endera felaktiga svar 
eller svar baserade på mätning eller uppskattning. Mesquita drar slutsatsen 
att undervisningen måste erbjuda elever att uppfatta fler relationer (en tol-
kande visualisering) så att eleverna tränas i och bygger förståelse för vad 
som ges i figuren och vad som krävs vid arbete med uppgifter där figurer 
ingår, något som inte alltid är uppenbart för elever. Mesquitas resultat be-
kräftas av Michael och Gagatsis (2013) som undersökte elevers sätt att vi-
sualisera figurer genom test i en studie med 881 elever i åldern 15–17 år. 
Ungefär hälften av eleverna tenderade att bli kvar i avläsningar där de en-
bart uppfattade framträdande former och egenskaper, vilket ledde till att de 
hamnade i svårigheter med att i en tolkande visualisering skapa kopplingar 
till figurers egenskaper. Det finns dock orsaker till att elever fastnar i sådana 
avläsningar. En sådan orsak är att en figur kan besitta en slags självständig 
visuell struktur, vilket innebär att när elever betraktar figuren kan det finnas 
några av dem som enbart uppfattar framträdande former i figuren, vanligen 
de yttre (Duval, 2011), något som bekräftades av Michael och Gagatsis 
(2013). Forskarna fann att för dessa elever var ofta alternativet att ta till 
metoder som mätningar och beräkningar, något som möjligen låg närmare 
deras tidigare erfarenheter från undervisningen. De implikationer för prak-
tiken som Michael och Gagatsis genom studien lyfter fram är att undervis-
ningen i de lägre stadierna inte enbart kan begränsas till att eleverna ska 
känna igen och namnge två- och tredimensionella figurer utan även inklu-
dera fler aktiviteter där figurers uppbyggnad utforskas. För grundskolans 
senare år handlar det även om att lärare bör skapa uppgifter som behandlar 
begreppslig förståelse av specifika egenskaper hos figurer, för att elever ska 
kunna utnyttja figurer vid uppgiftslösning (Michael & Gagatsis, 2013). De 
framtagna implikationerna ligger väl i linje med denna avhandlings pro-
blemformulering, att lärare tycks ha svårt att skapa en sådan undervisning. 
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Arbete med figurer i undervisningen är således starkt beroende av vad en 
elev kan visualisera när hen studerar en figur. Det finns starka kopplingar 
mellan en figur och dess begrepp, eller uttryckt annorlunda, en figur kan 
inte betraktas oberoende av dess begrepp (Fischbein, 1993).  

Vid geometrisk uppgiftslösning, där figurer är en del av uppgiften är det 
centralt att eleven även förmår identifiera underfigurer (Duval, 2017). Gal 
och Linchevski (2010) menar att komplexa figurer kan framstå vara skap-
ade genom en hierarki av underfigurer, vilka tillsammans skapar figuren. 
Som exempel ges en uppgift som består i att visa att diagonalerna i en 
kvadrat är vinkelräta där representationen är en figur av en kvadrat med 
diagonaler (Figur 4). Vid visualisering av figuren kan eleven utföra olika 
operationer på figuren genom att dela upp den i underfigurer, något som 
kan ske såväl mentalt som fysiskt.  

Figur 4  
Olika sätt att mentalt eller fysiskt operera på och bryta ner hierarkiska strukturer 
av en kvadrat med diagonaler (Gal & Linchevski, 2010, s. 177) 

 
 

 
 
Gal och Linchevski (2010) argumenterar för att eleven vid visualiseringen 
måste gå fram och åter mellan den nya figuren och utgångsfiguren, och om 
detta görs mentalt ökar svårigheten, något som visats av Reed (1974). Om 
även uppgiften kräver att den nya figuren behöver förändras (t ex en vrid-
ning 180°) så ökar svårighetsgraden i uppgiften ytterligare. Gal och Lin-
chevski (2010) fann även att om en elev hade utfört en operativ strategi som 
ej ledde mot en lösning, så hamnade hen vanligen i svårigheter med att söka 
gå tillbaka till den ursprungliga figuren för att pröva en annan strategi. Till 
exempel kan en elev som gör en operation enligt figur 4c, få svårigheter med 
att upptäcka den räta vinkeln som skapas genom operationen enligt figur 
4b.  

Ett annat välkänt fenomen som är kopplat till representationer gäller hur 
figurer presenteras. Det handlar om när figurer med sina begrepp presente-
ras av läraren eller i läroboken, så sker det ofta genom några typiska exem-
pel, såsom att trianglar vanligen avbildas med basen nedåt. Fenomenet be-
nämns vanligen för prototyp-effekt, vilket för många elever kan innebära 
svårigheter att identifiera figuren om den har annan orientering eller om 

a. b. c. 
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eleven bär på vissa föreställningar om en specifik figur (Fisher, 1987; Fujita, 
2012; Fujita & Jones, 2007; Hershkowitz, 1989). Till exempel visar Fujita 
(2012) hur elever i år 9 är tveksamma till att acceptera att en kvadrat är en 
rektangel, då de uppfattar en rektangel som en fyrhörning med två längre 
och två kortare sidor. Fujita drar slutsatsen att undervisningen i geometri 
måste erbjuda eleven fler verktyg att användas i tolkande visualiseringar 
som gör att figurer kan identifieras även utifrån deras egenskaper såsom 
begrepp och definitioner. Ett sådant verktyg är att eleven blir medveten om 
figurers olika specifika kännetecken, vilket ses vara figurens egenskaper och 
särdrag som karakteriserar och skiljer ut figuren från andra figurer (Battista, 
2007). 

En ytterligare aspekt när det gäller visualisering av figurer är deras defi-
nition. En del definitioner är svårbemästrade och kräver att eleverna besitter 
en precis begreppslig kunskap, något som ofta är svårt för dem, vilket även 
har visats genom forskning (Fischbein & Nachlieli, 1998; Fujita & Jones, 
2002). Fischbein och Nachlieli (1998) fann att trots att elever kunde ge en 
korrekt definition av en parallellogram, kunde eleverna ändå inte utnyttja 
definitionen för att identifiera figuren, utan förlitade sig mer på visuella 
jämförelser, detta ofta med koppling till tidigare nämnda prototyp-effekt. 
Även det omvända förekommer. Fujita och Jones (2002) fann att även om 
elever kunde skapa en fullgod representation av en figur, förmådde flertalet 
av eleverna inte åstadkomma en korrekt definition för motsvarande figur.  

Flertalet studier har gjorts när det gäller i vilken omfattning elever kan 
klassificera, namnge och definiera figurer (Atebe & Schäfer, 2008; Marko-
vic & Romano, 2013). Även om klassificering av figurer inte direkt ligger i 
denna avhandlings intresseområde är ändå slutsatsen som Atabe och Schä-
fer (2008) gör av intresse, nämligen att det finns ett samband mellan god 
förståelse för geometriska begrepp, en korrekt terminologi och elevens sätt 
att visualisera figurer. Sambandet kan sägas vara viktiga aspekter av pro-
blemlösning och utöver det fann Koedinger och Anderson (1990) att fram-
gångsrika problemlösare inom geometri har en förmåga att strukturera sin 
geometriska kunskap i det som de kallar för kluster. De menar att en sådan 
strukturering av kunskap, möjliggör att eleven på ett strukturerat sätt, har 
tillgång till olika lösningsstrategier men även att hen, utifrån vald strategi 
kan frambringa erforderlig kunskap utifrån behov i uppgiftssituationen. De 
implikationer för undervisningen som Koedinger och Anderson lyfter fram 
är som följer. Vanligt är att undervisningen är organiserad runt geometrins 
ämnesområden och fokus ligger på formella beräkningar med hjälp av form-
ler. Alternativet som lyfts fram är att undervisningen organiseras runt 
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figurers uppbyggnad, något som erbjuder elever att identifiera likheter och 
skillnader mellan figurer med utgångspunkt i deras egenskaper och därmed 
kunna skapa interna strukturscheman. Dessa tankar om undervisning som 
Koedinger och Anderson för fram ligger väl i linje med Löwing (2016). Hon 
föreslår för svenska förhållanden, en sambandstruktur för undervisning 
runt figurer och deras uppbyggnad. En struktur vilken bör kunna utgöra 
stöd för lärare vid planering av undervisning.  

Hittills har endast tvådimensionella figurer behandlats. När det gäller 
elevers visualisering av tredimensionella figurer, finns kända svårigheter i 
att elever inte förmår identifiera figurens underfigurer (Gorgorió, 1998; 
Mithalal & Balacheff, 2018; Okumus & Hollebrands, 2016). Gorgorió 
(1998) visade att när elever tolkar tredimensionella figurer i syfte att utföra 
någon operation så var det vanligaste misstaget relaterat till felaktig använd-
ning av underfigurer. Okumus och Hollebrands (2016) argumenterar för 
att elever som enbart förlitar sig på en visuell avläsning vid arbete med tre-
dimensionella figurer riskerar att inte se hur figuren är uppbyggt, medan 
elever som även utnyttjar ett de kallar för operativt närmande till figuren 
kan utföra mentala manipuleringar, såsom att göra uppdelningar i underfi-
gurer, ändra orientering etc. Även Pittalis och Christou (2013) menar att 
visualisering av tredimensionella figurer fordrar manipulering och en för-
måga att se figuren i olika lägen, vilket underförstått innebär visualisering 
av såväl lägenas struktur som de olika lägenas geometriska egenskaper. Svå-
righeter att visualisera tredimensionella figurer kan resultera i att bekymmer 
uppstår vid exempelvis volymberäkningar, detta då eleven kanske inte upp-
fattar basytans konstruktion. 

När det kommer till hur väl lärare i sin undervisning kan erbjuda elever 
möjligheter att upptäcka figurers uppbyggnad har de representationer som 
läraren använder i sin undervisning betydelse. Bertolo (2016) skiljer på iko-
niska och icke-ikoniska representationer (Figur 5). 

Figur 5 
Två olika representationer av en kub. Till vänster en ikonisk representation i form 
av Rubriks kub och till höger en isometrisk representation 

 
 
 
När eleven ska visualisera den ikoniska avbildningen så sker detta ofta ba-
serat på likheter mellan representationen och en slags referens från elevens 
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vardag (Rubriks kub). Duval (2005) har visat att för många elever är det 
vanligt att visualisering av avbildningar sker genom att jämförelser görs mot 
tidigare kända objekt. I kontexten kan den identifierade formen framstå 
som stabil och något som inte kan förändras vilket medför att en visuali-
sering genom jämförelse blir ett hinder för elevens möjligheter att föra reso-
nemang (Mithalal & Balacheff, 2018). Vid visualisering av den icke-iko-
niska kuben i figur 5 erbjuds eleven möjligheter att på ett påtagligare sätt 
visualisera figurens uppbyggnad och dess underfigurer såsom punkter, lin-
jesegment och månghörningar. Bertolo (2016) anser att bekymmer kan upp-
stå för eleven om läraren enbart representerar geometrin med hjälp av iko-
niska avbildningar.  

Widder m.fl. (2014) problematiserade användning av prototypiska tredi-
mensionella figurer i undervisningen och huruvida en sådan användning bil-
dar en mental bild hos eleverna. De sökte i en studie efter bättre förståelse 
för de hinder som föreligger när elever agerar i visualiseringsprocesser. Stu-
dien hade data från test med 174 elever i årskurs 12 (undervisningen var 
nivågrupperad och deltagarna läste på högsta nivån). De undersökte hur 
elever avbildade och arbetade med kuber. De fann att majoriteten av ele-
verna ritade samma prototypiska kub som använts i undervisningen. Slut-
satsen Widder m.fl. drar i studien är att användande av en prototypisk kub 
i undervisningen gör att eleverna skapar en mental bild som är avsedd att 
underlätta visualisering. Samtidigt kan dock sådana mentala bilder, vilka är 
starkt knutna till en prototyp, skapa en mindre flexibilitet som kan verka 
hindrande vid identifiering och manipulation av tredimensionella geomet-
riska situationer innehållande icke-prototypiska representationer.  

Geometrisk uppgiftslösning där figurer ingår innebär även hantering av 
relationer i figurers uppbyggnad, vilket i sig inbjuder till resonemang (Ri-
vera, 2011). För Duval (1999) är representationer och visualisering själva 
kärnan till förståelse i matematik, en kärna som vid geometrisk uppgiftslös-
ning även involverar aspekter av resonemang. 

Resonemang i geometri  
I litteraturen framträder en bild av att elevers förmåga att visualisera repre-
sentationer av figurer samt att utifrån detta bygga resonemang är avgörande 
för deras kunskapsutveckling inom området (Deliyianni m.fl., 2009; Duval, 
1998; Fischbein, 1993; Fujita, 2012; Fujita, m.fl., 2017; Jones & Tzekaki, 
2016; Küchemann & Hoyles, 2006). För att synliggöra behovet av samord-
ning mellan visualisering och resonemang ges Pythagoras sats (a2+b2=c2), 
som är ett vanligt inslag i många länders undervisning och kursplaner 
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(Moutsios-Rentzos m.fl., 2013; Skolverket, 2017). Ofta ges satsen med 
hjälp av representationer av figurer för att därefter omvandlas till symbolisk 
representation. Ett bevis som ofta används i grundskolans senare år är det 
som Isaacs (1975) presenterar som beviset utan ord (Figur 6). 

Figur 6  
Pythagoras sats utan ord, inspirerad av (Isaacs, 1975, s. 198) 

 
 
 
 
Naturligtvis är det så att andra bevis kan ges utan att använda representat-
ioner av figurer, men i just det aktuella beviset är figurernas funktion avgö-
rande, något som lätt inses om beviset endast ges med ekvationen. För en 
elev som tolkar beviset är det centralt att hen förmår skapa en samordning 
mellan visualisering och resonemang, samt även förmår att växla mellan 
olika representationsformer för att såväl förstå som acceptera beviset. 

När det gäller matematiskt resonemang och dess innebörd finns något 
olika tolkningar. Men genom att följa Lithner (2007) ses i den aktuella av-
handlingen resonemang vara ”den tankegång som används för att fram-
ställa påståenden och nå slutsatser vid lösning av matematiska uppgifter” 
(s. 257, min översättning). Enligt Lithner behöver resonemang inte baseras 
på formell logik, resonemanget behöver inte heller till fullo vara korrekt, så 
länge det finns vissa inslag av skäl som stöder resonemanget. Ett matema-
tiskt resonemang kan således betraktas som tänkandeprocesser, eller som 
en produkt av sådana processer eller bådadera (Lithner, 2007). 

Lärande i geometri handlar i grunden om figurers uppbyggnad, visuali-
sering och om resonemang, något som är centralt när geometriska lösningar 
ska valideras (Johnston-Wilder & Mason, 2005). När vi försöker förklara 
eller ange skäl till något inom geometri måste vi ofta fokusera på egenskaper 
som hör till figuren i uppgiften, eller som uppstår från konstruktioner vi 
tillför figuren. Vanligt vid resonemang i geometri är krav på att en (definie-
rande) egenskap väljs, medan övriga kan härledas ur denna valda egenskap. 
Till exempel bestämmer en elev vilken sida i en triangel som hen betraktar 
som bas, av det följer då hur triangelns höjd konstrueras. Geometriska upp-
gifter som syftar till att erbjuda resonemang har sällan några längder givna 
eller så har uppgiften en storhet angiven, så att olika värden kan antas. Må-
let med sådana uppgifter är att eleven ska agera geometriskt snarare än 
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aritmetiskt och i en sådan process är figurer en form av representation och 
som sådan blir den medel för att föra resonemang (Herbst, 2004). Vid väl 
fungerande resonemang interagerar figurer och begrepp intimt vilket där-
med blir en förutsättning för eleven att kunna bygga resonemang (Fischbein, 
1987). Sett ur en didaktisk synvinkel handlar det om att eleven som betrak-
tar en figur ska utveckla förmågan att identifiera element som är matema-
tiskt relevanta vilka de kan nyttja för att bygga resonemang. För Duval 
(1998) innebär utveckling i geometri att eleven förmår samordna visuali-
sering och resonemang. Med en sådan syn på utveckling följer att ju mer en 
lärare kan skapa förståelse för elevers sätt att visualisera figurer såväl som 
föra resonemang om dem, desto mer kan även läraren stödja elevens lärande 
(Koleza & Kabani, 2006). Olika sätt att resonera på, kan i en undervis-
ningssituation bli en stor lärandepotential och en uppdelning och en belys-
ning av olika sätt, kan erbjuda eleven möjligheter att samordna sitt eget sätt 
att föra resonemang på (Soucy McCrone, 2005; Thompson, 2012). 

Genomgången hittills har behandlat tre olika delar av undervisning och 
lärande i geometri, visualisering, representationer och resonemang. Visuali-
sering ses vara en tolkande process och inom matematik kan inte processen 
separeras från matematiska representationer. Vidare visar forskning att för-
mågan till att visualisera figurer är central för möjligheten att bygga reso-
nemang baserat på figurers egenskaper och de begrepp som är knutna till 
dem (Duval, 2002; Fujita m.fl., 2017). Med andra ord har forskningen kom-
mit ganska långt när det gäller vår förståelse för viktiga aspekter vid lärande 
i geometri speciellt i relation till figurer. Men genomgången har även upp-
märksammat att många elever ändå tycks hamna i bekymmer och förmår 
inte fullt ut nyttja figurer vid geometrisk uppgiftslösning. Något som kan 
kopplas till denna avhandlings identifierade problem, nämligen att lärare 
tycks ha svårigheter med att skapa en undervisning vilken erbjuder elever 
tillträde till och djupare förståelse för figurer och deras egenskaper. Med 
denna avslutande summering riktas intresset i nästa avsnitt mot undervis-
ning i digitala miljöer. Mer specifikt hur sådan undervisning kan erbjuda 
lärare fler möjligheter att skapa och arbeta med representationer av figurer 
och vara något som kan stödja elevers sätt att visualisera och resonera om 
dem. 

Undervisning i digitala miljöer 
Den andra övergripande delen, undervisning i digitala miljöer, består av tre 
teman. Det första behandlar på ett generellt plan lärares och elevers roller 
och hur dessa förändras när matematikundervisningen sker i en digital 
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miljö. Det andra temat har rubriken uppgiftsdesign och belyser design av 
uppgifter från olika aspekter. Det tredje temat lyfter fram några centrala 
aspekter gällande geometriundervisning i digitala miljöer.  

Lärare och elever i en digital miljö 
Avsnittet behandlar undervisning i digitala miljöer sett ur två perspektiv, 
lärares undervisning samt elevers möjligheter till lärande.  

Lärares undervisning 
En central aspekt i lärares yrkesutövning är att kunna utforma lämpliga 
undervisnings- och lärandeaktiviteter. Men när undervisningen sker i digi-
tala miljöer tillkommer funktioner som förändrar förutsättningarna (Alfieri, 
2017; Jönsson & Lingefjärd, 2012). För läraren handlar det om föränd-
ringar på flera plan, dels måste hen vara insatt i den digitala miljöns olika 
funktioner och vilka möjligheter den erbjuder. Vidare måste läraren besluta 
under vilka former den digitala miljön bäst utnyttjas, samt sätta sig in i och 
försöka förstå elevernas sätt att använda till exempel ett dynamiskt geo-
metriprogram. Ofta finns en förväntning om att undervisning som sker i 
digitala miljöer ska understödja lärande, men forskning har visat att sådan 
undervisning är komplext och inte så enkelt som det till en början verkade 
(McNeil & Jarvin, 2007; Miller & Glover, 2010; Sutherland, 2006).  

Joubert (2017) följde fyra lärare och fann att de inte i tillräcklig omfatt-
ning drog nytta av den digitala miljöns resurser, såsom att skapa uppgifter 
vilka tillät eleverna att i miljön göra antaganden och testa dem. Istället låg 
vanligen betoningen på att låta programmet utföra matematiska processer, 
vilket fick till följd att eleverna inte utförde matematik i någon större om-
fattning. Det som Joubert noterade vid observationen var att eleverna var 
aktivt engagerade i uppgiften och såg ut att arbeta med det som läraren hade 
planerat och såväl läraren som eleverna såg ut att uppfatta lektionen som 
lyckad. Men Joubert konstaterade vid analys av data, att det matematiska 
lärandet var begränsat både av uppgiften och av lärarens intentioner. Detta 
fenomen liknar det som Schoenfeld (1988) kritiskt lyfter fram, att utseendet 
på en framgångsrik matematiklektion kan vara vilseledande och det räcker 
inte för eleverna att delta i aktiviteter som ser ut som matematik om de inte 
lär sig matematik. 

När det gäller implementering av digitala verktyg i matematikundervis-
ningen så är utmaningen för lärare vanligen att gå från att börja använda 
dem till att anpassa dem till sin undervisning (Hoyles m.fl., 2013). Men det 
handlar även om det stöd och den tid lärare erhåller för att gå bortom att 
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enbart passa in verktygen i läroplanens intentioner. Hoyles m.fl. genom-
förde en studie tillsammans med 16 verksamma lärare vilka undervisade 
elever i åldern 13–15 år. Syftet med studien var att lärarna genom delta-
gande skulle utveckla sin matematikundervisning med digitala verktyg. Un-
der studien erhöll lärarna fortbildning samt testning av olika verktyg och 
dess funktioner i sin undervisning. Resultatet visade positiva effekter, såsom 
att lärarna genom deltagande i studien, gick från att enbart använda verk-
tygen för att skapa och visa representationer, till att även skapa uppgifter 
där eleverna arbetade med digitala verktyg. Lärarna uttryckte även att de 
genom studien hade kommit över eventuella tveksamheter till undervisning 
i digitala miljöer. Vidare fann lärarna att eleverna kunde nå djupare förstå-
else om de i större omfattning tilläts interagera med verktygen och diskutera 
den aktuella matematiken. Hoyles m.fl. lyfter fram en viktig slutsats, att 
lärare enbart till fullo kan förstå och lära sig använda digitala verktyg end-
ast genom att använda dem i undervisning. 

Jones (2011) har kategoriserat undervisning med dynamisk programvara 
i tre kategorier, a) lärardemonstration, b) elever interagerar med figurer som 
skapats i förväg, samt c) eleverna skapar egna figurer. Lärardemonstration 
handlar vanligtvis om att eleverna engageras i diskussioner kring en av lä-
raren, på storbild visad dynamisk representation. Läraren ställer frågor i 
syfte att få elever att resonera samt förklara och motivera. För lärare med 
mindre erfarenhet av att undervisa i digitala miljöer kan kategorin lärarde-
monstration vara lämplig, då läraren har en större kontroll över situationen 
med liten risk att hamna i situationer som de känner att de inte behärskar 
(Jones, 2011). En annan fördel med lärardemonstration är att den kräver 
liten förändring i klassrummet och färre resurser mot om varje elev ska ha 
en egen enhet. I kategori b) sker en undersökande verksamhet i uppgifter 
skapade i förproducerade interaktiva dynamiska applikationer. Detta 
skapar klara gränser och tid går inte åt till att eleverna skapar uppgifter, 
snarare kan eleverna erbjudas tid att undersöka den matematik som uppgif-
ten är avsedd att bära (Leung, 2011). Kategorin erbjuder läraren kontroll 
över situationen, men samtidigt erbjuds även eleverna möjlighet till kreativt 
tänkande i aktiviteter där de löser uppgifter (Jones, 2011). I kategori c) ar-
betar eleverna i en digital miljö utifrån en blank sida och skapar/konstruerar 
egna figurer. Detta tillvägagångssätt kan ge eleverna en känsla av ägande 
och en ändrad struktur vid till exempel arbete med uppgifter av problemlö-
sande karaktär. Eleven erbjuds möjligheter att utveckla självständighet och 
kreativitet när hen lär sig använda programvaran (Jones, 2011). Nackdelen 
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kan vara att tid går åt till att eleven ska upptäcka och undersöka program-
varan, tid som tas från elevens arbete med det matematiska innehållet.  

För att belysa den roll de tre kategorierna har i avhandlingen, låg fokus i 
Studie 1 på den första kategorin, lärardemonstration. I Studie 1 skapade 
läraren undervisning med stöd av interaktiv skrivtavla, på vilken hen pre-
senterade uppgifter och eleverna arbetade fram möjliga lösningar, vilka där-
efter diskuterades. I diskussionen kunde figurer opereras på och förändras.  

Studie 2 benämns som utbildningsvetenskaplig designforskning och i den 
studien kan det sägas att de båda andra kategorierna är aktuella. I Studie 2 
designades lektioner där eleverna arbetade dels med uppgifter i förproduce-
rade interaktiva dynamiska applikationer i en undersökande verksamhet 
och dels med uppgifter som innebar att de skulle konstruera egna figurer 
från en blank sida. 

Elevers möjligheter till lärande  
Undervisning i digitala miljöer innebär vanligtvis arbete med dynamiska re-
presentationer (Heid, 2018), något som erbjuder nya former av upplevelser. 
Det handlar om att den digitala miljön erbjuder eller snarare skapar en spe-
cifik matematikundervisning som är kopplad till de dynamiska egenskap-
erna, vilket kan förändra arbetet med matematiska representationer, aktivi-
teterna som eleven engageras i, men även det matematiska innehåll som ele-
ven lär sig (Heid, 2018). När det gäller förändringar i hur elever uppfattar 
matematiska representationer, till exempel figurer, kan digitala miljöer 
verka som en länk mellan eleven och representationen, vilket bidrar till att 
eleven kan uppfatta fler egenskaper, men även verka utvecklande för elevens 
sätt att resonera kring representationen (Parnafes & Disessa, 2004). Vidare 
kan möjligheterna till förändring i figurer utveckla elevers sätt att göra god-
tagbara gissningar/antaganden, vilket i sin tur kan stödja elevens förståelse 
för sätt att föra matematiska resonemang på i en uppgiftssituation (Baccag-
lini-Frank m.fl., 2009; Leung, 2008). Sammantaget visar forskning att 
undervisning i digitala miljöer har potential att utveckla elevers möjligheter 
till lärande (Heid, 2018; Sinclair m.fl., 2018). 

Men forskning har även uppvisat hinder för lärande när undervisningen 
sker i digitala miljöer. Initialt handlar det om elevens hantering av det digi-
tala verktyget. Ett verktyg kan, i en lärandeprocess utvecklas till ett använd-
bart instrument, något som benämns instrumentell genes (Trouche, 2004). 
Denna process kräver ofta såväl tid som ansträngning av eleven. Den digi-
tala miljön som skapas i Geogebra är rik på möjligheter, men samtidigt kan 
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miljön verka hindrande och skymma den matematik som en aktivitet är syf-
tad till att synliggöra för eleverna (Lingefjärd, 2011).  

Leung och Bolite-Frant (2015) menar att det finns ett gap mellan hur ett 
verktyg används och hur denna användning leder till begreppslig matema-
tisk utveckling. Detta gap kan växa om verktygen inte används på menings-
fulla sätt i undervisnings- och lärandeprocessen, speciellt när färdigheter i 
att använda verktyget är inblandade. Gómez-Chacón och Kuzniak (2013) 
gjorde en studie med 98 blivande lärare och fann att svårigheter ofta upp-
stod i studenternas användning av det digitala verktyget (Geogebra), något 
som hindrade dem från att utnyttja verktygets funktioner för att lösa upp-
gifter. I de flesta fall behövde studenterna stöd av läraren för att komma 
över dessa utmaningar. Således är det centralt att läraren själv har goda 
kunskaper om verktygets funktioner och utvecklar strategier för att intro-
ducera verktyget i sin undervisning så att eleverna succesivt utvecklar en 
förtrogenhet med att undervisningen sker i en digital miljö.  

Ett annat hinder för lärande är det faktum att dynamiska miljöer är rika 
på information, något som innebär att eleven måste klara av att processa en 
stor mängd information, som dessutom ofta visas på olika ställen på skär-
men (Bodemer m.fl., 2004). Det kan röra sig om att uppfatta samband och 
utföra omvandling mellan en figur (bildlig representation) och algebraisk 
information (symbolisk representation). Risker finns att kravet från miljön 
är större än vad eleven kognitivt klarar av att processa, vilket leder till för-
svårande omständigheter (Bodemer m.fl., 2004). Om en elev hamnar i såd-
ana omständigheter, fann Lowe (2003) att eleven tenderar att välja ut en 
viss information som hen fokuserar på, med risk för att den utvalda inform-
ationen kanske inte är den mest relevanta utan den mest iögonfallande. 

Genomgången visar att det finns såväl förtjänster som en del dilemman 
med matematikundervisning som sker i digitala miljöer. En viktig aspekt i 
sammanhanget är dock hur läraren strukturerar undervisningen och vilka 
uppgifter som hen väljer att eleverna ska arbeta med, något som brukar 
benämnas uppgiftsdesign. 

Uppgiftsdesign i digitala miljöer 
En matematisk uppgift – dess design syftar till att engagera elever i aktivite-
ter som kan förändra de sätt som de uppfattar, ser på och utför matematik. 
Mason och Johnston-Wilder (2006) skriver, 

The point of setting tasks for learners is to get them actively making sense of 
phenomena and exercising their powers and their emerging skills  
                (Mason & Johnston-Wilder, 2006, s. 69)  
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Leung (2011) resonerar på liknande sätt om uppgiftens utformning, något 
han beskriver i termer av att uppgiften ska vara designad för att bära lä-
rande. Men att bära lärande kan ses som att uppgiften är en del av en tänkt 
aktivitet. Mason (2014) ser hela undervisningssituationen som en aktivitet 
som även innehåller olika resurser såsom läraren, artefakter etc. Mason har 
skapat en modell som kan ses innehålla två axlar, motivation, vilket sym-
boliseras av den vertikala axeln och operation inom en värld av uppmärk-
samhet, vilket symboliseras av den horisontella axeln (Figur 7). 

Figur 7 
Strukturen i en aktivitet, inspirerad av Mason (2014, s. 22) 

 
 
 
 
 
Motivation i en aktivitet kan ses ha att göra med en ambition att göra något 
eller något som motiverar en sådan ambition. Motivation betraktas följakt-
ligen verka på det upplevda gapet mellan målet med aktiviteten (lärande-
målet) och elevens nuvarande kunskapsläge. Den horisontella axeln handlar 
om de uppgifter som eleverna arbetar med i aktiviteten och de resurser som 
finns tillgängliga (både sådana som eleven tar med sig in i situationen och 
sådana som tillhandahålls av miljön). I modellen kan således elevens tänkta 
utveckling symboliseras som en tänkt förflyttning från nuvarande kun-
skapsläge mot målet, något som kan ske om eleven engageras i uppgifter 
som skapar intresse och engagemang, det vill säga uppgifter som motiverar 
eleverna att ta sig an dem och därigenom ta ansvar för sitt eget lärande. 
Genom modellen kan undervisningen problematiseras. Om de tillgängliga 
resurserna är otillräckliga för gapet mellan elevens nuvarande kunskapsläge 
och målet med aktiviteten, eller om uppgifterna inte ger tillräcklig stimulans 
för att nå målet, kommer aktiviteten att vara ineffektiv (Mason, 2014). 
Otillräckliga resurser kan uppstå om läraren har överskattat elevernas för-
kunskaper eller att läraren ej erbjuder eleverna tillräckligt med tid för att 
det digitala verktyget ska för dem utvecklas till ett användbart verktyg.  

Med Masons (2014) modell inses att uppgiftens utformning har stor be-
tydelse huruvida eleverna ska nå målet med aktiviteten, men i en aktivitet 
sker en samverkan mellan uppgiften och tillgängliga resurser i miljön. Det 
handlar således om vad undervisningskontexten förmår att erbjuda 
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(affordance). Gibson (1979) kan sägas vara en av de första som introduce-
rade begreppet affordance med vilket menas de egenskaper som finns i en 
miljö och som kan tillhandahålla möjligheter för en person att uppfatta och 
agera på. När matematikundervisningen sker i digitala miljöer argumente-
rar Leung för att aspekten vad en uppgift kan erbjuda blir central,  

Affordance is of particular importance when considering mathematical tasks 
that involve the use of technology since interaction with the technology 
should be a critical epistemic element in such tasks        (Leung, 2011, s. 326) 

Citatet riktar uppmärksamhet mot att design av framgångsrika digitala mil-
jöer innebär att växlar dras på teoretiska perspektiv på lärande samtidigt 
som hänsyn tas till vad den digitala miljön kan erbjuda eller eventuellt be-
gränsa. Om digitala verktyg involveras så innebär design av uppgifter beak-
tande även av färger, figurers dynamik, möjligheter till rörelser, visuali-
sering etc. Laborde (2001) menar att digitala miljöer starkt påverkar elevens 
sätt att arbeta med uppgifter. 

Granberg och Olsson (2015) studerade hur uppgiftsdesign i en digital 
miljö (Geogebra) verkade stödjande vid problemlösning rörande funkt-
ioner. I studien deltog 36 elever i åldern 16–17 år. I studien fokuserades, 
dels hur elevernas samarbete formades i den speciella miljö som uppstår när 
eleverna arbetar i par vid en gemensam dator och dels hur eleverna förde 
resonemang i den problemlösande processen. Resultatet visar att Geogebra 
var en viktig del i den miljö som utgjorde samarbetet. Det var genom Geo-
gebra som eleverna vanligen visualiserade, förhandlade och skapade gemen-
samma mål. Vidare använde alla elever Geogebra för att testa och utvärdera 
lösningsstrategier. Till skillnad mot vägledning från en lärare gav Geogebra 
inte ledtrådar hur eleverna skulle gå vidare. Den feedback Geogebra gav 
bidrog till ett resonemang hos eleverna, då de behövde tolka och utvärdera 
feedbacken och därmed presentera verifierande argument för varför deras 
idé fungerade eller inte fungerade. En skillnad gällande huruvida eleverna 
verifierade sina resultat noterades, beroende på om elevens strategi ledde fel 
eller ledde fram till en lösning av uppgiften. Framgångsrika strategier utvär-
derades i regel inte av eleverna och i resultatet fanns även strategier på svag 
grund, men vilka ändå ledde till en lösning. Det är just för de elever som 
inte utvärderar sina strategier som uppgiftsdesignen kan skapa ett kritiskt 
moment i elevernas lärande och där har läraren en viktig roll att fokusera 
på kritiska situationer som rör brist på idéer, stagnerad dialog eller otill-
räcklig utvärdering (Granberg & Olsson, 2015).  
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Uppgiftsdesignen påverkar även de sätt eleverna utnyttjar den digitala 
miljön på. Olsson (2019) genomförde en kvalitativ studie i form av experi-
ment med 40 elever i årskurs 7–9. Syftet med studien var att jämföra hur 
eleverna utnyttjar den digitala miljön (Geogebra), när de löste två icke-ru-
tinmässiga uppgifter med två olika uppgiftsdesigner avseende graden av 
vägledning. Resultatet i studien visar att elever som löste uppgiften med 
mindre vägledning (utan instruktioner om en specifik lösningsmetod) kunde 
bättre utnyttja GeoGebras potential för att stödja resonemang och problem-
lösning. Slutsatsen Olsson drar i studien är att det är skillnad på vägledning 
gällande hur elever ska engageras i uppgiften och hur instruktioner ges så 
att de inte avslöjar hur lösningen skapas. I den digitala miljön innebär detta 
skillnaden mellan instruktioner om hur verktygen i Geogebra används och 
instruktioner om hur uppgiften kan lösas. 

Uppgiftsdesign som planeras för digitala miljöer har en stor pedagogisk 
potential som fönster mot matematik (Leung, 2011). För att digitala miljö-
ers potential på bästa sätt ska tas till vara, lyfter Leung fram tre vägledande 
principer. Principerna säger att uppgiftsdesign i en digital miljö ska, a) in-
spirera och möjliggöra utforskande, b) ge möjlighet att bygga om/förändra 
samt c) möjliggöra begreppslig förståelse. De tre vägledande principerna bil-
dar struktur i nästa avsnitt, geometriundervisning i digitala miljöer. 

Geometriundervisning i digitala miljöer 
Avsnittet struktureras utifrån Leungs (2011) vägledande principer om att 
uppgiftsdesign i digital miljö ska, a) inspirera och möjliggöra utforskande, 
b) ge möjlighet att bygga om/förändra, samt c) stödja begreppslig förståelse. 

Inspirera till undersökningar  
Vid geometriundervisning i digitala miljöer är den bakomliggande tanken 
ofta att miljön erbjuder möjligheter till dynamisk representation, att figurer 
på ett dynamiskt sätt kan manipuleras (Lopez-Real & Leung, 2006). I dy-
namiska miljöer är speciellt dragfunktionen en viktig aspekt, vilken avser 
möjligheten att på en figur ta tag i en eller flera punkter (hörn) och dra, 
vilket möjliggör förändring av figuren i syfte att undersöka olika aspekter 
beroende på uppgiftens design (Rochelle m.fl., 2017). Dragfunktionen blir 
på sådant sätt en viktig förutsättning i undersökningar. En uppgiftsdesign 
ämnad för en digital miljö startas lämpligen genom att eleverna involveras 
i aktiviteter där figurer ska konstrueras eller där för-designade figurer ska 
undersökas (Leung, 2011). När det handlar om aktiviteter som innebär att 
eleverna konstruerar egna figurer så anses sådana bidra till att eleven kan 
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utveckla och strukturera sin egen geometriska kunskap (Ruthven, 2011). I 
aktiviteter av undersökande karaktär så uppstår vanligen det Leung (2011) 
kallar för drag-dialog, vilket är den feedback som eleven erhåller från den 
digitala miljön i sin utforskande verksamhet när hen genom dragfunktionen 
skapar olika figurer. Feedbacken som erbjuds genom dragfunktionen 
skapar såväl nya didaktiska aspekter som en ny diskurs när det kommer till 
tillägnande av geometrisk kunskap (Lopez-Real & Leung, 2006), något som 
vid uppgiftsdesign är centralt att beakta.  

När det gäller geometriska uppgifter som syftar till undersökande verk-
samhet är graden av öppenhet en aspekt som i designen bör beaktas. Sut-
herland och Balacheff (1999) diskuterar graden av öppenhet i relation till 
den matematik som uppgiften är avsedd att bära och som eleven genom 
arbete med uppgiften ska erfara. Är uppgiften väldigt öppen kan visserligen 
eleverna konstruera otaliga figurer, men med risk att eleverna inte riktigt 
vet vad de ska titta efter. Då blir inte heller övergången från figurerna till 
geometrins egenskaper uppenbar för eleverna. De olika figurerna som skap-
ats i den dynamiska miljön har potentialen att erbjuda lösningen, men om 
det inte framgår hur, kan miljön skapa ett hinder något som Sutherland och 
Balacheff visat empiriskt. Med andra ord kan eleven hamna i situationer 
där de inte vet vad de har undersökt och hur det är kopplat till matematiken. 

Olivero (2003) problematiserar de förväntningar gällande feedback ele-
ver kan ha i en undersökande verksamhet. Det kan vara så att eleverna inte 
har några förväntningar och de utför endast olika förändringar i figuren för 
att se vad som händer. Olivero fann i en studie hur elever som arbetade med 
figurer i en dynamisk miljö (Cabri) förändrade figurerna planlöst i syfte att 
upptäcka olika figurer eller regelbundenheter i figurerna. Eleverna visste 
inte vad de letade efter, utan hoppades att feedbacken skulle tala om det för 
dem. Sådana utforskande aktiviteter blir inte produktiva ur en lärandea-
spekt om det inte samtidigt finns styrande aspekter i undersökningen, såsom 
att eleverna gör antaganden som testas (Olivero, 2003). 

Möjlighet att bygga om/förändra 
Att förändra figurer genom att bygga om dem ligger i linje med det Duval 
(1995) kallar för operativ förändring av figuren. En sådan operativ föränd-
ring är något den digitala miljön kan tillåta och kan ske genom att figurer 
kan brytas upp i underfigurer, vilka kan flyttas runt och bilda nya samman-
satta figurer. Uppgiftsdesign som riktar in sig mot operativa förändringar 
ger även möjligheter att skapa uppgifter i vilka mätning och beräkningar 
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exkluderas vilket tränar eleverna att börja se på och utforska figurer utan 
att initialt ta till algebraiska beräkningar. 

Det finns även möjligheter att manipulera figurer via program på läsplat-
tor genom touch-funktion. Arzarello m.fl. (2014) argumenterar för att just 
möjligheter att undersöka och förändra figurer med hjälp av fingrarna ge-
nom touch-funktionen (till skillnad mot musklick) förändrar förutsättning-
arna. Elevens möjligheter att manipulera figurer blir mer direkt när händer-
nas rörelser involveras, vilket i sin tur påverkar hur de visualiserar figuren. 
Arzarello m.fl. genomförde en fallstudie med fem elever (ålder 16–17 år), 
vilka på läsplattor med multitouch-funktion arbetade med uppgifter inom 
geometri. Resultatet visade att eleverna på ett påtagligt sätt resonerade om 
egenskaper och de använde ofta sina händer för att beskriva till exempel 
hur egenskaper förändrades. Slutsatsen Arzarello m.fl. drar i studien är att 
undervisning i miljöer med touch-funktion möjliggör att korta avståndet 
mellan praktiska/konkreta aspekter (det som eleverna uppfattar på skär-
men) och figurernas egenskaper. 

Begreppslig förståelse 
Möjligheter till dynamisk representation innebär att elever kan engageras i 
undersökande aktiviteter i vilka figurer manipuleras vilket inbjuder till att 
elever tillåts pröva matematiska idéer vilket i sig kan leda fram till fler un-
dersökande frågor, ofta med starka kopplingar till algebra. Eleven måste i 
miljön beskriva och uttrycka med stöd av matematisk terminologi vad hen 
har upptäckt vilket medför att eleven tränas på att använda begrepp 
(Ruthven, 2011). En annan typ av uppgifter vilka syftar till arbete med be-
greppslig förståelse är konstruktionsuppgifter. I en digital miljö innebär 
konstruktion av figurer att eleverna måste arbeta med mycket explicita spe-
cifikationer när figurer konstrueras, på grund av att skapandet kräver att 
menyval måste göras (Battista, 2007). Konstruktionsarbetet innebär att ele-
verna hela tiden måste relatera till punkter, längder, vinklar etc. Battista 
menar därför att konstruktion av figurer i digitala miljöer skiljer sig avsevärt 
mot om uppgiften ges i traditionella miljöer där papper och penna används. 
Konstruktionsfasen kan i en papper- och pennamiljö vara kontrollerad av 
perception, medan den i den digitala miljön fordrar mer begreppslig kun-
skap om figurers utmärkande egenskaper (Ruthven, 2013). I en mindre stu-
die med elever i år 7, studerade Ruthven hur eleverna arbetade med kon-
struktion av trianglar och bisektriser i en digital miljö. Resultatet visade att 
eleverna i den digitala miljön måste mata in klara instruktioner uttryckta i 
matematiska termer, något som sågs vara en nyckelaspekt. Vidare visade 
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resultatet att eleverna involverades i ett lärande kring att undersöka egen-
skaper hos bekanta figurer och för att lyckas med uppgiften måste de ut-
trycka sig om figuren i mer formella geometriska termer (Ruthven, 2013). 
Konstruktionsuppgifter kan därför sägas främja och stödja reflektion kring 
begrepp, vilket gör att eleven utvecklar och strukturerar sin geometriska 
förståelse (Leung, 2017; Ruthven, 2013). 

Sammanfattning 
Vid undervisning och lärande i geometri är representationer centrala. Med 
representation menas här externa representationer som lärare och elever an-
vänder eller skapar i situationen, i syfte att visa, förklara samt använda som 
underlag för resonemang med syftet att skapa möjligheter till förståelse i 
matematik. Arbete med geometriska uppgifter, där figurer ingår, kräver att 
två eller tre sätt att representera innehållet aktiveras parallellt och att eleven 
klarar att växla mellan dessa olika representationsformer. Det är därför 
centralt att eleven utvecklar förmåga att tolka information i figurer, en tol-
kande visualisering, för att kunna etablera lämpliga kopplingar mellan en 
figur och dess egenskaper som grund för resonemang. Men som nämnts 
tycks lärare ha svårt att skapa en undervisning som möjliggör att elever kan 
bygga en sådan förmåga. Med detta riktades intresset i litteraturgenom-
gångens andra del mot undervisning i digitala miljöer. Mer specifikt hur en 
sådan undervisning kan ge lärare utökade möjligheter att erbjuda elever 
möjligheter att bygga en större förståelse för såväl arbete med olika repre-
sentationsformer som figurers egenskaper och därmed kunna nyttja figurer 
för att föra resonemang och lösa uppgifter.  

Just representationer är centrala i Studie 1, där fokus ligger på de strate-
gier som läraren använder i en digital miljö för att på olika sätt representera 
två- och tredimensionella figurer. Även i Studie 2 är digitala verktyg en vik-
tig aspekt när elevers tolkande processer av figurer är i fokus, mer specifikt 
hur undervisning kan designas för att eleverna ska erbjudas möjligheter att 
utveckla sätten de visualiserar figurer på som grund för geometriskt resone-
mang.  
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Studie 1 
Som nämnts utgick avhandlingens båda studier från samma problem eller 
problemområde, nämligen att lärare tycks ha svårigheter med att skapa en 
undervisning vilken erbjuder elever tillträde till och djupare förståelse för 
figurer och deras egenskaper. Med detta problem riktas intresset mot hur 
utnyttjande av digitala verktyg kan möjliggöra att undervisning kan skapas 
så att elever erbjuds utökade möjligheter att bygga förståelse för figurer och 
deras egenskaper och därmed kunna dra nytta av dem vid geometrisk upp-
giftslösning och som verktyg för att föra geometriskt resonemang. 

I Studie 1 riktades intresset mot hur lärare kan utnyttja digitala verktyg 
för att skapa lärandemöjligheter vid helklassundervisning inom två- och tre-
dimensionell geometri. Studie 1 hade en etnografisk inriktning där jag som 
forskare under fem veckor följde en lärares undervisning i en klass med ele-
ver i årskurs 9. I Studie 1 uppmärksammades undervisning med stöd av 
digitala verktyg, sett ur två aspekter, dels vilka olika didaktiska strategier 
som läraren utnyttjar i en digital miljö för att representera och låta eleverna 
arbeta med det matematiska innehållet, dels hur eleverna upplevde under-
visningen och i vilken mån undervisningen bidrog till lärande. Som tidigare 
nämnts var undervisningen i den digitala miljön i huvudsak strukturerad i 
enlighet med lärardemonstration (Jones, 2011). 

Här ges en sammanfattning av Studie 1, för läsare som önskar fördjupa 
sig mer i studien och dess genomförande hänvisas till Studie 1 (Markkanen, 
2014). 

Forskningsfrågor 

• Vilka didaktiska strategier använder läraren i sin teknikunder-
stödda1 undervisning?  

• Vilka är elevernas upplevelser av teknikanvändningen i undervis-
ningen och hur möjliggör teknikunderstödd undervisning lärande 
hos eleverna?  

• Vilken syn har läraren på teknikens1 användning i undervisningen?  

_______________________________________________________________________ 

1. I Studie 1 användes benämningarna teknik och teknikunderstödd undervisning, 
benämningar som kan ses vara desamma som digitala verktyg och undervisning som 
sker i en digital miljö (benämningarna påträffas dock enbart i forskningsfrågorna).  
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Teoretiska utgångspunkter 
I Studie 1 nyttjades två teorier, reifikationsteorin (Sfard, 1991) och teorin 
om register (Duval, 2006), vilka kortfattat presenteras. 

Reifikationsteorin  
I Studie 1 definierades lärande utifrån reifikationsteorin (Sfard, 1991), en 
teori som beskriver att förståelse för matematiska begrepp utvecklas från 
operationell till strukturell förståelse. Teorin sågs vara lämplig då den foku-
serar begreppslig utveckling. Med motivet att geometri som område är rikt 
på begrepp och om eleverna ska kunna följa undervisningen är det viktigt 
att de behärskar centrala begrepp inom området (Skolverket, 2017).  

I teorin ska operationell och strukturell förståelse uppfattas vara oskilj-
bara men helt olika aspekter av samma sak (Sfard, 1991). Med operationell 
förståelse menas förmågan att utföra processer, såsom att göra beräkningar 
och lösa problem. Med strukturell förståelse avser Sfard att den lärande 
(eleven) kan se en matematisk process som ett objekt. För att exemplifiera 
de två typerna av förståelse, ges sambandet för beräkning av rektangelns 
area, A = l x b. Sambandet kan betraktas, dels som en uppmaning att utföra 
en operation. För eleven innebär sambandet ett fokus på operation, en be-
räkning som leder fram till ett svar. Men sambandet kan även användas för 
att finna svaret på ett problem, till exempel hur rektangelns area kan delas 
upp i faktorer, om problemet är att sätta upp, till ytan, en största möjliga 
rektangulär fårhage utifrån en given längd stängsel. Det senare fordrar en 
strukturell förståelse, att sambandet kan läsas i båda riktningarna, där mul-
tiplikationstecknet visar hur variablerna l och b relaterar till varandra. Sfard 
menar att förståelse för ett matematiskt begrepp genomgår en utveckling 
för den lärande, från dynamiska procedurer till statiska strukturer där ele-
ven först utvecklar den operationella förståelsen, vilken följs av utveckling 
av den strukturella förståelsen. Denna utveckling och lärande av begrepp, 
beskrivs ske i tre stadier, internalisering, kondensation och reifikation, 

• I internaliseringsstadiet bekantar sig eleven med de processer som 
med arbete ger förståelse för det nya begreppet 

• I kondensationsstadiet uppfattar eleven en process i sin helhet, 
utan behov av att gå in på detaljer 

• Reifikationsstadiet beskrivs som ett slags skifte. Den lärande som 
strävar efter förståelse för ett begrepp, uppfattar helt plötsligt pro-
cessen ur ett helt annat (nytt) perspektiv och kan behandla den 
som ett eget objekt                  (Sfard, 1991, s. 18) 
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Sfard (1991) menar att strukturell förståelse ska ses vara den mer avance-
rade, och att utveckling av förståelse för begrepp går från operationell till 
strukturell insikt. Ett begrepp ses vara hos den lärande fullt utvecklat om 
hen förmår behandla begreppet både operationellt och strukturellt. Sfard 
beskriver inte hur undervisning ska ske för att skapa förutsättningar för en 
utveckling i enlighet med reifikationsteorin, men lyfter ändå fram en aspekt,  

There is one thing, however, which is much too essential to be passed over 
in silence. It is the potential role of names, symbols, graphs, and other repre-
sentations in condensation and reification.                        (Sfard 1991, s. 21) 

Citatet riktar uppmärksamheten mot vikten av att lärare bygger sin under-
visning på att matematiken representeras på olika sätt, vilket Sfard (1991) 
ser som en viktig faktor för att elevens förståelse för begrepp ska utvecklas 
i kondensations- och reifikationsstadiet. Att skapa en undervisning som er-
bjuder elever att erfara och arbeta med olika representationsformer ligger i 
linje med Duvals (2006) registerteori, vilken presenteras i det nästa.  

Teorin om register 
I avsnittet tidigare forskning nämndes att matematiken kan representeras 
på olika sätt. Duval (2006) har valt att kategorisera matematiska represen-
tationer i register, något som motsvarar det som vi tidigare benämnt som 
representationsform. Vid arbete med geometriska uppgifter fordras att ele-
ven använder sig av minst två register, ett för verbala uttryck av egenskaper 
eller för numeriskt uttryck av storlek samt ett för visualisering (Duval, 
2006). Duval placerar visualisering som en central komponent i den geo-
metriska diskursen genom att betona sättet att se på. En figur associeras 
alltid med diskursiva och visuella representationer. Arbete med geometriska 
uppgifter innebär därför ett komplext samspel mellan representationer och 
transformationer inom samma register såväl som mellan olika register. Du-
val skiljer på två typer av transformationer av representationer, behandling 
(treatment) och omvandling (conversion). Behandling innebär transformat-
ioner inom ett och samma register (t ex algebraiska beräkningar) och om-
vandling innebär transformationer mellan olika register (t.ex. ikonisk bild 
→ symbolisk representation). Matematiskt arbete och matematiskt resone-
mang innebär att två eller tre register aktiveras parallellt. Utveckling inom 
matematik kan kopplas till att individen utvecklar och använder flera olika 
register samt har förmågan att utföra transformationer inom samma såväl 
som mellan olika register (Duval, 2006), något som han ser vara en av de 
stora utmaningarna för utbildningen inom matematik. 
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Transformationer och reifikation 
Teorierna om reifikation och om register användes vid analys av data-
materialet. Förståelse för begrepp utvecklas enligt Sfard (1991) genom att 
eleven utvecklar först en operationell förståelse och därefter en strukturell 
förståelse. En sådan utveckling sker som nämndes enligt de tre stadierna, 
internalisering, kondensation och reifikation. Sfard nämner kort att det är 
viktigt att lärare i undervisningen låter eleverna arbeta med transformat-
ioner inom såväl samma som mellan olika register för att möjliggöra denna 
utveckling. Tchoshanov (2002) går ett steg längre och argumenterar för att 
det finns ett samband mellan elevens förmåga att arbeta med olika register 
och dennes förståelse för begrepp. 

Genom att följa Tchoshanov (2002) fokuserades i Studie 1, elevens för-
måga att arbeta med och använda sig av olika register samt utföra trans-
formationer (Duval, 2006), vilket sågs som en indikator för förståelse för 
begrepp i enlighet med reifikationsteorin (Sfard, 1991). Uttryckt an-
norlunda, så är det en undervisning som bygger på att eleverna erbjuds er-
fara transformationer som möjliggör utveckling av förståelse för begrepp. 
Elevens lärande i geometri sågs verka på två sätt, både i en vertikal riktning 
såväl som en horisontell riktning. Den vertikala utvecklingen kan möjliggö-
ras genom att eleverna arbetar med transformationer (Figur 8). 

Figur 8 
Utveckling för geometriska begrepp (Markkanen, 2014, s. 37) 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
Den andra typen av utveckling, i den horisontella riktningen, sågs ske ge-
nom arbete med transformationer och där eleverna använder sig av tidigare, 
genom reifikation lärda begrepp för att bygga förståelse för nya begrepp 
(Figur 9). 

Geometriska 
begrepp 
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Figur 9 
Utveckling där förståelse för nya begrepp grundas i tidigare lärda begrepp (Mark-
kanen, 2014, s. 37) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Metod 
Studie 1 har en etnografisk inriktning där jag som forskare, under fem 
veckor följde en lärares undervisning i en digital miljö i en klass med 21 
elever i årskurs 9. Urvalet i etnografiska studier sker ofta genom det Bryman 
(2012) beskriver som bekvämlighetsurval. Ett bekvämlighetsurval består av 
sådana personer som för tillfället råkar finnas till hands för forskaren. I 
Studie 1 hade följande kriterier för deltagande satts upp. Läraren skulle vara 
legitimerad för att undervisa i matematik och besitta goda kunskaper om 
digitala verktygs möjligheter, men även ha stor vana att använda sådana i 
matematikundervisning. Vid tiden för genomförande av Studie 1 så med-
förde kriterierna att det inte fanns så många informanter att tillgå. Proble-
met med bekvämlighetsurval är det finns svårigheter med att generalisera 
resultaten (Bryman, 2012). De sätt som läraren som senare blev informant 
i Studie 1 skapar undervisning i en digital miljö, kan inte heller ses vara 
representativt för undervisande lärare i matematik för riket i stort vilket 
skapar frågor rörande möjligheter till generalisering av studiens resultat. 
Dessa frågor behandlas inte här, men för läsare som önskar ta del av en 
fördjupning så görs en hänvisning till Studie 1 (Markkanen, 2014). Läraren 
som var erfaren och väl insatt i digitala verktygs möjligheter i undervisning 
valdes ut för att jag som forskare skulle kunna få tag i det fenomen som 
eftersöktes i Studie 1 – hur lärare kan skapa geometriundervisning i digitala 
miljöer. 

Det empiriska materialet samlades in genom videounderstödd observat-
ion, intervju med läraren, fokusgruppsintervjuer med elever samt elevtester. 

 Förståelse  
för begrepp 



52 
 

PETER MARKKANEN Representationer, visualisering och resonemang i geometri 
 

För att kunna uttala sig om eventuellt lärande hos eleverna genomfördes ett 
förförståelsetest med syftet att ta reda på elevernas kunskaper i geometri, 
innan deltagande i undervisning. Efter avslutad undervisning inom området 
skedde ett uppföljandetest, identiskt med förförståelsetestet. Uppgifterna i 
testet var konstruerade så att de inte var begränsade till endast ett svar. 
Lektionerna dokumenterades genom videounderstödd observation där jag 
som forskare antog rollen som fullständig observatör (Walsh, 2004). Ob-
servationslektionerna (18 st.) dokumenterades med två kameror samt ge-
nom fältanteckningar. Intervjuerna var av två slag, semistrukturerad kvali-
tativ intervju med läraren i slutet av datainsamlingsperioden, samt fokus-
gruppsintervjuer med eleverna efter avslutad undervisning inom det aktuella 
området. I samband med elevintervjuerna erhöll även eleverna en grupp-
uppgift som de löste i par. 

Analys 
Analys av testerna skedde genom att elevernas resultat klassificerades uti-
från den progression som eleverna visat i sina svar. Klassificeringen inspire-
rades av Webb (2005) samt Wong och Bukalow (2013), vilka skapat klas-
sificeringar som bygger på nivåer av komplexitet vid problemlösning, den 
sist nämnda inom geometri. Vid analysen studerades elevernas svar, dels 
utifrån elevernas visade förståelse för begreppet volym, dels utifrån sättet 
de utfört sina beräkningar på. Detta ledde till en klassificering på tre nivåer 
samt en nivå, ringa förståelse, där sådana resultat hamnade i vilka eleven 
uppvisat en felaktig förståelse eller avgett ett orimligt alternativ ett irrele-
vant svar. Med stöd av klassificeringen kunde särskilda drag i varje kategori 
identifieras, vilket möjliggjorde att de tre nivåerna kunde knytas till de tre 
stadierna i reifikationsteorin (Sfard, 1991).  

Observationerna analyserades genom ett fokus på hur läraren använde 
verktyget för att lyfta fram och arbeta med geometriska figurers egenskaper, 
vidare noterades när eleverna ställde frågor, signalerade att något var oklart 
eller när läraren märkte att tveksamheter uppstod. Genom detta arbete 
kunde det som i Studie 1 benämndes för svåra geometriska objekt identifie-
ras, vilket kunde vara egenskaper hos figurer eller företeelser vid geomet-
riskt arbete, som eleverna uppfattades ha svårt för att få syn på och upp-
fatta. I analysen skapades flertalet svåra geometriska objekt vilka gruppe-
rades i fyra kategorier och kopplades till ett begrepp inom tredimensionell 
geometri (Tabell 1). 
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Tabell 1  
Begrepp uppdelade i svåra geometriska objekt (Markkanen, 2014, s. 60) 

Begrepp Svåra geometriska objekt Beskrivning 

Begränsningsarea 

Innebörd av begreppet 
 
Beräkning  

Förståelse för att det är arean av  
3D-figurens olika sidor som avses 
Svårigheter att uppfatta de olika sidorna 

Area (basytan) 

Basyta och bas 
 
Basytans läge 
Triangelns höjd 

Begreppen Basyta och bas kan för  
vissa elever verka vara synonyma 
Hur den 2D-basytan avbildas 
Höjdens egenskaper 

Volym 

Sammansatta figurer 
Problemlösning 
Enhet 

Uppbyggnad, sammansatta figurer 
Formlers användande utifrån problem 
Enhetsomvandlingar 

Ekvation, formel, tal 

Förkortning 
 
Generell lösning 
Behandling bråktal 
Kommutativa lagen 
Pythagoras sats 

Ekvationslösning innehållande bråk  
uppbyggda av faktorer kontra termer 
Innebörden i generell lösning 
Invertering av bråk innehållande variabler 
Förståelse av lagen vid beräkningar 
Satsens applicerande vid beräkning 

 
I nästa steg analyserades hur läraren utnyttjade det digitala verktyget för att 
erbjuda elever möjligheter att utveckla förståelse för de svåra geometriska 
objekten. En viktig aspekt var att studera hur läraren utnyttjade verktyget, 
de strategier hen använde för att låta eleverna arbeta med representationer 
och erfara transformationer, vilka sågs vara en väg in till de svåra geomet-
riska objekten.  

Intervjuerna analyserades med ett fokus på beskrivande upplevelse. Vid 
lärarintervjun var intresset riktat mot lärarens beskrivning av hur hen ut-
nyttjar den digitala miljön samt den betydelse den har för hen i undervis-
ningen. Vidare fokuserades elevernas upplevelse av undervisningen som sker 
i en digital miljö. Analysen skedde enligt det Kvale och Brinkmann (2009) 
kallar för meningskategorisering, vilket innebär att intervjun kodas i kate-
gorier. Detta arbete ledde fram till ett antal kategorier, vilka låg som grund 
när intervjuresultaten presenterades.  
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Resultat 
Resultatet presenteras i form av en sammanfattning genom följande två ru-
briker, lärarens strategier samt elevernas upplevelse och utveckling. 

Lärarens strategier och syn på undervisning i en digital miljö  
Undervisningen hade vanligen formen av lärardemonstration (Jones, 2011), 
där läraren i en digital miljö strukturerat undervisningen kring relativt korta 
uppgifter som lämnades över till eleverna. Eleverna arbetade i par med upp-
giften mellan 5–10 minuter och därefter ledde läraren en diskussion på den 
interaktiva tavlan där olika lösningsförslag diskuterades. Med andra ord 
skedde en kontinuerlig växling mellan Jones lärardemonstration och elevers 
arbete med uppgifter.  

Läraren utnyttjade verktygets möjligheter på ett flexibelt sätt utifrån en 
genomtänkt planering. Den första resultatdelen behandlar undervisningen 
och visar att läraren utnyttjar flertalet strategier som verktyget erbjuder för 
att representera det matematiska innehållet och belysa viktiga aspekter i 
syfte att öka elevernas möjligheter till förståelse. Här sker en kortare redo-
görelse av några av dessa strategier, genom att lyfta tre aspekter. 

Den första aspekten beskriver hur läraren kan förändra figurer, mer spe-
cifikt utnyttja verktygets dynamiska möjligheter. Med det avses att figurer 
och dess underfigurer kan opereras på, såsom att dela upp figurer, flytta 
dem till en annan position, vika ut sidoytor, eller klona bottenytor och lyfta 
ut dem för fortsatt bearbetning. Det är just dessa möjligheter som ger lära-
ren verktyg för att skapa olika representationer av till exempel en figur såväl 
som utökade möjligheter att visa sådant som elever kan ha svårt för att få 
syn på. Ett exempel från data var att eleverna i en volymberäkning av ett 
tresidigt prisma hamnade i svårigheter, då de inte kunde identifiera nödvän-
dig information om basytan. Då kunde läraren, genom en operation, klona 
basytan, lyfta ut den och vrida på den, till ett för eleverna välbekant läge 
där triangeln hade basen nedåt. I den beskrivna episoden nyttjade läraren 
strategier vilka i Studie 1 benämndes för fokusering och transformering. En 
viktig aspekt är att det som läraren gjorde skedde framför ögonen på ele-
verna, men även det faktum att läraren skapade en klon, vilken flyttades ut, 
vilket gjorde att originalet låg kvar i figuren. Eleverna erhöll möjlighet att 
visualisera och uppfatta den faktiska möjligheten att det går att utföra såd-
ana operationer. Vidare erbjuder de beskrivna möjligheterna att läraren får 
verktyg att utmana de sätt elever uppfattar figurer på, att eleverna erbjuds 
att utveckla sina sätt att agera i tolkande visualiseringar. 
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Den andra aspekten som lyfts fram är de sätt som läraren, med relativt 
korta uppgifter, genomför undervisningen på i en digital miljö. Arbete med 
den typen av uppgifter skapar möjligheter för att elever ska kunna föra fram 
sina sätt att resonera, om såväl sina egna som kamraters lösningar. Ett så-
dant exempel var att eleverna skulle utföra volymberäkning av en samman-
satt tredimensionell figur (figuren var uppbyggd av två mot varandra stå-
ende pyramider). Vid genomgången visade det sig att eleverna hade tolkat 
figuren väldigt olika, något som under lärarens ledning gav tillfälle att föra 
resonemang kring figurens uppbyggnad utifrån elevernas lösningar. I det 
arbetet nyttjade läraren verktygets möjligheter att driva resonemang i hel-
klass. Mer specifikt, att dela upp den sammansatta figuren och fokusera en 
underfigur åt gången. De strategier som läraren utnyttjar benämns i Studie 
1 för bearbetning, jämförelse och delad upplevelse.  

Slutligen den tredje aspekten gäller lärarens sätt att i den digitala miljön 
arbeta med konstruktion som är en del av det centrala innehållet. Vanligt 
var att läraren relativt snabbt med verktygets hjälp konstruerade figurer 
som skulle verka i uppgifter, även om inte alltid konstruktion var i fokus. 
På sådant sätt blev inte figurerna enbart något som presenteras som färdiga, 
utan eleverna kunde följa med i konstruktionen. Den digitala miljön utnytt-
jades även vid tillfällen när konstruktion var i fokus. I Studie 1 skedde för 
elevernas vidkommande konstruktionen i papper- och pennamiljö. Men lä-
raren utnyttjade ett annat verktyg, dokumentkameran. Trots sin enkelhet 
identifierades den vara ett slagkraftigt verktyg för att diskutera elevernas 
autentiska lösningar. Något som även bidrar till att eleverna tränas i att med 
ord beskriva och motivera sin lösning, men även att formulera sina lös-
ningar på sådant sätt, att det är möjligt för klasskamrater och läraren att 
följa med. I undervisningen lyfte läraren några av elevernas konstruktioner, 
sådana vilka sågs vara värdefulla att arbeta vidare med och belysa aspekter 
ur. Vid dessa tillfällen erbjöds en elev med lärarens hjälp att konstruera sin 
figur på nytt i den digitala miljön och då kunde såväl viktiga steg i kon-
struktionen belysas såväl som eventuella oklarheter behandlas något som 
blev synligt i den digitala miljön. I ett sådant arbete utnyttjade läraren stra-
tegierna delad upplevelse, fokusering, jämförelse samt sammanslagning. 

I tabell 2 presenteras de olika strategier som läraren utnyttjade i sin 
undervisning i en digital miljö och återigen nämns, att om läsaren önskar 
sätta sig in i samtliga strategier görs hänvisning till Markkanen (2014). 
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Tabell 2 
Lärarens strategier/sätt att utnyttja verktyget på (Markkanen, 2014, s. 77) 

Strategier/sätt Betydelse Exempel 

Bearbetning 
Lagrad och livedata kan lätt bearbe-
tas 

Pyramidens sida viks ut 

Delad upplevelse 
Möjlighet att kommunicera och ut-
byta data med andra 

Eleven presenterar och redovisar sin lösning 

Fokusering 
Belysa särskilda aspekter av processer 
eller representationer  

Förstora del eller färgmarkera 

Jämförelse 
Utseende/särdrag av olika objekt kan 
jämföras 

Läraren visar fler exempel på trianglar i 
olika lägen 

Lager på lager 
Bilder och objekt kan läggas framför 
varandra 

Läraren vill visa och lyfta fram olika detal-
jer efter hand 

Modellering 
En process kan simuleras genom att 
visa förhållanden mellan variabler 

Volymens förändring om sidans längd på en 
kub varieras 

Repetition Lagrade data kan lätt repeteras Lärare visar exempel från tidigare beräkning 

Sammanhang Tidigare data kan lätt hämtas fram 
Lektionen fortsätter där den förra avsluta-
des 

Sammanslagning Möjlighet att ta in data från olika källor Bild från lärobok jämförs med databild 

Transformationer 
Sättet som data representeras på kan 
transformeras  

Prismats bottenyta transformeras från 3D  
2D 

Åskådliggörande Data kan lätt ses och tolkas av alla Extra förklarande data kan tillfogas en bild 

 
De olika strategierna visar hur läraren genom att utnyttja verktygets egen-
skaper i sin undervisning söker skapa situationer, vilka möjliggör att ele-
verna erfar att matematiken representeras på olika sätt. Mer specifikt att 
erbjuda eleverna möjlighet att bygga förståelse för figurer, deras underfigu-
rer och därmed kunna nyttja figurer vid uppgiftslösning. 

När det gäller lärarens syn på verktygets användning i undervisningen så 
lyfts just de dynamiska aspekterna fram. Läraren planerade hela sin under-
visning med utgångspunkt i de digitala verktygen och hen såg att verktygets 
verkliga förtjänster ligger i att figurer kan opereras på och förändras vilket 
bidrar till en utökad verktygslåda, speciellt när frågor dyker upp i undervis-
ningssituationen. Ett sådant tillfälle var vid arbete med vinkelsumman hos 
regelbundna pentagoner, vilken kan beräknas enligt 180° x 5 – 360°. Fler-
talet elever kunde inte uppfatta varför man i formeln skulle subtrahera med 
360. Läraren skapade vid det tillfället, en pentagon med fem inskrivna tri-
anglar och med verktygets hjälp rullades pentagonen ut (Figur 10). 

Figur 10  
Vinklar som tas bort vid beräkning av pentagonens vinkelsumma 
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De olika strategierna i Tabell 2 användes frekvent på olika sätt och läraren 
lyfter fram två som hen ser vara värdefulla. Dessa är fokusering och lager 
på lager. Läraren menade att när bildliga representationer visas så kan 
många elever ha svårt att veta var de ska titta. Då ger den digitala miljön 
läraren verktyg som möjliggör att zooma in eller att färgmarkera, i syfte att 
kunna rikta fokus mot specifika egenskaper av representationen. När det 
gäller lager på lager så skapar den strategin möjligheter att i undervisningen 
bilda en för eleverna logisk kedja, där egenskaper hos en figur behandlas ett 
steg i taget (allt visas inte på en gång). 

Läraren lyfter även fram några risker eller baksidor med undervisning i 
en digital miljö. Hen menar att det är viktigt att lärare inser att verktyget i 
sig själv inte gör undervisningen, utan läraren måste fortfarande ha idéerna 
kring hur undervisningen ska struktureras. Något som även ställer högre 
krav på lärare som använder digitala verktyg, så till vida att en sådan an-
vändning skapar fler didaktiska variabler att beakta (de val som läraren vid 
planeringen måste göra). En annan fara är att figurer och andra matema-
tiska representationer kan hanteras relativt snabbt och smidigt, såsom att 
bestämma längder av linjesegment för exempelvis areaberäkningar. Denna 
smidighet innebär att tempot i undervisningen ökar, något som innebär ris-
ker i att det ibland kan gå lite för fort för vissa elever. Detta i sin tur kräver 
av läraren en medvetenhet om vilka moment som för elever kan vara svåra 
och ha beredskap för dem så att sådana passager kan bemästras av alla ele-
ver. 

Elevernas upplevelse och utveckling 
Överlag är eleverna positiva till matematikundervisning som sker i digitala 
miljöer, då de menar att sådan undervisning gör att deras möjligheter till 
förståelse ökar. De lyfter flera fördelar med verktygens möjligheter såsom 
att arbeta med figurer, klona, vrida samt flytta dem. Eleverna menar även 
att undervisningen blir mer intressant, vilket gör att de håller sig motiverade 
och fokuserade. Vidare ansåg eleverna att lärarens sätt att utnyttja verktyget 
på skapade en miljö som underlättade att föra fram sina idéer, något de 
menade bidrog till att de utvecklade sina sätt att uttrycka sig muntligt. De 
uppskattade möjligheten att se, arbeta med och diskutera sina egna och 
klasskamraters arbeten. En annan viktig aspekt och något som uppfattades 
vara en av de större förtjänsterna med verktyget, var möjligheten att gå till-
baka vid frågor, till exempel till sådant som behandlats tio minuter tidigare. 
Detta upplevdes vara en trygghet så till vida eleverna kände att de inte be-
hövde fråga direkt om något var oklart, då de visste att de kunde gå tillbaka 
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vid den summerande diskussionen. I den aktuella undervisningen kombine-
rade läraren användande av digitala verktyg och konkret material, något 
som uppfattades vara något som kompletterar varandra och eleverna me-
nade att båda behövs. Sammanfattningsvis upplevde eleverna att undervis-
ning som sker i digitala miljöer förbättrar deras möjligheter att bygga för-
ståelse och till att lära. Eleverna insåg även att det var lärarens sätt att ut-
nyttja verktyget på som skapar dessa möjligheter. 

För att studera huruvida ett lärande skett i den aktuella elevgruppen del-
tog eleverna i ett uppföljandetest, något som är vanligt i studier för att un-
dersöka hur effektiv en undervisning varit eller för att kunna visa att det 
skett en utveckling av något slag hos eleverna (Häggström m.fl., 2012). 
Testresultaten i Studie 1 visade att elevernas förståelse för geometriska be-
grepp på ett påtagligt sätt utvecklats, vilket möjliggjorts genom elevernas 
deltagande i undervisningen. Elevernas resultat på uppföljandetestet såväl 
som på gruppuppgiften uppvisade att de utvecklat sina sätt att visualisera 
figurer då de kunde urskilja underfigurer och utnyttja dem vid uppgiftslös-
ning. Resultatet på gruppuppgiften visade att i samband med beräkningar 
behärskade eleverna att utföra transformationer såväl inom samma som 
mellan olika register. Undervisningen med stöd av digitala verktyg hade er-
bjudit eleverna möjligheter att utveckla förståelse för begreppet volym i sin 
helhet. Vidare visade eleverna genom resultatet på uppföljandetestet att de 
behärskar begreppen ekvation, formel och tal, genom att utföra nödvändiga 
beräkningar, vissa av dem i längre sekvenser. 

Slutsatser  
Här behandlas slutsatser i Studie 1 och avsnittet inleds med att repetera 
forskningsfrågorna. 
 

• Vilka didaktiska strategier använder läraren i sin teknikunder-
stödda undervisning?  

• Vilka är elevernas upplevelser av teknikanvändningen i undervis-
ningen och hur möjliggör teknikunderstödd undervisning lärande 
hos eleverna?  

• Vilken syn har läraren på teknikens användning i undervisningen?  
 
I Studie 1 fokuserades lärarens didaktiska strategier. Mer specifikt, de sätt 
som hen utnyttjar den digitala miljön på, för att presentera och kommuni-
cera det aktuella matematiska innehållet i syfte att skapa matematiska situ-
ationer vilka erbjuder tillfällen till lärande.  
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Resultatet visar att läraren förmår att skapa en undervisning där det di-
gitala verktyget blir ett hjälpmedel och hen utnyttjar verktygets egenskaper 
på flertalet sätt i sin undervisning inom två- och tredimensionell geometri. 
Enligt Battista (2007) bör geometriundervisning ske genom att läraren ar-
betar med (1) visuell representation, (2) att figurer, deras underfigurer, egen-
skaper och begrepp behandlas noggrant, samt (3) att transformationer mel-
lan symboliska lösningar och figurer ges ett visst utrymme. Resultatet visar 
att användande av digitala verktyg i geometriundervisningen ger läraren 
möjligheter att arbeta med de av Battista rekommenderade tre delarna. Lä-
raren arbetade mycket med yttre visualisering och den digitala miljöns för-
tjänster i sådan form av undervisning ligger just i verktygets möjlighet att 
skapa figurer, men även ta in annat material, vilket gör att en interaktiv 
undervisning kan skapas. Verktygets styrka är att det levererar precisa re-
presentationer vilka går relativt snabbt att skapa. Något som även innebär 
att det skapas ett naturligt flöde i lektionen.  

Duval (2006) menar att figurer alltid relaterar till både diskursiva och 
visuella representationer och han ser därför att arbete med geometriska upp-
gifter innebär att förena två representationsregister, visualisering av former 
och språket för att ange och härleda. Men Duval menar att det finns pro-
blem med undervisningen i geometri så till vida att undervisningen skapar 
hos eleverna bilder av figurer som ikoniska representationer och med såd-
ana sätt att uppfatta figurer finns hinder för att eleverna ska skapa synergier 
mellan visuella och diskursiva register. För att skapa utveckling argumente-
rar Duval, i linje med Battista (2007), för att lärare i sin undervisning måste 
tillse att eleverna kommer mer på djupet gällande figurers uppbyggnad.  

Två viktiga aspekter i geometriundervisning är att figurer, deras underfi-
gurer, egenskaper och begrepp behandlas noggrant, samt att transformat-
ioner mellan symboliska lösningar och figurer ges ett visst utrymme (Bat-
tista, 2007). När läraren som lärandemål fokuserade två- och tredimension-
ella figurer, dess underfigurer och deras egenskaper, kunde hen med verk-
tygets hjälp zooma in, rikta uppmärksamhet mot någon specifik underfigur 
eller egenskap. Vidare kunde figurer förändras, roteras eller öppnas upp och 
i sådan undervisning utnyttjade läraren strategierna bearbetning, fokusering 
samt lager på lager (Tabell 2, s. 56). Dessa möjligheter bidrar till fler sätt 
att för eleverna visualisera figurer på, och samtidigt ger de läraren fler verk-
tyg att belysa egenskaper som kan vara svåra för vissa elever att få syn på. 
När det gäller arbete med olika representationer och transformationer mel-
lan dem, så blir uppgifterna och sätten som de planeras att verka i en digital 
miljö centrala. Läraren skapade lämpliga uppgifter för en digital miljö där 
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verktyget utnyttjades för att till exempel belysa viktiga steg i längre algebra-
iska beräkningar. Utifrån frågor som uppstod kunde läraren med hjälp av 
strategin fokusering, belysa viktiga steg i ofta relativt långa beräkningar. 
Något som gjordes genom att flytta elevernas fokus mellan beräkningarna 
och figuren de olika värdena hämtades ifrån, med andra ord, transformat-
ioner mellan figurer och symboliska lösningar. 

Även om kommunikation inte låg i förgrunden i Studie 1 var det en viktig 
aspekt som uppmärksammades och som var en central del av lärarens sätt 
att undervisa. Att eleverna ges tillfälle att kommunicera matematik har även 
genom forskning visats vara en viktig komponent för att skapa möjligheter 
till förståelse (t ex Brodie, 2011). Vidare har Smith m.fl. (2005) visat att 
interaktiviteten i klassrummet ökar när undervisningen sker med stöd av 
digitala verktyg. Studie 1 bekräftar såväl Smith m.fl. (2005) som Brodie 
(2011) då resultatet visar att användande av verktyg stöder lärarens intent-
ioner att skapa en dialogisk undervisning så till vida att miljön erbjuder 
såväl lärare som elever möjligheter att uttrycka och kommunicera matema-
tiken verbalt, skriftligt och med bilder. Då hela lektionen sparas i program-
met så går det även lätt att scrolla tillbaka vid frågor från eleverna. Läraren 
är dock tydlig med att digitala verktyg blir ett effektivt verktyg för använ-
daren endast om det används med genomtänkta strategier och utifrån de 
behov som finns i undervisningen, det vill säga att undervisningen styr an-
vändandet och inte tvärtom. 

Även eleverna är mestadels positiva till att undervisningen sker med stöd 
av digitala verktyg. De uppfattar att en sådan undervisning förbättrar deras 
möjlighet att bygga förståelse och de är även nöjda med undervisningen så 
till vida att den blir mer varierad och det blir ett flyt i lektionen.  

Slutsatserna i Studie 1 visar att digitala verktyg är väl fungerande för lä-
raren när det handlar om att belysa utmärkande egenskaper och arbeta på 
olika sätt för att eleverna ska erbjudas möjlighet att utveckla sin förståelse 
för figurer, deras underfigurer och begrepp. Genom att effektivt utnyttja 
verktygets utbud kan läraren erhålla fler instrument för att bemöta elever-
nas frågor och de situationer som uppstår i undervisningen.   
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Studie 2 
I Studie 1 låg fokus på hur läraren i en digital miljö skapar helklassunder-
visning som kan erbjuda elever att erfara och arbeta med olika representat-
ioner samt utföra transformationer mellan såväl samma som olika register. 
Något som ligger väl i linje med Duvals (1998) syn på viktiga aspekter av 
lärande i geometri – att eleven kan förena arbete i två representationsregis-
ter, visualisering av former och språket för att ange och härleda egenskaper. 
I Studie 2 flyttades fokus mot hur geometriundervisning i digitala miljöer 
kan designas så att elever erbjuds att agera i tolkande visualisering och på 
sådant sätt bygga förståelse för figurer och deras egenskaper vid arbete med 
geometriska uppgifter. Därför kan det sägas att Duvals (2006) teori om re-
gister, som användes i Studie 1 inte gav tillräcklig vägledning. Men Duval 
(1999) går djupare än så – om en figur representeras med hjälp av någon 
representation, då menar han att det vid tolkning av representationen måste 
finnas ett antal specifika ageranden som är knutna till det aktuella registret, 
något som ses vara en brytpunkt mellan visuell uppfattning och visuali-
sering. Duval förklarar, ”att använda visualisering, fordrar en specifik trä-
ning, specifik för att visualisera varje register. Figurer … är inte direkt till-
gängliga så som ikoniska representationer kan vara” (s. 8, min översätt-
ning). Det är just de specifika sätten att visualisera figurer som är i fokus i 
Studie 2 och något som föranledde bytet av teori. 

Forskningsfråga 
 

• Hur kan geometriundervisning i digitala miljöer designas så att 
den stimulerar och utvecklar elevers sätt att visualisera figurer 
som grund för geometriskt resonemang? 

 
Innan de teoretiska utgångspunkterna för Studie 2 presenteras, ges en kort 
beskrivning av Geogebra, som är den programvara som användes i studien. 

Programvaran Geogebra 
Undervisning som sker med olika programvaror skapar en digital miljö vil-
ken bidrar med förutsättningar för att i aktiviteter skapa forum där elever 
fritt kan utbyta idéer och där elevernas fokus kan riktas mot specifika 
aspekter av matematik (Zulnaidi m.fl., 2019). En sådan programvara är 
Geogebra vilken skapades av Markus Hohenwarter år 2001. Geogebra är 
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användbart vid undervisning inom bland annat tal/taluppfattning, algebra 
och geometri, där innehållet i form av figurer, grafer, texter samt symboler 
visas simultant i olika fönster. Programvaran kan kostnadsfritt laddas ner 
från internet och det finns även en hemsida där användare bidrar med idéer 
och där innehållet hela tiden förändras och växer genom användarnas bi-
drag. Geogebras utformning, såsom dess meny och konstruktionsverktyg är 
relativt enkla att använda. Programvaran kan sägas vara elevcentrerad vil-
ket gör att eleven i egen takt kan undersöka de frågor och övningar som 
skapats av läraren. Men läraren kan även visa egna interaktiva produkt-
ioner och genom dem leda helklassundervisning, men även låta ladda upp 
elevernas producerade material. I Geogebra kan även applikationer skapas 
i enlighet med Jones (2011) andra kategori om undervisning, något som 
möjliggör att elever i undersökande aktiviteter interagerar med figurer som 
skapats i förväg, vilket var aktuellt i Studie 2. Sådana i förväg skapade ap-
plikationer möjliggör att lägga in begränsningar, således en styrning av 
verktygets möjligheter samt vilka matematiska funktioner som för eleverna 
ska finnas tillgängliga.  
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Teoretiska utgångspunkter 
Detta kapitel behandlar de teorier som använts i Studie 2, Brousseaus 
(1997) socialkonstruktivistiska teori om didaktiska situationer och Duvals 
(1995; 1998) teori om visualisering och resonemang. 

Brousseaus teori om didaktiska situationer  
Brousseaus (1997) teori om didaktiska situationer (hädanefter benämnd 
TDS), tar utgångspunkt i ett konstruktivistiskt synsätt på lärande. En av 
hörnstenarna i ett sådant synsätt är att kunskap inte kan överföras till eleven 
utan att det är eleven själv som bygger kunskap baserat på erfarenheter 
gjorda på egen hand eller i samspel med kamrater och lärare (Noorloos 
m.fl., 2017). I TDS ses undervisningssituationen vara något som skapar och 
tillåter interaktion i det som ses som en milieu (Brousseau & Gibel, 2005). 
Balacheff och Sutherland (1994) beskriver en milieu som den specifika delen 
av en omgivning som är nåbar för eleven och relevant för hens ageranden. 
Interaktion kan förstås som ”en dialog mellan eleven och den feedback hen 
erhåller från miljön” (Joubert, 2013, s. 72, min översättning).  

Didaktiska situationer 
En didaktisk situation innebär att läraren riktar undervisningen mot ett sär-
skilt lärandemål (t ex formeln för triangelns area) och som är i fokus när 
uppgifter/problem skapas för att eleven ska erbjudas möjlighet att bygga 
kunskap och nå lärandemålet (Brousseau & Gibel, 2005). Viktiga begrepp 
i TDS är att vissa sekvenser i den didaktiska situationen kan vara didak-
tiska, till exempel när läraren introducerar ett problem (läraren leder och 
styr). Medan andra sekvenser kan vara a-didaktiska (eleverna tar ett större 
personligt ansvar och arbetar självständigt eller i grupper med problemet 
och läraren antar en mer tillbakadragen roll) (Figur 11).  

Figur 11  
Skiss över en didaktisk situation, där sekvenserna a) och c) antar skepnaden av att 
vara didaktisk, medan arbetet i sekvens b) antar skepnaden av a-didaktisk 

 
 
 
 
 

a) c) 
b) 

 introduktion  sammanfattning 
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Förtydligas bör dock att a-didaktisk inte ska likställas med icke-didaktisk. 
I den a-didaktiska sekvensen finns ändå förväntningar på eleverna, i form 
av hur de ska samarbeta, vilken form av svar de förväntas komma fram till 
etc., i grunden implicita förväntningar. Brousseau (1997) delar upp den a-
didaktiska sekvensen i tre faser, aktion, formulering och validering. I 
aktionsfasen agerar eleverna direkt mot milieu och om de har en 
lösningsstrategi för problemet erhåller de vanligen feedback från milieu. 
Utifrån hur arbetet i aktionsfasen fungerat så söker eleverna i 
formuleringsfasen förklara och sätta ord på hur de gått till väga. Eleverna 
formulerar och lägger fram strategier/slutsatser. I valideringsfasen är tanken 
att elevernas lösningar ska valideras, bevisas eller motbevisas. 
Valideringsfasen kan enligt Brousseau anta skepnaden av att vara endera a-
didaktisk eller didaktisk, detta beroende på i vilken omfattning eleverna är 
vana att självständigt diskutera framkomna lösningar.  

Det indirekta inflytande över elevens aktivitet i den a-didaktiska 
sekvensen förmedlas via det som Broussou och Gibel (2005) benämner 
didaktiska variabler. Didaktiska variabler är de olika sätt som läraren kan 
styra elevernas tänkta agerande på när de arbetar med uppgifter, såsom 
uppgiftens svårighetsgrad eller vilken typ av information som ska finnas i 
uppgiften. Ruthven m.fl. (2009) menar att didaktiska variabler kan ses som 
viktiga verktyg för att identifiera och överväga olika val i en designprocess 
och föreslår därför att TDS erbjuder ett instrument för att designa under-
visningssekvenser. Här bör förtydligas att didaktiska variabler är aktuella 
vid design av hela den didaktiska situationen (inte enbart i den a-didaktiska 
sekvensen) för att karakterisera eventuella förändringar som görs i desig-
nen, vilka framkallar kvalitativa skiften i elevernas ageranden (Kilpatrick, 
2003). För Studie 2 som fokuserar användning av digitala verktyg kan så-
ledes olika didaktiska variabler i designprocessen identifieras, vilka kan 
främja utveckling av matematisk kunskap och där förändringar kan leda till 
en förändrad potential till lärande. Undervisning i en digital miljö öppnar 
upp fler didaktiska variabler genom att applikationer kan skapas på olika 
sätt, vilket i sig styr hur eleverna kan arbeta i applikationen och därigenom 
även den matematik de kan möta. De didaktiska variablerna var således 
verktyg vid design av lektioner, men även något som läraren hade med sig 
in i lektionen. Men under lektionen styrdes lärarens agerande dels utifrån 
den planerade designen men även beroende av elevernas agerande. Om 
läraren till exempel gjorde förändringar i en figur så sågs detta vara en 
didaktisk handling, en handling vilken kunde ha ett ursprung som ett val i 
en diaktisk variabel. Men utöver det uppstod under lektionen händelser som 
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ej var förutsedda, vilka läraren agerade på. Sådant agerande från läraren 
sågs vara en didaktisk handling och var något som kunde falla ut och bli en 
didaktisk variabel inför nästa iteration. 

Digitala verktyg kan ha en central roll i en milieu, i synnerhet när a-di-
daktiska situationer skapas där eleverna själva konstruerar kunskap när de 
löser de uppgifter som planerats i designen vilket åskådliggörs i figur 12. 

Figur 12  
Skiss över en a-didaktisk situation, inspirerad av (Bessot, 2003, s. 7) 

 
 
 
 
 

 
 
Milieu kan dock inte reduceras enbart till verktygets roll då relationen mel-
lan verktyget och milieu är komplex (Mackrell m.fl., 2013). När lektioner 
ska designas så handlar det om att identifiera så många didaktiska variabler 
som möjligt i den tänkta undervisningssituationen och därefter på lämpliga 
sätt kombinera olika variabelvärden. Vid design av lektioner i digitala mil-
jöer måste forskaren söka fånga alla element som eleven måste hantera, de 
figurer som eleven ska manipulera, elevers möjliga ageranden på dessa figu-
rer, samt den feedback som ges från milieu (Mackrell m.fl., 2013).  

TDS är en systematisk beskrivning av lärande och undervisning samt roll-
fördelningen mellan elever och lärare. I Studie 2 har TDS och dess 
didaktiska variabler gett en struktur i arbetet med att designa lektioner för 
att eleverna ska arbeta med matematiken i den sensatta milieu. Vidare har 
designen starkt präglats av didaktiska och a-didaktiska sekvenser. Det 
handlar om att i den digitala miljön designa uppgifter som kan delegeras till 
eleverna och vara något de accepterar och därigenom ta ansvar för sitt eget 
lärande. En del i att designa lektionerna gällde uppgifternas utformning och 
vid planeringen diskuterades hur uppgifter kunde skapas så att de i en a-
didaktisk situation kunde fungera så att eleverna arbetade självständigt med 
dem och att läraren kunde anta en mer tillbakadragen roll. En viktig aspekt 
var uppgiftens formulering, så att eleverna förstod vad de skall undersöka. 

Matematik
Lärandemål Milieu 

A-didaktisk situation 

 

Didaktisk situation 

   Läraren 
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Duvals teorier om visualisering och geometriskt resonemang 
Här behandlas inledningsvis Duvals (1995) teori om visualisering, vilken 
fokuserar hur elever uppfattar och visualiserar figurer. Teorin kopplas där-
efter samman med teorin om geometriskt resonemang i vilken visualisering 
är en av tre komponenter.  

Kunskap om geometri kräver av eleverna att de behärskar ett antal be-
grepp, där två- och tredimensionella figurer och deras egenskaper är cen-
trala. Det är fullt möjligt att genom våra synintryck uppmärksamma egen-
skaper i en figur och med hjälp av vårt språk (skriftligt eller muntligt) kom-
municera sådana egenskaper. Men för att en figur ska förankras på ett ma-
tematiskt plan fordras att eleven förmår göra kopplingar mellan det hen 
uppfattar i figuren och matematiska begrepp. Vi kan således skönja ett gap 
mellan vad en figur visar och vad den representerar. För Duval (1995) hand-
lar detta gap om, att det som en figur visar, är vad som ses utan en medveten 
analys av figuren och att det finns en underliggande kognitiv komplexitet i 
form av olika processer när elever visualiserar figurer. I enlighet med såväl 
Duval (1998) som Torregrosa och Quesada (2008), benämns de olika pro-
cesserna för visualiseringsprocesser och definieras som perceptuell, diskur-
siv och operativ visualiseringsprocess och när eleverna ser på, söker tolka 
en figur så benämns detta som att eleven agerar i olika visualiseringsproces-
ser (hädanefter benämnda VP).  

Här är det lämpligt med ett klargörande i relation till benämningen tol-
kande visualisering som läsaren mött tidigare. I och med att Duvals (1995; 
1998) tre visualiseringsprocesser introduceras, erhålls samtidigt ett verktyg 
för att operationalisera benämningen tolkande visualisering. Duvals teori 
ger således mig som forskare ett mer precist verktyg för att söka fånga och 
beskriva de olika sätt som elever uppfattar och tolkar figurer på. Fortsätt-
ningsvis i denna avhandling kommer endera formuleringen agerande i visu-
aliseringsprocesser att användas och då avses ett sådant agerande generellt, 
eller när någon specifik visualiseringsprocess avses, skrivs detta fram. I det 
nästa behandlas de olika visualiseringsprocesserna mer i detalj.  

Perceptuell visualiseringsprocess 
Perceptuell VP ger tillgång till en studerad figur – vad eleven visuellt upp-
fattar i en figur. Enligt Duval (1995) kan kanske eleven även namnge vad 
hen ser (punkter, linjer, triangel, cirkel etc.). Men denna första anblick är 
vanligtvis inte tillräcklig för att eleven ska erhålla tillgång till figurens egen-
skaper. En figur är ett arrangemang av sina element, punkter, linjesegment 
och plan. Genom agerande i perceptuell VP uppfattas figuren som en 
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homogen figur, när linjer bildar en enkel kontur så framstår den som en 
helhet (Duval, 1995). För att exemplifiera så kan figurerna i figur 13 fram-
stå som, 
 

a) En överlappning av två figurer, en kvadrat och en rektangel 
b) En samling av två figurer som berör varandra 

Figur 13  
Två figurer som kan misstas vara något som de kanske inte är vid en första anblick 
(Duval, 1988, s. 59) 

 
 
 
Duval (1988) menar att med endast agerande i perceptuell VP kan en figur 
framstå som något som den inte är. I figur 13a kan en elev med lätthet se 
att det är två överlappande figurer, men denna första anblick kan samtidigt 
hindra eleven att se andra tvådimensionella eller endimensionella underfi-
gurer vilka bygger upp figuren. I figur 13b kan det tolkas som att det är två 
polygoner som lagts samman.  

När vi betraktar en figur avbildas en bild på vår näthinna, men hur vi 
uppfattar figuren, bestäms av hur vi i stunden uppfattar, organiserar och 
tolkar avbildningen. Vår uppfattning om figuren är således ett resultat av 
en tolkning och den tolkningen kan skilja sig från den faktiska bilden som 
är avbildad på näthinnan (Duval, 1995). Vi kan alltså genom en snabb blick 
välja bort vissa egenskaper i en figur, men samtidigt välja att lyfta fram 
andra, med andra ord, den första snabba blicken kan blockera alternativa 
sätt att se på figuren. I Duvals senare texter (Duval, 2017) problematiseras 
perceptuell VP så till vida, att när vi betraktar en figur är det nödvändigt att 
variera sättet, vi gör det på, genom att även studera figuren genom dess 
uppbyggnad av två- och endimensionella underfigurer. Duval skriver, 

This is a variation which needs to be done in the look at the figure, because 
otherwise it never possible to recognize that must been seen according the 
geometrical statements [sic]. Naturally, this requires a long training because 
it goes against the automatic operation of the perceptual recognition of 
shapes                       (Duval, 2017, s. 60) 

Den variation som avses innebär att det inte är tillräckligt att studera en 
figur med stöd i enbart perceptuell VP. Därmed inte sagt att perceptuell VP 

b. a. 
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är något negativt, snarare en förutsättning för övriga visualiseringsproces-
ser. Duval (1995) har visat (med elever i åldern 14–16 år) att om en figur 
ska fungera vid geometrisk uppgiftslösning, måste den hos betraktaren (ele-
ven) frambringa perceptuell VP och minst en av övriga två visualiserings-
processer. 

Diskursiv visualiseringsprocess 
Vilken som helst figur i en geometrisk uppgiftssituation är föremål för två 
ofta motsatta ageranden, den ena omedelbar och automatisk – perceptuell 
VP, den andra vilken är kontrollerad och högst relevant i lärandesituationer 
– diskursiv VP i relation till figurer (Michael, 2013). Men Michael menar 
att det finns en fördröjning mellan ageranden i perceptuell VP och de age-
randen i diskursiv VP som krävs i en geometrisk situation. En fördröjning 
som delvis har sitt ursprung i de lagar som styr vår perceptuella organisering 
(vi väljer bort vissa aspekter och lyfter fram andra). Således som nämndes 
ovan, kan inte matematiska egenskaper i en figur bestämmas enbart genom 
perceptuell VP (Duval, 1995). Diskursiv VP är relaterat till att eleven måste 
kunna identifiera och kunna arbeta med figurers egenskaper (t ex linjeseg-
ment och vinklar) och förmå koppla detta till matematiska principer (be-
grepp, formler) i relation till figuren, sådant som inte direkt är synligt eller 
nämns i information om figuren. Till exempel att se egenskaperna i en rek-
tangel innebär att uppmärksamhet måste riktas mot dess sidor och vinklar. 
Diskursiv VP handlar även om att kunna härleda nya egenskaper (här kan 
läsaren jämföra med tidigare beskrivna exempel med eleven som konstrue-
rar en höjd i en triangel utifrån vald sida som bas). 

För att eleven ska kunna identifiera figurers egenskaper samt göra kopp-
lingar mellan figuren och matematiska principer måste hen kunna utföra 
det som Duval (2017) benämner dimensionell dekonstruktion, vilket inne-
bär en förändring i perception för att kunna identifiera underfigurer och 
deras egenskaper vilka bygger upp figuren. Dimensionell dekonstruktion in-
nebär till exempel, att eleven förmår att se och uppmärksamma endimens-
ionella underfigurer vilka bestämmer egenskaperna hos tvådimensionella 
former (Dindyal, 2015; Sinclair m.fl., 2017). Denna dimensionella föränd-
ring är långt ifrån självklar för elever, vilket medför att de kan hamna i 
svårigheter när de ska bygga resonemang som baseras på egenskaper i figu-
rers uppbyggnad. Duval (2017) är tydlig gällande hur betydelsefullt det är 
att eleven utvecklar förmågan till dimensionell dekonstruktion i arbete med 
figurer, det vill säga förmågan att visualisera hur figurer på olika sätt kan 
brytas ner till underfigurer i färre dimensioner. 
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Sammanfattningsvis ses dimensionell dekonstruktion vara en ingående 
process i diskursiv VP (Duval, 1998) och för mig som forskare skapar den 
möjlighet att operationalisera diskursiv VP i termer av dimensionell dekon-
struktion. Genom dekonstruktionen skapar eleven i diskursiv VP kopp-
lingar mellan identifierade underfigurer inklusive deras egenskaper och ma-
tematiska principer (begrepp, formler) genom diskursiva uttalanden (i talad 
eller skriven form), något som kan ske endera genom transformation från 
tankeprocess till figuren eller vice versa. Duval argumenterar för att fram-
gångsrikt arbete med figurer, innebär att perceptuella igenkännanden av 
geometriska egenskaper förbli under kontroll av matematiska begrepp och 
definitioner. Både perceptuell- och diskursiv VP behövs vid matematiska 
resonemang då sådana fordrar att kopplingar mellan figurer, egenskaper 
och begrepp skapas. Men geometrisk uppgiftslösning fordrar även av eleven 
att hen förmår utföra förändringar på figuren, vilket benämns operativ VP.  

Operativ visualiseringsprocess  
Operativ VP innebär att eleven kan fokusera vissa underfigurer och eventu-
ellt lyfta ut dessa för vidare behandling. Men operativ VP innebär även att 
eleven uppfattar olika möjliga sätt att modifiera (utföra någon form av op-
eration) en given figur, mentalt eller fysiskt (Duval, 1995). Denna modifie-
ring kan exempelvis ske genom att dela figuren, flytta runt och skapa nya 
figurer. Vidare kan olika hjälplinjer adderas till figuren. Genom operativ VP 
kan eleven, när hen studerar en figur, få tankar om hur en uppgift kan lösas. 
Duval menar dock att operativ VP ofta är svårt för eleverna, något som även 
visats empiriskt (t ex Michael, 2013). Denna svårighet kommer sig av att 
det finns en varierande mängd möjliga modifieringar för en given figur och 
många sätt att utföra dem på. Med andra ord kräver agerande i operativ VP 
såväl kreativitet som erfarenhet av eleven. I två uppgifter i figur 14 ska ele-
ven jämföra arean på de skuggade rektanglarna, respektive trianglarna. 

Figur 14  
Exempel på ageranden i operativ VP i två uppgifter, där arean av de skuggade rek-
tanglarna och trianglarna ska jämföras (Duval, 1995, s. 150) 
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Mellan de båda startfigurerna finns en skillnad när det kommer till vad som 
krävs av eleven när hen agerar i operativ VP. I den övre startfiguren krävs 
flera uppdelningar, medan det i den nedre så är det nödvändigt att använda 
en underfigur två gånger. En andra svårighet vid operativ VP, är att de möj-
liga operationerna, vilka leder fram mot en lösning i en uppgift, är mer eller 
mindre synliga i startfiguren (Duval, 1995). Det kan till och med vara så att 
startfiguren i en uppgift är skapad på sådant sätt att eleven vid visualisering 
inte uppfattar operativa möjligheter och figuren kan i sådana fall inte vara 
till stöd för att eleven ska finna en lösning. Således när eleverna kan över-
skrida gränsen av agerande i perceptuell VP och börja agera i operativ VP, 
så kan figuren bli ett verktyg som möjliggör att eleven kan komma framåt 
vid geometrisk uppgiftslösning (Michael & Gagatis, 2013). För att eleven 
ska kunna lösa geometriska uppgifter framgångsrikt krävs att hen förmår 
koordinera ageranden i visualiseringsprocesser. Denna koordinering som 
sker mellan alla tre VP, lägger en grund för att eleven ska kunna bygga 
geometriskt resonemang, något som stöds av forskning (t ex Llinares & 
Clemente, 2018; Torregrosa & Quesada, 2008). Slutligen bör det poängte-
ras, att det som är avgörande i teorin om visualisering är att Duval (1995) 
ser att figurer analyseras, inte med hänvisning till resonemang, utan genom 
att betona visualisering (Michael, 2013). När vi nu övergår till teorin om 
geometriskt resonemang så är visualisering en komponent i den teorin. 

Geometriskt resonemang 
Agerande i visualiseringsprocesser ligger nära figuren vid arbete med geo-
metriska uppgifter (Jones, 1998). Men på ett övergripande plan menar Du-
val (1998) att geometriskt resonemang involverar tre sorters kognitiva pro-
cesser, visualisering (agerande i visualiseringsprocesser), resonemang samt 
konstruktion. De kognitiva processerna beskrivs som,  
 

• Visualisering vilket refererar till ageranden i visualiseringsproces-
ser i relation till figurer som beskrivits ovan 

• Konstruktion med verktyg (passare, linjal, digitala verktyg) 
• Resonemang, särskilt diskursiva processer för utvidgning av kun-

skap och för förklaring               (Duval, 1998, s. 38) 
 
 
Relationen mellan de tre kognitiva processerna åskådliggörs i figur 15, 
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Figur 15  
Underliggande kognitiva interaktioner, vilka samordnas vid geometriskt resone-
mang Duval (1998, s. 38) 

 

 
 
 

 
 
 
I figur 15 exemplifierar varje pil sätt som de olika processerna kan stödja 
varandra. Enligt Duval (1998) startar resonemang naturligt med processen 
visualisering (ageranden i visualiseringsprocesser), genom relationen mellan 
dimensionell dekonstruktion, underfigurernas namn och definitioner (dis-
kursiv VP). Pilen från visualisering till resonemang är streckad, med anled-
ning av att visualisering inte alltid understöder resonemang. Resonemang är 
även involverat vid konstruktion av figurer med hjälp av verktyg (passare, 
linjal, dynamisk miljö) och genom verktygen kan eleverna konstruera figu-
rer själva, något som även leder till visualisering (Duval, 1998).  

När det gäller geometrisk konstruktion antar ofta elever att det handlar 
om att konstruera figurer enbart utifrån visuella aspekter (Laborde, 2005). 
Till exempel om en uppgift är att konstruera en liksidig triangel, kanske en 
elev använder en linjal och konstruerar triangeln så att triangeln till utseen-
det ser ut att ha lika långa sidor. Men konstruktion av figurer handlar om 
resonemang som vilar på geometriska relationer. Till exempel om den liksi-
diga triangeln hade skapats med verktygen (blank) linjal och passare, där 
två av triangelns sidor utgör radie i samma cirkel (kongruens beaktas) eller 
i en dynamisk geometrimiljö där triangelns vinklar beaktas. Om konstrukt-
ionen av figurer enbart sker utifrån visuella aspekter så menar Duval (1995) 
att arbetet med figurer snarare kan hindra elever att bygga geometriskt re-
sonemang, då eleven tillåts undvika resonemang vilket baseras på figurens 
egenskaper.  

För att förtydliga innebörden i formuleringen geometriskt resonemang i 
forskningsfrågan, görs här, med hjälp av Duvals (1998) teori, en distinkt-
ion, mellan resonemang och geometriskt resonemang. Ett resonemang ses 
till exempel vara, om eleven prövar en lösningsstrategi och gör ett påstående 
som – figuren ser ut som en rektangel, då kan vi.... Här påminns läsaren om 

   Visualisering 

Konstruktion 
(med verktyg) 

 
    

Resonemang 
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att resonemang i avhandlingen ses vara den tankegång som används för att 
framställa påståenden och att resonemanget kan, men behöver inte baseras 
på formell logik och behöver inte heller till fullo vara korrekt, så länge det 
finns vissa inslag av skäl som verkar stödjande (Lithner, 2007). Men för att 
ett resonemang ska kunna betraktas vara ett geometriskt resonemang i re-
lation till figurer så krävs två steg. Eleven måste förmå att koordinera age-
randen i olika visualiseringsprocesser. En sådan koordinering skapar förut-
sättningar för eleven vid uppgiftslösning finner vägar framåt i samspel med 
resonemang, något som möjliggör att eleven kan bygga en logisk kedja av 
resonemang (Llinares & Clemente, 2018). Denna logiska kedja, vilken vilar 
på hållbara matematiska argument är det som Duval (1998) benämner för 
att det sker en samordning mellan visualisering och resonemang och eleven 
skapar ett geometriskt resonemang. Rent konkret kan eleven visa ett geo-
metriskt resonemang genom att motivera en lösning med valida argument. 
Att eleven kan utföra en sådan samordning är för Duval en förutsättning 
för att eleven ska kunna utveckla goda geometriska kunskaper. Således när 
benämningen resonemang används i avhandlingen åsyftas processen reso-
nemang i figur 15. Däremot om benämningen geometriskt resonemang an-
vänds åsyftas en koordinering av visualiseringsprocesser och en samordning 
mellan två-tre av processerna i figur 15. 

Sammanfattning 
I bakgrunden belystes ageranden i visualiseringsprocesser som en viktig 
aspekt för elevers kunskapsutveckling inom geometri. Studie 2 fokuserade 
just dessa processer, mer specifikt hur undervisning i en digital miljö kan 
designas för att erbjuda eleverna att agera i och koordinera visualiserings-
processer samt samordna visualisering och resonemang. I Studie 2 användes 
Duvals (1995; 1998) teorier som lins. Herbst m.fl. (2017) menar att med 
hjälp av Duvals visualiseringsprocesser kan vi förflytta oss bortom figuren 
till hur eleven tolkar och uppfattar figuren. I den teoretiska linsens fokus 
finns hur lektionens design skapar möjligheter för eleverna att agera i och 
koordinera visualiseringsprocesser samt skapa samordning med resone-
mang. Teorin om didaktiska situationer (Brousseau, 1997) kommer att ha 
något olika funktioner i Studie 2. På ett övergripande plan bidrar teorin 
med struktur i det inledande designarbetet. Speciellt uppfattades teorins 
verktyg, didaktiska variabler, vara ett fungerande instrument för att identi-
fiera och överväga val i designprocessen. Vid analys av datamaterialet riktas 
intresset mot hur väl de olika sekvenserna i den didaktiska situationen fun-
gerar och hur eleverna interagerar med milieu vid arbete med uppgiften.   
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Metod 
Kapitlet inleds med en översikt av utbildningsvetenskaplig designforskning. 
Detta görs för att introducera centrala begrepp och för att sätta Studie 2 i 
ett sammanhang, samt skapa förståelse för sättet som forskningsfrågan är 
formulerad på. Därefter introduceras begreppet hypoteskarta vars funktion 
har varit att verka vägledande i designen. Detta följs av en beskrivning av 
Studie 2 genom rubrikerna förberedelse, genomförande och retrospektiv 
analys. Avslutningsvis behandlas kvalitetsaspekter samt etiska aspekter. 

Utbildningsvetenskaplig designforskning 
Studie 2 karakteriseras som utbildningsvetenskaplig designforskning (hä-
danefter benämnd UDF). UDF bygger vanligen på en iterativ process vilken 
möjliggör utveckling av lösningar på praktiska utbildningsproblem (McK-
enney & Reeves, 2018). En direkt tillämpning av teori räcker inte för att 
lösa ofta komplexa utbildningsproblem, utan det fordras en interaktion 
med verksamma lärare för att gradvis klargöra det aktuella problemet såväl 
som egenskaperna för dess potentiella lösning (Reeves, 2006). Cobb m.fl. 
(2003) lyfter fram fem karakteristiska drag för UDF, 

• Syftet med UDF är att utveckla teorier2 om såväl inlärningsprocess 
som de medel som är utformade för att stödja aktuellt lärande  

• UDF bygger vanligen på innovation. Avsikten är att undersöka 
möjligheterna till utveckling genom att skapa nya former av 
undervisning och studera dem. En viktig aspekt är att UDF är 
grundad i tidigare forskning 

• UDF anses ha två sidor, en prospektiv- och en reflektiv sida. Den 
prospektiva sidan har en form av att forskaren eller forskarlaget 
gör antaganden kring en hypotetisk lärandeprocess och de medel 
som är tänkta att användas för att stödja processen. På den reflek-
tiva sidan ses designen verka i en kontext. Ett av fokusen i forsk-
ningen är att utsätta den designade lärandeprocessen för gransk-
ning, där ett lika viktigt mål är att främja andra tänkbara vägar, 
vilka kan gynna lärandeprocessen genom att dra nytta av eventua-
liteter som uppstår och som kan utveckla designen 

________________________________________________________________ 
2. I Studie 2 ska teorier tolkas som ramverk för handling (framework for action), 
vilka syftar till att bidra med kunskap som är användbar för såväl undervisning som 
forskning (diSessa & Cobb, 2004). En kunskap som i viss mån är kontextbunden 
men ändå tillräckligt allmän för att kunna tillämpas i nya situationer (Bakker, 2018). 
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• I UDF sker även en växelverkan mellan de prospektiva- och de re-
flektiva sidorna vilket skapar en iterativ designprocess. Detta då 
designen bygger på antaganden vilka kanske inte visar sig fungera 
eller inte fungerar som det var tänkt. Något som leder till utveckl-
ing av nya antaganden som ställs inför testning. Den iterativa de-
signprocessen skapar cykler av antaganden, tester och omarbet-
ningar vilket genererar relativt stor datamängd, något som analys-
eras genom en retrospektiv analys 

• UDF har pragmatiska rötter, att fånga och beskriva vad som fun-
gerar i undervisningen. Teorier som utvecklas är relativt ödmjuka 
då de vanligen riktar sig mot domänspecifika inlärningsprocesser 

         (Cobb m.fl., 2003, s. 10) 
 
De ovan beskrivna karakteristiska dragen (Cobb m.fl., 2003) och hur de 
tillsammans skapar en iterativ process i UDF synliggörs i figur 16. 

Figur16  
Schematisk bild av designprocessen, inspirerad av (McKenney &Reeves, 2012, s. 77) 

 
 
 
 
 
 
Om designprocessen visar sig fungera och eftersträvade resultat erhålles, då 
finns även, tack vare en systematisk reflektion i den iterativa processen, en 
förståelse för hur och varför innovationen fungerar, i dess speciella sam-
manhang, den speciella praktik som den skapades i (Plomp, 2013).  

Sammanfattningsvis handlar UDF om att skapa förståelse för de mekan-
ismer som förklarar hur särskilda designaspekter eller karakteristiska drag 
i designen kan leda till att särskilda processer kommer till stånd. Det är 
dessa aspekter som eftersöks i Studie 2, i vilken forskningsfrågan lyder. Hur 
kan geometriundervisning i digitala miljöer designas så att den stimulerar 
och utvecklar elevers sätt att visualisera figurer som grund för geometriskt 
resonemang? Med hjälp av metoden UDF kommer forskningsfrågan att be-
handlas, något som kommer att göras genom att följa Cobb m.fl. (2003) 
som beskriver att syftet med UDF är att utveckla teorier. Sådana teorier, 
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vilka i Studie 2 benämns för ramverk för handling och i resultatet kommer 
dessa ramverk att formuleras på formen av designprinciper (van den Akker, 
1999). Dessa designprinciper ses vara rekommendationer om hur till exem-
pel en lärare kan hantera specifika undervisningsaspekter eller specifika frå-
gor (McKenney & Reeves, 2018). Men vägen fram till resultatet handlar 
om att skapa förståelse för de olika mekanismerna i designen och ett verktyg 
för detta är Sandovals (2013) hypoteskarta. 

Hypoteskarta 
Som stöd i designprocessen användes Sandovals (2004; 2013) hypoteskarta, 
vilken visas på generell form i figur 17. Kartan inleder med en övergripande 
hypotes om hur undervisning kan stödja en viss typ av lärande (1). Därefter 
följer tre sektioner vilka benämns, gestaltning (2), medierande processer (3) 
samt eftersträvat utfall (4). 

Figur 17  
Hypoteskarta på generell form, inspirerad av (Sandoval, 2013, s. 22) 

 
 
 
 
 
   

 
 

Utifrån en övergripande hypotes ska undervisning utformas (gestaltas). I 
hypoteskartans andra sektion, gestaltning, finns fyra designelement, under-
visningsmaterial, uppgiftsstrukturer, deltagarstrukturer samt diskursiv 
praktik. Det typiska för designen är att om forskarlaget utifrån en teoretiskt 
grundad design-idé, en övergripande hypotes, planerar (med hjälp av de 
olika designelementen) och strukturerar undervisningssituationen på ett 
visst sätt så förutspås eleverna engageras i aktiviteter med ett matematiskt 
innehåll, något som benämns för medierande processer. Genom att följa 
Sandoval (2013) bör förtydligas att de medierande processerna inte ska ses 
vara desamma som medierande medel sett ur ett Vygotskyanskt perspektiv 
(Vygotsky & Cole, 1978). De medierande processerna ska mer ses som hy-
potetiska interaktioner vilka skapar länken mellan gestaltning (2) och det 
eftersträvade utfallet (4) (Sandoval, 2013). 
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Medierande processer är ofta svåra att fånga, men de kan spåras genom 
elevers interaktion, till exempel elev/elev-interaktioner eller interaktioner 
mellan elever och lärare, men även när deltagarna interagerar med artefak-
ter i den designade miljön (Sandoval, 2013). Om de medierande processerna 
startar så medför detta i sin tur (genom de antaganden som gjordes i desig-
nen) att interventionens eftersträvade utfall kan uppnås (lärandemål eller 
eftersträvade förändringar). Beträffande utfall så handlar det inte enbart om 
lärandeeffekter eller produkter, det kan även handla om eftersträvade pro-
cedurer eller processer (Bakker, 2018). Hypoteskartan (Sandoval, 2013) har 
i Studie 2 använts på två sätt, dels som strukturerande verktyg vid design 
av lektioner/lektionsserien och dels som verktyg i analysen. I det följande 
introduceras först deltagarna i Studie 2 och en beskrivning av forsknings-
möten ges, därefter sker en redogörelse av studiens genomförande. 

Deltagare 
Studie 2 var del av ett flerårigt större forskningsprojekt rörande matematik-
undervisning i digitala miljöer och skedde i samarbete med två verksamma 
lärare och tre forskare i matematikdidaktik (där jag var en av forskarna), 
vilka bildade en grupp som i Studie 2 benämns forskarlaget. De båda lä-
rarna (benämnda med fingerade namn för Robin och Kim) hade knutits till 
projektet och därmed även till Studie 2 i en omfattning av 20%. Här kan 
nämnas att Robin och Kim vid genomförandet av Studie 2 hade ca 1,5 års 
erfarenhet i projektet, något som nämns för att belysa att de båda kan sägas 
inneha vana av att bli filmade och diskutera sin egen undervisning. Robin 
och Kim har båda ca 20 års erfarenhet av undervisning i matematik, ett 
ämne de även har legitimation för undervisning inom och de båda anser sig 
själva ha medelgoda kunskaper gällande undervisning i digitala miljöer. När 
det gäller fortbildning gällande undervisning i digitala miljöer har Robin 
och Kim inte i någon större omfattning deltagit i sådan, däremot menar de 
att kunskaper byggts upp i kollegialt samarbete och genom självstudier. 

Till projektet hade två klasser från grundskolans senare år knutits. När 
Studie 2 samlade in data gick eleverna i årskurs 8 (28 elever) och i årskurs 
9 (21 elever). Undervisningen ägde rum på en kommunal innerstadsskola 
med ca 250 elever, belägen i en av Sveriges större städer. 

Forskningsmöten 
Inom UDF är den iterativa karaktären en viktig aspekt då varje cykel hand-
lar om att utforma instruktioner, testa under en klassrumssession för att 
därefter analysera och eventuellt justera (Cobb m.fl., 2015). En viktig del i 
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denna process är forskningsmöten där forskarlaget innan varje lektion pla-
nerar och efter varje lektion diskuterar sina tolkningar av händelserna i 
klassrummet för att därefter göra eventuella justeringar. Sammanlagt före-
kom tio forskningsmöten, tre möten av planerande karaktär innan den 
första lektionen, därefter möten efter varje lektion. För att understödja ana-
lys av designprocessen är det centralt att den grundligt och systematiskt do-
kumenteras (Edelson, 2006), därav dokumenterades samtliga forsknings-
möten i skrift och med ljudupptagning.  

Redogörelsen av genomförande av Studie 2 som här följer sker med hjälp 
av en övergripande struktur bestående av tre faser, förberedelse, genomfö-
rande samt retrospektiv analys (Gravemeijer & Cobb, 2006). 

Förberedelse 
Den första delen av designprocessen bestod av att bygga upp lektioner till 
en lektionsserie. Studie 2 innehåller en lektionsserie med 3 lektioner som 
gjordes i två iterationer benämnda lektion 1a, 2a, 3a samt 1b, 2b, och 3b.  

Som illustrerades genom den schematiska bilden (Figur 16) är den teore-
tiska förankringen central igenom hela designprocessen, därför inleddes de-
signarbetet med en litteraturgenomgång. Genom litteraturgenomgången 
skapades en utgångspunkt och ett fokus mot det faktum att lärare tycks ha 
svårigheter med att skapa en undervisning vilken erbjuder elever tillträde 
till och djupare förståelse för figurer och deras egenskaper. Mer specifikt en 
undervisning som erbjuder elever möjligheter att agera i och koordinera vi-
sualiseringsprocesser samt samordna visualisering och resonemang. Således 
riktades intresset mot hur undervisning i en digital miljö kan bidra med 
möjligheter som mildrar dessa svårigheter. I det arbetet bildade de teoretiska 
antagandena och det eftersträvade utfallet en bred stomme i designen. Uti-
från stommen arbetar forskaren fram en hypotetisk lärandeprocess och de 
medel som är tänkt att understödja processen (Cobb m.fl., 2003) och i det 
arbetet var hypoteskartan ett verktyg (Figur 18).  
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Figur 18  
Hypoteskartans struktur i designarbetet 

 

 

 
 
Huvuddelen av designarbetet handlade om hur undervisningen skulle gest-
altas (med de olika designelementen) för att frambringa medierande proces-
ser. Det vill säga, genom att få eleverna att arbeta med och slutföra uppgif-
terna antogs (genom designen) att eleverna skulle engageras i de medierande 
processerna vilka understöder utveckling eller lärande. Medierande proces-
serna ses vara de sätt som eleverna tar sig an uppgifterna och hur egenskaper 
i den digitala miljön bidrar till att eleverna undersöker, förändrar, diskute-
rar med sin par-kamrat eller med läraren, söker formulera förklaringar och 
dra slutsatser etc. Men även hur läraren vid helklassdiskussioner agerar i 
den digitala miljön. Annorlunda uttryckt hur egenskaper i den designade 
lektionen bidrar till att eleverna, med Duvals (2014) sätt att uttrycka sig, 
ser igenom figuren, det vill säga, agerar i visualiseringsprocesser.  

Designarbetet innebar att det utifrån litteraturen, men även utifrån prak-
tisk grundad erfarenhet skapades tre utgångspunkter för den övergripande 
uppgifts- och lektionsstrukturen. 1) Eleverna skulle arbeta i par men på en 
egen dator, med avsikten att pararbetet skulle skapa diskussioner (Sinclair 
m.fl., 2017). Pararbetet skulle regelbundet följas upp med diskussioner i 
helklass. 2) Uppgifterna skulle skapas så att elevernas arbete skedde i en 
förproducerad interaktiv dynamisk geometrimiljö (applikationer i Geoge-
bra), vilket gjorde att klara gränser i designen kunde skapas och erbjuda 
läraren en större kontroll över situationen. Att applikationen är förprodu-
cerad innebär även att elevernas fokus kan riktas mot den matematik som 
är inbäddad i uppgiften (Jones, 2011; Leung, 2011). 3) Det tredje villkoret 
handlade om det Doerr (2006) benämner dokumentationsprincipen, en 
princip för uppgiftsdesign som innebär att eleverna i någon form ska redo-
göra för hur de resonerat i de slutsatser de gör. I Studie 2 skapades därför 
uppgifter där eleverna i den a-didaktiska sekvensen förväntades att produ-
cera någon form av resonemang eller slutsats, vilka skulle framföras 
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muntligt eller skriftligt, alternativt att skapade konstruktioner skulle pre-
senteras och redogöras för. 

Med de tre utgångspunkterna som grund skapades under de två inle-
dande forskningsmötena uppgifter, applikationer i Geogebra samt en lekt-
ionsplanering för den första lektionen (Bilaga 1). Som verktyg användes di-
daktiska variabler för att identifiera och synliggöra viktiga val i uppgiftsde-
signen. Dessa variabler kunde röra sig om frågans formulering, vilka funkt-
ioner eller eventuella begränsningar som skulle finnas i applikationen. Vi-
dare skapades även en övergripande struktur för de två efterföljande lekt-
ionerna (Bilaga 2, 3). Sett genom Masons (2014) modell (Figur 7, s. 41) 
handlade arbetet om att skapa uppgifter vilka anpassades till tillgängliga 
resurser utifrån en viss struktur. 

Det tredje forskningsmötet innebar en fullständig genomgång av och slut-
giltigt bestämma lektion 1a. Vidare testades applikationerna och deras 
funktioner relaterades till hur eleverna förväntades ta sig an dem. Arbetet 
innebar att vissa justeringar gjordes i lektionsstrukturen, i uppgifterna såväl 
som i applikationerna. 

I det följande redogörs för genomförandefasen. För att skapa en översikt 
över designprocessen i den nyss presenterade fasen såväl som i följande fas, 
presenteras en tidslinje som visar forskningsmöten och lektioner (Figur 19). 

Figur 19  
Tidslinje över designprocessen med forskningsmöten och lektioner 

 
 

 
 
 

Genomförande 
Genomförandefasen bestod av lektioner och forskningsmöten. Lektionerna 
genomfördes i elevernas ordinarie klassrum utrustat med en interaktiv 
skrivtavla. Eleverna arbetade på en egen dator i par. Lektionerna dokumen-
terades med fyra videokameror, en huvudkamera placerad längst bak, ut-
rustad med myggmikrofon som läraren bar. Genom myggmikrofonen fång-
ades även lärarens konversationer med elever. De övriga tre kamerorna var 
placerade så att de filmade eleverna framifrån och från sidorna. Även fäl-
tanteckningar fördes som minnes-stöd vid identifiering av speciella 
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skeenden, till exempel om läraren ställde en fråga som eleverna ej tycktes 
förstå. Vidare dokumenterades elevernas arbete genom skärminspelning, 
vilken fångade elevernas arbete med uppgifterna samt deras konversation. I 
vissa av uppgifterna skrev eleverna ner förklaringar/slutsatser på en digital 
anslagstavla, vilka dokumenterades efter lektionen. Sammanfattningsvis 
fanns fem datakällor från undervisningen, video från fyra kameror, fältan-
teckningar, interaktioner mellan lärare-elev, skärminspelning från elevers 
arbete och deras konversation samt noteringar från digital anslagstavla. 

Forskningsmötena i genomförandefasen, bestod av två huvuddelar. Den 
första delen bestod av en reflektiv analys (Cobb m.fl., 2003), vars syfte var 
att analysera den senaste lektionen. Som förberedelse hade samtliga delta-
gare studerat filmen från föregående lektion. Arbetet inleddes med att lära-
ren som ansvarat för lektionen redogjorde för sin upplevelse av den. Det 
rörde sig om händelser som hen ansåg hade fungerat bra, men även händel-
ser som kunde gjorts annorlunda, saker som inte fungerat som var tänkt 
eller observerade händelser när elever tycktes fastna. Därefter delgav fors-
karna sina iakttagelser, något som vanligen skedde genom att utvalda se-
kvenser av lektionen spelades upp. Detta arbete fungerade som utgångs-
punkt för diskussion gällande förändringar i uppgifter, i applikationer såväl 
som i lektionens struktur. Eventuella förändringar gällde främst mellan 
samma lektion i de båda iterationerna men även inför nästa lektion i samma 
iteration. När diskussionerna övergick till att blicka framåt mot nästa lekt-
ion/lektioner, bytte även analysen skepnad från en reflektiv till prospektiv 
analys (Cobb m.fl., 2003). Erfarenheterna från lektion 1, påverkade även 
designen på lektion 2, det kunde till exempel röra sig om uppgiftens formu-
lering.  

Vid forskningsmötet efter lektion 3b så skedde en reflektiv analys i enlig-
het med mötena efter övriga lektioner. Men det var även centralt att fånga 
intryck och åsikter om skeenden under hela iterationen. Därför följde en 
reflektiv diskussion för att skapa ett rikare underlag till den retrospektiva 
analysen. Vid det sista forskningsmötet deltog endast forskarna och en ge-
nomgång och reflektion av hela Studie 2 gjordes samt strategier inför den 
retrospektiva analysen diskuterades. 

Retrospektiv analys 
Målet med den retrospektiva analysen i Studie 2 är att formulera design-
principer. Till skillnad mot de prospektiva och reflektiva analyserna vilka 
är orienterade mot hur olika processer ska komma i spel, relaterar den ret-
rospektiva analysen till hela designen, till de teoretiska antaganden vilka 
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ligger som grund för studien, såväl som de förändringar som gjordes i lekt-
ionerna under studiens gång (Cobb m.fl., 2003). Här föreligger således nå-
got av ett metodologiskt dilemma, att visa hur elevernas lärande eller för-
ändrade sätt att resonera är en följd av lektionernas design. En viktig aspekt 
i den retrospektiva analysen är att forskaren är explicit kring vilka kriterier 
och de typer av bevis som används som grund för de slutsatser som dras för 
att andra forskare ska kunna förstå analysen (Cobb m.fl., 2003). Till exem-
pel använde Kwon m.fl. (2013) Toulmins (2003) argumentationsschema 
som ramverk när de i en studie i år 8 sökte utveckling i elevers sätt att un-
derbygga sina resonemang om geometriska mönster. Genom att använda 
ramverket kunde Kwon m.fl. göra tolkningar av klassrumshändelser för att 
koppla elevernas sätt att argumentera till de sätt som undervisningen desig-
nats på i syfte att skapa möjligheter till utveckling. 

På motsvarande sätt som Kwon m.fl. (2013) baserades i Studie 2 den 
retrospektiva analysen på Duvals (1995) visualiseringsprocesser. Analysen 
skedde i två steg där det första steget, vilket följer härnäst, syftade till att 
identifiera på vilka sätt och i vilka situationer eleverna agerade i visuali-
seringsprocesser. Det andra steget sökte därefter identifiera såväl designele-
ment i undervisningens gestaltning som skeenden under lektionen vilka bi-
dragit till och möjliggjort att eleverna agerade i och koordinerade visuali-
seringsprocesser och förmådde skapa samordning med resonemang. 

När Sandovals (2013) hypoteskarta har integrerats med de två första fa-
serna (förberedelse och genomförande) så kan kartan verka guidande ige-
nom den retrospektiva analysen, genom att tillåta att forskaren arbetar bak-
länges och evaluera länkarna mellan varje komponent i hypoteskartan 
(Wozniak, 2015). Genom att följa Wozniak blev strategin att arbeta bak-
länges genom hypoteskartan (Figur 18, s. 78) den strategi som genomsyrar 
den retrospektiva analysen. 

Analys steg I 
I det första steget fokuserades att identifiera elevernas agerade i visuali-
seringsprocesser genom att studera en lektion i taget. Arbetet skedde i ett 
databearbetningsprogram där upp till fyra videofilmer synkront kunde spe-
las upp, men där en av filmerna utgjorde en så kallad huvudfilm, vilken 
även spelade upp ljud. Arbetet inleddes med att studera filmerna från klass-
rummet, där kameran som lärarens myggmikrofon var kopplad till var hu-
vudfilm. Detta gjordes för att få en helhetsbild av lektionen och intressanta 
sekvenser markerades i programmet i form av tidsstämplar (en markör med 
en kort notering om innehåll). Dessa sekvenser rörde sig i huvudsak om 
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intressanta iakttagelser när läraren hade helklassdiskussioner, men även när 
läraren diskuterade med enskilda elever. I nästa skede fokuserades elevernas 
arbete, där varje elevs skärminspelning analyserades, en uppgift i taget. Ar-
betet resulterade i åtskilliga sekvenser där ett exempel på en sekvens är hur 
en tillförd diagonal till en figur innebär förändringar i sättet som två elever 
resonerar om figuren. 

Genom att följa Miles m.fl. (2020) innebar arbetet med att ta fram se-
kvenser, att data reducerades i relation till syftet såväl som det teoretiska 
ramverket. De framtagna sekvenserna kallades fortsättningsvis för dataen-
heter (vilka i detta skede innehöll information från lektioner, men i senare 
delar av den retrospektiva analysen kom dataenheter även att innehålla in-
formation från forskningsmötena). Dataenheterna kunde när de bestod av 
video- eller ljudfiler ha en tidslängd på mellan 15 sekunder upp till nio mi-
nuter. 

Nästa moment innebar att studera dataenheterna i detalj, när eleverna i 
den digitala miljön arbetade med uppgiften och gjorde förändringar i appli-
kationen (de olika figurerna) och diskuterade vad dessa förändringar kunde 
betyda för deras arbete med att finna en slutsats. Fokus låg på att identifiera 
på vilka sätt och i vilka situationer eleverna agerade i olika visualiserings-
processer, samt hur de koordinerade detta agerande och på sådant sätt 
kunde utnyttja figuren för att bygga geometriska resonemang.  

I syfte att skapa en bild av vad analysen sökte fånga presenteras på ett 
förenklat och konkret sätt vad olika ageranden i visualiseringsprocesser kan 
innebära (Figur 20). 

Figur 20 
Tre figurer som åskådliggör agerande i perceptuell, diskursiv samt operativ VP   

 
 
      a)              b)                      c) 
 
I) Perceptuell VP visar elever genom att svara på frågan. Vilka figurer bygger 
upp den avbildade figuren (Figur 20a)? Det handlar i stora drag om ren och 
strikt avläsning och identifiering. II) En övergång från perceptuell- till dis-
kursiv VP sker i olika grad om elever arbetar med följande frågeställning. 
Namnge figuren och beskriv dess matematiska egenskaper genom att ta 
hänsyn till den givna figuren och notationerna som anges på den (Figur 
20b). Här beaktas förmågan att transformera visuell information till verbal 
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information med korrekta slutsatser. III) Operativ VP kan eleven visa om 
hen kan välja rätt (med korrekt motivering) bland följande alternativ (Figur 
20c), a) Arean på A är större än arean på B, b) arean på A är densamma 
som för B, c) arean för A är mindre än B, d) frågan kan ej besvaras då inga 
längder har angetts. Indikator för operativ VP kan således vara om eleven 
kan identifiera och förändra position eller riktning för en given figur eller 
för någon av dess underfigurer. 

För att fånga elevernas ageranden i visualiseringsprocesser i relation till 
varje uppgift skapades indikatorer, vilka blev redskap för att precisera de 
frågor som ställdes till datamaterialet. Indikatorerna antar formen av frågor 
med formuleringen, på vilka sätt, just för att betona att fokus ligger på pro-
cesser. För att exemplifiera indikatorer för en uppgift ges följande exempel. 
Bestäm längden av den streckade diagonalen (Figur 21). Undervisningen 
skedde i form av lärardemonstration (Jones, 2011) och läraren kunde agera 
operativt, till exempel genom att lägga till ytterligare en diagonal eller flytta 
punkt B längs kvartscirkelperiferin. 

Figur 21  
Uppgift för att illustrera indikatorer för att fånga elevernas ageranden (se nedan). 
Uppgiften löd. Bestäm längden av den streckade diagonalen 

Indikatorer 

I. På vilka sätt identifierar eleven figurer såsom rektangeln, kvarts-
cirkeln, sträckan DC, AC, BD? (agerande i perceptuell VP)

II. På vilka sätt identifierar relevanta underfigurer såsom kvartscir-
keln och sträckorna AC och BD? (operativ VP)

III. På vilka sätt identifierar och i resonemang associerar eleven egen-
skaper/begrepp med underfiguren/figurerna? (diskursiv VP)

IV. På vilka sätt genererar eleven relationer ämnade att bygga till en
kedja av argument? (koordinering av visualiseringsprocesser)

V. På vilka sätt stärker eleven argument med stöd i figur och/eller be-
grepp/definitioner? (samordning, visualisering och resonemang).
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I figur 22 konkretiseras (genom ett utdrag ur data) en tolkning som gjorts 
med hjälp av indikatorerna för att fånga elevers agerade och relatera till 
Duvals (1995) visualiseringsprocesser. 

Figur 22 
Exempel på hur en elev agerar i visualiseringsprocesser 

Utdraget visar endast den delen av elevens arbete när eleven agerar i och 
koordinerar visualiseringsprocesser. Nämnas bör att eleven i den logiska 
kedjan gör ett felaktigt antagande, men ett resonemang behöver inte till 
fullo vara korrekt så länge det finns vissa inslag av skäl som stöder resone-
manget (Lithner, 2007). I Studie 2 handlar det initialt om just hur eleverna 
kan agera i och koordinera agerande i visualiseringsprocesser något som 
även kan utläsas ur ovanstående indikatorer. En koordinering av visuali-
seringsprocesserna skapar förutsättningar för eleven att vid uppgiftslösning 
i samspel med resonemang finna vägar framåt, något som möjliggör att ele-
ven kan bygga en logisk kedja av resonemang (Llinares & Clemente, 2018), 
Denna logiska kedja är det som Duval (1998) benämner för att det sker en 
samordning mellan visualisering och resonemang och eleven skapar ett 

Eleven identifierar underfigurer (perceptuell VP) 

Eleven fokuserar en specifik underfigur, triangeln 

längst ner och plockar ut den (operativ VP) 

Eleven går ner i dimension (dimensionell dekonstrukt-

ion) och fokuserar triangelns sidor 

Eleven gör antagandet att triangelns sidor är lika långa, 

då är triangeln liksidig, koppling mellan identifierade 

underfigurer och matematiska principer (diskursiv VP) 

Eleven genererar relationer, så till vida att halva 

sträckan BD är densamma som triangelns sida (s). Vil-

ket innebär att hela sträckan BD är 2s.   
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geometriskt resonemang, något som kan skönjas i indikatorerna IV och V. 
Sammanfattningsvis låg fokus i analysens första steg att identifiera på vilka 
sätt och i vilka situationer eleverna agerade i och koordinerade visuali-
seringsprocesser, en koordinering vilken kunde samordnas med resonemang 
i syfte att nå lösningar på uppgifter. I hypoteskartan motsvarade det fokus 
på sektionerna eftersträvat utfall och medierande processer (Figur 23).  

Figur 23  
Fokus i det första steget av analysen låg på sektionerna eftersträvat utfall samt me-
dierande processer 

 

 
 
 

 
 
 

 
 
Dataenheter från lektionerna skapade underlag för det andra steget i ana-
lysen. I stora drag var dataenheterna grupperade efter de olika uppgifterna 
som eleverna arbetat med, detta för att skapa möjligheter att på ett enkelt 
sätt överblicka fenomen av liknande art då de ofta hörde till samma uppgift. 

Analys steg II 
Analysens andra steg riktade intresset mot hur egenskaper i den designade 
miljön skapade förutsättningar för eleverna att agera i och koordinera visu-
aliseringsprocesser. Konkret utgick analysen från dataenheterna som fram-
kommit i det första steget, genom att fokusera en händelse åt gången, till 
exempel när eleverna tog sig an en uppgift. Arbetet innebar en systematisk 
genomgång av dataenheterna och något som möjliggjorde att enheterna 
kunde grupperas. För att exemplifiera en sådan händelse används samma 
exempel som tidigare, men utökad med en bild i vilken en ytterligare diago-
nal tillförts. Uppgiften löd. Bestäm längden av den streckade diagonalen 
(Figur 24). 
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Figur 24  
Hur läraren genom agerande i operativ VP tillförde en diagonal 

Undervisningen skedde i form av lärardemonstration (Jones, 2011) och lä-
raren visade inledningsvis endast representationen till vänster (Figur 24a). 
Dataenheterna från skärminspelningarna visade att flertalet elever sökte 
nyttja beräkningsstrategier. Ingen av eleverna nådde en korrekt slutsats un-
derbyggt av geometriskt resonemang. Däremot nådde några elever en i sig 
korrekt slutsats, men där svårigheter uppstod när slutsatsen skulle under-
byggas med matematiska argument. Vanligt var att eleverna gjorde anta-
ganden som de själva accepterade, vilka ofta vilade på perceptuell VP. Den 
händelse som fokuserades var när läraren med en didaktisk handling till-
förde ytterligare en diagonal (Figur 24b), ett i sig operativt agerande. I ana-
lysen visade dataenheterna, ett hos eleverna förändrat sätt att närma sig fi-
guren och att det var en ökad förekomst ageranden i perceptuell- och dis-
kursiv VP samt att samordning mellan visualiseringsprocesser och resone-
mang skedde, vilket bidrog till att minst 50% av elev-paren (år 8) nådde 
fram till en slutsats underbyggt av geometriskt resonemang.  

Analysen fokuserade således orsaker till denna förändring, genom att 
analysera elevernas ageranden, lärarens agerande, den digitala miljöns roll 
för olika ageranden, lektionens design etc. Fokus låg således på sektionerna 
medierande processer samt gestaltning (Figur 25).  

Figur 25  
I analysens steg II fokuserades sektionerna medierande processer samt designele-
menten under lektionens gestaltning 
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I analysen identifierades således att utnyttjande av en flexibel digital miljö 
hade en påverkan som en medierande process. När läraren tillförde ytterli-
gare en diagonal eller förändrade storleken på den inskrivna rektangeln, 
ledde detta till att eleverna förändrade sätten de agerande på i visualiserings-
processer. Den visade sekvensen grupperades i analysen in i undertemat, 
läraren utnyttjar miljön, vilket var del av temat digitala miljön.  

Läraren kan i undervisningssituationen betraktas som en resurs (Mason, 
2014) och dennes sätt att i situationen tillföra en diagonal sågs vara ett age-
rande som i analysens andra steg utgjorde en indikator för hur egenskaper 
i den digitala miljön användes för att möjliggöra, stimulera och utveckla 
elevers sätt att agera i visualiseringsprocesser.  

Den digitala miljön och elevernas agerande i den var direkt knutna till 
skeenden under lektionen, men faktum var att uppgiften hade skapats som 
del i designen, som sådan hade den utformats med en strävan att skapa 
möjligheter för eleverna att agera i visualiseringsprocesser. Vidare hade det 
under forskningsmötena planerats för, hur lektionen skulle struktureras i de 
didaktiska- och a-didaktiska sekvenserna, hur diskussioner skulle initieras 
eller hur elevers förväntade bidrag kunde te sig samt hur förklaringar och 
slutsatser skulle följas upp. Tidigare nämndes att en central aspekt i design-
forskning är att designprocessen grundligt och systematiskt dokumenteras 
(Edelson, 2006). En grundlig dokumentationen är nödvändig för att kunna 
skapa en trovärdig analys. Slutliga påståenden kan sedan motiveras genom 
att spåra igenom de olika delarna av analysen ofta tillbaka ända till filmin-
spelning och transskript (Gravemeijer & Cobb, 2006). Nästa steg i den ret-
rospektiva analysen var att granska designprocessen när lektionen planera-
des, hur forskarlaget diskuterade och hur detta ledde till justeringar i lekt-
ionen, vilka kunde förklara eventuell utveckling i elevernas agerande. Detta 
steg innebar en granskning av designkonversationer.  

Designkonversationer 
I en designstudie är data från forskningsmötena starkt bärande för att fors-
karen ska kunna fånga designprocessen. I Studie 2 bestod denna data av 
ljudinspelade filer samt skriftlig dokumentation från varje möte. Benäm-
ningen designkonversationer antogs för att betona just att studiens design 
byggs upp, omprövas och förfinas genom konversationer i forskarlaget. I 
analysen blev designkonversationerna centrala, detta av tre skäl. a) För att 
finna bakomliggande förklaringar till skeenden under lektionerna var själva 
designprocessen ett viktigt underlag. Närmare bestämt hur lektionens/lekt-
ionsseriens design hade växt fram och de förväntningar som ställts genom 
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den på elevernas agerande. Sett ur en analysaspekt handlar det om att fors-
karen kan korshänvisa sitt material (Miles, m.fl., 2020) och därmed bli 
bättre rustad att förstå data i sin kontext. b) Till varje forskningsmöte som 
skedde efter en lektion hade alla deltagare studerat filmen från lektionen 
och det skedde en reflektiv analys av lektionen under mötet. Det vill säga, 
innan den retrospektiva analysen ägde rum hade en slags analys av lektionen 
redan skett, även om den ej hade exakt samma fokus som i analysens andra 
steg, så var den viktig för den hade lagt en grund för vad som hade uppfat-
tats vara centrala aspekter under lektionen. c) Med grund i den reflektiva 
analysen hade arbetet under forskningsmötena övergått till en prospektiv 
analys, vilken nu blev föremål för analys. Med ett fokus på diskussioner och 
de designbeslut som tagits i forskarlagets arbete, beslut som resulterat i 
större eller mindre justeringar inför den andra iterationen och därmed även 
ett steg ytterligare mot formulering av designprinciper. I analysen noterades 
således hur fenomen under möten hade diskuterats, vilka justeringar som 
gjordes och därefter följdes upp genom att studera vad som hände under 
lektionen. Analysarbete innebär att forskaren går fram och åter i sin data 
för att kontrollera att denne ej förbisett något (Miles m.fl., 2020). I denna 
analys skedde detta som nämnts genom att spåra tillbaka från framtagna 
dataenheterna från lektionerna till ljudfiler och dokumentation från forsk-
ningsmötena, för att åter gå tillbaka till lektionens dataenheter för att göra 
jämförelser, för att spåra företeelser om hur den designade lektionen stimu-
lerar och utvecklar elevers sätt att visualisera figurer. 

I analysen skapades inledningsvis nio underteman vilka ansågs ha påver-
kan på elevers sätt att agera i visualiseringsprocesser och föra resonemang. 
De nio undertemana hörde till fyra teman, uppgiften, den digitala miljön, 
lärarens roll samt lektionsstruktur. Men innehållet i temana lärarens roll 
och lektionsstruktur uppfattades på ett naturligt sätt vara del av övriga två 
teman (uppgiften och digitala miljön), varvid de införlivades i dessa. Ett ex-
empel på en sådan införlivning är undertemat synliggöra matematik i temat 
lärarens roll. När läraren på olika sätt synliggjorde matematik så utnyttjade 
hen vanligen egenskaper i den digitala miljön, varvid synliggöra matematik 
införlivades i undertemat läraren utnyttjar miljön. Figur 26 visar teman och 
underteman som skapades i analysen. 
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Figur 26  
Teman, underteman och designprinciper som skapades i analysen 

Målet med Studie 2 har varit att skapa ett ramverk för handling (diSessa & 
Cobb, 2004), vilket antar formen på designprinciper (van den Akker (1999). 
I Studie 2 har hypoteskartan använts som strukturerande verktyg för att ha 
kontroll på de olika elementen i designen. Med andra ord har undertemana 
i analysen skapats ur hypoteskartan (Figur 27).  

Figur 27  
Symbolisk bild över hur undertemana har skapats ur hypoteskartan 

När det gäller sättet resultatet kan presenteras på, hade varje undertema 
kunnat presenteras i form av en egen hypoteskarta, där undertemana be-
skriver innehållet i hypoteskartan. Men som tidigare nämns har målet i Stu-
die 2 varit att skapa designprinciper (van den Akker, 1999). Dessa design-
principer kommer nära Sandovals (2013) hypoteskarta. Den viktiga skill-
naden är att designprinciper formuleras i termer av ageranden eller i termer 
av aktivitet, medan en hypoteskarta är till sin natur hypotetisk och utformas 
i form av antaganden (Bakker, 2018). Det finns några olika formuleringar 
på designprinciper men där betydelsen är relativt lika (t ex Kali & Linn, 
2007; Mintrop, 2016). En mer känd och tydlig formulering på designprin-
ciper bidrar van den Akker (2013) med, 

If you want to design intervention X [for the purpose/function Y in context 
Z], then you are best advised to give that intervention the characteristics C1, 
C2, …, Cm [substantive emphasis], and to do that via procedures P1, P2, …, 
Pn [procedural emphasis], because of theoretical arguments T1, T2, …, Tp and 
empirical arguments E1, E2, …, E q         (van den Akker, 2013, s. 67)
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Bakker (2018) antyder att det är möjligt att när forskaren har ett antal hy-
poteskartor kan en transformation göras till ett antal designprinciper. Även 
Wozniak (2015) är inne på samma linje, hon skriver, ”analyser som utförs 
[genom hypoteskartan] kan potentiellt leda till utveckling av teoretiskt 
grundade designprinciper som illustrerar kunskapen som genereras från ge-
nomförandet av UDF” (s. 597, min översättning). Således kommer en trans-
formation i Studie 2 att göras med anledning av att hypoteskartan kan sägas 
vara mera riktad mot själva forskningsprocessen medan designprinciper 
bättre kan fungera som medel för att kommunicera direkt till potentiella 
användare (lärare). Övergången symboliseras enligt figur 28. 

Figur 28  
Symbolisk bild över transformation från hypoteskarta till designprinciper 

Övergången mellan hypoteskartan och designprinciper sker genom att hy-
poteskartans eftersträvade utfall skapar designprincipens ändamålet/funkt-
ion Y. Vidare skapar innehållet i sektionen gestaltning designprincipens ka-
rakteristiska egenskaper C. Designprincipen backas upp av teoretiska- och 
empiriska argument. De teoretiska argumenten är hämtade ur hypoteskar-
tans inledande sektion vilka underbygger de hypotetiska antaganden som 
gjordes. De empiriska argumenten skapades i analysen (analys av lektioner 
såväl som designkonversationer) och sorterades in i undertemana. 

Kvalitet i designstudier 
Två grundläggande kvalitetsbegrepp i vetenskapliga studier är validitet och 
reliabilitet. För kvantitativ forskning som ofta bygger på mätningar har de 
båda kvalitetsbegreppen en väl fungerande funktion. Lincoln och Guba 
(1985) problematiserar dock användning av de båda begreppen när det 
handlar om kvalitativa studier och flertalet forskare har föreslagit att andra 
begrepp bör användas för sådana studier (t ex Denscombe, 2007; Larsson, 
2006). Bakker (2018) menar emellertid att kommunikation bland forskare 
inom fältet underlättas om begreppen validitet och reliabilitet används, 
dock med viss anpassning. En sådan anpassning är att i designstudier anta 
ett mer holistiskt synsätt genom att tala om reliabilitet, extern validitet och 
intern validitet (Bakker, 2018). Reliabilitet kan beskrivas som ett test 
huruvida resultat eller slutsatser som dras i en studie är oberoende av vilken 

Underteman Designprinciper Hypoteskarta 
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forskare som genomför studien, något som definieras som replikerbarhet 
(Plomp, 2013). När det gäller designstudier menar Plomp att det tycks vara 
omöjligt att sådana studier är replikerbara, däremot kan en virtuell repli-
kerbarhet äga rum. En virtuell replikerbarhet uppnås om studien rapporte-
ras på ett sådant sätt att det är möjligt att följa forskningsprocessen, så att 
centrala idéer kan användas i andra situationer efter nödvändiga justeringar 
(Bakker, 2018). 

Extern validitet refererar till i vilken omfattning resultat kan generaliseras 
att gälla även utanför forskningskontexten (Bryman, 2012). Eftersom ut-
bildningsvetenskaplig designforskning sker i naturliga miljöer där fler vari-
abler finns än vad som kan kontrolleras, kan resultat från sådana studier 
inte generaliseras utan noggranna överväganden (McKenney & Reeves, 
2013). Däremot kan sådana resultat erbjuda användbara och viktiga insik-
ter som kan ligga till grund för andra studier. Det handlar då om att design-
principer som framkommit i en studie, kan lägga en grund för efterkom-
mande designstudier, något som benämns analytisk generaliserbarhet 
(Plomp, 2013) 

Med intern validitet avses huruvida det är en god överensstämmelse mel-
lan forskarens observationer och de teoretiska idéer som utvecklas (Bryman, 
2012). I en designstudie handlar det om att insamling av data såväl som 
analys av den utförs med stor noggrannhet (McKenney m.fl., 2006). I grun-
den handlar det om att analysens görs på ett sådant sätt att det framgår hur 
resultaten har genererats. Som framgår ovan är det kriterier gällande intern 
validitet som främst uppfattas vara applicerbara när kvalitet i designstudier 
diskuteras. Bakker (2018) lyfter fram några aspekter av intern validitet: te-
oretisk förankring, forskningsdesign, datainsamling, dataanalys samt 
gjorda slutsatser. Teoretisk förankring handlar såväl om hur väl studiens 
problem är definierat som att det har en stark förankring med nuvarande 
kunskapsläge i relation till litteraturen. I Studie 2 har en gedigen litteratur-
genomgång gjorts för att ringa in problemområdet samt att de teorier som 
använts i studien är väl etablerade inom matematikdidaktisk forskning. En 
god teoretiska förankring lägger samtidigt en god grund för att utforma en 
designstudie så att den stöder och förmår verka för att problemet kan be-
handlas, själva forskningsdesignen. En viktig aspekt när det gäller forsk-
ningsdesign är att den bygger på ett samarbete mellan forskare och lärare. 
Då blir ett sätt att stärka validiteten att visa att interventionen föddes ur ett 
verkligt samarbete mellan deltagarna (McKenney & Reeves, 2018), något 
som belysts genom det som Merriam (1991) benämner som en kontextrik 
beskrivning i såväl analysavsnitt som i resultatframställningen. 
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Insamling av data såväl som analys av den, handlar som nämndes ovan 
mycket om noggrannhet. I Studie 2 användes flera olika datakällor, något 
som vanligen benämns triangulering och är något som bidrar till en mer 
robust data-uppsättning och som stärker den interna validiteten (McKenney 
& Reeves, 2018). De slutsatser som gjordes i Studie 2 vilar på triangulering 
såsom att en viss typ av data kontrolleras mot en tolkning som görs av en 
annan typ av data, något som ligger i linje med det som Miles m.fl. (2020) 
benämner för att korshänvisa sitt material. Något som skedde genom att 
jämförelser gjordes om hur fenomen hade diskuterats under forskningsmö-
ten, vilka lett till förändringar i designen, vilka därefter följdes upp genom 
att studera vad som hände under lektionen. 

Etiska överväganden 
I Sverige har Vetenskapsrådet (2017) tagit fram så kallade etiska kodexar, 
regler för hur forskning ska bedrivas. Det finns två krav på forskning som 
kan sägas vara varandras motpoler. Det ena är forskningskravet, vilket in-
nebär att forskning är angeläget för samhället, för att kunskaper ska utveck-
las samt metoder förbättras med hjälp av forskning. Det andra är individ-
skyddkravet vilket ses som forskningskravets motpol och innebär att indi-
vider som medverkar i forskning ska skyddas mot skada och kränkning (Ve-
tenskapsrådet, 2017). Individskyddkravet innebär initialt krav på att fors-
karen från berörda individer inhämtar informerat samtycke, något som är 
speciellt viktigt när forskningen rör barn (elever). Ett andra krav är konfi-
dentialitet, vilket är en förpliktelse att hantera data på ett tillbörligt sätt och 
inte sprida uppgifter forskaren fått i förtroende, ett skydd mot att obehöriga 
får del av uppgifterna (Vetenskapsrådet, 2017). 

Studie 2 var del av ett större projekt. I samband med projektets start er-
höll de båda lärarna information om projektet (där Studie 2 var en del) och 
tillfrågades om deltagande. När det gäller eleverna i de båda klasserna, så 
erhöll de information om projektet och tillfrågades om de kunde tänka sig 
att delta. Informationen skedde såväl muntligt som skriftligt. Då eleverna 
vid projektets start var under 15 år inhämtades skriftligt samtycke från såväl 
eleven som elevens vårdnadshavare, något som skedde genom ett brev som 
togs hem för medgivande genom påskrift. Genom brevet informerades om 
syftet med projektet och de villkor som gällde för elevens deltagande och 
att elev eller vårdnadshavare, när helst någon av dem så önskar, hade rätt 
att avbryta elevens deltagande i projektet. I brevet informerades även att 
insamlade data enbart var ämnat att användas för forskningssyfte samt hur 
data som sådan skulle komma att behandlas. 
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Resultat 
Resultatavsnittet inleds med att repetera forskningsfrågan, 

• Hur kan geometriundervisning i digitala miljöer designas så att
den stimulerar och utvecklar elevers sätt att visualisera figurer
som grund för geometriskt resonemang?

Läsaren påminns även om den skillnad som tidigare gjorts gällande resone-
mang och geometriskt resonemang. Enligt Duval (1998) startar resonemang 
genom visualisering (ageranden i visualiseringsprocesser) vilket ses vara en 
förutsättning för att samordning mellan visualisering och resonemang kan 
byggas och att det är just denna samordning som möjliggör att geometriska 
resonemang kan växa fram med stöd i figurer. I undervisningen är det såle-
des centralt att läraren beaktar och erbjuder eleverna möjligheter att träna 
på att agera i visualiseringsprocesser. Som en naturlig följd fokuserar de tre 
första designprinciperna, hur undervisning kan designas för att stödja ele-
vers agerande i och koordinering av visualiseringsprocesser, något som 
åskådliggörs med den streckade ringen i Duvals (1998) modell om geomet-
riskt resonemang (Figur 29).  

Figur 29 
Schematisk bild för hur designprinciperna endera fokuserar undervisning mot visu-
alisering eller mot samordning av de tre processerna 

Men det är även centralt att undervisningen dessutom arbetar med de tre 
kognitiva processerna, visualisering, resonemang och konstruktion och till-
ser att eleverna erbjuds möjligheter att skapa samordning mellan dem (Du-
val, 1998). Därför tas, genom de två efterföljande designprinciperna ett steg 
ut och fokus läggs mot hur undervisning kan designas för att stödja elevers 
samordning mellan dessa processer, något som åskådliggörs i figur 29 med 
hjälp av den streckprickade ringen. De fem designprinciperna är som följer 
och när redogörelsen görs inleds varje avsnitt med designprincipen.  

Samordning för utveckling 
av geometriskt resonemang 

  Visualisering 

Konstruktion 
 (med verktyg) 

Resonemang 

Ageranden i visualiseringsprocesser 
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A. Informativ flexibilitet

B. Fördesignade uppgifter med drag-funktion

C. Uppgifter som löses effektivt utan algebraisk beräkning

D. Dynamiska egenskaper/geometriskt resonemang

E. Konstruktionsuppgifter i dynamiska geometrimiljöer

Informativ flexibilitet 
Om du önskar designa en intervention i en digital lärmiljö, med syftet att 
stödja och stimulera ageranden i operativ VP, rekommenderas du att an-
vända en digital miljö som är informativt flexibel därför att, 

Teoretiska argument: (1) En informativt flexibel miljö erbjuder dig möj-
lighet att stegvis visa och tillföra detaljer efter hand och därmed synliggöra 
för elever hur de kan visualisera figurer (Markkanen, 2014). (2) Att synlig-
göra och arbeta med figurers egenskaper och operera i dem, lägger en grund 
för och möjliggör att eleven kan koordinera visualiseringsprocesser, vilket 
bidrar till att eleven vid uppgiftslösning kan föra fram slutsatser som vilar 
på valida geometriska resonemang (Torregrosa & Quesada, 2008). 

Empiriska resultat: I följande exempel, som är en lärardemonstration ut-
nyttjar läraren (Kim) egenskaper i en informativt flexibel miljö, genom att 
stegvis tillföra information till den figurrepresentation som är tillgänglig för 
alla elever på den interaktiva skrivtavlan. Genom agerandet riktar Kim ele-
vers uppmärksamhet mot hur de, genom att tillföra information till en figur, 
kan nyttja figurer som verktyg och på sådant sätt finna vägar framåt vid 
geometrisk uppgiftslösning. I exemplet löd uppgiften. Bestäm längden av 
den streckade diagonalen? (Figur 30). Uppgiften ges i Geogebra vilket med-
ger att information kan tillföras efter hand beroende på elevernas respons, 
till exempel genom att tillföra ytterligare en diagonal.  

Figur 30  
Bestäm längden av den streckade diagonalen 

I följande dialog följer vi ett elev-pars arbete. 
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(1) Elev a: Det ser ut som om det får plats två kortsidor på 
en långsida (jämför rektangelns sidor)  

(2) Elev b: Ja och om man tar och viker diagonalen som ett 
L, så ser det ut som om den blir precis lagom lång 
för att täcka en långsida och en kortsida 

(3) Elev a: Men tror du det? Då skulle diagonalen vara 15 cm 

(Utdrag från L1a) 

I dialogen fokuserar eleverna sådant som de visuellt utläser ur figuren. Så-
ledes begränsar sig eleverna till att agera i perceptuell VP och förminskar 
agerandet i diskursiv VP till att enbart ha en funktion av att korrekt be-
nämna de underfigurer som identifieras.  

När Kim bryter för en diskussion, visar det sig att ingen elev nått fram 
till en lösning. I den situationen tillför Kim ytterligare en diagonal (sträckan 
B-D) till figuren (Figur 31).

Figur 31  
Läraren har utnyttjat en informativt flexibel miljö och agerar i operativ VP och 
tillför ytterligare en diagonal, sträckan B-D 

Att inte visa båda diagonalerna inledningsvis var ett didaktisk val och något 
som på ett medvetet sätt låg inbäddat i designen, just för att leda eleverna 
in i ageranden av operativ VP. Detta val möjliggörs just genom designprin-
cipen informativ flexibilitet, vilket möjliggör att läraren med ganska enkla 
medel, i uppgiften kan tillhandahålla olika grader av information till ele-
verna. Läraren behöver inte släppa all information direkt, utan ger eleverna 
inledningsvis möjlighet att själva agera i operativ VP. Vid designen gjordes 
antagandet att flera elever enbart skulle förlita sig på perceptuell VP, men 
att ändå några elever även skulle agera i operativ VP och själva tillföra 
sträckan B-D. När så inte blev fallet i denna lektion kunde Kim belysa, att 
genom att agera i operativ VP kan nya möjligheter skapas för att finna en 
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lösning på uppgiften. I följande dialog följer vi händelsen när ytterligare en 
diagonal har tillförts figuren och Kim ställer följande fråga till klassen, 

 

(4) Kim:  Kan man säga någonting om man jämför sträckan 
A-C och B-D, kan man säga någonting om dom 

(5) Klassen:  Tystnad 

(6) Kim: Vilken tror ni är längst av A-C och B-D? Flertalet 
händer räcks upp varvid frågan lämnas till elev x 

(7) Elev x:  Dom är lika långa 

(8) Kim:  OK, varför då 

(9) Elev x: Bidrar med en förklaring… 

(Utdrag från L1a) 

Elev x ger en motivering utifrån att det är diagonalerna i en rektangel. Med 
förvissning (?) om att eleverna nu vet att de båda diagonalerna i figuren är 
lika långa lämnar Kim åter ut uppgiften till elev-paren, att finna en lösning 
på hur lång sträckan A-C är. Vi följer härnäst fortsättningen av samma elev-
pars arbete med uppgiften. Inledningsvis studerar eleverna figuren på nytt 
en stund, varefter elev a, inleder, 
 

(10) Elev a: Med den nya diagonalen bildas det 4 trianglar…  

(11) Elev b: Ja, de som står mot varandra är lika, de är parvis 
lika (avser att diagonalerna bildar fyra trianglar)  

(12) Elev a: Triangeln där nere…, det ser ut som en liksidig tri-
angel, då är väl den ena sidan 5cm och då måste 
den andra sidan också vara 5cm  

(13) Elev b: Vad sade du? Vilken sida då 

(14) Elev a: Det är en liksidig triangel, då är alla sidor 5cm, 
eftersom trianglarna är parvis likadana, måste di-
agonalen vara 10  

(Utdrag från L1a) 
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Följande tolkning görs av elevernas dialog, eleverna,  

10.   identifierar fyra trianglar (agerar i Perceptuell VP) 
11.   noterar egenskaper hos trianglarna, (Diskursiv VP) 
12a. gör antagandet att triangeln nederst är liksidig (Perceptuell VP) 
12b. bryter ut triangeln nederst (Operativ VP) 
12c. går ner i dimension genom att fokusera triangelns sidor (dimens-

ionell dekonstruktion som är en del av Diskursiv VP) 
12d. tar stöd i begreppet liksidig och genom det motiverar varför si-

dorna är lika långa (Diskursiv VP) 
14a. förbinder motiveringen i (12d) med den ursprungliga figuren 

(Diskursiv VP) 
14b. når en slutsats – om triangeln är liksidig med sidan 5 cm, så inne-

bär det att diagonalen är 10 cm, därför att i (11) noterades att 
motstående trianglar var lika, vilket innebär att båda trianglar-
nas sidor är 5 cm (Diskursiv VP). 

 
Genom de två dialogerna visas att eleverna har förändrat sitt sätt att upp-
fatta figuren. Detta berodde på att Kim utnyttjat den informativt flexibla 
miljön och tillhandahåller information gradvis, vilket verkat stödjande för 
elevernas agerande i visualiseringsprocesser. I exemplet var operativ VP i 
fokus, detta sett ur två aspekter, a) eleverna erbjuds att uppfatta hur ett 
agerande i operativ VP kan utföras, vilket kan bidra till att eleven själv age-
rar i operativ VP i en liknande situation vid nästa tillfälle, b) eleven erbjuds 
även möjlighet att bygga förståelse för vikten av att agera i operativ VP när 
det gäller uppgiftslösning där figurer ingår. En tredje aspekt som kan antas 
här, är att sättet som Kim utnyttjar den informativt flexibla miljön på, ger 
hen möjligheter att spåra hur eleverna uppfattar figuren och hur de agerar i 
visualiseringsprocesser.  

Fördesignade uppgifter med drag-funktion 
Om du önskar designa en intervention i en digital lärmiljö, med syftet att 
stimulera och stödja koordinering mellan operativ- och diskursiv VP, re-
kommenderas du att, låta eleverna arbeta med fördesignade undersökande 
uppgifter med drag-funktion, därför att, 

Teoretiska argument: (1) Arbete med figurer i undersökande uppgifter 
med dragfunktion skapar förutsättningar att göra förändringar, vilket ger 
tillträde till figurer och gör figurers egenskaper synliga (Leung, 2011). (2) 
Genom drag-funktionen kan uppgifter skapas vilka består av två steg, dels 
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måste eleverna identifiera problemet, dels måste de med hjälp av figurernas 
egenskaper förklara de nya skapade representationerna som ett led i att lösa 
uppgiften (Venturini & Sinclair, 2016).  

Empiriska resultat: En av uppgifterna i designen bestod av tre efter 
varandra följande applikationer där eleverna skulle härleda formeln för tri-
angelns area på tre olika sätt (Figur 32). I applikationerna kunde trianglarna 
förändras och undersökas. Dock kunde inte eleverna förändra figurerna hur 
som helst utan vissa egenskaper var låsta (egenskaper som i designen hade 
behandlats som didaktiska variabler), såsom att ur varje triangel kunde en 
rektangel skapas vilken hade vissa egenskaper gemensamma med den ur-
sprungliga triangeln. 

Figur 32  
Härledning av formeln för triangelns area i tre applikationer 

  

I designen av uppgiften var applikationens dragfunktionen av intresse. När-
mare bestämt hur eleverna förväntades testa, undersöka och i paren disku-
tera arbetet i applikationen och hur det kan verka medierande för att skapa 
ageranden i och koordinering mellan operativ- och diskursiv VP. En koor-
dinering vilken kan samordnas med resonemang.  

Eleverna arbetade parvis med en applikation åt gången varefter de skrev 
in sina slutsatser i form av noteringar på en digital anslagstavla, noteringar 
som därefter diskuterades. Den bakomliggande tanken med varje applikat-
ion visas i figur 33. 

Figur 33  
De olika applikationernas bakomliggande tanke (jämför med figur 32) 

För att illustrera hur elevernas undersökning bidrar till att få eleverna att 
agera i visualiseringsprocesser visas följande sekvens. Själva uppgiften löd. 

Applikation a 𝐴𝐴 = � 
1
2𝑏𝑏

�ℎ halva basen 

Applikation b 𝐴𝐴 = 𝑏𝑏 � 
1
2ℎ

� halva höjden 

Applikation c 𝐴𝐴 =
1
2

(𝑏𝑏ℎ) halva rektangeln 

a. b. c.
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Undersök och beskriv vad Geogebra-applikationen hjälper till att visa enligt 
dig. Ett elev-par undersöker triangeln i den första applikationen. Eleverna 
observerar inledningsvis att triangeln kan förändras mellan en triangel och 
en rektangel (Figur 34). 

Figur 34  
Triangeln i applikationen visad i två lägen 

Eleverna går vidare och undersöker flera olika trianglar/rektanglar varav 
två fall i deras undersökning visas i figur 35. 

Figur 35  
Två fall som eleverna fann i sin undersökning. 

Något senare utspelar sig följande dialog, 

(1) Elev c: Oavsett vilken vinkel, triangeln har (avser ∠C), så 
kan den bilda en rektangel 

(2) Elev d: En sådan här fyrhörning, för man kan göra en 
kvadrat också 

(3) Elev c: Ja, jo i och för sig. Men här, det här är ju höjden 
(pekar på linjen från motstående hörn till sidan A-
B), och det här (pekar på en tänkt bas i rektangeln, 
figur 34b), det är ju inte basen för den är hela här 
egentligen (pekar på sträckan A-B), men det blir 
ju - ja jag vet inte 
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(4) Elev d: Men vänta nu, ... Vi flyttar ju bara den röda och 
den blå. Då måste arean på triangeln och kvadra-
ten vara lika stora  

(Utdrag från L1b) 

I inledningen av episoden testar eleverna att utforma olika trianglar och för 
varje sådan studerar de den uppkomna triangeln och rektangeln, något som 
tolkas som att eleverna agerar i operativ VP. Även om elevernas arbete inte 
tycks bygga på någon djupare systematik, identifierar de ändå efter en 
stunds undersökande att arean är densamma i de två figurerna, då det end-
ast är underfigurer som flyttas. De skriver in följande notering på den digi-
tala anslagstavlan, 

Oavsett vilken triangel du har kan den alltid ändras till en fyrhörning, såsom 
rektanglar och kvadrater. Både fyrhörningen och triangeln har samma area          
(Elev c, L1b) 

Genom noteringen visar eleven förståelse för areabegreppets konservation, 
dock kom ej eleverna (ännu) fram till att anknyta till formeln för triangelns 
area. I episoden intar verktygets dragfunktion en central egenskap i en un-
dersökande verksamhet och eleverna testar olika möjliga trianglar. De ser 
att vissa egenskaper förändras medan andra inte gör det, vilket bidrar till 
nya idéer. Mer specifikt handlar det om att eleven i uttalande (1) uppfattar 
att oavsett storleken på vinkel C, (en egenskap som förändras) så påverkar 
det inte möjligheten att skapa en rektangel med samma area som den tri-
angel den skapats ur (en egenskap som hålles konstant). Uppfattningen tol-
kas initialt som en övergång från perceptuell- till operativ VP. Med stöd i 
ramverket så handlar operativ VP om vad eleven uppfattar när hen utför 
olika modifieringar där verktyget har en viktig funktion genom de olika 
möjligheter till modifieringar det tillhandahåller i den utforskande aktivite-
ten. På motsvarande sätt tolkas det ske en viss koordinering med diskursiv 
VP. Koordineringen synliggörs då eleverna i aktiviteten uttrycker samband 
mellan olika underfigurer och matematiska begrepp något som styrks med 
uttalande (4) samt noteringen som elev c, skriver på anslagstavlan.  

Sammantaget ses drag-funktionen i den dynamiska miljön verka under-
stödjande för att eleverna utforskar och upptäcker samt för resonemang, 
även om eleverna ej når en lösning på uppgiften. Sett ur designperspektivet 
så ses de medierande processerna starta, då eleverna engageras i en under-
sökande verksamhet, vilket skapar möjligheter till agerande i och 
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koordinering mellan operativ- och diskursiv VP. Att inte eleverna nådde 
fram till att knyta figurerna till formeln för triangelns area diskuterades i 
det efterföljande forskningsmötet, mer specifikt hur frågan var formulerad. 
Följande reflektion gjordes, ”är frågan för oprecist ställd? Eleverna söker 
något som de kan visa genom att studera figurerna och de fokuserar då 
figurerna” (forskare 3, FM7). Här kan nämnas att lektion 1b var den första 
lektionen i den andra iterationen och formuleringen på frågeställningen 
hade justerats från lektion 1a. Formuleringen på frågeställningen i lektion 
1a hade riktats mer mot formeln för triangelns area, och då fokuserade ele-
verna att hitta formeln för triangelns area i figuren något som upplevdes 
som att frågeställningen blev för precis, eleverna visste inte riktigt vad det 
var som de skulle visa. Formuleringen på frågeställningen kan således en-
dera bli för precis vilket hämmar just den undersökande verksamheten. Men 
om formuleringen på frågeställningen är för oprecis (för vag), kan detta in-
nebära att eleverna fokuserar på sådant som de uppfattar som viktigt och 
eleverna arbetar inte med den matematik som uppgiften syftar till att enga-
gera eleverna i.  

Uppgifter som löses effektivt utan algebraisk beräkning 
Om du önskar designa en intervention i en digital lärmiljö, med syftet att 
eleverna ska utifrån perceptuell VP börja agera i diskursiv- och operativ VP, 
rekommenderas du att låta eleverna arbeta med UAB-uppgifter (uppgifter 
som löses effektivt utan algebraisk beräkning), därför att,  

Teoretiska argument: (1) Många elever föredrar algebraiska lösningsme-
toder före metoder vilka bygger på visualisering (Eisenberg & Dreyfus, 
1991), därför är det centralt att lärare i större omfattning använder uppgif-
ter av typen UAB och riktar större uppmärksamhet mot elevers sätt att vi-
sualisera figurer (Divišová & Stehlíková, 2011). (2) Om elever involveras i 
aktiviteter där de måste förändra figuren (operativ VP) och etablera relat-
ioner mellan figuren och matematiska principer (diskursiv VP) så erbjuds 
eleverna möjlighet att uppmärksamma flera olika strategier vid uppgiftslös-
ning (Llinares & Clemente, 2014; Torregrosa & Quesada, 2008). 

Empiriska resultat: Som nämnts i bakgrunden är det vanligt att elever 
söker lösa geometriska uppgifter genom att som förstastrategi ta stöd av 
beräkningar. För att motverka sådant tillvägagångssätt och för att leda ele-
ver in i ageranden av diskursiv- och operativ VP skapades uppgiftsmiljöer 
med dynamiska egenskaper innehållande UAB-uppgifter eller uppgifter där 
beräkningar ej var en framkomlig väg. För att exemplifiera ges två uppgifter 
från Studie 2, där den första är densamma som visades i designprincip A. 
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• Uppgift A. Hur lång är sträckan A-C? (Figur 36a)
• Uppgift B. Bestäm arean av det röda området (Figur 36b)

Figur 36  
Uppgift i vilken beräkning ej är möjlig (a) samt en UAB-uppgift (b) 

Inledningsvis redovisas val av förstastrategi för eleverna i båda klasserna, 
något som görs genom tillgängliga data vilket är elevernas diskussion i par 
(Tabell 3). Med förstastrategi menas den strategi elev-paren initialt antog 
för att söka finna en lösning på uppgiften och dessa indelas i två slag, be-
räkningsförsök eller en strategi baserat på att studera figurens utseende. 

Tabell 3 
Elevparens val av förstastrategi för uppgift A och uppgift B 

Skillnader i val av förstastrategi mellan årskurserna i uppgift A tolkas bero 
på att eleverna har kommit längre i sin utbildning, men forskning har även 
visat att äldre elever genom en större kunskap om procedurer tenderar att 
vara mer benägna att ta till beräkningar som förstastrategi (Vondrová & 
Divišová, 2013). För uppgift A var inte beräkningar en framkomlig väg då 
erforderliga längder saknades, men när eleverna sökte göra beräkningar så 
var det vanligt att antaganden gjordes om de saknade längderna.  

Uppgift B var en UAB-uppgift där beräkningar var möjliga men uppgiften 
löses effektivare utan algebraiska beräkningar. När eleverna sökte göra be-
räkningar så blev dessa ofta långa och i flera steg, varvid eleverna vanligen 
gav upp. I tabell 3 framgår att för uppgift B var frekvensen mellan strategi-
valen lika. Skillnaden i strategival mellan uppgifterna kan förklaras med att 
karaktären på uppgift B inbjuder till att jämföra areor på underfigurer. 

Årskurs Uppgift A Uppgift B 
År 8 

(12 par) 
Beräkning 

4 
Utseende 

  8 
Beräkning 

6 
Utseende 

6 
År 9 

(10 par) 
Beräkning 

7 
Utseende 

  3 
Beräkning 

5 
Utseende 

5 

b. a. 
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Resultatet i de båda uppgifterna gällande elevernas inledande lösnings-
strategier visar att det finns ett behov av att skapa undervisning vilken gör 
att ageranden i visualiseringsprocesser blir en naturlig del när elever löser 
uppgifter inom geometri. Intresset i Studie 2 fokuserar på vilka sätt under-
visning i digitala miljöer kan skapa förutsättningar för att elever ska agera 
i visualiseringsprocesser. Då uppgift A var en del av en lärardemonstration 
(Jones, 2011), fokuseras fortsättningsvis därför uppgift B. Uppgiften visas i 
figur 37 i introduktionsläget och i ett möjligt läge.  

Figur 37  
Uppgift B i två möjliga lägen 

I tabell 3 framgår att hälften av elev-paren i såväl år 8 som år 9 fokuserade 
figurens utseende, mer specifikt förde eleverna diskussioner om att röda och 
gula bitar likande varandra och därmed kunde byta plats. Detta ses vara 
positivt då sådant agerande är en inledande koordinering mellan perceptu-
ell- och operativ VP. Elevernas agerande låg väl i linje med vad forskarlaget 
hade diskuterat under mötet innan lektionen, gällande hur eleverna förvän-
tades ta sig an uppgiften. Forskare tre uttryckte följande ”Vi tror väl att de 
kommer att försöka räkna ut arean eller säga att de röda bitarna passar 
däruppe i hörnen” (Forskare 3, FM3). Men data visade, för att eleverna 
skulle angripa uppgiften genom strategin ”de röda bitarna passar däruppe i 
hörnen” fordrades att eleverna lade till hjälplinjerna (Figur 37b). Resultatet 
visar att uppgiftens design och egenskaper i den dynamiska miljön skapade 
möjligheter för eleverna att agera i operativ VP. Det förslag som eleverna 
lade fram baserades på tesen – om de gula och de röda restbitarna i varje 
kvadrat byter plats så upptar det röda området 2 kvadratcentimeter. Men 
att lösa uppgifter enbart genom agerande i perceptuell- och operativ VP är 
inte tillräckligt för att bygga geometriskt resonemang. Undervisningen 
måste även skapa möjligheter att eleverna kan koordinera operativ- och dis-
kursiv VP vilket möjliggör samordning med resonemang.  

Vid den uppföljande helklassdiskussionen, lades förslaget fram, att bitar 
enkelt kunde byta plats. Att förslaget kom upp var något som var beräknat 
i designen och Kim utmanade eleverna med frågan, ”kan vi vara säkra på 
att det är så som elev x beskriver” (Kim, L1a). Kim lämnade åter ut 

b. a. 
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uppgiften och eleverna återgick till att granska figuren på nytt. Här ses så-
ledes Kims agerande vara en medierande process som påverkar elevernas 
agerande, dels genom att Kim utmanar eleverna att söka motivera sin slut-
sats och dels då Kim återlämnar frågan till eleverna. Genom de inskrivna 
kvartscirklarna som skapades i den digitala miljön med de tillförda hjälp-
linjerna (operativ VP) kunde 7/12 elevpar i år 8 och 7/10 elevpar i år 9 med 
en koordinering med diskursiv VP resonera sig fram till en lösning. Detta 
exemplifieras med hjälp av följande utdrag när eleverna y och z, vilka som 
förstastrategi hade försökt utföra beräkningar studerade figuren på nytt. 

(1) Elev y:  Vänta…Här 1cm, här 1 cm, 1cm, 1cm (pekar på 
sträckorna i en röd och en gul kvartscirkel, se figur 
33b.), de små kvartscirklarna är lika stora 

(2) Elev z: Ja därför att radien är 1 cm och då måste det res-
terande området i varje kvadrat vara lika stort 

(Utdrag från L1a) 

Sammantaget kan det sägas att det är en kombination av uppgiften (UAB-
uppgiften) och de resurser som är inbäddat i aktiviteten (den digitala miljön 
och lärarens sätt att styra utvecklingen), som möjliggör att flertalet elever 
från att inledningsvis ha agerat i perceptuell- och operativ VP även skapar 
en koordinering med diskursiv VP. I dialogen ovan styrks koordineringen 
av att elev z gör kopplingar mellan identifierade underfigurer och matema-
tiska principer (2). Här bör även förtydligas att det är eleven själv som tillför 
hjälplinjer (operativ VP) vilket ses vara en central aspekt för att eleven ska 
bli medveten om möjligheter med ageranden i operativ VP, något som kan 
leda till insikter om strategier vid geometrisk uppgiftslösning. Sammantaget 
bör nämnas att låta bitar byta plats, som skedde i sekvensen ovan absolut 
inte ska ses som någon nackdel. Tvärtom är en sådan strategi en viktig del 
i att eleven agerar i visualiseringsprocesser, i detta fall operativ VP och den 
kan spela en avgörande roll när eleven testar antaganden som leder in på en 
fruktsam lösningsprocess. Ovanstående visar att användande av UAB-upp-
gifter i en digital miljö möjliggör att elever kan agera i och koordinera visu-
aliseringsprocesser som understöd för att bygga geometriskt resonemang, 
men även att användande av UAB-uppgifter kan bidra till att elever övervä-
ger andra strategier än beräkningsstrategier.  

I och med att nästa designprincip presenteras flyttas fokus från ageranden 
i visualiseringsprocesser mot hur undervisning kan designas för att stödja 
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elevers samordnande processer mellan någondera av visualisering, resone-
mang och konstruktion för att bygga geometriskt resonemang.  

Dynamiska egenskaper/geometriskt resonemang 
Om du önskar designa en intervention i en digital lärmiljö, med syftet att 
stödja och stimulera samordning mellan visualiseringsprocesser och resone-
mang, rekommenderas du att använda en miljö med dynamiska egenskaper 
för att synliggöra och utmana elevers resonemang, därför att, 

Teoretiska argument: (1) Dynamiska egenskaper har genom lärares sätt 
att leda och styra undervisning, kapacitet att bli en länk mellan elevers upp-
fattning om figurer och sätten de argumenterar om dem (Maschietto, 2018). 
(2) Möjligheter till förändring av figurer i dynamiska miljöer är väl funge-
rande verktyg för lärare att leda undervisning som synliggör figurers egen-
skaper och därmed erbjuder elever att förena ageranden i två representat-
ionsregister, visualisering av former och språket för att ange och härleda
egenskaper (Markkanen, 2014).

Empiriska resultat: En viktig aspekt i designen var att den digitala miljön 
skulle verka för att understödja användning av matematiken i (gemen-
samma) resonemang. Följande sekvens visar hur läraren följer upp elevernas 
arbete i samma uppgift som visades i designprincip B. Eleverna har i en hel-
klassdiskussion försökt att beskriva vad de i undersökningen kommit fram 
till, men har ej till fullo lyckats. Läraren leder då en diskussion och en av 
eleverna relaterar till formeln för triangelns area, men utan att kunna ut-
trycka hur formeln kan förklaras med hjälp av de två figurerna i applikat-
ionen (Figur 38).  

Figur 38  
Triangeln i applikationen visad i två lägen 

Själva uppgiften löd: Undersök och beskriv vad Geogebra-applikationen 
hjälper till att visa enligt dig. Läraren (Robin) har en längre diskussion med 
eleverna kring hur de båda figurerna relaterar till varandra. I diskussionen 
kommer de fram till att arean blir densamma. Robin växlar mellan de båda 

a. b. 
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lägena, hen förändrar även triangelns form och upprepar frågan vad som 
händer när triangeln viks upp till en rektangel (Figur 38b). Elev h gör en 
ansats till förklaring (eleven ombads att gå fram för att visa, men hade ej 
mod att göra så, varvid Robin skötte den digitala miljön). Vi följer dialogen 
mellan Robin och elev h, 
 

(1) Robin: elev h, kan du försöka förklara? 

(2) Elev h: om vi säger, gå tillbaka till vanliga triangeln 

(3) Robin: mm, så (går tillbaka till läget enligt figur 38a) 

(4) Elev h: så säger vi att basen är 10cm och höjden 2cm 

(5) Robin: ok, vi säger att basen är 10cm och höjden är 2cm 

(6) Elev h: och så, 10·2 är ju 20 och så delar man det på 2, så 
får vi 10 igen - och så drar du upp den så att det 
blir en rektangel (Robin ändrar till en rektangel 
(Figur 38b)) – Ää…, basen blir ju inte 10cm nu, 
men jag skulle kunna gissa på att den är 5cm nu 
istället, för den är typ hälften  

(7) Robin: ok, det här var intressant, varför säger du att du 
kan se att basen är hälften? 

(8) Elev h: för att det är ett streck på mitten, eller jag vet inte 
om det är hälften egentligen, men…, det är inget 
bevis, men om vi säger att den är hälften - Så är 
basen 5cm, om vi då gångrar den med höjden igen, 
så blir det lika mycket som när det var en triangel 

(9) Robin: ja OK, så det här är då vår triangel, och det här är 
då vår rektangel (växlar emellan), och du antar att 
basen här blir 5cm. 5·2 och då blir det 10. Men 
hör ni, nu bollar jag tillbaka det här, varför kan vi 
säga att basen på rektangeln blir hälften? Alltså, 5 

(Utdrag från L1b) 

I dialogen utmanar Robin eleven att försöka förklara hur de resonerat. Nå-
got som sker med att eleven agerar i perceptuell- och diskursiv VP. Detta 
sker i en kommunikativ akt, genom beskrivning, förklaring och argumen-
tation där stöd tas i figuren och i lämpliga geometriska begrepp (4+6). 
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Vidare sker koordinering mellan operativ- och diskursiv VP, då eleven ber 
läraren att ändra figuren så att en rektangel uppstår (6) och visar förståelse 
för att såväl arean som höjden är densamma i de båda figurerna något som 
ger underlag till en samordning med resonemang.  

Den beskrivna situationen var inte förutspådd att inträffa, utan Robin 
agerar, i situationen och genom didaktiska handlingar så utnyttjas den dy-
namiska miljön för att driva diskussionen. Tack vare ett sådant utnyttjande 
kan Robin utmana eleven och få hen att söka föra fram sitt resonemang. I 
termer av Brousseau och Gibel (2005) visar situationen hur det i undervis-
ningen har skapats en didaktisk situation där matematiska idéer och prin-
ciper upptäcks och prövas. I relation till lärande kan den beskrivna episoden 
tolkas i två riktningar. Dels a) eleven använder matematiken för att förklara 
den nya representationen (rektangeln), eleven har en idé, en hypotes och 
använder valda tal för att testa. Dels b) det omvända, att det är de dyna-
miska möjligheterna i den digitala miljön och möjligheten att utföra föränd-
ringar som hjälper eleverna framåt och är något som förklarar matemati-
ken. Det förra behöver inte vara något negativt då det kan ses som att eleven 
har en idé som hen vill slå fast att den gäller. Detta kan starta en process 
som ger övriga elever möjligheter att identifiera samordnande aspekter mel-
lan visualisering och resonemang som underlag för att bygga geometriskt 
resonemang. Processen byggs upp genom att eleverna inledningsvis arbetar 
sig framåt med hjälp av konkreta fall, som de resonerar utifrån. En hypotes 
byggs upp med hjälp av diskreta värden vilka används för att testa, vilket 
kan leda till att eleverna når ett fungerande fall. Med stöd i detta fall kan 
de därefter gå tillbaka och identifiera de beståndsdelar som behövs, för att 
gå åt andra hållet (från rektangeln till triangeln) och utifrån detta försöka 
härleda det generella sambandet. 

När det gäller att synliggöra resonemang hade även den digitala anslags-
tavlan en viktig roll för de medierande processerna (Sandoval, 2013), i den 
designade lektionen. Grundtanken var att eleverna skulle skriva sina slut-
satser i form av noteringar vilka var ämnade att användas som underlag, 
för att fånga hur eleverna tolkat uppgiften samt följa deras resonemang/slut-
satser och genom detta skapa underlag för uppföljande diskussioner. Men 
genom att anslagstavlan var synlig för alla under arbetet så innebar det även 
att elevernas meningsskapande ständigt var under förhandling genom att de 
kunde ta del av varandras noteringar, en förhandling som är av annan typ 
än när eleverna interagerar ansikte mot ansikte.  

En annan aspekt som öppenheten med anslagstavlan förde med sig var 
att eleverna sökte skriva matematiskt korrekta formuleringar. 
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Konstruktionsuppgifter i dynamiska geometrimiljöer 
Om du önskar designa en intervention i en digital lärmiljö, med syftet att 
stödja och stimulera samordning mellan visualiseringsprocesser och resone-
mang, rekommenderas du att utnyttja miljöns dynamiska egenskaper och 
skapa uppgifter som bjuder in till konstruktion, därför att, 

Teoretiska argument: (1) Om eleven involveras i konstruktionsuppgifter, 
skapas möjligheter att genom agerande i visualiseringsprocesser bygga för-
ståelse för geometriska begreppsliga strukturer som grund för resonemang 
(Zengin, 2019). (2) Det finns en stark koppling mellan visualisering av två- 
och tredimensionella figurer. En god förståelse för tredimensionella figurer 
uppnås genom aktiviteter där eleverna tillåts konstruera, manipulera och 
resonera kring deras tvådimensionella representationer såsom nät (Dog ̆ruer, 
2018). 

Empiriska resultat: Denna uppgift syftade till att eleverna skulle konstru-
era så kallade nät (nets), det vill säga utvikta begränsningsareor samt be-
räkna deras areor. Ur designperspektivet syftade uppgiften till att eleverna 
själva skulle konstruera figurer i en dynamisk geometrimiljö. En sådan pro-
cess innebär att eleven måste identifiera underfigurer som bygger upp tredi-
mensionella figurer (dimensionell dekonstruktion), beakta figurernas egen-
skaper, relatera till geometriska begrepp samt hantera aspekter av beroen-
den. 

En av uppgifterna innebar konstruktion av nät för två chokladförpack-
ningar och därefter beräkning och jämförelse av deras begränsningsareor 
(Figur 39).  

Figur 39  
Konstruktion av nät för två chokladförpackningar (Bild: A. de Laval) 

 
 
 
 

 
En sådan nät-konstruktion kräver att eleven förmår göra översättningar 
mellan tredimensionella föremål och 2D-nät genom att fokusera och stu-
dera underfigurer i de båda representationslägena. Mer konkret fordrar så-
dana översättningar koordinering av visualiseringsprocesser i två olika lä-
gen för att därefter utföra omvandling mellan de båda representationslä-
gena. När eleverna skapar nätet sker en slags kodande process, vilket 
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innebär agerande i visualiseringsprocesser. Den kodande processen i kon-
struktionsarbetet har till innebörd att eleven måste skapa figuren med grund 
i definitioner, vilket innebär samordning mellan visualisering och resone-
mang. I följande exempel handlar det om de egenskaper som bygger upp en 
regelbunden hexagon (hexagonen skapade sidoytor på det sexsidiga prismat 
i en av förpackningarna). För att exemplifiera kravet att figuren måste 
skapas med grund i definitioner visas två bildutsnitt från ett elev-pars arbete 
(Figur 40).  

Figur 40  
Två bildutsnitt av ett elev-pars konstruktion av en hexagon 

I det första bildutsnittet (Figur 40a) har eleverna skapat hexagonen näst 
intill på fri hand. De har mätt (med verktyget) att sidan på en triangel är 
3,01 cm. För att justera försöker de vrida figuren (handen syns vid punkt U 
i figur 40a), men lyckas ej. När läraren (Kim) passerar så utspelar sig föl-
jande dialog, 

(1) Elev d: Kim det går inget bra 

(2) Kim: Vad är det som inte går bra  

(3) Elev d: Vi får inte till figuren 

(4) Kim: Hur har ni skapat den? Vad utgick ni ifrån 

(5) Elev c: Va, vadå? Vad menar du 

(6) Kim: Hur är hexagonen uppbyggd 

(7) Elev d: Sex trianglar 

(8) Kim: Ja men vilka egenskaper har trianglarna 

(9) Elev c: De är lika… 

(10) Kim Ja, kan du säga något mer. 

a. b. 
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(11) Elev c Är de liksidiga 

(12) Kim:  Det måste ni fundera på, men om det är så…? 
Skulle det hjälpa er i er konstruktion? Vilka verk-
tyg skulle ni använda då 

(Exerpt från L3a) 

Dialogen visar det centrala med att elever får arbeta med konstruktionsupp-
gifter. Det handlar om att eleverna ska reflektera kring figurers egenskaper 
och geometriska begrepp i relation till konstruktionsprocessen, en process 
som blir ett stöd för eleven i byggandet av sin egen geometriska kunskap. 
Dialogen visar även på ett påtagligt sätt de starka band som finns mellan 
processerna konstruktion, visualisering och resonemang. 

Genom sättet som Kim i dialogen (6, 8, 10) ställer frågor till eleverna, 
fungerar hen som katalysator och skapar konflikter i ett felaktigt resone-
mang som eleverna byggt upp. Kim riktar därmed elevernas uppmärksam-
het mot figurens egenskaper vilket gör att de måste fundera på den roll un-
derfigurernas egenskaper har vid konstruktion för att därefter utnyttja verk-
tygets funktioner för att konstruera figuren. Det andra försöket inleder ele-
verna med att bygga en liksidig triangel utifrån dess egenskaper, varvid de 
lyckas skapa en korrekt hexagon (Figur 40b). I det första försöket uppfat-
tade eleverna konstruktionen som att skapa en figur utifrån att sammanfoga 
linjer och punkter. Konstruktion i geometri handlar om ett antal logiska 
steg, vilka bygger på egenskaper och begrepp. Att arbetet sker i en digital 
miljö innebär att eleverna måste konstruera figuren stegvis, för att inte den 
konstruerade figuren ska uppvisa felaktigheter. Det är just i de logiska ste-
gen som styrkan med konstruktionsarbete i digitala miljöer finns och är den 
centrala aspekten, som här medierar möjligheter (Sandoval, 2013), att sam-
ordna visualisering och resonemang i syfte att bygga geometriskt resone-
mang. Den dynamiska miljön erbjuder elever att bygga verklig förståelse för 
konstruktion, vidare är miljön flexibel och det går enkelt att ändra felaktig-
heter. Ytterligare en aspekt är att konstruktionsarbete i dynamiska miljöer 
kan ge läraren värdefulla insikter i hur elever uppfattar såväl figurer som 
relationerna mellan de underfigurer som bygger upp dem. 

Slutsatser  
Fokus i Studie 2 har riktats mot hur geometriundervisning i digitala miljöer 
kan designas så att den stimulerar och utvecklar elevers sätt att visualisera 
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figurer som grund för geometriskt resonemang. Ett syfte med UDF är att 
utveckla teorier om de medel som är utformade för att stödja ett visst lä-
rande (Cobb m.fl., 2003). Sådana teorier benämns i Studie 2 som ramverk 
för handling och har resulterat i fem designprinciper. Dessa principer riktar 
uppmärksamhet mot dels ageranden i och koordinering av visualiserings-
processer, dels mot samordning mellan visualisering och resonemang. 

Informativ flexibilitet 
Om du önskar designa en intervention i en digital lärmiljö, med syftet att 
stödja och stimulera ageranden i operativ VP, rekommenderas du att an-
vända en digital miljö som är informativt flexibel, därför att, 
... en sådan miljö erbjuder dig möjlighet att stegvis visa elever hur de kan 
visualisera figurer (Markkanen, 2014), 
... att synliggöra figurers egenskaper bidrar med möjligheter för eleven att 
agera i visualiseringsprocesser, vilket lägger en grund, att föra fram slutsat-
ser vilka vilar på godtagbara argument (Torregrosa & Quesada, 2008), 
... elever behöver få möjlighet att uppfatta möjligheter med och betydelsen 
av att agera i operativ VP, 
... i en inkluderande didaktisk situation behöver lärare kunna bistå elever 
som inte uppfattar möjligheten eller av egen kraft agerar i operativ VP. 

Fördesignade uppgifter med drag-funktion 
Om du önskar designa en intervention i en digital lärmiljö, med syftet att 
stimulera och stödja koordinering mellan operativ- och diskursiv VP, re-
kommenderas du att låta eleverna arbeta med fördesignade undersökande 
uppgifter med drag-funktion, därför att, 
... undersökande uppgifter med dragfunktion har potential att för eleverna 
synliggöra figurers egenskaper (Leung, 2011), 
... drag-funktionen i uppgiften leder eleverna in i att dels identifiera proble-
met och dels söka motivera sina slutsatser (Venturini & Sinclair, 2016), 
... de dynamiska egenskaperna skapar för elever möjligheter att identifiera 
underfigurer och därmed för dem synliggöra sätt att operera i figurer,  
... arbete med undersökande uppgifter med dragfunktion har potential att 
elever kan förena vad som i figurer ses med figurernas teoretiska domän. 

Uppgifter som löses effektivt utan algebraisk beräkning (UAB) 
Om du önskar designa en intervention i en digital lärmiljö, med syftet att 
eleverna utifrån perceptuell VP börjar agera i diskursiv- och operativ VP, 
rekommenderas du att låta eleverna arbeta med UAB-uppgifter, därför att,  
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... geometriuppgifter av typen UAB har potential att leda elever in på andra 
lösningsstrategier än att ta till beräkningar (Divišová & Stehlíková, 2011), 
... om elever involveras i aktiviteter där de måste förändra figuren och eta-
blera relationer till matematiska principer så leds eleverna in i att uppmärk-
samma olika strategier vid uppgiftslösning (Llinares & Clemente, 2014), 
... om UAB-uppgifter skapas i en dynamisk miljö erbjuds eleven fler möjlig-
heter att uppmärksamma och utveckla sina sätt att visualisera figurer, 
... användande av UAB-uppgifter möjliggör att elever kan koordinera age-
randen i visualiseringsprocesser som grund för geometriskt resonemang.   

Dynamiska egenskaper/geometriskt resonemang 
Om du önskar designa en intervention i en digital lärmiljö, med syftet att 
stödja och stimulera samordning mellan visualiseringsprocesser och resone-
mang, rekommenderas du att använda en miljö med dynamiska egenskaper 
för att synliggöra och utmana elevers resonemang, därför att, 
... dynamiska miljöer är väl fungerande verktyg för lärare att leda undervis-
ning som möjliggör resonemang om figurers egenskaper (Markkanen, 2014), 
... dynamiska egenskaper har genom lärares sätt att leda undervisning, ka-
pacitet att bli en länk mellan elevers uppfattning om figurer och sätten de 
argumenterar om dem (Maschietto, 2018), 
... dynamiska egenskaper ger lärare verktyg för att rikta elevers uppmärk-
samhet mot figurers egenskaper som grund för resonemang, 
... dynamiska egenskaper kan hjälpa lärare att för elever synliggöra hur va-
lida geometriska resonemang byggs upp baserade på figurers egenskaper. 

Konstruktionsuppgifter i dynamiska geometrimiljöer 
Om du önskar designa en intervention i en digital lärmiljö, med syftet att 
stödja och stimulera samordning mellan visualiseringsprocesser och resone-
mang, rekommenderas du att utnyttja miljöns dynamiska egenskaper och 
skapa uppgifter som bjuder in till konstruktion, därför att, 
... om eleven engageras i konstruktionsuppgifter skapas möjligheter till in-
sikt om begreppsliga strukturer som grund för resonemang (Zengin, 2019), 
... en god förståelse för 3D-figurer uppnås om eleverna tillåts resonera om 
och konstruera deras 2D-representationer såsom nät (Dog ̆ruer, 2018), 
... arbete med konstruktionsuppgifter erbjuder elever att uppfatta innebör-
den i geometriska begrepp och relatera dem till figurers egenskaper,  
... arbete med konstruktionsuppgifter i en digital miljö tränar eleverna på 
att formulera, uttrycka sig och argumentera med en korrekt terminologi.   
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Diskussion 
Avhandlingens övergripande syfte har varit att erhålla djupare förståelse för 
hur undervisning i digitala miljöer kan utformas, så att elever ges möjlighet 
att utveckla förståelse i geometri, i relation till figurer och deras egenskaper. 
Det är mot detta syfte som diskussionen riktar uppmärksamhet, något som 
sker genom att inledningsvis behandla avhandlingens teoretiska bidrag. 
Därpå följer avsnitten implikationer för praktiken och forskningens kvali-
tet. Avslutningsvis ges förslag till fortsatt forskning. 

Teoretiskt och metodologiskt bidrag 
När det gäller geometriundervisning i grundskolans senare år handlar kun-
skapsutveckling bland annat om att eleverna ska börja se på och uppfatta 
figurer som verktyg vid uppgiftslösning och som medel för att föra resone-
mang (Deliyianni m.fl., 2009). För att eleverna ska kunna ta ett sådant steg 
fordras att eleverna utvecklar sina sätt att visualisera figurer, det vill säga 
ageranden i visualiseringsprocesser. I inledningen gjordes antaganden att 
undervisning i digitala miljöer på ett positivt sätt kan bidra med utökade 
möjligheter för elever att agera i visualiseringsprocesser – och därmed skapa 
möjligheter till samordning med resonemang. För att diskutera en sådan 
undervisning hänvisar jag till avsnittet tidigare forskning där jag med hjälp 
av Masons (2014) modell om undervisningssituationer belyste hur resurser 
och uppgifter samverkar i undervisningen (Figur 41). 

Figur 41  
Strukturen i en aktivitet, inspirerad av Mason (2014, s. 22) 

I modellen har uppgifter en central roll vid undervisning, men Mason (2014) 
ser undervisning som att läraren skapar uppgifter och planerar för olika 
aktiviteter i vilka tillgängliga resurser utnyttjas (med resurser avses sådana 
som eleven tar med sig in i situationen och sådana som tillhandahålls av 
miljön). Jag kommer att diskutera avhandlingen teoretiska bidrag i relation 
till uppgifter i en digital miljö samt till resurser. 

Lärandemål 

Uppgifter Resurser 

Nuvarande 
kunskapsläge 
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Uppgifter i en digital miljö 
Ur Studie 2 framträder två fungerande typer av uppgifter för att stödja age-
randen i visualiseringsprocesser, UAB-uppgifter och konstruktionsuppgif-
ter. Genom litteraturen (t ex Vondrová & Divišová, 2013) var en vägle-
dande faktor i Studie 2, att skapa uppgifter som sökte bryta elevers tendens, 
att som förstastrategi ta till beräkningar. Därför skapades UAB-uppgifter. 
Resultatet visar att eleverna initialt sökte lösa dessa uppgifter genom beräk-
ningar eller genom att göra uppskattningar i figuren, något som bekräftar 
tidigare forskning (Vondrová & Divišová, 2013). Vad resultatet också visar 
är att, elevers benägenhet att lösa geometriuppgifter med beräkningar kan 
utgöra ett hinder för ageranden i visualiseringsprocesser, i termer av opera-
tiv- och diskursiv VP. Denna benägenhet menar Michael och Gagatsis 
(2013) troligen hör samman med den undervisning som eleven tidigare 
mött. Vidare visar Studie 2 att om UAB-uppgifter används i en digital miljö 
med dess möjligheter att arbeta med figurer, skapas förutsättningar att ele-
ver på ett påtagligt sätt kan förändra sina sätt att se på och uppfatta figurer.  

Den andra typen av uppgifter som lyfts fram i Studie 2 är konstruktions-
uppgifter. Konstruktion tas även upp i kursplanen som ett centralt innehåll, 
således något som ska behandlas i undervisningen (Skolverket, 2017). En 
viktig aspekt av konstruktion är att eleverna förväntas skapa figurer genom 
arbete på en nivå där figurens egenskaper utnyttjas, såsom att konstruera 
en pentagon med hjälp av passare och linjal. Konstruktion med verktyg syf-
tar till att elever kan skapa kopplingar mellan det som ses och matematisk 
teori (Mariotti, 1995). För många elever är ett sådant steg svårt att ta och 
det är vanligt att elever antar att figurer kan konstrueras genom att endast 
beakta visuella aspekter (Laborde, 2005). Om elever enbart arbetar utifrån 
visuella aspekter så menar Laborde att konstruktionsuppgifter vilka ges i 
papper- och pennamiljöer inte får avsedd verkan, att få eleverna att arbeta 
med och göra kopplingar till matematisk teori. Resultatet i Studie 2 visar 
dock att om arbete med konstruktion sker i digitala miljöer förändras situ-
ationen. Konstruktionsuppgifterna i Studie 2 bestod av att eleverna skulle 
konstruera nät av olika tredimensionella figurer, där varje sådan figur kan 
ha olika nät. I exemplet som presenterades i resultatet skapade eleverna en 
figur inledningsvis näst intill på fri hand. Styrkan med digitala verktyg är 
att de ger signaler när någonting i konstruktionen inte stämmer, något som 
uppmärksammades av eleverna. Genom lärarens väl avvägda frågor, rikta-
des elevernas uppmärksamhet mot figurens egenskaper, vilket medförde att 
de började relatera till underfigurernas egenskaper vid konstruktionen. 
Konstruktionsuppgifter i digitala miljöer kan därför sägas främja och stödja 
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reflektion kring figurers egenskaper och begrepp. Resultatet bekräftar där-
med såväl Leung (2017) som Ruthven (2013) vilka visade att konstrukt-
ionsarbete i digitala miljöer kan erbjuda elever möjligheter att utveckla sin 
geometriska förståelse.  

Resurser 
Undervisning i en digital miljö är i många avseenden organiserad på tradit-
ionellt sätt, där läraren har en central roll (Joubert, 2013). Men en under-
visning i digitala miljöer i form av lärardemonstration kräver att läraren har 
en väletablerad pedagogik, ett starkt intresse för en dialogisk undervisning 
samt en syn på att en digital miljö är något som på otaliga sätt kan bidra 
till att stödja skapandet av sådan undervisning (Warvick m.fl., 2011). Men 
det finns inget enkelt samband mellan användning av digitala verktyg och 
en effektiv undervisningspraktik. Avhandlingen skänker nytt ljus på hur lä-
rare kan utnyttja digitala verktyg som en resurs för att förstärka helklassge-
nomgångar. Att resonera och utföra beräkningar av sammansatta tredi-
mensionella figurer är vanligen krävande för elever (Fujita m.fl., 2017). I 
resultatet från Studie 1 framträder hur läraren i en uppgift låter eleverna 
arbeta med volymberäkning av sammansatta tredimensionella figurer. Vid 
genomgången visade det sig att eleverna hade tolkat figuren väldigt olika. 
Läraren utnyttjade då det digitala verktyget för att visa olika tolkningar som 
eleverna gjort, något som under lärarens ledning skapade förutsättningar 
för resonemang kring figurers uppbyggnad utifrån elevernas egna lösningar. 
Resultatet visar således, när uppgifter där elever skall beräkna volymer av 
tredimensionella figurer, ges i digitala miljöer uppstår fler sätt för lärare att 
utmana elever att visualisera figurer och därmed bidra till att de utvecklar 
sina sätt att utnyttja figurer och sina strategier vid uppgiftslösning. Situat-
ioner som uppstår i sådana miljöer ger även läraren fler verktyg att lyfta 
fram aspekter av det matematiska innehållet som många elever kan ha svårt 
att få syn på och uppfatta. 

Som nämnts har avhandlingens problemområde varit att lärare tycks ha 
svårigheter med att skapa en undervisning vilken erbjuder elever tillträde 
till och djupare förståelse för figurer och deras egenskaper. Med andra ord, 
finns behov av att elever utvecklar sina sätt att visualisera figurer som grund 
för geometriska resonemang. Två av designprinciperna i Studie 2, informa-
tiv flexibilitet och dynamiska egenskaper/geometriskt resonemang, kan sä-
gas rikta sig mot hur lärare kan utnyttja den digitala miljön, för att skapa 
möjligheter att elever tränas i att visualisera figurer. Undervisning handlar 
mycket om att elever ska notera saker (Joubert, 2017) och sett genom 
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geometrisk uppgiftslösning handlar det bland annat om agerande i operativ 
VP, att eleven ser möjligheter i att fokusera vissa underfigurer och eventuellt 
lyfta ut dessa för vidare behandling. Men operativ VP innebär även att ele-
ven uppfattar olika möjliga sätt att modifiera (utföra någon form av oper-
ation) på en given figur, mentalt eller fysiskt (Duval, 1995). Men att notera 
saker är något som elever vanligen behöver träna på (Joubert, 2017). Här 
identifieras således ett problem, att undervisning behöver skapa möjligheter 
för elever att notera viktiga egenskaper i figurer och i det avseendet har 
designprincipen informativ flexibilitet en viktig funktion att fylla. Design-
principen ger läraren möjligheter att i en digital miljö stegvis tillföra inform-
ation utifrån skeenden i lektionen. Principen för in minst tre viktiga aspekter 
i undervisningssituationen, a) läraren kan visa saker efter hand och därmed 
först erbjuda elever möjlighet att själv notera och upptäcka viktiga egen-
skaper i figurer, b) att läraren gör det på en stor dynamisk skärm (som ses 
av alla elever) innebär att det operativa agerandet, handlingen i sig själv sker 
framför ögonen på eleverna (det blir inte något som läraren enbart talar 
om), c) lärarens handling möjliggör att eleven erbjuds att uppfatta aspekter 
av vad arbete med geometriska uppgifter innebär, i detta fall en förståelse 
för ett operativt agerande. Principen har vissa gemensamma drag med den 
didaktiska strategin lager på lager (Tabell 2, s. 56) som läraren i Studie 1 
använde sig av i syfte att visa och lyfta fram olika detaljer efter hand. 

Elever hamnar ofta i bekymmer inom geometrin på grund av att de till 
fullo inte behärskar innehållet, men även att det ofta finns en avsaknad av 
ett geometriskt språk (Nilsson, 2005). Studie 2 visar hur designprincipen 
dynamiska egenskaper/geometriskt resonemang kan utnyttjas av lärare och 
elever för att beskriva och resonera kring olika geometriska situationer. Ge-
nom att figurer kan manipuleras kan centrala egenskaper i figurerna belysas 
och resonemang kan föras kring geometriska begrepp och vad som definie-
rar dem. För läraren erbjuder miljöns dynamiska egenskaper möjligheter att 
utmana de sätt elever uppfattar figurer på och hur de resonerar om dem. 
Dessa ageranden sker ofta i det som Brousseau (1997) benämner för valide-
ringsfasen, där elevernas förslag på lösningar ska valideras, det vill säga un-
derbyggas, bevisas eller motbevisas med argument och eventuellt med flera 
försök. Den digitala miljön ses här erbjuda lärare möjligheter att skola in 
eleverna i en förståelse för hur valida matematiska argument skapas och hur 
de sätts samman i syfte att bygga geometriska resonemang. 

Forskning visar att elever tenderar ha svårt med att samordna aspekter 
av vad som ses med matematisk teori för att bygga geometriska resonemang 
(Mariotti, 1995). Den svårigheten visas även bland eleverna i Studie 2. Men 
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vad Studie 2 också visar är att digitala dynamiska funktioner kan stödja 
elever att utveckla sina sätt att samordna aspekter av vad som ses med ma-
tematisk teori, med andra ord koordinering av visualiseringsprocesser.  

Metodologiskt bidrag 
När det gäller avhandlingens metodologiska bidrag vill jag från Studie 2 
lyfta fram sättet som hypoteskartan (Sandoval, 2013) kan användas, för att 
strukturera arbetet med att utveckla designprinciper för undervisning och 
lärande i matematik. I ett inledande skede av UDF gör forskaren tankeex-
periment över olika designidéer och konsekvenser av dem (Bakker, 2018). I 
ett sådant skede behövs någon form av verktyg som vägleder forskaren och 
i Studie 2 stod valet mellan att använda designprinciper (van den Akker, 
2013) eller hypoteskartan (Sandoval, 2013). Designprinciper formuleras 
som konkreta råd och som sådana kan de fungera som medel för att kom-
municera direkt till potentiella användare (Bakker, 2018). Designprinciper 
ger även forskaren stöd att såväl teoretiskt som empiriskt underbygga råden 
(van den Akker, 2013). Men en svaghet hos designprinciper är att de inte 
belyser forskningsprocessen. Hypoteskartan å andra sidan är mer forsk-
ningsorienterad och har en utformning som ger forskaren ett strukturerande 
verktyg för att skapa förståelse för de mekanismer som kan förklara hur 
vissa karakteristiska aspekter i designen kan leda till att vissa processer star-
tar (Sandoval, 2013). Därför valdes i ett tidigt skede hypoteskartan som 
verktyg, men med en tanke om att i slutskedet göra en transformering till 
designprinciper. En sådan transformering är som nämndes i metodavsnittet 
inte helt utvecklad i tidigare forskning. Men det finns två övergripande skäl 
till att samordna hypoteskarta och designprinciper (Bakker, 2018). Å ena 
sidan behöver forskaren skapa kontroll. Å andra sidan behöver resultaten 
från UDF kunna presenteras på en form som ger vägledning för handling 
och som följer kriterier för tidskrifters format (Bakker, 2018). Jag vill därför 
lyfta fram sättet som hypoteskartan har använts på som verktyg för att ge 
såväl struktur som kontroll i forskningsprocessen. Men även lyfta fram att 
jag visar att transformering mellan hypoteskarta och designprinciper är 
möjligt och därmed som bidrag lämnar ett sätt, hur forskare kan tänka 
kring sådana transformeringar.  

Implikationer för praktiken 
Det övergripande syftet med UDF är att utveckla teorier om lärprocesser 
och de medel som är utformade för att stödja dessa lärprocesser (Cobb m.fl., 
2003). I relation till detta syfte har Studie 2 resulterat i ett ramverk för 
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handling, på formen av fem designprinciper, för hur undervisning i geometri 
i digitala miljöer kan utformas. Jag vill här lyfta upp designprinciperna som 
ett viktigt bidrag till praktiken, detta sett ur tre aspekter.  

I bakgrunden behandlades styrdokumentens intentioner, om att lärare 
ska använda digitala verktyg i sin undervisning. Men att det vid Skolin-
spektionens (2019) granskning framkom att, på mer än hälften av de grans-
kade skolorna så används inte digitala verktyg på något medvetet ämnesdi-
daktiskt sätt. En vanlig åsikt bland lärare är att de är tveksamma till under-
visning med digitala verktyg. Orsaker till sådana tveksamheter hos lärare är 
inte klarlagt, men Skolinspektionen menar att en orsak är lärares bristande 
kunskap om olika digitala verktyg. Med andra ord tycks det som om lärare 
behöver mer stöd i att ta sig an och implementera digitala verktyg i sin egen 
praktik. Men frågan är komplex då det ofta handlar om att stödja en ut-
veckling där målet är tämligen diffust (Tallvid, 2015). Jag menar därför att 
de framtagna designprinciperna kan vara ett bidrag i form av ett stöd som 
kan fungera som exempel och verka som vägledning för att lärare ska ta sig 
an och börja fundera över hur digitala verktyg kan användas för att utveckla 
geometriundervisning.  

En andra aspekt berör den pågående digitaliseringen av skolan (Willer-
mark, 2018), mer specifikt frågor rörande de resurser som behöver finnas i 
ett klassrum för att skapa undervisning i en digital miljö och för att de fram-
tagna designprinciperna ska kunna fungera. Designprinciperna är skapade 
från undervisning i ett klassrum där det finns en interaktiv skrivtavla och 
där de deltagande eleverna hade en egen dator med internetuppkoppling. 
Med andra ord, designprinciperna är utvecklade i ett klassrum som har en 
utrustning som liknar den som brukar finnas i de flesta svenska klassrum. 
Således kan resultatet sända signaler till rektorer, skolchefer och andra be-
slutsfattare, att med relativt enkla medel, som ofta redan finns i klassrum-
men, kan lärare skapa undervisning i digitala miljöer. Det som rektorer kan 
bidra med är tid och praktiska möjligheter för lärare, att såväl testa som att 
diskutera aspekter av undervisning med digitala verktyg. Just att lärare er-
bjuds möjligheter, ofta i form av tid, leder oss in på den tredje aspekten.  

Den tredje och sista aspekten handlar om fortbildning och jag ser att de-
signprinciperna kan användas i fortbildning för att erbjuda såväl teoretiskt 
som empiriskt djup. Fortbildningen kan ske i form av kollegialt lärande där 
designprinciperna kan ses som goda exempel både för att testa, men även 
som mall för att i diskussionsgrupper utveckla nya designprinciper. Lärare 
kan även i diskussionsforum fundera kring hur till exempel designprincipen 
informativ flexibilitet kan fungera inom andra av matematikens områden. 
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Forskningens kvalitet 
När det gäller metod- och kvalitetsaspekter kommer här Studie 2 att be-
handlas. För motsvarande diskussion gällande Studie 1 hänvisas läsaren till 
Markkanen (2014).  

I metodavsnittet konstaterades att ett sätt att närma sig kvalitet i design-
studier var genom begreppet intern validitet (Bakker, 2018), ett begrepp 
som ligger när det område som Plomp (2013) benämner som följdriktighet. 
Plomp föreslår en struktur för kvalitet i UDF, vilken baseras på kriterierna 
relevans och följdriktighet. Dessa två kriterier antas här och bildar struktur 
för avsnittet, men stöd tas även från andra referenser.  

Med det första kriteriet relevans, menas att det finns ett behov av studien 
och att dess design baseras på nuvarande kunskapsläge (Plomp, 2013). Re-
levanskriteriet har tyngdpunkt på en studies inledande skede, där litteratu-
ren granskas och problemet analyseras. Jag som forskare hade genom Studie 
1, med mig en god grund för hur undervisning i digitala miljöer kan utfor-
mas och hur den digitala miljön kan utnyttjas. Vidare hade jag en förståelse 
för sådant som elever kan ha svårt att uppfatta när det gäller undervisning 
inom det aktuella området. Med kunskaperna från Studie 1 och en gedigen 
litteraturgenomgång vill jag hävda att genomförandet av Studie 2 baserades 
på nuvarande kunskapsläge gällande undervisning i digitala miljöer och ele-
vers lärande i geometri.  

En forskares förförståelse är en aspekt som kan problematiseras i relation 
till att jag hade en god grund för hur undervisning i digitala miljöer kan 
utformas och således är det av intresse att fundera på min förförståelse och 
hur den kan tänkas påverka tolkningar som jag gör. Vid all forskning är 
forskarens identitet, dennes värderingar och föreställningar, en inbyggd 
komponent vars inflytande på ett projekts slutresultat inte kan bortses ifrån 
(Denscombe, 2012). Enligt Larsson (2005) ”finns så att säga alltid en tolk-
ning i allt meningsfullt tänkande; "fakta" är alltid perspektivberoende. Re-
dan vid första mötet med det som skall tolkas har vi en föreställning om vad 
det betyder; vi har en förförståelse” (s. 4). Att redovisa förförståelsen är för 
Larsson ett kvalitetskrav. Men en sådan redovisning är inte enkel. Ett sätt 
för forskaren att visa sin förförståelse, är att lyfta fram och beskriva de per-
sonliga erfarenheter som varit betydelsefulla och som mynnat ut i forska-
rens förförståelse (Larsson, 2005). När det gäller min förförståelse kan det 
sägas att jag hade en relativt god bild av vad geometriundervisning i digitala 
miljöer innebär. Dels därför att jag själv tidigare undervisat i matematik 
både på grundskolans senare år och på gymnasienivå. Men dels som beskri-
vits ovan bestod min förförståelse av kunskaper inhämtade från 
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genomförandet av Studie 1. Således kan det sägas beträffande min förför-
ståelse vid observationstillfällena att jag hade en bra inblick i och en god 
förståelse för det som hände i klassrummet under de observerade lektion-
erna. Men förförståelsen handlar även om det teoretiska perspektiv som an-
tas i en studie och de teorier som används och min uppfattning av dem, 
något som påverkar de tolkningar som jag som forskare gör. I relation till 
en studies teorier handlar en redovisning av forskarens förförståelse att man 
redovisar detta val öppet. Larsson (2005) förklarar att under förutsättning 
att forskaren gör tolkningar utifrån den valda teorin, så kan läsaren bedöma 
tolkningens ställning, således kan man se hur tolkningen präglas av den syn-
vinkel som läggs. När det gäller Studie 2 så finns styrkan i att de tolkningar 
jag gjort har redovisats och diskuterats i forskarlaget. Min övertygelse är 
därför att jag i Studie 2 varit fullt medveten om den förförståelse jag har 
och hur den kan ha påverkat de tolkningar som gjorts.  

Det andra kriteriet, följdriktighet (även benämnd som validitet i studiens 
konstruktion), avser att studien är logiskt designad och genomförd. En lo-
gisk design riktar fokus mot utveckling av lektioner och lektionsserier, nå-
got som sker under ständiga utvärderingar. Vid designen skapas vanligen 
tidiga versioner av lektioner, enbart genom konstruktion på papper. Redan 
i detta stadium sker formativa bedömningar. En aspekt för att säkerställa 
följdriktighetskriteriet är genom det som Plomp (2013) benämner som ex-
pertbedömningar, att fler erfarna designforskare är delaktiga och ger syn-
punkter på designen. Studie 2 ingår som del i en utbildning och dess kvalitet 
borde borga för att jag som forskare erhåller god vägledning vid utforman-
det av designen. Följdriktighetskriteriet gäller även att de teoretiska kon-
struktioner som används i en studie är väl definierade annars finns risk att 
validitetsproblem uppstår, detta då studiens validitet granskas genom de 
sätt som teorier sätts i arbete i studien (Bakker, 2018). I det avseendet vill 
jag lyfta fram hypoteskartan som verkat vägledande i såväl design som i 
analys i Studie 2. Hypoteskartan har även i Studie 2 verkat för att synliggöra 
forskningsprocessen och hur de teorier som använts i studien satts i arbete. 
Det handlar om att göra forskningen transparent för andra, något som 
Cobb och Gravemeijer (2008) menar ofta är ett problem, de skriver, ”olyck-
ligtvis så misslyckas designforskare ofta med att formulera nyckelkonstrukt-
ioner för vad de använder när de gör tolkningar” (s. 74, min översättning). 
I metoden har jag sökt synliggöra forskningsprocessen genom hypoteskar-
tan och detaljerade beskrivningar av tolkningar som gjorts. Vidare har även 
övergången mellan hypoteskartan och designprinciper beskrivits.  
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Fortsatt forskning 
En viktig aspekt har i Studie 2 varit att konstruera lämpliga uppgifter i den 
digitala miljön för att eleverna ska börja att agera i och koordinera visuali-
seringsprocesser i relation till figurer. En uppgiftstyp som visat sig kunna 
stimulera sådana ageranden är UAB-uppgifter. En tänkbar fortsättning är 
att fokusera uppgifter och mer på djupet undersöka egenskaper hos uppgif-
ter som gör att elever vid visualisering kan ta steget från ageranden i per-
ceptuell VP, till ageranden i och koordinering med både operativ- och dis-
kursiv VP. Om även sådan forskning riktar in sig mot uppgifter vilka skapas 
för digitala miljöer ökar antalet möjliga egenskaper i uppgiftens design.  

En andra aspekt som lyfts fram är agerande i operativ VP. Michael (2013) 
har dokumenterat att elevers sätt att agera i operativ VP ofta är begränsade. 
Vid uppgiftslösning finns det alltid olika sätt att göra förändringar i figurer. 
För varje sådan möjlig operation finns det enligt Duval (1999) visuella va-
riabler vilka endera hos eleven aktiverar eller hindrar synligheten för den 
relevanta underfiguren och möjliga operationen som bidrar till att eleven 
finner vägar framåt i uppgiftssituationen. Dessa visuella variabler, är något 
som bör beaktas i undervisning, men öppnar även upp ett område för fram-
tida forskning i syfte att öka vår förståelse för de sätt som elever visualiserar 
figurer på. 

Avslutningsvis en tredje aspekt. Två av designprinciperna kan sägas vara 
riktade mot lärarens sätt att utnyttja den digitala miljön, till exempel de-
signprincipen informativ flexibilitet, vilken beskriver att det är miljön som 
är flexibel. Men principen handlar även i någon mening om att lärare skall 
ges verktyg för att parera för och anpassa undervisningen utifrån skeenden 
under lektionen. I en interaktion med eleverna så kan även läraren utveckla 
sin förståelse för hur hen kan agera i vissa uppkommande situationer och 
ett begrepp för den typen av situationer är adaptiv expertis (adaptive exper-
tise) (Timperley, 2013). Adaptiv expertis kan beskrivas som innovativa och 
kreativa kompetenser, en lyhördhet och en benägenhet att utveckla sin 
undervisning (Savickas, 2005). Vidare beskriver Tsui (2009) att adaptiv ex-
pertis utvecklas genom att lärare utför situationsspecifika observationer och 
processer av reflektion kring sina egna ageranden. Timperley (2013) har 
tagit fram ett ramverk innehållande ett antal principer för hur blivande lä-
rare kan utveckla sin adaptiva expertis. Jag tänker mig att de framtagna 
designprinciperna och speciellt informativ flexibilitet kan i fortsatt UDF, 
tillsammans med lärare studeras inom ramen för sådana former av ramverk 
för att bygga förståelse för hur lärare kan utveckla adaptiv expertis när 
undervisningen sker i digitala miljöer.  
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Bilagor 
Lektion 1, 60 min 

 
Syfte och lärandemål 
Få elever medvetna om vikten av och hur resonemang kan föras kring geo-
metriska begrepp och deras relationer med varandra i figurer.  
 
Material 

• Länkar till Geogebra för lärarledd genomgång  
• Länk till Geogebrabok att distribuera till elever 

 
Lektionsstruktur: 
 

I) Lektionen inleds med en lärarledd genomgång där två exempel 
diskuteras (ex A & B), i syfte att börja leda eleverna mot att stu-
dera figurer närmare efter en första blick. 

II) Eleverna arbetar med tre uppgifter i Geogebra vilka bygger på for-
meln för triangelns area. 

III) Avslutningsvis går läraren igenom uppgifterna, med stöd av ele-
vers slutsatser och gjorda noteringar på den digitala anslagstavlan 
(Padlet). 

 
Aktivitet I 
 
Vad?  
Eleven ska erfara och lära sig att det utifrån en initial perceptuell avläsning 
av figurer ofta fordras att hen mera ingående studerar figurer för att urskilja 
egenskaper i dem och utifrån detta finna vägledning och förmå föra resone-
mang i undersökande aktiviteter. 
 
Hur? 
IA) (8min) 
 
Lärarledd diskussion med stöd av applet  
(Bilden visas endast av läraren) 
 
Uppgift: Rektangel inskriven i en kvartscirkel  
(Bestäm längden av den streckade diagonalen) 

Bilaga 1. 
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Arbetsgång  
1. Eleverna arbetar med uppgiften enskilt 
2. Därefter diskussion och arbete med uppgiften i par 
3. Helklassdiskussion, lyssna in i grupperna så du har en grupp som 

kan visa och argumentera. Lämpliga frågor: 
a. Vad finns det i den här bilden som kan hjälpa oss? 
b. Kan du motivera det? Kom fram till tavlan och visa. 
c. Varför är AC = DB? Vilka antaganden måste du göra då? 

Diskutera i paren. 
d. Varför är DB = 10? Diskutera i paren. 
e. Spelar det någon roll om vi drar i B? Varför/varför inte? 
f. Vi försöker identifiera olika egenskaper i figuren, och 

funderar över hur denna information kan hjälpa oss att 
lösa problemet.  

IB) (8min) 
 
Uppgiften Den röda arean  
(Hur stor area har det röda området?) 
 
Arbetsgång 

1 Eleverna arbetar med uppgiften enskilt 
2 Därefter diskussion och arbete med uppgiften i par 
3 Helklassdiskussion, lyssna in i grupperna så du har en grupp som 

kan visa och argumentera. Lämpliga frågor: 
a) Vad finns det i den här bilden som kan hjälpa oss? 
b) Kan du motivera det? Kom fram till tavlan och visa. 
c) I applikationen finns stödlinje och symmetrilinje vilka kan fungera 

som stöd för läraren i diskussionen 
d) När eleven t.ex. säger ”den röda passar där uppe i hörnet” Kan vi 

vara säkra på det? Varför? Diskutera i paren. 

Varför? 
Figurer och deras egenskaper är en viktig del i grundskolans matematik. 
Den bärande tanken är att eleven i mötet med avbildade figurer lär sig att 
visualisera figuren och dess underfigurer och kan förklara egenskaper hos 
figurerna och nyttja dessa till beräkningar i olika matematiska samman-
hang, t ex vid beräkning av figurens area.  
 
Aktivitet II (40min) 
Vad?  
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Eleverna ska utveckla sin förmåga att identifiera underfigurer i 2D-figurer 
som förutsättning för ett resonemang om triangelns area. Här ges eleven 
möjlighet att själv arbeta med formeln för triangels area och argumentera 
för dess giltighet med stöd av digitala verktyg i form av manipulerbara tri-
anglar i applikationen. 
 

Triangel 1 𝐴𝐴 =
𝑏𝑏
2
∙ ℎ ”halva basen” 

Triangel 2 𝐴𝐴 = 𝑏𝑏 ∙
ℎ
2

 ”halva höjden” 

Triangel 3 𝐴𝐴 =
𝑏𝑏 ∙ ℎ

2
 ”halva rektangeln” 

 

Hur? 
Eleverna arbetar med triangel 1 i par, enligt frågorna i Geogebra-boken. 
Diskutera sedan deras resonemang som publicerats i Padlet, är det något 
utav inläggen eleverna tycker är extra intressant/innehållsrik? Varför? Dis-
kutera några inlägg kort. Be därefter eleverna att gå vidare med triangel 2 
och 3. Idealiskt så är det åtminstone några par som hunnit genom alla tre 
trianglar efter 30min (totalt). Om något elev-par är färdiga innan 20min 
har gått, uppmana dem att gå vidare till extrauppgifterna. Efter 30min, bryt 
för helklass utifrån slutsatserna publicerade i Padlet 
 
Applikation 1 – 3 
Undersök och beskriv vad Geogebra-applikationen hjälper till att visa enligt 
dig.  
Arbetsgång 

1. Arbeta med uppgiften enskilt 
2. Diskutera och arbeta med uppgiften i par och skriv in i padlet vad 

ni kommer fram till 
3. Läraren och eleverna tittar tillsammans på elevernas noteringar i 

Padlet efter undersökningen av triangel 1. 

Varför? 
Eleverna ska erbjudas möjlighet att utveckla förmågan att identifiera figu-
rers egenskaper och använda algebraiska uttryck, vilka i sig har stor bety-
delse inom området geometri, när eleven för resonemang om geometriska 
relationer och formler. Eleverna ska även erbjudas möjlighet att resonera 
om och hur man inom matematiken avgör om något är sant eller inte.   
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Lektion 2, 60 min 
 
Syfte och lärandemål 
Genom arbete med att hos tredimensionella geometriska figurer identifiera 
begränsningsytor och bestämma deras beskaffenhet erhålla förståelse för 
hur sådana figurer är uppbyggda, detta för att erhålla redskap att utföra 
olika beräkningar såsom begränsningsarea. 
 
Material 

• Länk till Geogebra för lärarledd genomgång              
• Länk till Geogebra för distribution till elever          

 
Introduktion (3min) 
”I dagens lektion kommer vi att arbeta mer med figurers uppbyggnad och 
vi kommer att arbeta med så kallade nets” 
 
Lektionsstruktur: 
Lektionen inleds med en lärarledd genomgång där ett exempel diskuteras 
(pyramiden). 
Eleverna arbetar med uppgiften att skapa ett ”nets” av ett växthus i Geoge-
bra-miljö 
Avslutningsvis diskuterar läraren elevernas beräkningar utifrån elevernas 
skapade ”nets”. 
 
Aktivitet I (10 min) 
Vad? 
Eleverna ska erbjudas diskutera och identifiera sidoytorna som bygger upp 
en pyramid och hur de är beskaffade, utifrån detta erhålla förståelse för hur 
figurer är uppbyggda av underfigurer för att erhålla redskap för att beräkna 
begränsningsarea av tredimensionella figurer. 

 
Hur? 
Lärarledd diskussion med stöd av applet, där fokus i detta fall ligger i hur 
utvikningen kan hjälpa eleverna att bygga förståelse för pyramidens upp-
byggnad.  

 
 
 

 

Bilaga 2. 
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Varför? 
Figurer och deras uppbyggnad och egenskaper är centrala aspekter av geo-
metrisk förståelse. Övningen syftar till att eleverna utvecklar förmågan att 
använda matematiska begrepp, i detta fall längd, bredd och höjd och på 
sådant sätt utvecklar de kunskaper om begreppen såväl som de figurer de 
är knutna till. 

 
Aktivitet II (50 min) 
Vad? 
Eleverna ska arbeta med konstruktion av geometriska figurer för att erbju-
das att med stöd av digitala verktyg träna på och utveckla kunskaper om 
konstruktioner. 
 
Hur? 
Eleverna ska i Geogebra-applikationen konstruera ett så kallat ”nets” av ett 
växthus. De utför samtidigt beräkning av de olika figurerna i nätet. Dessa 
beräkningar och bilder ligger på slutet av lektionen som grund för den av-
slutande diskussionen. Uppgiften är som följer. 

 
Uppgift med växthus 
Per visar stolt sitt nya växthus för Edward  
(se bild). Edward suckar och påstår att det  
måste ha gått åt minst 25m2 plast för att  
tillverka huset. Stämmer detta? 
 
Er uppgift är att med verktyget konstruera ett ”nets” samt räkna ut hur 
mycket plast det går åt om Per som är 180 cm ska kunna stå rak i växthuset 
på alla ställen. Storleken på basytan är 3m2. Huset är konstruerat så att ett 
lager plast finns i botten (som trallen lägges på). 
 
Använd verktygen för att konstruera ett plant nät till huset Villkoren finner 
du ovan. Beräkna den totala begränsningsarean för växthuset 

Varför? 
Eleven ska i undervisningen erbjudas med att stöd av digitala verktyg un-
dersöka och dra slutsatser om geometriska figurer och begreppen knutna 
till dem. Vidare ska eleven i arbete med pyramiden möta metoder för be-
räkningar av olika storheter hos tredimensionella figurer.  

Foto: P. Markkanen 
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Lektion 3, 60 min 
 

Syfte och lärandemål 
Eleven erbjuds genom arbete med konstruktionsuppgifter att agera i visua-
liseringsprocesser och därmed ges möjlighet att bygga förståelse för geomet-
riska begreppsliga strukturer som grund för resonemang.  
 
Material 
Lärarlänk … 
Elevlänk. ... 
 
Introduktion (3 min) 
Uppföljning av lektion 2. Berätta att dagens lektion ska innehålla fortsatt 
arbete med konstruktion av figurer, men då av något svårare tredimension-
ella figurer. 
 
Lektionsstruktur: 
Uppgiften chokladaskproblemet presenteras. Eleverna arbetar med uppgift 
i Geogebra. Avslutningsvis diskuterar läraren uppgiften genom valda elev-
arbeten 
 
Aktivitet (60 min) 

Vad? 
Eleverna arbetar med och resonerar kring tredimensionella figurer, för att 
behärska att identifiera underfigurer som bygger upp tredimensionella figu-
rer och därefter konstruera tvådimensionella nät 

Hur? 
Eleverna arbetar i Geogebra-miljö med att skapa ”nets” av två olika Oble-
roneförpackningar. Ur detta ska de beräkna begränsingsarea av de olika 
förpackningarna och göra jämförelser med stöd av sina nets och beräk-
ningar samt föra resonemang om detta. Uppgiften är som följer. 
 
CHOKLAD 
Obleronechoklad säljs i två sorters förpackningar. Den lilla förpackningen 
är i form av ett prisma där basytan är en liksidig triangel med sidan 3cm (se 
bild nedan). Chokladen säljs även i förpackningar som innehåller 6st, men 
då saknas mellanväggar i förpackningen. En sådan förpackning får formen 

Bilaga 3. 
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av ett prisma med en regelbunden hexagon som basyta, vars sidor är 3cm. 
Längden på förpackningarna är 25 cm. 
 
 
 
 
 
         
Uppgift 
Konstruera en plan utvikt kartong av båda förpackningarna. Beräkna be-
gränsningsarean på båda kartongerna. Redovisa dina beräkningar. Hur 
mycket mindre kartong går det åt för att tillverka den stora förpackningen 
jämfört med sex små förpackningar. 

 
Fördjupningsuppgift 
Per påstår att genom att sälja chokladen i sådana förpackningar om 6st kan 
företaget spara 75% av förpackningsmaterialet jämfört med att sälja dem 
styckvis. Stämmer Pers påstående?  

Varför? 
En viktig del i elevers kunskapsutveckling om geometriska figurer är att ele-
ven övar på att skapa konstruktioner av dem. Vidare ska eleven erbjudas 
möjligheter att i undersökande verksamhet diskutera olika metoder för be-
räkning av area hos geometriska figurer, samt enhetsbyten i samband med 
detta. 
 

Bild: A. de Laval 
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