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S ammanfattning/Abstract 

I denna studie analyserades potentialen av ett dynamiskt matematikprogram när elever arbetar med translation av funktionsgrafer och använder 

ett undersökande arbetssätt. I studien användes det dynamiska matematikprogrammet GeoGebra. Åtta elever i åldern 16 –17 år arbetade parvis 

med en sextio minuter lång workshop, innehållande uppgifter som behandlade translation av funktioner på formen 𝑓(𝑥 + 𝑑) + 𝑐 , där konstan-

terna 𝑑 och 𝑐  varierades med GeoGebra. Skärm- och ljudinspelning gjordes på elevernas datorer och samlades in för analys. Därtill samlades 

också elevernas skriftliga svar på uppgifterna i workshopen in. Ett urval av data gjordes: tre av de fyra inspelningarna valdes ut att analyseras och 

därtill begränsades transkribering till 5 av 9 uppgifter i workshopen. Analysen gjordes inom det teoretiska ramverket semiotisk mediering (Bar-

tolini Bussi & Mariotti, 2008). Genom systematisk kodning skapades 90 koder som sedan genom axial kodning arbetades fram till 4 centrala 

teman: eleverna uttrycker att 𝑐  är detsamma som 𝑚-värde; eleverna refererar till att 𝑐  och 𝑑 flyttar grafen, utan att specificera riktning; eleverna 

anger riktning grafen flyttar för positiva 𝑐  och 𝑑 och eleverna talar om att 𝑑 gör så att det blir nya 𝑥-värden. Resultatet av studien visar att det 

finns en potential med dynamiska matematikprogram att ge en ingång för elever att tolka innebörden av translation, men en utmaning eleverna 

möter i arbetet är att förstå den bakomliggande matematiken. Resultatet visar även att eleverna gjorde beskrivningar av translation men inte 

förklaringar och att det speciellt var svårt att försöka förklara varför  olika värden konstanten 𝑑 påverkar grafen som den gör. Det identifierades 

också att två grupper tolkade konstanten 𝑐  som 𝑚-värde (det vill säga hänvisar till 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚) vilket hävdas visa ett möjligt utvecklingsbehov 

av teorin om semiotisk mediering. 

(Eng.: In this study the potential that resides in a dynamic mathematics software to support students’ work with translation of function graphs 

when they work exploratory was analysed. In the study the dynamic mathematics software GeoGebra was used. Eight students in the age 16-17 

worked in pairs in a sixty-minute-long workshop that was comprised of tasks that deals with the translation of functions of the form 𝑓(𝑥 + 𝑑) +

𝑐 , where the constants 𝑑 and 𝑐  were varied using GeoGebra. Data was collected in the form of screen and audio recordings made using the 

computers of the students. The students written answers were also collected. A selection of the collected data was made and analysed: three of 

the four recordings were chosen for analysis and these were furthermore limited to be only transcribed for 5 of the 9 tasks i n the workshop. The 

analysis was made using the theory of semiotic mediation (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008). Systematic coding resulted in 90 codes which then 

through axial coding produced 4 central themes: the students express that 𝑐  is the same as 𝑚 (as in 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚); the students refer to 𝑐  and 

𝑑 as moving the graph, without specifying direction; the students specify the direction the graph moves for positive 𝑐  and 𝑑 and the students talk 

about 𝑑 making new 𝑥-values. The result of the study shows that there is a potential with dynamic mathematics software to promote students’ 

creation of meaning of translation, but a challenge students encounter is to understand the underlying mathematics. The results also show that 

students made descriptions of translation but did not provide explanations, and that they especially had difficulties to explain why varying values 

of the constant 𝑑 affects the graph the way it does. In addition, the study also identified that two groups interpreted the constant 𝑐  as the same 

as 𝑚 in the linear equation 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚 , which here claims to show a possible need to elaborate the theory of semiotic mediation.) 

 

 

Ny ckelor d Artefakter, dynamiska matematikprogram, funktioner, GeoGebra, matematikundervisning, semiotisk mediering, translation, undersö-

kande arbetssätt 
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1. Inledning 
Den ökade tillgången till datorer i skolan gör det möjligt för elever att till högre grad använda 

andra digitala verktyg än grafritande miniräknare i matematikundervisningen. I studiet av funkt-

ioner ges exempelvis möjligheten att istället använda dynamiska matematikprogram (beskrivs 

nedan), som kan utnyttjas för att till exempel visualisera hur en grafs placering eller form på-

verkas när värden på konstanter i funktionen ändras. I den studie som återges här har denna 

möjlighet använts för att undervisa elever om translation av funktionsgrafer. För en graf till 

𝑓(𝑥 + 𝑑) + 𝑐 gäller det att additionen av en konstant 𝑑 > 0 till argumentet translaterar (paral-

lellförskjuter; Kiselman & Mouwitz, 2008) grafen i negativt 𝑥-led (horisontell translation) och 

att additionen av en konstant 𝑐 > 0 till funktionsvärdena translaterar grafen i positivt 𝑦-led 

(vertikal translation). Om elever undersöker detta i dynamiskt matematikprogram, hur kommer 

de då tolka translation av funktioner? Kommer de kunna förklara varför 𝑑 och 𝑐 påverkar gra-

fen som de gör? Dessa frågor kan vara viktiga söka svar på för att ge lärare insikt i hur under-

visning om translation av funktioner kan påverkas av användandet av dynamiska matematik-

program. Jag har därför i en fallstudie undersökt potentialen av ett dynamiskt matematikp ro-

gram när elever arbetar med translation av funktioner och ett undersökande arbetssätt. I studien 

återges en workshop i vilken åtta elever deltog där data samlades in genom att göra skärm- och 

ljudinspelningar på elevernas datorer samt genom att samla in elevernas skriftliga svar på upp-

gifterna i workshopen. 

Att studiet av funktionsbegreppet är viktigt för gymnasieelever råder det inga tvivel om, då 

begreppet behandlas i matematikkurserna 1a till 4 (Skolverket, 2011) vilket utgör nästan alla 

matematikkurser på gymnasiet. Dock är det en öppen fråga om kursinnehållen också inbegr iper 

translation av funktioner, då detta begrepp inte nämns i någon av kursplanerna (Skolverket,  

2011). I det centrala innehållet till matematematikkurs 2c kan man dock läsa att undervisningen 

ska behandla ”konstruktion av grafer till funktioner samt bestämning av funktionsvärde och 

nollställe, med och utan digitala verktyg” (Skolverket, 2011, s. 116). En tolkning av detta utdrag 

är att elever ska lära sig vad translation av funktioner är, då elever med hjälp av att translatera 

funktioner kan konstruera grafer till andra funktioner än ursprungsfunktionen.  

I utdraget från kursplanen ovan nämns också att digitala verktyg kan användas för att konstruera 

grafer, vilket motiverar att dynamiska matematikprogram används. Ett dynamiskt matematik-

program är i all enkelhet en kombination av ett dynamiskt geometriprogram och CAS (compu-

ter algebra system), vilka är digitala verktyg som förser användaren med hjälpmedel för att 

konstruera och studera samband mellan geometriska objekt som punkter, linjer och cirklar re-

spektive att hantera symboler. Ett dynamiskt matematikprogram består således av båda dessa 

delar (Hohenwarter & Jones, 2007), men kan också innehålla andra komponenter så som ex-

empelvis kalkylblad och statistikverktyg (Sandall, 2015). Ett dynamiskt matematikprogram kan 

därmed vara lämpligt att använda i studiet av translation av funktionsgrafer då både algebraiska 

och grafiska representationer av funktioner kan visas samtidigt. 

Forskare uttrycker att kunskap om translation är viktigt i universitetsstudier (Lage & Trigueros 

Gaisman, 2006; Baker, Hemenway & Trigueros, 2000) och att med hjälp av dynamiska mate-

matikprogram kan ämnet framgångsrikt behandlas på grundskolenivå (Daher & Anabousy, 

2015). Studier vittnar dock om att det kan finnas problem med att elever memorerar regler för 

translation av funktionsgrafer (Lage & Trigueros Gaisman, 2006; Zaskis, Liljedahl & 

Gadowsky, 2003) och inte förstår den bakomliggande matematiken. Det lyfts i forskningslit te-
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raturen vidare fram att dynamiska matematikprogram kan främja en laborativ matematikunder-

visning och ett undersökande arbetssätt (som innebär att elever själva kan upptäcka och testa 

olika matematiska samband), som vidare kan understödja att elever utvecklar matematiska re-

sonemang (upptäcker mönster, verifierar och förklarar hypoteser, motiverar och generalisera r) 

(Brunström, 2015). Möjligtvis kan då undervisning om translation av funktioner med ett under-

sökande arbetssätt hjälpa elever att skapa förståelse för den bakomliggande matematiken och 

vad translation innebär.  Detta motiverar föreliggande studie ytterligare, då en studie av poten-

tialen av ett dynamiskt matematikprogram kan ligga till grund för förståelse för hur lärare kan 

behöva designa undervisningssekvenser om ämnet i fråga och vad för olika tolkningar av trans-

lation som elever gör lärare kan behöva bemöta. 

2. Syfte 
Denna studie ämnar undersöka elever som använder ett dynamiskt matematikprogram till att 

studera translation och ge en insikt i hur undervisning om ämnet kan designas och vad för olika 

tolkningar av translation elever gör. Syftet med studien är att analysera potentialen av det dy-

namiska matematikprogrammet när elever arbetar med translation av funktioner. För att ge-

nomföra denna studie väljs programmet GeoGebra (beskrivs i avsnitt 5.3). Frågeställningen för 

studien är: 

• Vilken potential har ett undersökande arbetssätt med GeoGebra för att främja elevers 

meningsskapande om translation av funktioner och vilka utmaningar möter eleverna i 

arbetet? 

3. Rapportens struktur 
Efter att ha inledningen och studiens syfte presenterad fortsätter rapporten med att beskriva det 

teoretiska ramverket för studien och återge den bakgrundslitteratur som använts. Därefter redo-

görs för metod och resultat som sedan diskuteras. Rapporten avslutas med implikationer för 

matematikundervisningen och förslag på vidare forskning. 

4. Teoretiskt ramverk 
Det teoretiska ramverket för denna studie utgår från ett sociokulturellt perspektiv (Vygotskij, 

1934/1986) och bygger speciellt på teorin om semiotisk mediering så som det är beskrivet av 

främst Bartolini Bussi och Mariotti (2008). Teorin om semiotisk mediering har rötter i ett 

Vygotskijanskt perspektiv på lärande och avsnittet börjar med att beskriva begreppet artefakt, 

som har en särskild betydelse i semiotisk mediering, sedan beskrivs mediering och slutligen 

semiotisk mediering. 

4.1 Begreppet artefakt 

Utifrån ett Vygotskijanskt perspektiv förmedlar redskap kunskap och erfarenheter mellan män-

niskan och omvärlden (Säljö, 2010). Människan samspelar med redskap, fysiska eller språkliga, 

för att utföra bedrifter som annars inte vore möjliga och i detta samspel blir redskapen tecken-

bärare (Säljö, 2010; Bartolini Bussi & Mariotti, 2008). Exempelvis så kan människans fingrar 

vid räkning användas för att slippa hålla siffror i huvudet och fingrarna blir då teckenbärare för 

räkning (Säljö, 2010). Tecken används i litteraturen i vid mening, från gester till sofistikerade 

matematiska semiotiska system (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008), men kännetecknas alla av 

att de som producerar eller använder dem gör så avsiktligt (Arzarello, 2006). Arzarello (2006) 
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ger exemplet att ett fotavtryck på en sandstrand inte är ett tecken förrän Robinson Crusoe av-

siktligt använder det för att dra slutsatsen att en ytterligare invånare finns på ön. 

Säljö (2010) nämner att traditionellt görs en åtskillnad mellan fysiska och språkliga redskap, 

där fysiska redskap kallas för artefakter, men framhåller att det är bättre att använda begreppet 

kulturella redskap, som åsyftar att artefakter har både fysiska och språkliga aspekter. Exempel-

vis är en karta ett fysiskt redskap, men användning av den förutsätter språkliga och symboliska 

konventioner för att kunna avläsa vägar och samhällen. Därav har kartan både en fysisk och 

språklig aspekt och kan då kallas för ett kulturellt redskap. I denna studie kommer dock begrep-

pet artefakt användas då det är detta begrepp som används i litteratur om semiotisk mediering, 

men begreppet ska då här åsyfta det som Säljö (2010) benämner kulturella redskap. En artefakt 

i semiotisk mediering är vidare det materiella eller symboliska verktyget i sig självt, vilket då 

alltså kan vara fysiskt och/eller språkligt, men speciellt anger begreppet artefakt att objektet är 

externt för människan att använda (Drijvers, Kieran & Mariotti, 2010). I denna studie är den 

artefakt som studeras det dynamiska matematikprogrammet GeoGebra.  

4.2 Mediering 

Begreppet mediering är vida använt i litteratur med ett sociokulturellt perspektiv på lärande och 

har sitt ursprung i Vygotskijs idéer (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008; Säljö, 2010). Begreppet 

åsyftar i all sin enkelhet möjligheten för oss människor att med artefakter (kulturella redskap) 

förmedla kunskap mellan varandra och förstå och agera med omvärlden (Bartolini Bussi & 

Mariotti, 2008; Säljö, 2010). Inom matematikundervisningen används artefakter (penna-och-

papper, miniräknare, dynamiska matematikprogram etc.) för att lösa matematiska uppgifter 

(uppgift används här i vid mening) och genom detta arbete förmedlas (medieras) matematisk 

kunskap (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008). 

Figur 1 illustrerar en vanlig representation av läroprocessen i termer av mediering (Jones, 2000, 

s. 2; Min översättning av begreppen i figur). Modellen har sitt ursprung i Vygotskijs och hans 

medarbetare Leontievs idéer om mediering (med begreppen subjekt och objekt istället för elev 

respektive matematik) och illustrerar att vi människor tänker i omvägar – vi ser och agerar med 

omvärlden genom medierande artefakter (Säljö, 2010). I figuren illustrerar den streckade linjen 

att eleven bildar sig kunskap i matematik genom att gå en ”omväg” via en medierande artefakt. 

En sammanfattning av modellen i Figur 1 är att artefakter är ett medel för att ge tillgång till 

matematisk kunskap (Drijvers et al., 2010). Artefakter fungerar alltså inte bara som verktyg för 

att genomföra en konkret handling, som att använda en linjal för att dra ett rakt streck, utan 

också för att lära matematik (Drijvers et al., 2010). Dock ska mediering inte tolkas som att 

Figur 1. Modell för mediering (Jones, 2000, s. 2; Min översättning av 

begrepp i figur). Streckad linje illustrerar att eleven medieras kunskap 

i matematik via en medierande artefakt. 
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artefakter helt enkelt underlättar för mentala processer som skulle funnits utan artefakterna, 

utan att artefakterna fundamentalt formar och omvandlar dessa processer (Jones, 2000). Där-

med är det väsentligt att förstå hur användandet av olika artefakter och de matematiska koncept 

som medieras med dessa artefakter påverkar lärande i matematik (Jones, 2000). Med utgångs-

punkt i Vygotskijs idéer har en mer sofistikerade teori om mediering utvecklats, teorin om se-

miotisk mediering, vilken redogörs för nedan. 

4.3 Semiotisk mediering 

Utgångspunkten för semiotisk mediering är den dubbla semiotiska länken hos de tecken som 

generas vid användandet av en artefakt (Drijvers et al., 2010); å ena sidan generas tecken som 

är specifikt besläktade med uppgiften som avses lösas och artefakten som används och å andra 

sidan är dessa tecken besläktad med det som avses att medieras (Bartolini Bussi & Mariotti, 

2008). Inom matematikundervisningen kan detta uttryckas på följande vis; genom arbete med 

artefakter för att lösa matematiska uppgifter skapar sig elever personliga tecken relaterade till 

artefakterna och uppgifterna och samtidigt kan dessa tecken motsvara matematiska tecken så 

som de känns igen av matematiker (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008). Denna dubbla semiotiska 

länk hos en artefakt kan på så vis ge upphov till semiotisk mediering och inte endast mediering, 

vilket vidare kallas för den semiotiska potentialen hos en artefakt (Bartolini Bussi & Mariotti, 

2008). Annorlunda uttryckt så är den semiotiska potentialen hos en artefakt den potential att 

matematiska tecken framträder när elever löser uppgifter med artefakten (Turgut, 2015). 

Notera att det ovan sägs att artefakten kan ge upphov till semiotisk mediering. Om olika arte-

fakter sätts i händerna på elever uppstår per automatik inte en semiotisk mediering, och om så 

gör så sker troligen inte en önskad semiotisk mediering (det vill säga som leder mot det speci-

fika didaktiska målet). Däremot kan en expert (exempelvis läraren) exploatera den semiotiska 

potentialen hos en artefakt (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008), och vi har nu nått en viktig och 

central punkt i teorin om semiotisk mediering. En lärare som är medveten om vilka möjlighe ter 

en artefakt har att framkalla både matematiska och personliga tecken kan designa didaktiska 

interventioner med artefakten för att avsiktligt mediera matematiskt innehåll till eleverna (Bar-

tolini Bussi & Mariotti, 2008). Lärarens roll blir därmed central för att artefakters semiotiska 

potential utnyttjas i undervisningen på ett sätt så att målen med undervisningen uppnås. Bar-

tolini Bussi och Mariotti (2008) har utvecklat en ram för design och analys av undervisnings-

sekvenser som understödjer semiotiska processer, vilken de kallar för den didaktiska cykeln, 

och denna ram beskrivs nedan. 

4.4 Den didaktiska cykeln 

En undervisningssekvens utifrån den didaktiska cykeln består av iterationer av tre olika aktivi-

teter i en cykel, där varje aktivitet riktar in sig på olika delar av den semiotiska processen: (i) 

aktiviteter med artefakten, (ii) individuell produktion av tecken och (iii) kollektiv produktion av 

tecken (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008). Följande genomgång av dessa aktiviteter bygger på 

Bartolini Bussi och Mariottis (2008) beskrivning av didaktiska cykeln: 

(i) aktiviteter med artefakten: eleverna arbetar med uppgifter och problem som löses 

med hjälp av artefakten. Detta steg startar den didaktiska cykeln och syftar till att 

eleverna ska skapa personliga tecken relaterade till artefakten och uppgiften. Det är 

lämpligt att eleverna arbetar i exempelvis par för att genom social interaktion främja 

skapandet av dessa tecken. 
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(ii) individuell produktion av tecken: eleverna arbetar enskilt, exempelvis genom hem-

arbete, för att göra individuella bidrag till utvecklingen av tecken mot de formellt 

matematiska. Viktigt i detta steg är att eleverna får skriva ned och rita figurer som 

ska återge elevernas reflektioner och funderingar från steg (i). Detta syftar till att 

eleverna ska ta ett steg mot att producera tecken som är mindre besläktade med den 

direkta aktiviteten med artefakten. 

(iii) kollektiv produktion av tecken: cykeln avslutas med en kollektiv diskussion om ele-

vernas erfarenheter, observationer och reflektioner som genererats i steg (i) och (ii). 

Oftast startas den av läraren och syftar till att utveckla eleverna personliga tecken 

mot matematiska tecken. I detta steg är det viktigt att ta tillvara på de personliga 

tecken eleverna bildat sig och utnyttja den dubbla semiotiska länken som beskrivits 

tidigare. 

Den didaktiska cykeln syftar till att utveckla elevernas tecken från personliga och besläktade 

med artefakten och uppgiften till de matematiska tecken som är målet med undervisningen. 

Bartolini Bussi och Mariotti (2008) har identifierat tre kategorier av tecken som anger graden 

av hur besläktade tecknen är med artefakten och matematikens domän: artefaktiska tecken, 

pivoterande tecken och matematiska tecken. 

 
Figur 2. Modell av semiotisk mediering med en artefakt och kategorier av tecken (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008, s. 757; 
Min översättning). En uppgift löses med artefakten och då skapas artefaktiska tecken, som innehåller tecken från både arte-

fakt och uppgift. Artefakten är samtidigt en produkt från matematikens domän och innehåller således matematiska tecken. 

Artefaktiska tecken hänvisar till termer, uttryck och handlingar som är produkter av den direkta 

användningen av artefakten. Artefaktiska tecken framträder genom aktiviteter med artefakten 

och refererar till specifika delar av artefakten och/eller till de handlingar som utförs med arte-

fakten. Matematiska tecken hänvisar helt enkelt till den matematiska kontexten, det vill säga 

den matematik så som den känns igen av matematiker, vilket innebär exempelvis termer som 

hänvisar till definitioner, påståenden och bevis. Matematiska tecken är målet med den semio-

tiska medieringen. Pivoterande tecken hänvisar till rörelsen från artefaktiska tecken till mate-

matiska tecken och är ett steg i processen att generalisera bortanför artefakten mot matemati-

kens domän. Dessa tecken kan ta sig till uttryck genom att referera till specifika handlingar med 

artefakten men som också har en motsvarighet i matematikens domän. Pivoterande tecken kan 

tjäna som viktiga stötestenar för läraren att guida elever till matematikens domän. Figur 2 illu-

strerar den semiotiska processen i termer av dessa kategorier av tecken (Bartolini Bussi & Ma-

riotti, 2008, s. 757; Min översättning). 
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4.5 Att undersöka potentialen med dynamiska matematikprogram för att 

främja elevers meningsskapande 

Studien avser att analysera vad för potential och utmaningar det finns att med dynamiska ma-

tematikprogram främja elevers meningsskapande av translation när de arbetar undersökande. 

Som lyfts fram ovan är utgångspunkten inom semiotisk mediering möjligheten för artefakter 

att dels utveckla personliga tecken, som kan referera till både det konkreta arbetet med artefak-

ten och till tolkningar av situationen, och dels utveckla formella tecken (Bartolini Bussi & Ma-

riotti, 2008). Ju större möjlighet som finns hos en artefakt att utveckla både personliga och 

formella tecken desto högre semiotisk potential har artefakten (se avsnitt 4.3). I Säljös (2010) 

terminologi bildar sig elever genom arbete med kulturella redskap spontana och vardagliga 

begrepp för att beskriva sina erfarenheter, som står i kontrast till vetenskapliga och institution-

ella begrepp. Vetenskapliga och institutionella begrepp möter elever genom introduktion och 

förklaring av någon annan, oftast läraren, och uppstår därmed inte ”spontant” (Säljö, 2010). 

Utifrån Bartolini Bussi och Mariotti (2008) och Säljö (2010) undersöks i denna uppsats poten-

tialen hos GeoGebra genom att analysera de personliga artikuleringar eleverna gör av erfaren-

heter, observationer och slutsatser i arbetet med workshopen, för att vidare kunna identifiera 

huruvida eleverna utvecklar matematiska tecken eller ej. Dessa personliga artikuleringar kan 

alternativt också kallas för elevernas subjektiva meningsskapande av translation. Med subjek-

tivt meningsskapande menas i detta arbete hur eleverna använder GeoGebra och försöker skapa 

personlig mening med uppgifter och redskap och således undersöks i denna studie redskapets 

potential genom att analysera elevernas meningsskapande. För att kunna genomföra ett sådant 

studium är det centralt att analysera hur eleverna pratar och formulerar sig när de arbetar med 

artefakten och hur de använder artefakten. I avsnitt 6.4 beskrivs hur data insamlats för att kunna 

göra detta och i avsnitt 6.6 beskrivs hur analysen genomförts i den här studien. 

4.6 Sammanfattning av teoretiska ramverket 

Denna studie vilar på teorin om semiotisk mediering (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008) som 

föreskriver att artefakter har en semiotisk potential. Denna potential inbegriper möjligheten att 

å ena sidan framkalla tecken som är besläktade med artefakten och uppgiften som artefakten 

används till för att lösa men å andra sidan även framkalla tecken som är besläktade med mate-

matik så som den känns igen av matematiker. Idéen om en didaktisk cykel växer ur detta fram 

som en ram för design av didaktiska interventioner som avsiktligt tar tillvara på denna semio-

tiska potential hos artefakten. Genom denna cykel kan en utveckling av tecken ske, från arte-

faktiska till matematiska tecken, där pivoterande tecken särskilt kan användas av läraren för att 

understödja denna rörelse. 

5. Bakgrundslitteratur 
I detta avsnitt redogörs för tidigare forskning om undervisning av translation av funktionsgra fer 

och undersökande arbetssätt med digitala verktyg, samt så beskrivs det dynamiska matematik-

programmet GeoGebra. 

5.1 Translation av funktionsgrafer 

Det finns en del forskning som riktat in sig på att undersöka lärandet av translation av funkt-

ionsgrafer hos elever (Borba & Confrey, 1996; Baker, Hemenway & Trigueros, 2000; Daher & 

Anabousy, 2015; Lage & Trigueros Gaisman, 2006; Zazkis, Liljedahl & Gadowsky, 2003). 

Daher och Anabousy (2015) har gjort en studie av 19 elever i nionde klass som fick lära sig om 

translation av funktioner med GeoGebra. Författarna identifierade att GeoGebra var ett lämpligt 
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verktyg för elever att använda för att lära sig translation av funktioner då GeoGebra kopplar 

ihop symbolisk och visuell representation av matematiska objekt. För funktionen 𝑓(𝑥) =

|𝑥2 − 5𝑥 + 4| hade eleverna lättare för att förstå vertikal kontra horisontell translation, medan 

det för 𝑓(𝑥) = 1 (1+ 𝑥2)⁄  var tvärtom. Författarna nämner att denna skillnad kan bero på att 

funktionens algebraiska uttryck (rationell och med variabel och flera termer i nämnaren) var 

avvikande från de andra funktionerna eleverna arbetat med. Författarna föreslår vidare att dessa 

svårigheter kan överkommas genom att eleverna får arbeta med en större variation av funkt-

ioner, där variabeln 𝑥 förekommer flera gånger och i nämnare med fler än en term i olika funkt-

ioner. 

Horisontell translation har i forskningslitteraturen uppmärksammats som särskilt problematiskt 

för elever (Borba & Confrey, 1996; Baker, Hemenway & Trigueros, 2000; Lage & Trigueros 

Gaisman, 2006; Zazkis, Liljedahl & Gadowsky, 2003). Borba och Confrey (1996) har gjort en 

longitudinell fallstudie av en 16-årig elev som med ett grafritande program fick undersöka 

translation av några typiska funktioner (absolutbelopps-, andragrads- och stegfunktioner). För-

fattarna lyfter i ett avsnitt fram att eleven hade svårigheter att tolka horisontell translation och 

att elevens observationer i det grafritande programmet inte stämde överens med hur eleven 

trodde grafen skulle translateras. I elevens arbete med att överkomma detta problem identifie rar 

Borba och Confrey (1996) att eleven främjades av en arbetsmiljö som stödjer flera representat-

ionsformer.  

Baker, Hemenway och Trigueros (2000) identifierar i sin studie att elever hade svårare för ho-

risontell än vertikal translation och hypotiserar att detta kan bero på att horisontell translation 

verkar på funktionen i ”fler steg” än vad vertikal translation gör. Horisontell translation består 

av en verkan först på den oberoende variabeln och sedan på den beroende variabeln, emedan 

vertikal translation endast består av en verkan på den beroende variabeln. Baker, Hemenway 

och Trigueros (2000) hävdar att detta kan förklara varför horisontell translation ter sig svårare 

för elever att arbeta med än vertikal translation. Lage och Trigueros Gaisman (2006), som också 

identifierar att elever har svårare för horisontell än vertikal translation, anger dock att problemet 

snarare beror på att elever memorerar regler för translation. När eleverna använder sig av dessa 

memorerade regler misstas riktningen på translationen (Lage & Trigueros Gaisman, 2006) och 

speciellt verkar det vara horisontell translation som missgynnas av detta. 

Slutligen så har Zazkis, Liljedahl och Gadowsky (2003) i en studie speciellt fokuserat på hori-

sontell translation på grund av att det i forskningen identifierats som extra problematiskt för 

elever. Författarna undersökte de förklaringar gymnasielärarstudenter, gymnasielärare och 

gymnasieelever gav till den horisontella translationen av en funktionsgraf och identifierade pre-

cis som i tidigare forskning att horisontell translation är kontraintuitivt. Författarna identifie rar, 

i likhet med Lage och Trigueros Gaisman (2006), att elever använder sig av memorerade regler 

för horisontell translation, men också att lärare gör det. För att överkomma de svårigheter som 

horisontell translation innebär förslår författarna att studiet av translation av funktionsgrafer bör 

göras i samband med att geometriska transformationer behandlas, istället för när algebraisk a 

representationer av funktioner behandlas. 

5.2 Undersökande arbetssätt 

Det är centralt i den semiotiska processen att elever får möjlighet skapa sina egna personliga 

tecken, vilket första steget i den didaktiska cykeln syftar till (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008), 
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för att dessa sedan ska kunna utvecklas vidare mot matematiska tecken. Som Säljö (2010) ut-

trycker det är det viktigt att bejaka elevers vardagliga begrepp för att inte introduktion av ve-

tenskapliga begrepp ska bli alltför abstrakt och oinspirerande. Därför kan det vara lämpligt att 

elever får tillfällen att upptäcka och formulera matematiska samband själva, för att kunna skapa 

en ingång till mer formell matematik. Det valdes därför i denna studie att undersöka elever som 

arbetar med translation av funktionsgrafer med ett undersökande arbetssätt, ett arbetssätt som 

syftar just till att elever själva får utforska, upptäcka och formulera samband. Forskare har un-

dersökt möjligheten att med dynamiska matematikprogram skapa en mer laborativ och under-

sökande matematikundervisning och är eniga om att en vinning finns med den typen av under-

visning (Christou m.fl., 2004; Brunström, 2015; Olsson, 2017; Granberg och Olsson, 2015; 

Santos-Trigo & Espinosa-Perez, 2002). 

Brunström (2015) har i sin doktorsavhandling undersökt hur dynamiska matematikprogram kan 

användas för att utveckla elevers resonemang i matematikundervisningen (resonemang innebär 

enligt Brunström att upptäcka mönster, verifiera och förklara hypoteser, motivera och genera-

lisera). Brunström (2015) framför att elever med digitala verktyg ges möjlighet att arbeta på ett 

undersökande sätt och på ett sätt som liknar det matematiker gör; undersöka, ställa hypoteser, 

kontrollera och övertyga. Brunström (2015) identifierar i sina studier att ett undersökande ar-

betssätt kan främjas i en kombination av lämpliga uppgifter och dynamiska matematikprogram 

samt att detta vidare stimulerar elevers utvecklande av matematiska resonemang. Brunström 

(2015) identifierar dock också att det finns en risk att elevers resonemang endast blir beskriv-

ningar, och inte förklaringar, och att elevernas undersökningar inte leder till förståelse för den 

bakomliggande matematiken. Brunström (2015) lyfter fram att det på grund av denna risk är 

viktigt med efterfrågningar av förklaringar i uppgifter som elever arbetar med. 

Granberg och Olsson (2015) har i en studie av 36 svenska gymnasieelever undersökt hur Geo-

Gebra kan främja elevers resonemang och samarbete i en didaktisk situation där eleverna fick 

feedback främst från GeoGebra. Författarna identifierade att eleverna använde GeoGebra som 

en gemensam arbetsyta och att detta främjade att samarbete som bestod av att eleverna resone-

rade med varandra utifrån information från GeoGebra. Eleverna utvecklade därigenom sina re-

sonemang medelst en kombination av samarbete med varandra och att GeoGebra tillät ett un-

dersökande arbetssätt. Det förekom dock också att eleverna tillämpade försöksbaserade (trial-

and-error) metoder (Granberg & Olsson, 2015). Författarna lyfter fram att lärarens roll är cen-

tral för att ge eleverna feedback som kompletterar den feedback eleverna får från GeoGebra, 

som exempelvis kan innebära att ge eleverna uppslag för nya tankebanor eller stötta dem att 

fortsätta sina resonemang. En lärdom av studien är att det kan vara centralt i ett undersökande 

arbetssätt med dynamiska matematikprogram att elever erbjuds att samarbeta och att läraren 

beaktar vilken feedback som är lämplig att komplettera med den feedback verktyget ger ele-

verna. 

5.3 GeoGebra 

År 2002 publicerades GeoGebra på internet av grundaren Markus Hohenwarter som en del av 

hans doktorsavhandling vid universitet i Salzburg (Hohenwarter, Jarvis & Lavicza, 2009). Geo-

Gebra är ett dynamiskt matematikprogram som är fritt tillgängligt på internet (https://www.geo-

gebra.org/) och bygger på grundidén att sammanfoga algebra, geometri och elementär differ-

ential- och integralkalkyl (eng.: calculus, min översättning) i ett och samma program (Ho-

henwarter, Jarvis & Lavicza, 2009). GeoGebra finns översatt till en mängd olika språk (där-

https://www.geogebra.org/
https://www.geogebra.org/
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ibland svenska) och antalet användare har växt starkt sedan lanseringen av programmet (Ho-

henwarter & Lavicza, 2010). På GeoGebras hemsida (se länk ovan) är det möjligt att ta del av 

och dela material (arbetsblad, uppgifter) som skapats av användarna själva (Hohenwarter & 

Lavicza, 2010) och på så vis har en självdrivande gemenskap växt fram som utvecklar material 

till GeoGebra. 

Det är viktigt att notera att GeoGebra är att betrakta som just ett dynamiskt matematikprogram 

kontra dynamiskt geometriprogram. Ett dynamiskt geometriprogram förser användaren med 

verktyg för att kunna konstruera och manipulera geometriska objekt inom den Euklidiska geo-

metrin (exempelvis punkter, linjer och cirklar) och skapa geometriska relationer mellan dessa 

objekt (Olive & Makar, 2010). Olive och Makar (2010) lyfter fram att dynamiska geometripro-

gram transformerar matematikundervisningen från en vetenskap om beräkning och symbol-

manipulation till en laborativ vetenskap genom möjligheten att i större utsträckning kunna un-

dersöka olika fenomen. Hohenwarter och Preiner (2007) lyfter fram att å ena sidan är GeoGebra 

ett dynamiskt geometriprogram men å andra sidan också ett symbolhanterande verktyg för stu-

diet av funktioner, derivata och integraler. Således är GeoGebra ett dynamiskt matematikp ro-

gram som i samma anda som dynamiska geometriprogram ger möjlighet för laborativ matema-

tik, men med fler matematikområden sammanfogade. 

5.4 Sammanfattning av bakgrundslitteraturen 

Dynamiska matematikprogram som exempelvis GeoGebra kan utnyttjas för att skapa laborativ 

matematikundervisning och främja ett undersökande arbetssätt, vilken forskning vidare visar 

kan utveckla elevers resonemang (Christou m.fl., 2004; Brunström, 2015; Olsson, 2017; Gran-

berg & Olsson, 2015; Santos-Trigo & Espinosa-Perez, 2002). Lärarens roll är central för att 

designa lämpliga aktiviteter så att detta undersökande arbetssätt leder mot önskade didaktiska 

mål. Lärarens roll kan inbegripa att designa aktiviteter så att hypoteser och förklaringar efter-

frågas i uppgifter eleverna arbetar med (Brunström, 2015; Olsson, 2017) och att eleverna arbe-

tar tillsammans i grupper (Granberg & Olsson, 2015). 

Det har i litteraturen identifierats att translation av funktionsgrafer kan vara ett lämpligt område 

att utnyttja dynamiska matematikprogram i, då dessa ger elever möjligheter att undersöka dy-

namiskt hur grafen till en funktion ändras då värden på konstanter i funktionen ändras (Daher 

& Anabousy, 2015). Forskning visar att speciellt horisontell translation är problematiskt för 

elever (Borba & Confrey, 1996; Baker, Hemenway & Trigueros, 2000; Lage & Trigueros-

Gaisman, 2006; Zazkis, Liljedahl & Gadowsky, 2003) men också att det i vissa fall kan finnas 

svårigheter med vertikal translation också (Daher & Anabousy, 2015). Förslag på att över-

komma dessa problem är att i undervisning av translation av funktionsgrafer låta eleverna arbeta 

i miljöer som stödjer flera olika representationsformer (Borba & Confrey, 1994) och att upp-

gifter behandlar en variation av funktioner (Daher & Anabousy, 2015; Lage & Trigueros-

Gaisman, 2006). 

6. Metod 
I detta avsnitt kommer de överväganden som gjorts för urval, genomförande, datainsamling och 

dataanalys beskrivas. Detta inkluderar en beskrivning och motivering av de uppgifter som ele-

verna arbetade med i studien. Slutligen återges de etiska övervägande som gjorts för studien. 
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6.1 Urval 

I studien önskades svenska gymnasieelever som studerar matematik 2c delta. Utifrån detta gjor-

des ett bekvämlighetsurval (Bryman, 2008/2011) av författaren genom att tillfråga elever som 

var tillgängliga på den skola författaren hade verksamhetsförlagd utbildning. I undersökningen 

deltog åtta elever i åldern 16–17 år som gick andra terminen på naturvetenskapsprogrammet.  

De var i sin studiegång i början av kursen matematik 2c och hade nyligen avslutat matematik-

kurs 1c och hade nyligen gått igenom ett avsnitt som behandlar funktioner i allmänhet (exem-

pelvis hade ”funktionsmaskinen” gåtts igenom) och höll nu på med räta linjens ekvation. Ele-

verna hade till undersökningstillfället med sig Chromebooks som användes till att köra GeoGe-

bra och att göra skärm- och ljudinspelning på. 

Eleverna hade tidigare datorvana genom att i andra ämnen använda sina Chromebooks för att 

skriva texter, söka efter information och skriva digitala prov. De har dock inte tidigare erfaren-

het av att använda GeoGebra, utan har endast fått erfarenhet av programmet genom att förfat-

taren haft genomgångar på tavlan med GeoGebra. I dessa genomgångar har aldrig translation 

av funktioner berörts och GeoGebra har använts främst i undervisningen om räta linjens ekvat-

ion. Eleverna har därmed ganska begränsade erfarenheter av GeoGebra. 

Som nämndes ovan har eleverna inte arbetat med translation tidigare så de har inga tidigare 

referensramar att utgå ifrån som specifikt handlar om translation. Eleverna kommer därmed i 

arbetet med workshopen behöva bilda referenspunkter dynamiskt allteftersom de successivt ar-

betar sig igenom alla uppgifterna. Det vill säga, eleverna kommer behöva bygga vidare på sina  

observationer och slutsatser från tidigare uppgifter i workshopen för att besvara senare frågor 

och på så sätt kontrastera de erfarenheter och slutsatser eleverna gör relativt den senaste upp-

giften de gjort. 

6.1.1 Val av GeoGebra för translation av funktionsgrafer 

Att GeoGebra valts som dynamiskt matematikprogram att använda i denna studie har delvis sin 

grundval i att programmet är fritt tillgängligt på internet och lättanvänt. Delvis har valet också 

sin grundval i de verktyg programmet erbjuder för studiet av translation av funktionsgra fer, 

vilka beskrivs nedan. 

6.1.1.1 Algebra och geometri sida vid sida 

Med GeoGebra kan algebraiska uttryck av funktioner och korresponderande grafer visas sida 

vid sida med hjälp av ”algebrafönstret” och fönstret ”ritområde” (se Figur 3 på nästa sida). Om 

värden på konstanter i det algebraiska uttrycket ändras, ändras samtidigt grafen och det är på så 

vis möjligt att observera hur olika val av värden på konstanter påverkar grafen. Men, det är 

också möjligt att omvänt ”dra” i grafen med hjälp av muspekaren och observera hur det alge-

braiska uttrycket då förändras. Det är därmed möjligt att undersöka samband mellan en funkt-

ionsgraf och konstanter i funktionens algebraiska uttryck. Eftersom detta sker dynamiskt är det 

möjligt att observera en grafs ”rörelse” när värden på konstanter varieras. 

6.1.1.2 Glidare 

Istället för att manuellt ändra värden på konstanter i en funktion kan ”glidare” infogas. En gli-

dare är i GeoGebra ett reglage som kan dras i med muspekaren för att ändra det numeriska 

värdet på en konstant. Om 𝑐 i 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑐 anges som glidare i GeoGebra kan användaren 

dra i reglaget för att ändra värdet på konstanten 𝑐. Glidaren blir en ”genväg” från att skriva in 

värden manuellt. När glidaren dras i, så värdet på konstanten ändras, ändras samtidigt grafen 

till funktionen och det blir möjligt att göra fler observationer av grafens utseende för olika val 



11 
 

av värden på konstanterna på kortare tid än om dessa ändras manuellt. Denna möjlighet med 

glidare har identifierats främja en förståelse för hur ändrandet av värden på konstanter påverkar 

funktionsgrafer (Drijvers, 2003) och i den workshop som konstruerats är glidaren ett centralt 

verktyg. 

6.2 Fallstudie 

Studien genomfördes som en fallstudie. I en fallstudie studeras ett specifikt fall, vilket innebär 

att man studerar en avgränsad ”enhet” djupgående (David & Sutton, 2011/2016), där enheten 

exempelvis kan vara en undervisningssekvens, och som Bryman (2008/2011) skriver så utgör 

själva fallet en egen kraft för intresset att studeras. Fallet som studeras här är en 60 minuter lång 

workshop där elever fick arbeta med uppgifter och frågor som behandlade translation av funkt-

ionsgrafer. Dessa uppgifter inbegrep arbete både med och utan GeoGebra. En kort beskrivning 

av denna workshop följer här, därefter beskrivs datainsamlingsmetoden.  

Workshopen designades utifrån den didaktiska cykeln (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008) men 

med modifikationer. Workshopen designades för att vara första steget av den didaktiska cykeln, 

aktiviteter med artefakten. Eleverna fick kort information att de skulle använda GeoGebra och 

att de också behövde installera Loom (Version 3.2.79; Hiremath, 2018), som skulle användas 

för datainsamling (beskrivs längre fram), därefter fick de ett häfte tilldelat med de uppgifter 

som konstruerats av författaren (se Bilaga 1). Under elevernas arbete med uppgifterna var jag 

med som lärare för att finnas till hands för eleverna att ställa frågor till. Efter eleverna genom-

förde uppgifterna avslutades workshopen med diskussion och sammanfattning, det sista steget 

i den didaktiska cykeln. Den didaktiska cykeln modifierades alltså på så sätt att mellersta steget, 

individuell produktion av tecken, hoppades över då det låg utanför studiens omfång att be ele-

verna göra hemarbete. Det är inte nödvändigt att detta steg genomförs innan en kollektiv dis-

kussion (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008) men detta vittnar ändock om en klar begränsning i 

genomförandet av studien då andra steget i cykeln är en viktig del för elevernas skapande av 

Figur 3. Användargränssnittet för GeoGebra. Till vänster i bilden syns algebrafönstret med 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 inskriven och till höger ritområdet med grafen till 𝑓(𝑥). 
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tecken. Att andra steget i cykeln hoppades över diskuteras vidare i metoddiskussionen i slutet 

av denna rapport (avsnitt 9). 

6.3 Workshopens uppgifter 

Utifrån den forskningslitteratur om undervisning av translation av funktionsgrafer som togs upp 

i bakgrunden är en rekommendation att elever får stöta på en variation av funktioner (Daher & 

Anabousy, 2015; Lage & Trigueros Gaisman, 2006). Daher och Anabousy (2015) rekommen-

derar speciellt att elever får arbeta med funktioner i vilka den oberoende variabeln förekommer 
mer än en gång (ex. 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) och rationella funktioner med polynom i nämnaren 

som består av fler än en term. Dessa rekommendationer togs i beaktning vid konstruerande av 

den workshop som eleverna skulle arbeta med i denna studie, dock valdes endast den rationella 

funktionen 𝑓(𝑥) = 1/𝑥. Eleverna i urvalet har inte studerat grafer till rationella funktioner ti-

digare och det bedömdes då lämpligt att börja med den funktionen. 

Det valdes att eleverna skulle ge skriftliga svar på uppgifterna även fast deras samtal skulle 

spelas in. Detta val gjordes för att eleverna då behöver formulera sig tydligare när de drar slut-

satser av sina observationer och möjligtvis leder denna efterfrågan till att eleverna reflekterar 

mer. Att elever ombes ge skriftliga svar till uppgifter som inbegriper ett undersökande arbetssätt 

har identifierats som viktigt i tidigare forskning, då detta kan leda till att elevers resonemang 

utvecklas (Brunström, 2015), och detta styrker ytterligare att det är lämpligt att eleverna upp-

manas ge skriftliga svar. Om eleverna resonerar och reflekterar mer kan det ge ytterligare grund 

för studiet av vilka tecken de utvecklar (artefaktiska, pivoterande eller matematiska) när de 

undersöker detta i ett dynamiskt matematikprogram. 

En genomgång av workshopens uppgifter (se Bilaga 1) följer nedan, men först återges en pilot-

studie som gjordes för att pröva uppgifterna och se om revidering behövdes. 

6.3.1 Pilotstudie 

En första version av workshopen testades av en lärarstudent bekant för författaren. Testperso-

nen arbetade igenom denna första version (svarade på alla frågorna) och gjorde samtidigt skrift-

liga noteringar i uppgiftshäftet. Testpersonen arbetade avskilt från författaren och när testper-

sonen var färdig gavs häftet tillbaka med noteringar i. En kort muntlig diskussion hölls om 

några av uppgifterna men annars framgick det tydligt av noteringarna förslag på förbättringar 

som kunde göras. Detta ledde till att några uppgifter togs bort och några delades upp till fler 

frågor. Det infogades efter detta också rutnät till uppgifter som krävde skisser från eleverna. 

Speciellt tillkom uppgift 1. k) som efterfrågar tillägg från eleverna gällande hur de uppfattar att 

olika värden på konstanterna 𝑐 och 𝑑 påverkar 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑑)2 + 𝑐, efter att de studerat och 

skissat grafer till 𝑓(𝑥)  för olika värden på 𝑐  och 𝑑 . Allt som allt medförde pilotstudien att 

workshopen förbättrades. Nedan beskrivs uppgifterna i den slutgiltiga workshopen. 

6.3.2 Uppgift 1, 2 och 3 

Uppgift 1 introducerar eleverna till GeoGebra genom att de får skriva in och undersöka grafen 

till 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑑)2 + 𝑐 för olika värden på 𝑑 och 𝑐 med hjälp av glidare i GeoGebra. Ele-

verna får i uppgiften stegvis undersöka konstanterna – först 𝑐 = 3 och 𝑑 = 0, sedan 𝑐 = 0 och 

𝑑 = 2  och sist 𝑐 = 3 och 𝑑 = 2. Detta för att eleverna ska, förhoppningsvis, se att en ”total” 

translation kan ”brytas ned” till en translation i horisontal- och vertikalled. Därefter får eleverna 
undersöka graferna till 𝑓(𝑥) = 1/(𝑥 + 𝑑) + 𝑐  och 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑑)2 + 2(𝑥 + 𝑑) + 1+ 𝑐  i 

GeoGebra med hjälp av glidare i uppgift 2 respektive 3. Dessa två uppgifter konstruerades uti-

från de råd som ges av Daher och Anabousy (2015), se ovan.  
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6.3.3 Uppgift 4 

I uppgift 4 ska eleverna utan GeoGebra förutsäga hur grafen till 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑑)3 + 𝑐 kommer 

förflyttas av olika val av värden på 𝑑 och 𝑐 och skissa grafen till 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)3 + 2 då gra-

fen till 𝑓(𝑥) = 𝑥3 är given. Uppgift 4 blir således en kritisk uppgift i workshopen då eleverna 

först här får ställa egna hypoteser. Att elever i arbete med dynamiska matematikp rogram får till 

uppgift att ställa hypoteser betonas som viktigt i forskningslitteraturen (Brunström, 2015) så 

denna uppgift är således essentiell att ha med i workshopen. Brunström (2015) lyfter vidare 

fram att det är viktigt att elever ombeds att tidigt i arbetet ställa hypoteser, men det bedömdes i 

konstruktionen av denna workshop att det också är viktigt att eleverna får börja med en intro-

duktion till GeoGebra. Således valdes att be om hypoteser först i uppgift 4, så att eleverna i 

uppgift 1, 2 och 3 får öva på att skriva in funktioner och använda sig av glidare i GeoGebra. 

Uppgift 4 avslutas sedan med att eleverna får undersöka i GeoGebra om deras prediktioner 

stämmer eller ej. 

6.3.4 Uppgift 5 

I uppgift 5 ska eleverna skriva ned det algebraiska uttrycket för 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 + 3 då 𝑥 byts 

ut mot 𝑥 + 𝑑 och det läggs till en konstant 𝑐. Denna uppgift är utformad efter rekommendat-

ionen av Daher och Anabousy (2015) att elever bör stöta på uppgifter där den oberoende vari-

abeln förkommer mer än en gång. I tidigare uppgifter presenteras det algebraiska uttrycket som 

ska skrivas in i GeoGebra för eleverna, men här får de själva formulera uttrycket och uppgiften 

syftar till att förbereda eleverna för att kunna ändra vilken funktion som helst till 𝑓(𝑥 + 𝑑) + 𝑐 

så att den kan undersökas i GeoGebra. 

6.3.5 Uppgift 6 och 7 

I uppgift 6 får eleverna välja en egen funktion att skriva in GeoGebra och undersöka. Denna, 

och uppgifterna innan, leder upp till uppgift 7, som frågar efter elevernas slutsatser av deras 

observationer gällande hur 𝑐 och 𝑑 påverkar vilken funktion 𝑓(𝑥 + 𝑑) + 𝑐 som helst. Uppgift 

6 men framförallt 7 tjänar som tillfälle för eleverna att sammanfatta sina observationer av hur 
𝑐 och 𝑑 påverkar funktionsgraferna och att bilda en hypotes att detta alltid gäller. 

6.3.6 Uppgift 8 och 9 

I uppgift 8 och 9 får eleverna värdetabeller för 𝑓(𝑥) = 𝑥2 , 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 3  och 𝑓(𝑥) =

(𝑥 + 2)2 där det saknas 𝑥- och funktionsvärden som ska fyllas i. Eleverna ombeds sedan i upp-

gifterna att försöka förklara varför olika värden på konstanterna 𝑐 och 𝑑 påverkar graferna som 

de gör. Brunström (2015) lyfter fram i sin studie att det förekom få förklaringar hos elever som 

undersökte hur olika värden på konstanterna 𝐴 , 𝐵 , 𝐶  och 𝐷  påverkar grafen till 𝑓(𝑥) =

𝐴 sin(𝐵𝑥 + 𝐶) +𝐷 och antyder att detta kan berott på att det inte efterfrågades explicit av ele-

verna att förklara sina resonemang. Därför bedöms det lämpligt att explicit be eleverna ge för-

klaringar i denna workshop, därav formulerades uppgift 8 och 9 till att efterfråga just förkla-

ringar. 

6.4 Deltagande observation och insamling av data 

I studien gjordes en deltagande observation och data samlades in genom skärm- och ljudinspe l-

ningar med elevernas datorer samt elevernas skriftliga svar på uppgifter. Bryman (2008/2011) 

lyfter fram att forskaren i en deltagande observation kan ligga mellan att vara fullständigt del-

tagande eller fullständigt observerande. Jag var i undersökningstillfället med eleverna som lä-

rare och således var min roll den som Bryman (2008/2011) kallar för deltagare-som-observatör, 

vilket innebär att jag deltog i workshopen som lärare för eleverna att ställa frågor till, men att 
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jag samtidigt gjorde ett visst avståndstagande från att handleda eleverna för att kunna observera 

dem arbeta med workshopen. Valet att göra både skärm- och ljudinspelning, samt insamling av 

textdokument, gjordes för att kunna undersöka studiens syfte genom triangulering, för att vidare 

stärka studiens interna validitet (Bryman, 2008/2011) och möjligtvis ge en bättre bild av vilka 

tecken eleverna utvecklar än om endast exempelvis ljud spelats in. 

En kommentar gällande deltagande observation och etnografi kan vara på sin plats. Bryman 

(2008/2011) lyfter fram att deltagande observation på senare tid har kommit att ersättas av be-

greppet etnografisk studie. En etnografisk studie kännetecknas utav en längre tids engagemang 

i en social miljö med regelbundna observationer och detta stämmer inte in med denna studie. 

Läsaren skall därmed här inte läsa deltagande observation som synonymt med en etnografisk 

studie. Metoden för denna studie är fallstudie och som David och Sutton (2011/2016) nämner 

är fallstudie och etnografisk studie inte alltid samma sak. Det menas här att deltagande obser-

vation har använts som metod i denna studie men inte i den mening att en etnografisk studie 

har genomförts, utan att en djupgående studie av ett enda fall har gjorts – en fallstudie. 

För att samla in data ombads eleverna att installera applikationen Loom (Version 3.2.79; Hire-

math, 2018) på sina Chromebooks, som är ett program som tillåter användaren att spela in ljud 

via datorns mikrofon och att spela in datorns skärmaktivitet. Loom valdes att användas då det 

programmet tillåter ett smidigt sätt spela in elevernas konversationer och arbete med GeoGebra, 

kontra att behöva använda flera videokameror som filmar eleverna. Skärm- och ljudinspe l-

ningar främjar vidare detaljnivån då det blir möjligt att lyssna på ljudinspelningarna och granska 

skärminspelningarna flera gånger om, så att en djupare analys kan göras och öka studiens reli-

abilitet (Bryman, 2008/2011). Inspelningarna från Loom sparades temporärt online på elever-

nas egna Loom-konton innan de överfördes till ett USB-minne. De första 20 minuterna av lekt-

ionen ägnades främst åt att installera och testa Loom på elevernas datorer, men också åt att 

informera eleverna om studien och få deras samtycke (se forskningsetiska överväganden nedan) 

och att ordna eleverna i lokalen som användes för att de skulle sitta så långt bort från varandra 

som möjligt (för att minska bakgrundsljudet som tas upp i ljudinspelningen) samt att dela ut 

workshopen. 

6.5 Forskningsetiska överväganden 

I studien gjordes etiska överväganden utifrån de principer som Vetenskapsrådet (2002) före-

skriver för humanistisk och samhällsvetenskaplig forskning. För det första följdes principen om 

informerat samtycke, vilket innebär att deltagarna blev informerade om studiens syfte och att 

de frivilligt fick välja att delta och avbryta deltagandet när de ville (David & Sutton, 

2011/2016). För det andra följdes principen om integritetsskydd, vilket för denna studie innebar 

att forskningspersonerna hålls konfidentiella (David & Sutton, 2011/2016). För det tredje följs 

principen om öppenhet om eventuella bindningar, vilket innebär att studiens kommersiella eller 

icke-kommersiella syften redovisas för att hålla studiens bindningar transpararant (Vetenskaps-

rådet, 2017). Gällande denna sista punkt kan det tänkas att denna studie skulle kunna vara kom-

mersiellt förbunden med ett företag som tillhandahåller GeoGebra. Därför betonas det här att 

studiens intressen är icke-kommersiella. Att GeoGebra valts som fokus i studien har sin grund-

val i, bland annat, att programmet är fritt tillgängligt på internet. För att förmedla dessa principer 

till forskningspersonerna i studien formulerades ett deltagandebrev som de tilldelades. Detta 

brev återfinns i Bilaga 2. 
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6.6 Analysarbete 

Data samlades in från fyra grupper med elever som arbetade två och två. Detta genererade ett 

datamaterial på fyra timmar skärm- och ljudinspelning samt insamlade skriftliga svar på upp-

gifterna i workshopen från samtliga grupper. Denna stora mängd data låg utanför studiens om-

fång att analyseras i sin helhet så ett urval av data gjordes, vilket beskrivs nedan. 

6.6.1 Urval av data 

Det inspelade materialet granskades först helt utan att transkribering gjordes. Genom denna 

första genomgång av materialet valdes tre av grupperna ut att transkriberas, då de uppfattades 

potentiellt kunna ge upphov till mest diversifierade data (två gruppers diskussioner påminde 

mycket om varandra) och dessutom att gruppen som inte valdes inte gjorde färdigt sista upp-

giften. Genom denna genomgång av datamaterial identifierades vidare att elevernas arbete med 

uppgifterna 4, 6, 7, 8 och 9 var centrala att analysera, då eleverna i dessa uppgifter behöver 

sammanfatta och generalisera tidigare observationer och förklara varför graferna flyttas som de 

gör. Inspelningarna transkriberades därefter ordagrant från och med uppgift 4 (uppgift 5 tran-

skriberades också men analyserades inte) i programmet NVivo 11 (QSR International, 2017) 

så att ett textmaterial på cirka 18 A4 sidor erhölls (räknat med 550 ord per sida). I NVivo tids-

stämplas transkriptet så att detta blir synkroniserat med skärminspelningen och gör det möjligt 

att titta på skärminspelningen och samtidigt läsa i transkriptet vad eleverna säger. Detta utnytt-

jades i analysen för att kunna notera med hakparenteser i transkriptet vad eleverna gjorde i 

GeoGebra när de diskuterade med varandra och arbetade med uppgifterna. Dock används också 

hakparenteser i transkripten för att göra kommentarer som underlättar för läsaren att förstå sam-

talet (exempelvis om eleverna läser högt medan de skriver ned sina svar har detta noterats inom 

hakparenteser). 

6.6.2 Kodning 

Efter transkriberingen kodades materialet induktivt, det vill säga koder skapades utifrån materi-

alet och inte utifrån på förhand konstruerade kategorier, och systematiskt, vilket innebär att alla 

utsagor som gick att identifiera markerades (David och Sutton, 2011/2016). Med utsagor menas 

här yttranden och påståenden som en enskild elev gör, men också meningsutbyten mellan ele-

verna, som författaren fann på något sätt vara relevant för studien. Exempel på yttranden från 

eleverna som inte markerades och kodades var när eleverna frågade varandra vad det var för 

mat i lunchrestaurangen eller när de diskuterade provresultat i ett annat ämne. En utsaga kan 

således bestå av en eller flera meningar, men då eleverna skiftar ofta mellan olika diskussions-

ämnen (exempelvis från att tala om konstanten 𝑐 till konstanten 𝑑) blev en utsaga i realiteten 

inte mer än en till tre rader text.  

Koderna var vidare manifesta, vilket betyder att de syftade på specifika termer och uttryck som 

förekom i transkriptionerna (David & Sutton, 2011/2016). Detta ledde till att cirka 90 koder 

skapades totalt. För att strukturera detta stora antal koder utnyttjades de kategorier av tecken 

Figur 4. Flödesschema över analysprocessen. 
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som det teoretiska ramverket semiotisk mediering differentierar mellan: artefaktiska tecken, 

pivoterande tecken och matematiska tecken (Bartolini Bussi & Mariotti, 2008; se avsnitt 4.4; 

exempel ges i nästa stycke). Med hjälp av dessa kategorier av tecken gjordes vidare en axial 

kodning, vilket innebär att de 90 koderna strukturerades med över- och underkoder (David & 

Sutton, 2011/2016). Först skapades överkoderna artefaktiska, pivoterande och matematiska 

tecken. Dessutom skapades också överkoden ”övrigt” för de koder/teman som inte hörde till 

något av dessa tecken. De 90 koderna delades in under dessa överkoder och därefter fortsatte 

den axiala kodningen vidare så att detta skapade underkoder i underkoder och bildade en hie-

rarki (exempel ges nedan). Utifrån denna hierarki skapades fyra disjunkta teman (det vill säga 

teman som består av underkoder som inte förekommer under andra teman) som författats utifrån 

författarens matematiska tolkning av elevernas diskussioner och handlingar och dessa beskrivs 

i nästa avsnitt. I Figur 4 sammanfattas analysprocessen. 

Kodningsprocessen som beskrivits ovan genomfördes i NVivo (QSR International, 2017) vilket 

underlättade att strukturera och få en överblick över alla koder. Som nämndes ovan skapades 

över- och underkoder för att strukturera materialet och ett exempel på vad som menas med detta 

ges här. Bland de 90 första koderna fanns koden Positivt d, förflyttning vänster, som 

i princip ordagrant refererar till att eleverna sa ”positiva d kommer förflytta grafen åt vänster”. 

Denna kod ordnades sedan under överkoden Pivoterande tecken, för att denna artikule r ing 

av eleverna dels är ett artefaktiskt tecken (grafen flyttas åt vänster) och dels att matematiskt 
tecken (en konstant 𝑑 > 0 förflyttar grafen i negativt 𝑥-led, vilket eleverna kallar vänster). Vid 

vidare strukturering av data kom dock koden förskjutas allt djupare nedåt i en hierarki av över-  

och underkoder så att slutligen blev följden av koder denna: Pivoterande tecken → c och 

d med riktning → d – förflyttning med riktning angiven → Positivt d, för-

flyttning vänster. På så vis identifierades teman i datamaterialet. 

7. Resultat 
Analysen gav upphov till fyra teman som redogörs för här. Till dessa teman ges utdrag från 

transkriptet (kallas hädanefter för transkriptionsutdrag), skärmbilder och utdrag från elevernas 

skriftliga svar för att belysa vad temat inbegriper. I vissa teman refereras dock transkriptions-

utdrag som är givna under ett annat tema. Detta är för att ibland finns flera teman i ett och 

samma utdrag och för att utdragen inte ska fragmentiseras och förlora sitt sammanhang eller 

upprepas så återges de endast en gång. Därmed är transkriptionsutdragen numrerade och läsaren 

behöver gå bakåt i texten i de fall ett utdrag som är skrivit under ett tidigare tema refereras till.  

Tidsangivelser ges på formatet MM:SS, där starttiden 00:00 är då eleverna började arbeta med 

uppgifterna i workshopen, vilket var cirka 20 minuter in på lektionen (som nämnts i avsnitt 6.4 

användes dessa första 20 minuter främst åt att installera och testa inspelningsutrustningen). I 

transkriptionsutdragen benämns grupperna A, B och C, där grupp A består av Robin och Kim, 

grupp B av Isa och Tim och grupp C av Sam och Tony. Tre punkter ”…” i transkriptionsutd ra-

gen antyder att eleverna pausar i talet, exempelvis om en elev läser högt medan hen skriver ned 

ett svar men säger endast några ord av det hen skriver ned och hakparenteser används för diverse 

kommentarer som underlättar läsningen av transkriptet (se också avsnitt 6.6.1). Slutligen så 

anges i transkriptionsutdragen vilken uppgift eleverna arbetar med och läsaren hänvisas till Bi-

laga 1 för att se uppgiften så som den var given eleverna. 
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7.1 Teman (utan inbördes ordning) 

7.1.1 Eleverna uttrycker att c är detsamma som m-värde 

I grupp B och C förekom tillfällen då eleverna nämnde att 𝑐 är detsamma som 𝑚-värde, som 

av författaren tolkas referera till konstanten 𝑚 i ekvationen för en rät linje på formen 𝑦 = 𝑘𝑥 +

𝑚. Transkriptionsutdrag och skiss från eleverna i grupp C är givet nedan som visar detta uttryck 

hos eleverna.  

(i) Transkriptionsutdrag från eleverna i grupp C, arbetandes med uppgift 4 c) (34:55–36:21): 

TONY (1) Ok, skissa f av x lika med x plus ett. Vänta vad är plus ett 

då då? 

SAM (2) Ehm, ja. 

TONY (3) Det är, det är k. Nä det är d. Vänta vilken är d? Vilken är 

d-värdet och vilken är k-värde eller c-värdet? 

SAM (4) Eh… Den… 

TONY (5) Vänta, vi kan ju kolla, vi kan läsa här. Ehm… Typ här. Ok. 

Vad händer när vi. Ok. Kolla, det är x plus d och sen så c 

är den andra grejen. Så det här är c. Så då kommer den 

förflyttas ett steg inåt här. Tror jag. För d. Eller jag vet 

inte. Två är ju i alla fall c-värdet, så jag tror den kommer 

skära här. [Markerar i rutnätet i uppgift 4 c), se Figur 5 

nedan]. 

SAM (6) Mm. 

TONY (7) Och sen, frågan är ju. Ja, då lär den väl gå så där eller? 

Samma form liksom, fast mer så. 

SAM (8) Aha. 

TONY (9) Eller vad tror du? 

SAM (10) Nej, jag vet inte. Kanske det. 

TONY (11) Ska vi gissa på det? Eller har du någon idé? 

SAM (12) Nej, jag kan inte. 

TONY (13) Då har den flyttat här och sen bara så [skissar kurvan i 

Figur 5 som skär i 𝑦 = 2]. 

Här talar eleverna om k-värde (3), c är den andra grejen (5) och två är c-värdet så 

jag tror den kommer skära här (5). Det som eleverna här kallar för k-värde är ”den andra 

Figur 5. Skiss gjord av eleverna i grupp C, uppgift 4 c). Grafen 𝑓(𝑥) = 𝑥3 är given. 
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grejen”, det vill säga, eleverna kallar här 𝑐 för k-värde (i transkriptionen kan detta läsas också i 

elevernas diskussion i uppgift 4 a), se transkriptionsutdrag (ii)), vilket troligtvis syftar på m-

värdet i räta linjens ekvation. De refererar sedan till att konstanten två i 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)3 +2 

är 𝑐-värdet och hypotiserar därefter att grafen kommer skära 𝑦-axeln i 𝑦 = 2 (vilket inte sägs, 

men en tydlig markering syns i Figur 5 på 𝑦-värdet två så de har där markerat var grafen ska 

skära 𝑦-axeln). 

Att tolka 𝑐 som 𝑚-värde är ett artefaktiskt tecken som inte blir pivoterande, då konsekvensen 

av generaliseringen att 𝑐 = 𝑚 = 2 syns i grupp C:s skiss i Figur 5 ovan. Eleverna har tydligt 

markerat och ritat att kurvan till 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)3 + 2 skär y-axeln i 𝑦 = 2, vilket hade stämt 

om 𝑑 = 0 men är i detta fall inkorrekt. Eleverna i grupp B, som också gjorde kopplingen att 

𝑐 = 𝑚, har också skissat grafen att skära y-axeln vid 𝑦 = 2. Att tolka 𝑐 som 𝑚-värde är inte ett 

pivoterande tecken på grund av denna konsekvens, då 𝑐-värdet i allmänhet inte är detsamma 

som 𝑚-värdet och tolkningen medför därmed inte en rörelse från artefakten till matematikens 

domän. 

Tecknet 𝑐 = 𝑚 kan möjligtvis också visa att ett matematiskt tecken kan bli artefaktiskt, det vill 

säga att en omvänd process mot den som illustreras i Figur 2 kan ske. Genom att eleverna avläst 

skärning med 𝑦-axeln kommer de till slutsatsen att 𝑦 = 𝑐, vilket stämmer i exempelvis uppgift 

1. f) i workshopen, och därmed har detta tecken utvecklats i arbete med artefakt och uppgift, 

ett artefaktiskt tecken. Men, att avläsa skärningspunkter i ett koordinatsystem är samtidigt ett 
matematiskt tecken, så på sätt och vis kan tecknet 𝑐 = 𝑚 hävdas uppkomma av det matematiska 

tecknet att avläsa skärning med y-axeln. När eleverna använder detta matematiska tecken, av-

läsning av skärning med 𝑦-axeln, gör de tolkningen att 𝑐 = 𝑚 och ett matematiskt tecken har 

då gett upphov till ett artefaktiskt tecken.  Därmed är processen möjligtvis inte alltid som så att 

tecken framträder enbart utifrån arbete med artefakten och uppgifter, som sedan kan utvecklas 

till matematiska tecken, utan att i processen kan också ske att matematiska tecken omvandlas 
till artefaktiska. Elevernas matematiska tecken att avläsa skärning med 𝑦-axeln kan alltså ha 

utvecklats till det sämre, till en generalisering att det alltid gäller att 𝑦 = 𝑐 i skärningspunkten 

med 𝑦-axeln, vilket är inkorrekt. Detta indikerar att semiotisk mediering är en komplex process 

och denna omvända process diskuteras vidare i avsnitt 8.1. 

7.1.2 Eleverna refererar till att c och d flyttar grafen, utan att specificera riktning 

Alla eleverna observerade att konstanterna 𝑐 och 𝑑 flyttar en graf, men de var olika noggranna 

med att specificera vilken riktning den flyttar sig för positiva och negativa värden på 𝑐 och 𝑑. 

Eleverna i grupp C var inte noggranna med detta, vilket följande transkriptionsutdrag exempli-

fierar. 

(ii) Transkriptionsutdrag från eleverna i grupp C, arbetandes med uppgift 6 (46:25–47:33): 

 (14) [Eleverna har valt att skriva in funktionen 𝑓(𝑥) =
(𝑥 + 𝑑)4 +𝑐 i GeoGebra, se Figur 6 nedan]. 

TONY (15) Ok. Påverkan av c och d, ok. Ja, c upp och ner [drar i 

glidaren för c], d åt sidan [drar i glidaren för d, se 

Figur 6]. 

SAM (16) Ja. 

TONY (17) Kan man skriva samma som förut? 

SAM (18) Ja typ. Alltså såhär samma som förut, alltså upp och 

ner och sida till sida. 
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TONY (19) Om ni är givna vilken funktion f av x som helst och sedan 

ändrar den till, ja. Vad säger ni utifrån era undersökningar, 

hur c och d. …c påverkar skärningspunkten för y-axeln….  

…flyttar hela grafen åt sidan… [Refererar till konstanten d]. 

Ok då. 
 

I transkriptionsutdrag (ii) ovan talar eleverna om att c är upp och ner (15, 18) och d är åt 

sidan/sida till sida (15, 18, 19). Detta är pivoterande tecken då de består av artefaktiska 

tecken, såsom att iaktta grafens rörelse i vertikal- och horisontalled när glidarna dras i (”upp 

och ner” och ”sida till sida”, se Figur 6 ovan), som också är tecken inom matematikens domän, 

Figur 6. Skärmbild från eleverna i grupp C när de använder GeoGebra, arbetandes med uppgift 6 [Tid: 46:33]. Eleverna 

anger inte riktningen grafen flyttar för minskande d. Röda pilar är författarens tillägg. 

Figur 7. Skiss gjord av eleverna i grupp A, uppgift 4 c). Grafen 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 är given. 
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eftersom 𝑐 translaterar grafen i 𝑦-led (”upp och ner”) och 𝑑 translaterar grafen i x-led (”sida till 

sida”). Dock specificerar eleverna inte vilken riktning grafen flyttar sig för positiva och nega-

tiva värden på 𝑐 och 𝑑, så om än dessa uttryck är pivoterande är de närmare artefaktens domän 

än matematikens. 

En möjlig konsekvens av att endast betrakta 𝑑 som en konstant som flyttar grafen visas i Figur 

7 ovan. I Figur 7 visas grupp A:s svar på uppgift 4 b) och c). Eleverna har svarat att 𝑑 flyttar 

grafen på 𝑥-axeln och sedan ritat 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)3 +2 som en translation av 𝑓(𝑥) = 𝑥3 ett 

steg åt höger (de har ritat terasspunkten fel men detta ignoreras i det här sammanhanget). Kon-

sekvensen av att inte specificera riktningen grafen flyttar sig för ökningar eller minskningar av 

𝑑 kan alltså vara att translation i horisontellt led görs åt fel håll och detta kan ytterligare visa att 

eleverna är närmare artefaktens domän än matematikens. 

7.1.3 Eleverna anger riktning grafen flyttar för positiva c och d 

Eleverna i grupp B var noggranna med att ange riktningen grafen rörde sig för positiva värden 
på 𝑐 och 𝑑, vilket följande transkriptionsutdrag exemplifierar. 

(iii) Transkriptionsutdrag från eleverna i grupp B, arbetandes med uppgift 6 (50:08–50:53): 

ISA (20) Om man har båda på noll då, vi börjar med det. 

TIM (21) Ok. 

 (22) [ohörbart] 

ISA (23) d. d blir. När d blir positivt, ja då förflyttas den åt 

vänster. Ja, som vanligt, kul.  

ISA (24) c då. Ja, likadant på den. 

TIM (25) Vad ska jag skriva, som innan? 

ISA (26) Ja. 

TIM (27) [Läser högt när hen skriver] …som innan…. Det där, vänta c 

uppåt när det är positivt och d är åt vänster när det är 

negativt. 

ISA (28) Positivt. 

TIM (29) Positivt. Fattar man det här? [Refererar till figur/symboler 

Tim gjort i häftet i uppgift 6, se Figur 8 nedan]. 

ISA (30) Nej [skratt]. Kanske om man läst allt annat. 

TIM (31) Men det har han ju. 

Här talar eleverna om att när d blir positivt förflyttas den åt vänster (23, 28, 29), 

c uppåt när det är positivt (27) och d är åt vänster när det är negativt (27). 

Dessa angivande av vilken riktning grafen rör sig för positiva värden för 𝑐 och 𝑑 är pivoterande 

tecken som är mer generalisering bortanför artefakten än i fallet då riktning inte anges. Denna 

generalisering syns också i elevernas skriftiga svar till uppgift 6 (se Figur 8 ovan) där de sym-

boliskt med pilar och additionstecken beskriver hur grafen flyttas för positiva värden på 𝑐 och 

𝑑. Dock måste inte 𝑑 vara större än noll för att grafen ska flyttas negativt, utan 𝑑 behöver endast 

öka i värde. Därmed är eleverna ännu inte helt i matematikens domän. Dessutom ger Tim en 

kommentar att negativa 𝑑 flyttar grafen åt vänster (46), men som snabbt korrigeras av Isa (47). 

Figur 8. Grupp B:s skriftliga svar till uppgift 6 gällande hur konstanterna c och d påverkar grafen till 

𝑓(𝑥) = ൫(𝑥 + 𝑑) +5൯
5
+𝑐. 
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Så full förtrogenhet för riktningen för 𝑑 saknas och sammanblandning av vänster och höger och 

positivt och negativt förekommer, vilket nästa transkriptionsutdrag också exemplifierar. 

(iv) Transkriptionsutdrag från eleverna i grupp B, arbetandes med uppgift 4 d) (40:43–41:29): 

ISA (51) Ehh, ok. Eh, ja. Ok, så när c ändras och blir positivt så, 

ja! [Drar i glidaren för c så grafen flyttas i positivt y-

led]. Det stämde ju. a), a) stämde. 

TIM (52) Ja. 

ISA (53) Att för positiva värdena. Ja skriv att a) svaret stämde och 

d svaret. Nej! [Drar i glidaren för d så negativa d-värden 

erhålls och grafen flyttar sig i positivt x-led, se Figur 9 

ovan] d svaret stämde inte Tim, det blev tvärtom. Det blir 

tvärtom. Eller nej, jag skoja, det blev inte tvärtom [Drar i 

glidaren för d så positiva d-värden erhålls och grafen flyt-

tar sig i negativt x-led]. 

TIM (54) Vad blir det? 

ISA (55) Det blev rätt, det blev rätt. Positiva d-värden, notera den. 

Här talar Isa om att d svaret blev tvärtom (53) men ändrar sig sen till att det blev inte 

tvärtom (53). I denna sekvens gör Isa samtidigt observationer i GeoGebra, hen drar i glidaren 

för 𝑑 så att grafen först flyttar sig höger, se Figur 9 ovan, och sen åt vänster. Detta verkar skapa 

en förvirring, som möjligtvis grundar sig att eleverna i svaren endast angett hur grafen rör sig 

för positiva 𝑑. Så om än eleverna uppvisar matematiska tecken genom att ange riktningen gra-

fen flyttar sig för olika värden på 𝑑 är artefakten tydligt närvarande och eleverna har inte rört 

sig helt till matematikens domän. 

7.1.4 Eleverna talar om att d förskjuter 𝒙-värdena 

I uppgift 9 skulle eleverna försöka förklara varför 𝑑 påverkar grafen som den gör. Detta visade 

sig vara svårt och flera olika försök till förklaringar gjordes. Gemensamt för dessa förklaringar 

var dock att de på ett eller annat sätt handlade om att 𝑑 förskjuter 𝑥-värdena. Eleverna i grupp 

A utvecklade sin förklaring något mer och följande transkriptionsutdrag belyser deras diskuss-

ion. 

Figur 9. Skärmbild från eleverna i grupp B när de använder GeoGebra, arbetandes med uppgift 4 d) [Tid: 41:14]. Eleverna 

specificera riktning grafen rör sig för minskande d. Röda pilar är författarens tillägg. 
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(v) Transkriptionsutdrag från eleverna i grupp A, arbetandes med uppgift 9 (38:16–39:28): 

ROBIN (56) Kolla alltså. Ehh. Det är ju helt enkelt, alltså hur fan ska 

man förklara. 

KIM (57) Ja det är ju en ekvation som 

ROBIN (58) Ja det är en ekvation, om man sätter in x som man har där 

får man fram det här svaret. 

KIM (59) Mm. 

ROBIN (60) Sätter man in minus två i den här ekvationen får man noll. 

Sätter man in tre får man tjugofem. 

KIM (61) Ja hur fan ska man beskriva, vadå varför? 

ROBIN (62) Ja men skriv som vi sa nu. Om man sätter in x i ekvationen 

får man ett nytt värde här 

KIM (63) Jamen vi gör det. 

KIM (64) [Läser högt medan hen skriver] Om man sätter in ett visst x-

värde… ek…. Vänta vad sa vi, om man sätter in ett visst x-

värde i ekvationen. 

ROBIN (65) Om man sätter in det x-värde som står till vänster i ekvat-

ionen får man det värde som står till höger. Aja. 

ROBIN (66) En grej förresten. 

KIM (67) Vadå. 

ROBIN (68) Det borde, få se här jag vill kolla en grej. Det borde gå 

att förklara allt det här. Eftersom kolla. Precis, när x är 

två då är den sexton, och här är den sexton när den är på 

fyra. Det är därför graferna ser ut som det här. Det är därför 

det är, det ska bli negativt. 

KIM (69) Hmmm. 

ROBIN (70) Förstår du? 

KIM (71) Mm. 

ROBIN (72) Den här måste vara två mer för att bli det här eftersom den 

här har plus två så får den lättare ett högre värde. Förstår 

du? 

KIM (73) Ja. 

ROBIN (74) Då har vi löst det. Då kan vi 

KIM (75) Vi behöver svara på den här då. 

ROBIN (76) Men ja det är det som är det jobbiga, att förklara allt på 

papper, men jag antar. Dom har ju lyssnat på vad vi säger 

här så, jag menar, dom får väl förstå. 

KIM (77) Mm. 

Här talar eleverna om att om man sätter in x där får man det här svaret (58), ger 

numeriska exempel (60, 61) och om man sätter in x i ekvationen får man ett nytt 

värde (62, 65). Vidare så talar Robin om att när x är två då är den sexton och här är 

den sexton när den är på fyra (68), det är därför graferna ser ut som det här 

(68), det är därför det ska bli negativt (68) och eftersom den här har plus två 

så får den lättare ett högre värde (72).  Denna sekvens visar flera pivoterande tecken, 

och visar det som i semiotiska mediering kallas för en semiotisk kedja. Tecknen ekvation och 

insättning av värden i ekvationen blir pivoterande då de används i kontexten att det är 

därför graferna ser ut som det här. Dessa pivoterande tecken bildar en kedja som ger 

en rörelse från artefakten, GeoGebra, mot matematikens domän, då Robin sedan drar slutsatsen 

att det är därför det ska bli negativt, eftersom den här har plus två så får 

den lättare ett högre värde. Det är dock oklart vad Robin menar med ”att det ska bli 

negativt” och ”lättare ett högre värde”. Tolkning är här att Robin refererar till att 𝑥-värdena i 

tabellen för 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 2)2 är två mindre än i tabellen för 𝑓(𝑥) = 𝑥2 och att grafen därför 

flyttar sig i negativ riktning samt att adderingen av konstanten två gör att 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 2)2 ger 
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samma värden som 𝑓(𝑥) = 𝑥2 för mindre värden på 𝑥 (det blir ”lättare ett högre värde”).  Ele-

verna rör sig då från artefakten mot matematikens domän, men når inte hela vägen fram på 

grund av att dessa begrepp inte är strikt matematiska. 

7.2 Sammanfattning av resultat 
Tabell 1 nedan sammanfattar de teman som redogjorts för ovan, med tillhörande artefaktiska 

och pivoterande tecken. Dessa teman är som nämnts tidigare författarens matematiska tolk-

ningar av elevernas diskussioner och handlingar och vidare så representerar dessa teman de sätt 

som eleverna skapar mening av translation av funktionsgrafer och eleverna tolkas uppvisa. I de 

tre högra kolumnerna anges i vilka uppgifter som dessa teman refereras till i, vilka grupper som 

refererat till temat och antalet utsagor som temat härrör ur. 

Tabell 1. Sammanställning av teman som identifierats i studien. Dessa teman utgör de olika meningar eleverna skapar om 
translationer med det dynamiska matematikprogrammet. I andra kolumnen ges de tecken som identifierats i elevernas utsagor. 

I de tre sista kolumnerna ges i vilka uppgifter temat refereras till, vilka grupper som refererat till temat och antalet utsagor 

temat härrör ur. 

Tema  
(meningsskap-

ande) 

Tecken (beskrivning) Uppgift Grupp Antal 
utsagor 

1. Eleverna ut-
trycker att c är 
detsamma som 

m-värde 

Artefaktiska tecken: I utsagorna nämns 
att 𝑐 är detsamma som 𝑚-värdet i 𝑦 =
𝑘𝑥 + 𝑚 och ritar i häftet 𝑓(𝑥) = (𝑥 +
1)3 + 2  med skärning av 𝑦 -axeln i 

𝑦 = 2. Observerar i GeoGebra funkt-

ioner där detta stämmer men beaktar 

inte de situationer det inte stämmer. 

4a), c); 7; 
8 

B, C 10 

2. Eleverna refe-
rerar till att c 
och d flyttar 

grafen, utan att 
specificera 

riktning 

Pivoterande tecken: Eleverna observe-
rar i GeoGebra att 𝑐 flyttar grafen upp 

och ner och 𝑑  flyttar grafen i sidled. 
Riktning anges ej för olika värden på 𝑐 

och 𝑑  i skriftliga svaren eller i utsa-

gorna. 

4a), b); 6; 
7; 9 

A, C 18 

3. Eleverna anger 

riktning grafen 
flyttar för posi-
tiva c och d 

Pivoterande tecken: Eleverna obser-
vera i GeoGebra att när 𝑑 blir positivt 

flyttas grafen åt vänster och när 𝑐 blir 

positivt flyttas den uppåt. Riktning 
anges i skriftliga svaren och utsagorna. 

4b), d); 6; 

7; 8; 9 

A, B 21 

4. Eleverna talar 
om att d för-
skjuter x-vär-

dena 

Artefaktiska tecken: I utsagorna nämns 
att 𝑑 gör så att det blir nya 𝑥-värden. 

Pivoterande tecken: I skriftliga svaren 
och utsagorna anges att värdetabellerna 
i uppgift 9 skapar en ekvation som ger 

nya 𝑥 -värden. I utsagorna nämns att 

konstanten två i 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 2)2  gör 

så att det enklare blir högre värden. 

9 A, C 7 

8. Resultatdiskussion 
I denna studie analyserades potentialen av ett dynamiskt matematikprogram att främja elevers 

meningsskapande av translation av funktionsgrafer när de använder ett undersökande arbetssätt. 

För att genomföra studien skapades en workshop utifrån det teoretiska ramverket semiotisk 
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mediering, så som det är beskrivet av Bartolini Bussi och Mariotti (2008). Data samlades in 

från sex elever som arbetade parvis med workshopen via skärm- och ljudinspelningar samt ele-

vernas skriftliga svar på uppgifterna. Resultatet av studien visar att det finns en potential med 

dynamiska matematikprogram att främja en ingång för elever att skapa sig mening av trans-

lation, men en utmaning eleverna möter i arbetet är att förstå den bakomliggande matematiken. 

Mer detaljerat visar resultatet att elever som undersöker translation av funktionsgrafer med 

GeoGebra främjas utveckla olika personliga tecken för att beskriva och tolka translation. Två 

saker kan noteras om dessa tecken; de är för det första beskrivande och inte förklarande, det vill 

säga, eleverna fokuserar på att beskriva hur grafen rör sig för olika värden på 𝑐 och 𝑑, men inte 

att förklara varför (Tema 2 och 3, Tabell 1). För det andra är de artefaktiska och pivoterande, 

men ej matematiska. Det vill säga, eleverna uppvisar en rörelse mot matematikens domän men 

når inte fram till den, vilket visar att de inte utvecklar kunskaper om bakomliggande matema-

tiska orsaker till translation. 

Resultatet diskuteras nedan. Först diskuteras resultatet att eleverna uppvisar en ofullbordad rö-

relse mot att utveckla matematiska tecken utifrån teorin om semiotisk mediering, därefter kom-

mer de identifierade temana diskuteras i relation till tidigare forskning och sedan diskuteras 

upplägget med ett undersökande arbetssätt. Rapporten avslutas med en metoddiskussion och 

diskussion om implikationer för matematikundervisningen samt förslag på vidare forskning. 

8.1 Semiotisk mediering och GeoGebra 

Genom elevernas undersökande arbete med GeoGebra skapade de sig sina egna personliga tolk-

ningar av translation av funktionsgrafer. Med hjälp av Bartolini Bussi och Mariottis (2008) 

ramverk för semiotisk mediering identifierades att dessa bestod av artefaktiska och pivoterande 

tecken, men ej av matematiska tecken. Detta beror troligen på att den workshop som konstrue-

rats i denna studie och som eleverna arbetade med representerar första steget i didaktiska cykeln 

(Bartolini Bussi & Mariotti, 2008). Detta första steg tjänar till att eleverna ska producera egna 

tecken, egna personliga tolkningar, genom arbete med artefakten med avsikten att läraren kan 

utnyttja dessa tecken vidare för att leda eleverna mot det didaktiska målet (Bartolini Bussi & 

Mariotti, 2008). Det är således inte konstigt att det i denna studie identifierades att eleverna 

primärt använder artefaktiska och pivoterande tecken då det krävs iterationer av den didaktiska 

cykeln för att eleverna ska röra sig från artefakten till matematikens domän. Resultatet i denna 

uppsats visar är att det inte är tillräckligt med noggrant designade aktiviteter med GeoGebra för 

att eleverna ska nå målet med undervisningen, som i detta fall var att lära eleverna translation 

Figur 10. Författarens omarbetning av modellen av semiotisk mediering med en artefakt och kategorier av 

tecken (original: Bartolini Bussi & Mariotti, 2008, s. 757; Text ”Omvänd pivotering” och uppåtriktad pil är 

mitt tillägg). Temat ”eleverna uttrycker c är detsamma som m-värde” antyder en ”omvänd pivotering”. 



25 
 

av funktionsgrafer. Lärarens roll är central för att understödja att elevernas produktion av tecken 

ska fortlöpa vidare i önskvärd riktning, genom att exempelvis hålla kollektiva diskussioner med 

eleverna och fullborda den didaktiska cykeln.  

Resultatet visar vidare att det inte alltid sker en rörelse från artefaktiska till matematiska tecken. 

Temat ”eleverna uttrycker att 𝑐 är detsamma som 𝑚-värde” visar en omvänd rörelse, från ma-

tematiska till artefaktiska tecken. Eleverna avläste skärning med 𝑦-axeln för olika grafer och 

kom fram till slutsatsen att 𝑐 = 𝑚, det vill säga att funktionsgraferna skar 𝑦-axeln på värdet 

𝑦 = 𝑐. Här blir då ett matematiskt tecken, att avläsa skärning med 𝑦-axeln, upphov för ett per-

sonligt tecken hos eleverna för den horisontella translationen, det vill säga att 𝑐 är detsamma 

som 𝑚-värdet i räta linjens ekvation. Denna tolkning av konstanten 𝑐 kan vara en konsekvens 

av att eleverna nyligen arbetat med räta linjens ekvation, 𝑦 = 𝑘𝑥 +𝑚, i undervisningen och att 

de då blir påverkade av en tidigare referensram, i vilken det gäller att konstanten 𝑚 är skär-

ningen med 𝑦-axeln (se avsnitt 6.1). Detta kan vidare indikera att det finns ett möjligt utveckl-

ingsbehov av den modell av semiotisk mediering som presenterades i teoriavsnittet (se Figur 2) 

som inkorporerar denna omvända rörelse (se Figur 10). En sådan process kan vara viktig att 

beakta då det kan vara tänkbart att denna process leder till att elever omdefinierar matematiska 

tecken de redan lärt sig till tecken som inte är matematiska, vilket urartar elevernas matematiska 

tecken. Framtida forskning behöver bekräfta denna process och undersöka hur utbredd den är 

och speciellt vad för konsekvenser den kan leda till. 

Det beskrevs i avsnitt 6.1.1 att GeoGebra har verktyg som kan utnyttjas i lärandet av translation 

av funktionsgrafer, såsom möjligheten att visa algebraiska och grafiska representationer av 

funktioner sida vid sida och att glidare kan utnyttjas för att dynamiskt manipulera dessa repre-

sentationer. Frågan kan nu ställas vad för semiotisk potential (se avsnitt 4.3) om fanns hos Geo-

Gebra. Eleverna använde GeoGebra för att observera hur grafen förflyttades när glidarna för 𝑐 

och 𝑑 drogs i men detta ledde inte för alla eleverna till att specificera riktningen grafen rörde 

sig för ökningar/minskningar av värdena på konstanterna. Kanske vittnar detta om att eleverna 

inte gjorde kopplingen att det var ändrandet av värdena som gav upphov till en förflyttning, 

utan att det endast var dragningen i glidaren som gjorde det. Tidigare forskning har identifie rat 

att det kan finnas ett potentiellt problem med att studera hur varierandet av värden på konstanter 

påverkar grafer med hjälp av glidare då detta medför att konstanterna är representerad på tre 

ställen; formeln, grafen och glidaren och att detta riktar bort fokus från samband mellan formel 

och graf (Brunström, 2015). Detta håller tillbaka den semiotiska potentialen och kan vittna om 

att elever behöver få en introduktion till vad glidare representerar innan de undersöker hur va-

rierandet av konstanters värden påverkar funktionsgrafer. 

8.2 Elevernas tolkningar av translation och tidigare forskning 

Eleverna tolkade translation av funktionsgrafer på olika sätt. Det identifierades i denna studie 

att dessa olika sätt var beskrivande av hur en graf flyttar sig och inte förklarande av varför. I 

försök att förklara varför konstanten 𝑑 påverkar grafen som den gör var tolkningen den att 𝑑 

förskjuter 𝑥-värdena och eleverna hade svårt att göra en djupare förklaring. Elevernas menings-

skapande stannade därmed vid konstateranden av att 𝑑 flyttar grafen i sidled och i en grupp att 

positiva 𝑑 flyttar grafen vänster. Resultatet indikerar att eleverna memorerar regler för trans-

lation, vilken tidigare forskning visar kan leda till problem för elever att lösa problem som 

involverar horisontell translation (Lage & Trigueros Gaisman, 2006), och att det finns en risk 
att eleverna memorerar felaktiga slutsatser, så som att konstanten 𝑐 kan betraktas som 𝑚-värde. 
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Eleverna uppvisade problem att rita grafen till en translaterad funktion. En av grupperna gjorde 

translation åt höger istället för vänster och två grupper ritade grafen att skära 𝑦-axeln i 𝑦 = 𝑐, 

vilket inte stämde. Dessa resultat indikerar att det fanns svårigheter för eleverna att arbeta med 

både horisontell och vertikal translation, även efter att observationer och aktiviteter utförts med 

GeoGebra. Svårigheter för elever att arbeta med horisontell translation har identifierats i tidi-

gare forskning också (Daher & Anabousy, 2015; Borba & Confrey, 1996; Zazkis, Liljedahl och 

Gadowsky, 2003; Lage & Trigueros Gaisman, 2006) men denna studie identifierar även att en 

svårighet kan uppkomma med vertikal translation, och visar att elever kan tolka att konstanten 

𝑐 är detsamma som 𝑚-värdet i räta linjens ekvation, 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚, vilket medför problem ef-

tersom det i allmänhet inte gäller att 𝑐 = 𝑚. 

Vad dessa observationer ovan visar är att det är en komplex process att använda digitala verktyg 

som GeoGebra i undervisning om translation av funktionsgrafer. GeoGebra gav eleverna möj-

lighet att experimentera och undersöka translation av funktionsgrafer dynamiskt och observera 

visuellt vad som sker, och användandet av digitala verktyg har tidigare forskning identifie rat 

som vägen framåt i lärande av translation (Daher & Anabousy, 2015; Borba & Confrey, 1996). 

Men de tolkningar av translation eleverna gör behöver arbetas vidare med i undervisningen och 

det räcker inte att eleverna arbetar med GeoGebra under ett isolerat tillfälle. Läraren behöver 

designa undervisningen så att elevernas tolkningar kan utvecklas vidare vilket kan vara att kon-

struera situationer där eleverna behöver reflektera över om 𝑐 verkligen kan vara detsamma som 

𝑚-värde och om det är viktigt att reflektera över riktningen en graf flyttar sig för positiva och 

negativa värden på 𝑐 och 𝑑. 

8.3 Undersökande arbetssätt och GeoGebra 

Upplägget med att eleverna fick arbeta undersökande resulterade i att eleverna kom med olika 

beskrivningar av hur 𝑐 och 𝑑 påverkar grafen till en funktion, en del mer detaljerande andra 

(som exempelvis att ange riktningen grafen rör sig), men det var svårt för eleverna att förklara 

varför konstanten 𝑑 påverkar grafen som den gör. Under workshopens gång gjorde eleverna 

observationer av grafernas förflyttningar på datorskärmen vilket gav dem möjlighet att beskriva 

hur grafen förflyttas av 𝑐 och 𝑑, men det framkallade inte diskussioner och resonemang om 

matematiska orsaker till dessa förflyttningar. Därför blev det problematiskt för eleverna i sista 
uppgiften där de explicit ombads förklara varför 𝑑 flyttar grafen som den gör. Det finns därmed 

en risk att undersökande arbete med GeoGebra endast leder till beskrivningar och inte förkla-

ringar, vilken tidigare forskning också identifierat (Brunström, 2015), även om eleverna om-

beds ge förklaringar. Det föreslås här att aktiviteter som utformas för ett undersökande arbets-

sätt med GeoGebra behöver mer genomgående be eleverna om förklaringar, än att endast göra 

det vid ett enda tillfälle.  

Elevernas svårigheter att förklara varför 𝑑 påverkar grafen som den gör vittnar också om att 

eleverna hade behövt få mer stöttning av mig som lärare under arbetet med uppgifterna, stött-

ning som kunde lett in på nya tankebanor och hjälpt eleverna att fortsätta sina resonemang. 

Framförallt skulle detta kunnat inbegripa att jag bett eleverna studera tabellvärdena i uppgift 9 

och utnyttja möjligheten att med GeoGebra studera graferna som dessa punkter låg på. Detta 

skulle då vara det Bartolini Bussi och Mariotti (2008) kallar för en intervention som ”riktar 

fokus på särskilda aspekter i användandet av artefakten” (s. 775; min översättning), vilket 

skulle kunnat hjälpa eleverna att diskutera varför grafen påverkas av 𝑑 som den gör. Det iden-

tifieras alltså här, i likhet med Granberg och Olsson (2015), att läraren behöver komplettera 
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feedbacken från det dynamiska matematikprogrammet för att eleverna ska kunna utveckla 

idéer, resonemang och diskussioner vidare. 

Att eleverna ombads att skriva ner svar och slutsatser gjordes med förhoppningen att de skulle 

reflektera och resonera mer än om skriftliga svar inte efterfrågades (se avsnitt 6.3), men denna 

efterfrågan ledde inte till att eleverna reflekterade och resonerade mer i någon större utsträck-

ning. Eleverna upprepade och skrev ned tidigare svar flera gånger och i alla grupper förekom 

kommentarer som ”Vad ska jag skriva, som innan?” (transkriptionsutdrag (iii), rad 25) eller 

”Kan man skriva samma som förut?” (transkriptionsutdrag (ii), rad 17), vilket leder till slutsat-

sen att workshopen i överlag inte satte eleverna i situationer där de behövde reflektera över 

slutsatser de gjorde i början av workshopen. I sista uppgiften syntes det dock att den explic ita 

frågan att eleverna skulle skriva ned ett svar på varför 𝑑 påverkar grafen som den gör försatte 

eleverna i extra diskussioner. Tydligast syntes detta i grupp A som kommenterade att ”alltså 

hur fan ska man förklara” och ”Ja hur fan ska man beskriva, vadå varför?” (transkriptionsutdrag 

(v), rad 56 och 61), vilket troligen ledde till att eleverna reflekterade mer än om ett skriftligt 

svar inte efterfrågats. Denna studie bekräftar därmed delvis Brunströms (2015) iakttagelse att 

begäran av skriftliga svar leder till ytterligare reflektioner och resonemang. 

9. Metoddiskussion 
Det finns flera begränsningar i denna studie. För det första, som det nämndes i metodavsnit tet, 

så genomförde eleverna endast första steget i den didaktiska cykeln, vilket begränsar elevernas 

bildande av tecken och speciellt tecken som än mer generaliserar bortanför artefakten. Om 

också steget individuell produktion av tecken varit med kunde studien än mer belyst vad för 

potential det finns att med dynamiska matematikprogram främja elevers meningsskapande av 

translation. Det andra steget i cykeln ger eleverna tillfälle att reflektera över sina observationer 

och kan leda till att de initiala uppfattningarna utvecklas, vilket ger bättre underlag för en studie 

av den semiotiska processen. Således är ett förslag på en förbättring av studien att designa en 

workshop så att både första och andra steget i den didaktiska cykeln är med. 

För det andra så fanns det vissa begränsningar med den inspelningsutrustning som användes. 

Loom (Version 3.2.79; Hiremath, 2018) var smidigt att använda och gick snabbt att starta upp 

men vissa gruppers inspelningar tog upp mycket bakgrundsljud. Detta gjorde att det blev en 

tidskrävande process att transkribera materialet då det krävde att inspelningarna bitvis lyssnades 

om flera gånger. Vid vissa tillfällen var det till och med svårt att avgöra om det var eleverna 

vid datorn eller elever från en annan grupp som hördes. Så om än möjligheten med inspelningar 

att lyssna om elevernas samtal flera gånger främjar en noggrann analys medför dessa problem 

att studiens reliabilitet inte blir lika hög som den kunde varit om bakgrundsljud inte hade kom-

mit med. Vidare så spelades inte elevernas gester in vilket begränsade möjligheten att under-

söka hur eleverna pekade på skärmen och i uppgiftshäftet. Sådan data skulle kunna ha använts 

i undersökningen för att se hur eleverna växlade mellan GeoGebra och uppgiftshäftet i works-

hopen och vidare behjälpt analysen av uppgift 4 c), där eleverna skulle skissa en translaterad 

graf. Eleverna pekade då mycket i uppgiftshäftet och detta skulle kunna ha analyserats för att 

tydligare se hur eleverna gjorde för att skissa grafen. 

För det tredje så hade eleverna inga förkunskaper utav att använda GeoGebra. Detta medförde 

att det tog längre tid än planerat att genomföra workshopen, då det var tidskrävande för eleverna 

att skriva in och ändra funktionernas matematiska uttryck mellan uppgifterna. Dessutom före-

kom det flera tillfällen då eleverna fick problem med att ta fram glidare och att allt eleverna 



28 
 

skrivit in raderades. Det senare problemet kunde åtgärdas genom att använda ”ångra” funkt-

ionen i GeoGebra så att allt kom tillbaka. Svårigheten med att ta fram glidare fann vi inte någon 

enkel lösning på mer än att skriva in ett matematiskt uttryck på nytt i programmet eller att 

definiera glidare först och sen skriva in en funktion. Mina interaktioner med eleverna bestod 

därmed mestadels av att hjälpa dem med dessa tekniska problem. 

För det fjärde så var det svårt att kombinera rollerna lärare och observatör. Det var svårt att 

bedöma om jag skulle rycka in och hjälpa eleverna eller om jag skulle ta ett steg tillbaka för att 

kunna undersöka om eleverna själva löste problemen. Jag fokuserade på att låta eleverna till 

större grad lösa problem själva vilket troligen ledde till att elevernas diskussioner och resone-

rande avstannade tidigare än önskat. Speciellt kunde det varit lämpligt att eleverna i sista upp-

giften fått feedback som hade lett till att eleverna ritade in punkter för ursprungsfunktion och 

translaterad funktion i ett koordinatsystem. Om denna studie genomförs igen är det dock 

centralt att beakta den position jag hade i undersökningen, då forskare som önskar få jämförbara 

data behöver inta samma sociala position som forskaren i originalstudien (LeCompte & Goetz, 

1982).  

Slutligen så är extern validitet alltid ett problem med fallstudier (Bryman, 2008/2011) och det 

gäller även i denna studie. Schoenfeld (2007) lyfter dock fram att en studie, oavsett om den är 

kvantitativ eller kvalitativ, kan vara potentiellt generaliserbar. En studies resultat kan fram-

bringa uppmärksamhet på olika frågor i en verksamhet som är av betydelse. Relaterat till denna 

studie kan resultatet potentiellt bringa uppmärksamhet på frågeställningar i liknande situationer. 

Identifierandet av en rörelse från matematiska till artefaktiska tecken och att det undersökande 

arbetet med dynamiska matematikprogram gav upphov till beskrivningar, och inte förklaringar, 

kan potentiellt vara något som sker generellt i undervisning som liknar den workshop som ge-

nomförts i denna studie. Det kan därmed finnas ett mervärde av studien på så vis att den kan 

skapa en ingång för möjliga problem lärare behöver beakta i undervisning av translation av 

funktionsgrafer med dynamiska matematikprogram. Men, endast mer forskning kan garantera 

om generalitet föreligger och som Schoenfeld (2007) nämner: ”tiden får avgöra” (s. 91; Förfat-

tarens översättning). 

10. Implikationer för undervisningen 
De implikationer denna studie medför för matematikundervisningen är flera. För det första be-

höver undervisning om translation av funktionsgrafer med en workshop liknande den i denna 

studie inbegripa situationer där elevernas tolkningar sätts på prov. Speciellt för behöver ele-

verna hamna i situationer där tolkningen av konstanten 𝑐 som 𝑚-värde behöver revideras och 

specificering av riktning grafen rör sig för ökande/minskande 𝑐 och 𝑑 behöver göras. Detta 

skulle kunna vara att eleverna får arbeta med fler uppgifter av typen 4 c) (se Bilaga 1) där 

eleverna behöver förutsäga translationen av en graf i fall då 𝑐 ≠ 𝑚 och fall med grafer som 

translateras i både negativt och positivt 𝑥-led. 

För det andra behöver eleverna hamna i situationer som efterfrågar mer förklaringar för att det 

inte endast ska bli beskrivningar av hur graferna flyttar sig och för att rikta eleverna mot att 

fundera över den bakomliggande matematiken. Detta gäller då speciellt för translation i 𝑥-led 

och det skulle kunna innebära att designa uppgifter som riktar fokus på enstaka punkter som 

translateras, som också föreslås av (Zaskis et al., 2003). Det skulle exempelvis vara möjligt att 

utvecklar uppgift 9 (men också 8) i workshopen till att eleverna får rita båda tabellernas värden 
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som punkter i ett koordinatsystem. Då får eleverna gå från en representation i tabellform till 

grafisk, vilket kanske kan underlätta för eleverna att förklara varför grafen flyttas som den gör.  

En tredje och sista punkt att beröra är att denna studie visar att läraren behöver beakta sin roll i 

den semiotiska processen. Det räcker inte med en workshop där eleverna själva får arbeta med 

ett dynamiskt matematikprogram, utan läraren behöver utforma undervisningen så att elever, 

lärare och artefakter samspelar för att det didaktiska målet ska nås. Det kan innebära, i relation 

till det specifika fall som studerats här, att läraren måste ge eleverna feedback som kompletterar 

det dynamiska matematikprogrammet och riktar fokus på olika aspekter av artefakten som hjäl-

per eleverna vidare mot det didaktiska målet. 

11. Vidare forskning 
För att få mer insikt om huruvida resultaten i denna studien kan bekräftas och generalise ras 

behöver mer studier göras som undersöker användning av dynamiska matematikprogram i 

undervisningen utifrån teorin om semiotisk mediering. Speciellt behövs studier av undervisnin g 

som designats utifrån den didaktiska cykeln och av elever som också får genomföra andra steget 

i cykeln, för att se om det ger en än mer rörelse från artefakten mot matematikens domän. Det 

behövs också studier som undersöker vidare hur utbredd processen är att elever går från mate-

matiska till artefaktiska tecken, vad en sådan process kan ge för konsekvenser och hur denna 

process kan inkorporeras i teorin om semiotisk mediering.  
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Bilaga 1 – Workshop1 

Workshop – GeoGebra och funktionsgrafer 

GeoGebra är ett program som man kan använda för att rita exempelvis grafer och geometriska 

figurer. Till skillnad från en grafräknare kan man i GeoGebra arbeta mer dynamiskt med de 

objekt man ritar, exempelvis att man kan rita en triangel och dra i den, rotera den och ändra 

dess storlek. 

GeoGebra kan vara lämpligt att använda för att undersöka egenskaper hos funktioner och hur 

deras grafer påverkas av att olika konstanter ändras. Uppgifterna som ni får göra i detta häfte 

handlar om att just manipulera grafer och till dem behöver ni använda GeoGebra. För att 

starta GeoGebra, gå in på https://www.geogebra.org/graphing (eller använd appen/applikat-

ionen på era datorer om ni har den). 

I bilderna nedan visas hur GeoGebra ser ut med markeringar på olika objekt som ni kan be-

höva trycka på. Om ni använder appen ser det annorlunda ut, men samma funktioner finns. 

 
Figur 1. Olika objekt i GeoGebra. 

I bilden ovan så har det i ”Inmatningsfält…” skrivits in 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑑)2 + 𝑐. Det kommer då 

upp en ruta där det står ”SKAPA GLIDARE”. Klickar man på den så skapas det så kallade 

”glidare” för 𝑐 och 𝑑. Dessa glidare är reglage som man kan dra i för att ändra värdena på 

konstanterna 𝑐 och 𝑑, se bilden nedan. 

                                                 
1 Workshopen återges precis som den gavs till eleverna i undersökningstillfället, inklusive figurnumrering. Dock 

förekommer sidbrytningar på andra ställen än i originalet på grund av rubriken, således erhålls den identiska 

workshopen om rubriken ”Bilaga 1 – Workshop” raderas (inklusive denna fotnot). 

Operationer, ex. 

upphöjt, roten ur 

Tryck för att skapa gli-

dare, i exemplet får vi 

glidare för d och c 

https://www.geogebra.org/graphing


 

  
Figur 2. Objektet glidare i GeoGebra. 

Nedan har ni uppgifter att göra där ni kommer använda GeoGebra, så starta upp programmet 

om ni inte redan har gjort det. Jobba två och två och skriv ner era svar, kommentarer och reso-

nemang i detta häfte. Så, prova på att lösa uppgifterna och ställ frågor om ni inte får GeoGe-

bra att funka!  

1. Nedan visas grafen till 𝑓(𝑥) = 𝑥2. 

 

Figur 3. Grafen till 𝑓(𝑥) = 𝑥2 

Undersök vad som händer med grafen om 𝑥 byts ut mot 𝑥 + 𝑑 och det läggs till en 

konstant 𝑐. Alltså, undersök funktionen 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑑)2 + 𝑐 och vad som händer när 

𝑐 och 𝑑 ändras. 

 

Öppna GeoGebra. Skriv in där det står ”Inmatningsfält…” följande : 

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑑)2 + 𝑐  

(För att göra upphöjt utnyttja operatorerna, se bilden på första sidan.) 

Glidare 



 

 

Tryck på ”SKAPA GLIDARE”. Ni ser nu två reglage ovanför erat uttryck för 𝑓(𝑥). 

Dessa kan ni dra i för att ändra värdena på 𝑐 och 𝑑. 

 

Ställ in så att 𝒄 = 𝟎 och 𝒅 = 𝟎. Om det är svårt att göra genom att dra i reglagen kan 

ni skriva in värdena manuellt istället, tryck då på siffran som konstanten är lika med 

och skriv in önskat värde. 

a) Med 𝑐 = 0 och 𝑑 = 0 vad har ni för uttryck av 𝑓(𝑥)? 

𝑓(𝑥) =_________________________________________________________ 

b) Får ni en likadan graf som den som visas i Figur 3 ovan? 

_______________________________________________________________ 

 

Testa nu att dra i reglagen för 𝑐 och 𝑑. 

c) Hur förändras grafen när ni ändrar värdet på 𝑐? 

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________ 

d) Hur förändras grafen när ni ändrar värdet på 𝑑? 

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________ 

 

Ändra tillbaka så att 𝑐 = 0 och 𝑑 = 0. Ändra sedan så att 𝑐 = 3. 

e) Hur ser uttrycket ut nu för 𝑓(𝑥)? 

𝑓(𝑥) =_________________________________________________________ 

 

f) Hur ändrades grafen när ni satte 𝑐 = 3?  

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________



 

_______________________________________________________________ 

 

 

Ändra tillbaka så att 𝑐 = 0. Ändra sedan så att 𝑑 = 2. 

g) Hur ser uttrycket ut nu för 𝑓(𝑥)? 

𝑓(𝑥) =_________________________________________________________ 

 

h) Hur ändrades grafen när ni satte 𝑑 = 2? 

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________ 

Skiss: 



 

 

 

Ändra tillbaka så att 𝑐 = 0 och 𝑑 = 0. Ändra sedan så att 𝑐 = 3 och 𝑑 = 2. 

i) Hur ser uttrycket ut nu för 𝑓(𝑥)? 

𝑓(𝑥) =_________________________________________________________

_______________________________________________________________ 

 

j) Hur ändrades grafen när ni satte 𝑐 = 3 och 𝑑 = 2? 

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________ 

 

Skiss: 



 

 

 

k) Efter att ha gjort dessa skisser, är det någonting ni vill tillägga utöver svaren i 

c) och d) gällande hur ni uppfattar att 𝑐 och 𝑑 påverkar grafen till 𝑓(𝑥)? 

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________ 

 

2. Radera 𝑓(𝑥) genom att klicka på ⋮ symbolen och välj ”Radera”.  

Undersök nu hur 𝑐 och 𝑑 påverkar 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 då 𝑥 byts ut mot 𝑥 + 𝑑 och det läggs till 

en konstant 𝑐. 

Skriv alltså in  

𝑓(𝑥) =
1

𝑥 + 𝑑
+ 𝑐 

(Var noggranna med parenteser så att uttrycket blir som det står ovan. Glidare behöver 

inte skapas igen, de är kvar). 

 

Skiss: 



 

a) Med 𝑐 = 0 och 𝑑 = 0 vad har ni för uttryck av 𝑓(𝑥) då? 

𝑓(𝑥) =_________________________________________________________ 

 

Testa nu att dra i reglagen för 𝑐 och 𝑑. 

b) Hur förändras grafen när ni ändrar värdet på 𝑐? 

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________ 

 

c) Hur förändras grafen när ni ändrar värdet på 𝑑? 

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________ 

 

Dra i reglagen för 𝑐 och 𝑑. 

d) Ser ni några likheter med hur grafen ändras jämfört med när ni hade 

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑑)2 + 𝑐 i uppgift 1? Vilka i så fall? 

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________ 

 

3. Radera 𝑓(𝑥). 

Undersök nu 𝑓(𝑥) = 𝑥2 +2𝑥 + 1 då 𝑥 byts ut mot 𝑥 + 𝑑 och det läggs till en kon-

stant 𝑐. 

Skriv alltså in 

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑑)2 + 2(𝑥 + 𝑑) + 1+ 𝑐 

 



 

a) Med 𝑐 = 0 och 𝑑 = 0 vad har ni för uttryck av 𝑓(𝑥) då? 

𝑓(𝑥) =_________________________________________________________ 

 

Dra i reglagen för 𝑐 och 𝑑.  

b) Hur ändras grafen när 𝑐 och 𝑑 ändras?  

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________ 

_______________________________________________________________ 

 

c) Ser ni några likheter med uppgift 1 och 2 hur 𝑐 och 𝑑 ändrar grafen till 𝑓(𝑥)? 

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________ 

 

4. Använd inte GeoGebra i denna uppgift. Nedan är grafen till 𝑓(𝑥) = 𝑥3 given. 

 

Byt ut 𝑥 mot 𝑥 + 𝑑 och lägg till en konstant 𝑐 till funktionen, så vi får att 

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑑)3 + 𝑐  



 

a) Utan att använda GeoGebra, hur tror ni att grafen kommer ändras när 𝑐 ändras? 

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________ 

 

b) Utan att använda GeoGebra, hur tror ni att grafen kommer ändras när 𝑑 änd-

ras? 

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________ 

 

c) Utan att använda GeoGebra, skissa 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)3 +2 i figuren nedan. 

 

d) Kontrollera med GeoGebra. Stämmer dina svar i a), b) och c)? Om de inte 

stämmer, hur skiljer sig era svar från GeoGebra? 

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________

_______________________________________________________________ 

 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 



 

5. Om ni har 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 + 3 och sedan byter ut 𝑥 mot 𝑥 + 𝑑 och lägger till en kon-

stant 𝑐, i likhet med vad ni gjort i föregående uppgifter, hur ska ni skriva er nya funkt-

ion 𝑓(𝑥)? 

𝑓(𝑥) =_______________________________________________________________ 

 

6. Testa att ändra 𝑓(𝑥) till någon funktion ni själva vill prova! (OBS: Testa inte 

𝑓(𝑥) = 𝑥, den funktionen tas upp i diskussionen sen). Byt sedan ut 𝑥 mot 𝑥 + 𝑑 och 

lägg till en konstant 𝑐 i er funktion. Er funktion blir alltså 𝑓(𝑥 + 𝑑) + 𝑐. Undersök se-

dan grafen av för olika värden på 𝑐 och 𝑑. Hur påverkar 𝑐 och 𝑑 er graf? 

 

Vi satte 𝑓(𝑥) =________________________________________________________ 

Med 𝑥 bytt mot 𝑥 + 𝑑 och tillägg av en konstant 𝑐 fick vi: 

𝑓(𝑥) =_______________________________________________________________ 

 

Påverkan av 𝑐 och 𝑑: ____________________________________________________ 

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________ 

 

7. Om ni är givna vilken funktion 𝑓(𝑥) som helst och sedan ändrar den till 𝑓(𝑥 + 𝑑) + 𝑐, 

det vill säga byter ut 𝑥 mot 𝑥 + 𝑑 och lägger till en konstant 𝑐, vad säger ni utifrån era 

undersökningar om hur 𝑐 och 𝑑 påverkar funktionens graf? 

𝑐:____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

𝑑:___________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________ 

 

8. Betrakta värdetabellerna på nästa sida, den ena för 𝑓(𝑥) = 𝑥2 och den andra för 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 +3. Fyll i de saknade värdena i högra tabellen. Kan ni utifrån dessa tabel-

ler försöka förklara varför 𝑐 påverkar grafen som den gör? 



 

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Svar:_________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________ 

 

9. Betrakta värdetabellerna nedan, den ena för 𝑓(𝑥) = 𝑥2 och den andra för 

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 2)2. Fyll i de saknade 𝑥 värdena i högra tabellen. Kan ni utifrån dessa 

tabeller försöka förklara varför 𝑑 påverkar grafen som den gör? 

 

  

 

 

 

𝑓(𝑥) = 𝑥2  𝑓(𝑥) = 𝑥2 +3 

𝑥 𝑥2  𝑥 𝑥2 + 3 

0 0  0  

1 1  1  

2 4  2  

3 9  3  

4 16  4  

5 25  5  

𝑓(𝑥) = 𝑥2  𝑓(𝑥) = (𝑥 + 2)2 

𝑥 𝑥2  𝑥 (𝑥 + 2)2 

0 0   0 

1 1   1 

2 4   4 

3 9   9 

4 16   16 

5 25   25 



 

Svar:_________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________ 

 

Övrigt ni vill tillägga: 

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________ 

  



 

Bilaga 2 – Deltagandebrev 

 


