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SZEREGI W PRACACH EULERA

1. Leonard Euler - krotkie omowienie jego zycia

Leonard Euler urodzit sie 15 kwietnia 1707 roku w Bazylei. W latach 1720-1723
odbyt studia teologiczne na Wydziale Filozoficznym Uniwersytetu w Bazylei. Odnotuj-
my, ze rozpoczynajgc studia miat zaledwie 13 lat! Dodatkowo studiowat tez matema-
tyke i mechanike pod kierunkiem Johana Bernoulliego. W 1725 roku napisat swojg
pierwsza prace naukowa (miat wtedy tylko 18 lat).

W dniu 17 maja 1727 roku Euler zostat adiunktem w Akademii Petersburskiej w za-
kresie fizjologii. Otrzymat zaproszenie Piotra Wielkiego do objecia posady po smierci Mi-
kotaja Bernoulliego, z pensjg 300 rubli rocznie oraz 130 rubli diety na podrdz do Pe-
tersburga. Euler miat za zadanie stosowa¢ metody matematyczne w fizjologii. W 1731
roku zostat profesorem fizyki i cztonkiem Akademii. Dwa lata pozniej zostat profeso-
rem matematyki na miejsce Daniela Bernoullego.

Siodmego stycznia 1734 roku ozenit sie z Katarzyng Gsell (1707-1773), corka szwaj-
carskiego malarza pracujgcego w gimnazjum w Petersburgu. Mieli 13 dzieci, z ktérych
przezyto tylko 5 tzn. trzech synow i dwie corki: Johann Albrecht (1734-1800), Karl Johann
(1740-1790), Helena (1741-1781), Christoph (1743-1808) i Charlotte (1744-1780).

Euler twierdzit, ze

najwiekszych odkry¢ matematycznych dokonat gdy na rekach miat jedno dziecko, a z innym
sie bawit nogami.

W roku 1735 Euler utracit wzrok w prawym oku. Euler opuscit Petersburg 19 czerwca
1741 roku. Otrzymat zaproszenie od kréla Prus, Fryderyka ll, by zorganizowa¢ Akademie
Nauk w Berlinie. 25 lipca 1741 roku przybyt wiec do Berlina, gdzie zajmowat sie arty-
leria, hydrodynamika, hydraulika i teorig maszyn. W roku 1746 zostat cztonkiem Londyn-
skiego Towarzystwa Krolewskiego, a w 1753 roku kupit posiadtos¢ w Charlottenburgu
(sprzedat jg w 1763 r.). W roku 1755 zostat cztonkiem Paryskiej Akademii Nauk.

Po problemach z krélem Fryderykiem Il (chodzito o sprawy zwigzane z kierowaniem
Akademig oraz jej finansami), Euler opuscit Berlin 7 czerwca 1766 roku by ponownie
uda¢ sie do Petersburga. W czasie podrozy do Petersburga byt on okoto tygodnia
w Warszawie, przyjmowany z wielkimi honorami przez kréla Stanistawa Augusta. Pod koniec
czerwca 1766 roku Euler przybyt do Petersburga, przyjety przez caryce Katarzyne |l.
Otrzymat zadanie nadzoru nad Akademig Petersburska. Po kilku miesigcach Euler stracit
widzenie na lewe oko w tym sensie, ze rozrozniat tylko duze litery. Swoje prace zaczat
wiec dyktowac. W roku 1772 stracit wzrok catkowicie. Po operacji usuniecia katarakty
oka na krotki czas odzyskat wzrok, ale po kilku tygodniach infekcja spowodowata jego
catkowitg slepote na pozostate 11 lat zycia.

W 1773 roku zmarta mu zona i Euler ozenit sie w 1776 roku z jej siostra Salomeg
Gsell. Euler do konca zycia byt obywatelem Szwaijcarii, cho¢ synowie przyjeli obywa-
telstwo rosyijskie.
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Odznaczat sie fenomenalng pamiecig. Byt tym rzadkim typem cztowieka, ktory raz
czytajac lub styszac, zapamietywat prawie wszystko doktadnie. Ta pamieé pozwolita
Eulerowi pracowac, gdy stracit wzrok. Pamietat np. Eneide Wergiliusza i mogt catg
recytowa¢ stowo po stowie, pamietajac na jakich stowach kazda strona sie konczy
i nastepna zaczyna. Euler do ostatnich chwil zycia zachowat duzg sprawnosc¢ fizyczng
i umystowa. Zmart 18 wrzesnia 1783 roku na udar mozgu i pochowany zostat na cmen-
tarzu luteranskim w Petersburgu. Dzien Smierci tak opisat Juszkiewicz ([Yo70, s. 47 3]):

18 wrzesnia 1783 roku Euler pierwszg potowe dnia spedzit jak zwykle. Miat lekcje ma-
tematyki dla jednego z wnukow, robit obliczenia kredg na dwoch tablicach odnosnie ruchu
balondw. Dyskutowat z Lexellem i Fussem niedawne odkrycie planety Uran. Okofo piatej
po potudniu dostat udaru mozgu i wypowiedziat tylko ,,umieram” przed tym jak stracit
przytomnosc. Zmart wieczorem okofo jedenastej.
W 1837 roku Petersburska Akademia Nauk postawita tam pomnik.
Euler zyt wiec: 20 lat w Szwajcarii (1707-1727), 14 lat w Rosji (1727-1741), 25 lat w
Berlinie (1741-1766) i ponownie 17 lat w Rosji (1766-1783).
Euler byt najwiekszym matematykiem swojej epoki. XVIIl wiek mozna nazwac w historii
nauk matematyczno-fizycznych wiekiem Eulera. W szczegdlny sposob wyrazit to
w swych listach do Eulera jego nauczyciel Jan Bernoulli, nazywajac go:

w r. 1728 najbardziej uczonym i najzdolniejszym mtodziericem,
w r. 1731 najstawniejszym i najbardziej uczonym panem profesorem, najdrozszym przyjacielem,
wreszcie w r. 1746 ksieciem matematykow (mathematicorum princeps).

Wiecej o zyciu Eulera mozna znalez¢ np. w [Yu70], [OR06], [Va06], [Wi00] i [Wi06].

2. Dorobek naukowy Eulera i indeks Enestroma prac Eulera

Na dorobek naukowy Leonarda Eulera sktadajg sie prace naukowe i ksigzki w licz-
bie okoto 800. Doktadng liczbe jest trudno ustali¢ liczba oficjalnych pozycji w indeksie
Enestréma to 866, ale ten indeks ma w wykazie rowniez listy i nieopublikowane ma-
nuskrypty Eulera.

Pierwsza prace Euler napisat w 1725 roku. Zostata opublikowana w 1726 roku. Euler zmart
w 1783 r., ale prace byly wydawane jeszcze do roku 1862 tzn. 79 lat po jego smierci!

Rozktad w dekadach 816 ksigzek i artykutow napisanych przez Eulera byt naste-
pujacy (wyliczone z indeksu Enestréoma): 1720-30: 12, 1730-40: 71, 1740-50: 119,
1750-60: 131, 1760-70: 108, 1770-80: 308, 1780-90: 67. Z tego 10%, a doktadniej
82 prace dotyczyly szeregow.

Dziaty nauki w jakich Euler opublikowat prace to: analiza rzeczywista i zespolona
(w tym szeregi) - 107 prac, rachunek rozniczkowy i catkowy - 101 prac, arytmetyka
i teoria liczb - 85 prac, geometria - 138 prac, rachunek prawdopodobienstwa - 11 prac,
mechanika - 137 prac, astronomia - 82 prace, kartografia, fizyka, optyka, filozofia,
hydrostatyka i hydrodynamika, budowle, nauki morskie, artyleria i inne. Euler byt autorem
okoto 20 ksiazek, majgcych czasami dwa lub trzy tomy. Trzy najwazniejsze ksiazki Eulera
z analizy matematycznej to trylogia (,trylogia” Eulera):
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1. Wistep do analizy nieskoriczonosci [Introductio in analysin infonitorum], Lozanna 1748

- 2 tomy.

2. Rachunek rozniczkowy... [Institutiones calculi dierentialis cum eius usu in analysi
finitorum ac doctrina serierum], Akademia Peterburska, Berlin 1755 - 2 tomy.
3. Rachunek catkowy [Institutionum calculi integralis], Petersburg 1768-1770 - 3 tomy

i suplement poswiecony rownaniom rézniczkowym.

Trylogia Eulera stata sie wzorem dla nastepnych podrecznikow i dla nauczania analizy.
Inne ksiazki Eulera to: Mechanika, Petersburg 1736, 2 tomy; Metoda znajdowania linii
krzywych, majgcych pewne wtasnosci maksimum i minimum, Lozanna-Genewa 1744;
Nowe zasady artylerii, Berlin 1745 [byt to niemiecki przektad angielskiego dzieta B.
Robinsona, lecz uzupetnienia Eulera do balistyki przekraczajg pieciokrotnie objetosc
tekstu autoral]; Nauka morska, Petersburg 1749; Teoria ruchu Ksiezyca, 1753; Teoria
ruchu ciat sztywnych, Rostok 1765; Petny wykiad algebry, Petersburg 1768, 1770;
Listy do niemieckiej ksiezniczki o roznych problemach filozofii i fizyki, Petersburg 1768-
1772, 3 tomy; Dioptryka, Petersburg 1769-1771, 3 tomy; Teoria ruchu Ksiezyca, przed-
stawiona nowg metodg, Petersburg 1772 (wspolna z J. A. Eulerem, Kraftem i Lexel-
lem); Catoksztatt teorii budowy i sterowania okretow, Petersburg 1773.

Prace i ksigzki Eulera zostaty wydane w Dzietach Zebranych przez wydawnictwo
Birkhauser: Leonhard Euler, Opera Omnia. Sa to 4 serie i liczg 80 tomow: Seria | - Mate-
matyka = 29 tomow (publikowane wtatach 1911-1956), Seria Il - Mechanika i astrono-
mia = 31 tomow (publikowane w latach 1912-1996), Seria lll - Fizyka i rozmaite = 12
tomow (publikowane w latach 1926-1960), Seria IV A - Korespondencja = 8 tomow
(publikowane w latach 1975 - obecnie), Seria IV B - Rekopisy = w przygotowaniu.

Ksigzka Eulera Wstep do analizy nieskoriczonosci z 1748 roku to jedna z najbar-
dziej znanych i najwazniejszych ksigzek matematycznych, kiedykolwiek napisanych.
Moim zdaniem trzecia po Elementach Euklidesa i Principiach Newtona. Na Miedzyna-
rodowym Kongresie Matematykoéw w Cambridge (USA) w 1950 roku, znany historyk
matematyki Carl B. Boyer wygtosit nawet odczyt historyczny o ksiazce Eulera pt.
Najwazniejszy podrecznik czasow nowozytnych, gdzie wymienia ksigze Eulera wsrod
najwazniejszych podrecznikow matematycznych do ktorych zalicza Elementy Euklidesa,
Algebre al-Chorezmi (Alyabr, Al-Khwarizmi), Geometrie Kartezjusza, Principia Newtona
i Disquisitiones Gaussa. Ksiazka Eulera Introductio 260 i 20 lat temu ma, co jest zadziwia-
iace, prawie wspotczesne oznaczenia i terminologie. Podobnie jest z jej zawartoscia.

Doczekata sie ona 21 wydan w nastepujacych jezykach: po tacinie - 1748, 1783, 1797,
1835, 1922, 1967, 1987, 1995; po francusku - 1786, 1796, 1835; po niemiecku
- 1788, 1835, 1885, 1983; po rosyjsku - 1938, 1961; po angielsku - 1988 | tom, 1990
Il tom; po hiszpansku - 2000. Szeregi omawiane sg w niej w rozdziatach: IV, VII, VIl i X.

Dorobek naukowy Eulera jest szeroko omawiany w ksigzkach [Ju77], [Du99] i [Va06]
oraz w [Yu70] i [OROB8].

W latach 1910-1913 szwedzki matematyk Gustaf Enestrom (1852-1923) skomple-
towat prace Eulera.’

Pierwszy spis prac Eulera opracowat w 1843 roku Pawet N. Fuss (prawnuk Eulera) - patrz [Fu43].
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3. Nazwisko Eulera w analizie matematycznej - kilka stow

Istnieje zbyt wiele rezultatéw Eulera w analizie, aby je tu przedstawia¢ catosciowo.
Wspomne wiec tylko o najwazniejszych jego wynikach. Po pierwsze, Euler wprowadzit
symbole i notacje, ktorych uzywamy do dzisiaj. Mozna wsrod nich wymienié nastepu-
iace, z datg pojawienia sie u Eulera: liczba e (1727), litera i na v—1, od 1734 roku
uzywat symbolu f(x) na funkcje, a od 1748 roku symboli sin x; cos x; tan x na funkcje
trygonometryczne, od 1755 roku symbolu 3 na sume, a od 1755 roku symboli A’x

na réznice. Z waznych rezultatow Eulera w analizie wspomnimy tylko niektore: wzoér
Eulera

€= cos x + i sinx (1)
z 1748 roku®, w szczegdlnosci €™ = -1 (1727); réwnosci
g1 11 o 1\n
e_1+i+§+§+..._nll_r)nm(1+3) , 2)

skad liczbe e Euler wyliczyt z doktadnoscig do 18 miejsc po przecinku; rownosc Eulera

z 1735 roku -
2; _z.
n® 6’ (3)
n=1
statg Eulera-Mascheroniego (1735): vy :Iim,,_m(zz_&—lnn): 0.577215..;
wzor sumaryczny Eulera-Maclaurina (1732, 1736, 1738). Uzywat tez funkcji gamma
i beta:
oo 1
rz)= IO t*e7ldt, Rez>0, B(x, y):jo -y ot
oraz wykazat lub zaobserwowat, ze gdy z € C \ {0; -1; -2; ...}, to
T nln®
= n“_Tw z(z+1)-..(z+n)
oraz

r(n=n-"i B(x,y):rr((xx’i(yy)’.

2 Musimy tutaj odnotowac, ze Roger Cotes wykazat te rownos¢ jako pierwszy tzn. w 1714 roku w postaci

In(cos x + isin x) = ix.
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4. Szeregi w pracach Eulera

Omawianie szeregdw w pracach Eulera rozbijemy na 4 czesci, a stynny rezultat
0 sumie odwrotnosci kwadratow wraz z uogolnieniami przedstawimy w czesci
piatej.

4a. Euler - mistrz przeksztatcen szeregoéw i ,,wszystko jest
zbiezne”

Matematycy XVII i XVIII wieku nie catkiem rozrozniali szeregi zbiezne od rozbieznych,
cho¢ mowili o skonczonej sumie a; + a, + a; + ... . Wigzato sie to z réznymi paradok-
sami. Juz Guido Grandi (1671-1742) w 1703 roku zauwazyt, ze podstawiajac x = 1
W rozwinieciu

3 1

1-x+xX =X+ ... =

otrzymamy
T-1+1-1+..=1 (4)

Z drugiej strony, grupujac wyrazy parami otrzymamy
1-1+1-1+...=(1-1H+(1-1)+...=0+0+0+..=0
i interpretowat to jako symbol stworzenia swiata z niczego. Euler twierdzit, ze suma

w (4) jest rowna % Miat tez, oprocz powyzszego, inny argument. Mianowicie, jesli

1-1+1-1+...=s5tos=1-(1-1+1-.)=1-s5; czyli2s=1i stad

=1
s= 5

Leibniz pisat w 1712 roku, ze suma bytaby rowna 0, gdyby nieskonczona liczba wy-
razow byta parzysta i rowna 1, gdyby byta nieparzysta, ale nie ma rozsadnej podstawy
z gory przypuszczac, ze liczba ta jest parzysta albo nieparzysta. Twierdzit tez, ze nalezy
przyja¢ sume jako Srednig arytmetyczng O i 1, czyli %

W 1713 roku Mikotaj Bernoulli w liscie do Leibniza uzywat okreslenia series diverges,
a Leibniz w odpowiedzi uzywa terminu series adverges. Przypomnijmy, ze znane juz
byto kryterium catkowe zbieznosci oraz kryterium Leibniza zbieznosci szeregu na-
przemiennego.

Euler nie troszczyt sie w ogole o kwestie zbieznosci szeregu, lecz przypisywat
kazdemu szeregowi po prostu wartosc tego wyrazenia, ktore dato powdd do utworze-
nia szeregu. Lagrange jeszcze w 1770 roku uwazat, ze kazdy szereg, ktérego wyrazy
malejg do zera, ma okreslong wartos¢.

Euler bez wahania pisat, jako wniosek z rownosci

2 3 _
1T-x+x -x"+ .= 35
ze mamy rowniez rownosc dla x = 2:

]
1-2+22-2°+ ... =3
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Ponadto rézniczkowat wyraz po wyrazie piszac: -1 + 2x - 3x° + 4x° - ... = — ( 1+1X)2

i po podstawieniu x =1 otrzymywat 1 -2+ 3 -4+ ... = %- Rozwazat tez np. szereg
1 - 2lx + 3¢ - 41x° ..., ktory jest zbiezny tylko dla x = 0.

Euler zawsze uwazat szereg za dopuszczalny, jesli wynikat w naturalny sposob przez
rozwiniecie analitycznego wyrazenia, ktore miato ze swej strony okreslong wartosc.
Te to wartos¢ uwazat w kazdym przypadku za sume szeregu. W liscie do Goldbacha
z 7 sierpnia 1745 roku pisat (por. [Kn56], s. 496):

...w ten sposdb datem te nowg definicie sumy kaZzdego szeregu: summa cujusque seriei
est valor expressionis illius finitae, ex cujus evolutione illa series oritur.

Euler nie byt zainteresowany ogoélnymi rozwazaniami o szeregach. W przypadku
p-szeregu argumentowat, ze gdy O < p< 1 to
2N
Ao N NP

n®  (2N)P 2P
n=1

—> o0, przy N — oo,

W 1734 roku sformutowat jednak kryterium zbieznosci, cho¢ brak jest u niego terminu
zbieznos¢ i to nawet w ksigzkach: jezeli szereg Zan jest zbiezny to
lim, (S, - S,) = 0dla k=1, 2, .... . Euler pisat:

gdy Zan ma skonczong sume, to S, = ZL a, sg blisko S dla dostatecznie duzych N.

Brak byto jednak faktu, ze S,, = 22_1 a, jest skonczone, gdy Sy sa bliskie siebie dla
duzych N. To dopiero podat Cauchy w 1821 roku (obecnie nazywa sie to warunkiem
Cauch’ego).

Zacytujmy samego Eulera (patrz [OR06]):

Godnymi uwagi sg kontrowersje wokot szeregu 1 - 1 + 1 - 1 + ..., ktdrego suma zostata
podana przez Leibniza jako 1/2, chociaz inni sie nie zgadzajg |... 1. Rozumienia tej kwestii
nalezy szukac w stowie ,,suma”; ta idea, jesli zrozumiata - mianowicie, sumg szeregu
nazywamy wielkosc do ktdrej zblizamy sie coraz bardziej gdy bierzemy wiecej sktadnikow
szeregu - ma zastosowanie tylko do szeregow zbieznych, i dlatego powinnismy podac
definicje sumy szeregu rozbieznego.

Jeszcze w 1826 roku Niels Henrik Abel pisat:

Szeregi rozbiezne to wymyst diabta, i to wstyd opierac na nich jakikolwiek dowdd. Uzy-
wajgc ich mozna wypisa¢ dowolny wniosek jaki chcemy osiagnac i to jest odpowiedz
dlaczego te szeregi dajg tyle btedow i tak wiele paradoksow.

Z drugiej strony, Hardy stwierdzit:

Definicje zbieznosci i rozbieznosci sg teraz zwyktymi w analizie rzeczywistej. Idee byty znane
matematykom przed Newtonem i Leibnizem (rzeczywiscie Archimedesowi); i wszyscy wielcy
matematycy XVII i XVIIl wieku, jednak beztrosko manipulowali szeregami wiedzac wystar-
czajgco czy szereg jaki rozpatrujg jest zbiezny.

4b. Szeregi potegowe jako wielomiany stopnia nieskonczonego

Euler traktowat szeregi potegowe jako wielomiany stopnia nieskonczonego. Réznicz-
kowat wiec i catkowat wyraz po wyrazie bez rozpatrywania zbieznosci.



SZEREGI W PRACACH EULERA

W 1748 roku wykazat wspomniany juz stynny wzdr Eulera:
€“=cosx * isinx,
a dowod tego wzoru przez szeregi przebiegat nastepujgco: poniewaz

2 3
X _ X X :
e —‘I+x+—2! +—3! +..., wiec

602 4 #0°

X _ :
e —1+/x+—2! 30

2 4 3 5
=[1-xX 4 X i x—x 4 x _ -
—(1 ot +...)+I(X TR +...)_cosx+/smx.

Euler pisat tez, ze dla x = 7 mamy piekng rownos¢
e” = -1.
Inny dowod powyzszego wzoru, podany przez Eulera byt nastepujacy: ktadac
Z =COoS X * isinx
otrzymujemy
dz = (-sin x + i cos X) dx = i(cos x + i sin x) dx = iz dx

czyli J.% = .[idx i w konsekwenciji In z = ix oraz

z =" =cosx + isin x.
Euler przyblizat funkcje wyktadnicza funkcjg potegowa, o czym pisze np. w ksigzce
Wstep do analizy nieskonczonosci:
e =1+ %)Y,
gdy N jest nieskonczenie wielkg liczba [numerus infnite magnus] i x jest skonczong liczbg
[numerus finitis]. Jego dowdd w naszej symbolice byt nastepujacy (por. [Ju77], str. 347):

N(N-1) x* 4+ NIN-1(N-2) X2 +

X _ AN— N
e _(1+n) _1+Nx+

N2 2! N8 3!
_ N-1 X2 (N-)(N-2) x°
=1+ x+ N o +—N2 TR
i gdy N jest duze, to utamek % stanie sie réwny jednosci, i doktadnie tak samo

N—2 N-3 .
T—H, T—H itd. Zatem

x\)N X3 X
+5)" 21+ x+5+5+..=e".
4c. Przeksztatcenie Eulera lub metoda sumowalnosci Eulera

W artykule [E247] O szeregach rozbieznych z 1746 roku (wydanym w 1760 roku)
Euler przeksztatcit szereg naprzemienny w inny szereg, szybciej zbiezny. Sposob ten,
znany juz Newtonowi, pozwala przeksztatcié jeden szereg zbiezny w inny z tg samg
suma, lecz szybciej zbiezny.
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oo

2(—1)”3,, =apg—a;+as—ag+...

n=0
a, ap—a: ap—2a4+a ap—3a;+3a,—a
__O+021+0312+0 1423+
2 2 2 2
Mamy wiec wzor Eulera

- n < Nz . AN n—1 . A0

2(—1) a, =22n—+? gdzie A"a, — A" a4 i Aa, =a,. (5)

n=0 n=0

S P I | =14 1 4 1 4, 1 Py ;
Przyktadowo 1-5+5—,+...=5+ 2 Tal T T Odnotujmy jeszcze, ze

zbieznos¢ tzn. prawdziwos¢ wzoru (5) gdy lewa strona jest zbiezna zostata wykazana
dopiero w 1901 roku przez L. D. Amesa.

Moze sie jednak zdarzy¢, ze drugi szereg w (5) jest zbiezny choc¢ pierwszy nie jest
(jest to sumowanie w sensie Eulera szeregu rozbieznego). Jako przyktady mozna wzig¢
dwa proste szeregi i ich odpowiednie sumy Eulera w (5):

P _l
1-1+1-1+.015+0+0+..=3
oraz

1-2+3-4+..i3-,+0+0+..= 7.
Wiecej informacji znajduje sie w ksigzce Knoppa [Kn56, s. 266-298].

4d. Wzér sumacyjny Eulera

Problem znalezienia { (n) prawdopodobnie spowodowat odkrycie przez Eulera zna-
nego wzoru sumacyjnego Eulera-Maclaurina. Wzor ten byt anonsowany w 1732 roku
i dyskutowany w 1736 roku oraz w ksigzce z 1755 roku z rachunku rézniczkowego.

Gdy fe C*''([1, n]), to

n n
> (k) = L " fx)dx +Y (’%kk!)[f‘Zk‘“(n)—f(Zk‘”(1)]+ R,(f,N), (6)
=1 k=1

gdzie R, (f, N) jest resztg, ktora szybko maleje, gdy N rosnie do oo.
W szczegolnosci, gdy fe C'([1, n]), to
n
’

n n
N fk) = L f(x)dx+J. (X —[XDF (x)dx + (1)
k=1

= [[ o+ 10 1 [7 e ) Dy (1o

Szczegotowy opis dotyczacy wzoru sumacyjnego Eulera-Maclaurina mozna znalez¢
u Knoppa [Kn56, s. 559-5771, Apostola [Ap99] i Varadarajana [Va06, Rozdziat 4,
s. 113-124].
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5. Sumy szeregéw 2

n1nk

o <© 1. L .
Znalezieniem sumy szeregu zn=1 = interesowato sie wielu matematykéw XVII
i XVIIl wieku. Problem ten zostat nazwany problemem bazylejskim. W dalszym ciggu sume

2 _ ik bede oznaczat tak jak Bernhard Riemann, tzn. przez { (k). Poczatkowo

n=1 n
2
rezultaty Eulera dotyczyly wartosci przyblizonych £ (2). Odkrycia, ze {(2) = % do-

konat Euler, nie pdzniej niz w 1732 roku i przedstawit Akademii w 1735 roku. Zostato
to opublikowane w 1740 roku (a z szczegotami w ksigzce Wistep do analizy nieskon-
czonosci). Uwzgledniajgc krytyczne uwagi Johanna | i Daniela Bernoullich, co do
pierwszego dowodu, Euler zajmowat sie znalezieniem lepszego uzasadnienia i podat

pozniej inne Scislejsze dowody tej rownosci. Ponadto w 1740 roku wyliczyt § (4) = %,
6
ot
§(6) = g5z i ogolnie

(2k) = ay™,
gdzie a,, sa liczbami wymiernymidlak = 1, 2, ..., 6. Nie potrafit jednak poradzi¢ sobie
z wyliczeniem {(3). Uzyskiwat przyblizone wartosci oraz rozne wzory na {(3), ale
doktadnej wartosci nie mogt znalez¢é. Dowod faktu, ze £ (3) jest liczba niewymierng
pojawit sie dopiero w 1977 roku, a doktadna wartosc¢ nie jest znana do dzisiaj. Dowdd
niewymiernosci ¢ (5) jest rowniez sprawa otwarta.
Historia tych zagadnien zostata dokfadnie opisana przez Ayouba [Ay74], Juszkiewicza
[Ju77], Kline [KI83] i Varadarajana [Va06, Rozdziat 3, s. 59-111], [VaO7].

5a. Problem bazylejski

Problem bazylejski o znalezieniu sumy szeregu

oo

§(2)=2 ni2=1+i2+i2+i+... (7)

n=1
postawit Pietro Mengoli (1625-1686) z Bolonii w 1644 roku. Powinnismy wiec mowic
problem bolonski, ale Jakub Bernoulli z Bazylei byt pierwszym, ktory zwrocit uwage
szerszego ogotu na ten problem i dlatego zostat on nazwany problemem bazylejskim.

Johann i Jakub Bernoulli wykazali tylko, ze 2:;1 niz S%Z 1.75 argumentujac ze

1 __1 1_ 1y y_7_1__1 z
2,,2 <1+22 (_ n+1) -+ 3G ) =tz <5
ale sumy nie potrafili znalezc. Moina tez szacowac (patrz np. [MT97]):

N
1 )otp2- 15
an<1+2 1/4 Z\n 172 n+1/2 1+3 N+1/2 <3
2

~
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Bez sukcesu atakowali tez problem: John Wallis (1616-1703), Gotfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716), Johann i Daniel Bernoulli (J 1667-1748, D 1700-1782), James
Stirling (1692-1770), Christian Goldbach (1690-1764), Abraham de Moivre (1667-1754)
i inni. Przyblizone wartosci z oSmioma doktadnymi znakami dziesietnymi znalezli, co
jest znane z ich korespondenciji, w latach 1728-1729 Goldbach i D. Bernoulli oraz
w 1730 Stirling (por. [Ju771, str. 367).

Johann Il Bernoulli znalazt sumy wielu szeregow, ale {(2) nie mogt znalezé. Na-
pisat przy tym: jezeli ktos znajdzie te sume i powie mi o tym, to bede mu bardzo
wdzieczny.

5b. Pierwsze osiggniecia Eulera z lat 1731-1733

W 1731 roku w pracy [EO20] Euler rozwazat sumy 2
przypadku obliczania {(2), wziat szereg dla logarytmu

oo

In(+x) =Y (9"

n=1

e 1W i w specjalnym

w postaci

=)

In(1-x) _ X"
-X _z n -

n=1

Catkujac otrzymat

=

1
In(1—x) _ 1
jo _—de_; L=¢.
Zamieniajgc zmienng x na 1 - ti rozbijajac na dwie catki
1
—§(2)=_[ Int it = _[ Int dt+_[ Int it =+,

i catkujac przez czesci otrzymat

/=_[OX Int tz_[o Int(z ")t = z j - 1Intdt— (X Inx— J' £ )

x" X — _ x7
XY, X= 3% =—Inxin(t-x)- 3’ %,
n=1 n=1

n=1

oraz

du=i

J= J‘mtdt J‘ In(1— u)du J“X
n= n=

{(@)=-I-J=InxIn(1—x) + E —XZ + E _(1_;()”-
n n
n=1 n=1

Avgk

-

Zatem
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Ktadac X :% dostat

oo

— 2 1
£(2) =(In2) +§‘1 T )
n=
Pytanie: Co Euler przez to osiagnat?
Szereg ten jest szybko zbiezny i dzieki tej rownosci Euler obliczyt wartos¢ przybli-

zona {(2):
——n1-=% 1 L S
In2=-In(1-1H =" = 0.69315... oraz Y| T =1164482..,
n=1 n=1
a wiec

£(2)=(In2)2 + 2 ﬁ ~0,480453...+1,1164482...=1644934....
n°.
n=1

W 1732/38 roku, rozwazajac wzor sumacyijny, Eulera-Maclaurina znalazt, doktad-

niejszg wartos¢ rozbijajgc sume na dwa sktadniki
10 oo

_ 1 1
n=1 n=11
i liczac pierwszg sume, a drugg oszacowujac dos¢ doktadnie.

5c¢. Twierdzenie Eulera z 1735 roku o sumie odwrotnosci kwadratow
i jego dwa dowody

Euler podat w 1735 roku w pracy [EO41] argumenty na rownos¢

2
§(2)=2 L=t =2 7)

Prawdopodobnie dowod miat juz w 1732 roku, ale prace przedstawit 3 lata pozniej.
Praca ta byta ztozona do druku w grudniu 1735 roku, a opublikowana w 1740 roku.
Euler rozpoczat prace stowami ([E041, s. 122]; por. [Va06, s. 60], gdzie jest cytowane
angielskie ttumaczenie A. Weila pracy Eulera [EO41]):

Tak duzo pracy zostato zrobione o szeregach Znik , Ze wydaje sie trudnym znalezienie

czegos nowego. Ja rowniez wykazatem nic wiecej jak tylko przyblizone wartosci tych sum

[...]. Teraz jednak, catkiem niespodziewanie, znalaztem elegancki wzor na zn% zalezny

od kwadratury kofa [tzn. od m].

Pierwszy dowod Eulera z 1735 roku rownosci (7). Rozwazmy rownosc

. 2 4 2n
sinx _4_ X x* _ 1 _x
Y 1=ty =) Gt

sinx

sinx _ o,
X

ktére ma pierwiastki x, = km; k= +1, £2, £3, ... . Jak wiadomo réwnanie algebraiczne

(ktora jest rozwinieciem w szereg Maclanrina funkcji sinus), a takze rownanie
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1+ ax+ ax + ..+ ax" =0, ktore ma pierwiastki x;, X, ..., X, mozna napisaé
w postaci
1+ax+apx® +...+a,x" :(1—%)(1—)(—)(2}..;(1—%),
gdzie ponadto Xi1+x—12+...+% =— wspotczynnik przy x = -a,. Zaktadajac, ze jest to
prawdziwe dla ,wielomiandw nieskonczonych” otrzymamy
S‘%=1—X§+Xé—...+(—1)”‘1(2’;—i"m+

(1= Z)(1+ 2N =001+ 50) - (1= 201+ -

2 2 2
1—X—] =X =X ]
[ n2[ (27:)2] [ (nn)2:|

141 a1 __ . : 2 .
skad . + Xo +.o..t X, wspotczynnik przy x° =-—, czyli
1 1 1 1
- + +...=2L,
2 (@n)?  (3m)?
Zatem ,
4,11 .
1+22+32+42+... 5

Sukces Eulera!

W liscie do Daniela Bernoulliego Euler zakomunikowat rownosci £ (2) = 7°/6 i £ (4)
= 7/90. Pojawity sie jednak watpliwosci Johanna | i Daniela Bernoullich oraz innych,
czy argumenty Eulera sg poprawne. Obliczenia przyblizone potwierdzaty jednak ten
rezultat. Wrecz proszono go o Scislejsze uzasadnienie tych rezultatow. Jednak, pomi-
mo tych zastrzezen, Euler uzyskat wielkie uznanie za swoj rezultat.

Euler probowat znalez¢ lepszg argumentacje swojego dowodu. Dokonat tego oko-
to 1742 roku, a opublikowat w 1743 roku.

Drugi dowoéd Eulera z 1743 roku rownosci (7). Réwnosc¢

183 315, 1351
arcsmt—t+23+—24 5+2 96 7

+
daje nastepng
(arcsinx)? :J' arcsint

\WW

X 5 7
_ 14,13, 1354 , ) at
_jo(t+23+2_ L4 L8,

Dla x = 1 mamy wiec

L&y

_J’1 t J‘ 13 J‘1 5
0\/1—1‘2 0 112 T245 )y p

|
I t
a poniewaz J
0 V12

Inro = _[ 7 gt =71V 1-12 |O+n+1_[ V-2 dt
01—

:(n+1)j0t\/(%)dt—(n+1) —(n+ 0,
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wigc Ipio = n+2 Ih, skad

1(zy2 = 12, 13 42, 135 642
2(2) 1+ 33+2 -553+2~4-6-7753+
— 2 1 1
—1+¥+?+7—2+ y
czyli
1,11 2
1+3—2+5—2+7—2+...:?. (9)

Nastepnie, jak juz wczesniej zauwazyt Euler, zachodzi réwnosc¢
1.1 ,1 1 1,1 1 _ 1 1
1+2_2+?+4_2+"'_Z(1+2_2+?+F+ )= 1+ +—+ = +...,
co tatwo wida¢, gdy uzywamy znaku sumy

z =2 (2n)2 +n2:1' (2n1—1)2 =%2 n_12+; (2n1—1)2'

:

3
-
3
Il
e

czyli
A, 1.1 -4 .1 .1 4. ﬁ
‘I+22+32+42+... 3(1+32+52+72+...) 3 6

co konczy dowod.
Uwaga 1. F. Goldscheider [Go13] zauwazyt w 1913 roku, ze

!

On tez wyliczyt catke podwojng przez zamiane zmiennych i otrzymat inny dowod wzoru

(10)

1 1 e
Eulera. Réwno$é powyzsza mamy gdyz, n_LZJ.o jo X"y laxdy stad

L L[S o]

Wyliczenie catki podwdjnej mozna tez znalezé w [Ap83] i [Si85, s. 751-752].

Podobnie Eugenio Calabi [BKC93] w 1993 roku (patrz réwniez Kalman [Ka93,
s. 411-412], Arratia [Ar99, s. 173-175], Huylebrouck [HuO1, s. 223-224] i Elkies [EIO3,
s. 563], Chapman [Ch03, s. 2-3], Kohas [Ko03, s. 13]) zauwazyt, ze

y R I —
= 1 X( f
(2n+1)? .[o .[o xy?

=) 1 ”2

n=1

a catka ma wartos¢ % i stad {(2)==2

n=1 (@p+1®> 6°
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Uwaga 2. Zauwazmy, ze

s 1 1 1 oo
1 _ 1 _ In(=x) 4., _ X
; ?_Jo J'o L dxay = J'o Int=x) dx__[o dx. (11)

Rzeczywiscie, podstawiajac u = 1 - x oraz u = € otrzymamy

1 1 1 (e 1 1 oo
[ axay=[ "D ax= [ Mgy [ gy [©xax
o Jo T-xy 0 —X 0 —X 0 u—1 0

e’

Warto odnotowa¢ dowod Eulera z 1738 roku rownosci

L=_J.1 In(-x) 4
n? 0 X '

M

S
I
RN

Poniewaz

X n X
J. 1=t dt:J. A+t+12 4+t Nt =x+ 24+ 2
o -t o 2 n

X n 1 n—1
J =gt dx:J e+ X |dx =1+ + L+ +1
o ™+t 0 2 n 2* 3 n

. 11 1 . 1
§(2)= lim (1+?+3—2+...+—2)= lim %(

n—soo n n—oeo 0

:.[; %on ijdt)dx:—j; Lin(1- x)ax.

Uwaga 3. Szereg w rownosci Eulera (7) jest wolno zbiezny i przyblizanie liczby 7 tym
sposobem nie jest zbyt efektywne. Opierajac sie jednak na tozsamosci

1 =6(1_L)+L_;_i_ 3
e (n+1)2 noonH 0 g8 (a2 ()2

dostajemy

N N N
1 1 1 1 1

=6(1——-)+1- —3) L3y 1

n2_4 n(n+1)° ( N+1) (N+1)° 2 n? Z (n+1)?

1 n=1 n=1

. ° 1 _7_3m’_gx_ -
a stad i ze wzoru Eulera (7) otrzymamy Q T =7-3%=3(% =1, czyli

2 1
n°=10— E
o na'(n-H)3

i szereg po prawej stronie jest szybciej zbiezny. Wzér ten wskazuje, ze przyblizong

wartoécig liczby 72 jest liczba 10, zatem przyblizong wartoscia liczby 7 jest ¥10, ktéra
Hindusi uwazali w swoim czasie za doktadng wartosé (por. Sierpinski [Si25], Cz. IV,
s. 79-80).°

3 Wynik ten wczesniej znali Chinczycy (Red.).
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Uwaga 4. Zachodzi rownos¢

oo

Mz

z (m=1)n-1!
n? m+n)' ’
1 n=1

n=1 n

gdyz ostatnia suma to

oo

Y wuy fma m) z o S

n=1 m=1 n=1

W XX wieku pojawito sie wiele roznych dowodow rownosci Eulera (7). Wymienmy
niektore nazwiska ich autorow w kolejnosci opublikowania: F. Goldscheider (1913),
I. Schur i K. Knopp (1918), W. Sierpinski (1925), T. Estermann (1947), A. M. Yaglom
i I. M. Yaglom (1953, 1954), G. T. Williams (1953), Y. Matsuoka (1961), G. M.
Fichtenholz (1964), E. L. Stark (1969, 1970, 1972, 1973, 1974, 1979), F. Holme
(1970), K. S. Williams (1971), D. P. Giesy (1972), |. Papadimitriou (1973), T. M. Apostol
(1973, 1983, 1999), R. Ayoub (1974), G. F. Simmons (1985), B. R. Choe (1987),
G. Kimble (1987), D. C. Russell (1991), M. B. McKinzie i C. D. Tuckey (1993),
R. A. Kortram (1996), J. Choi i A. K. Rathie (1997), D. Huylebrouck (2001), J. Hofbauer
(2002), N. D. Elkies (2003), J. D. Harper (2003).

Pojawity sie tez opracowania z wieloma dowodami rownosci Eulera (7). Oprocz ksiazek
Knoppa [Kn56], Fichtenholza [Fi64], Simmonsa [Si85], Dunhama [Du99] i Vardarajana
[Va086] oraz prac Choi-Rathie-Srivastavy [CRS99] z 4 dowodami opartymi na szeregach
hipergeometrycznych i Arratii [Ar99] z 4 dowodami dla z(2k), znane sg mi opracowania
z 1993 Kalmana [Ka93] z 6 dowodami oraz z 2003 roku Chapmana [Ch03] z 14
dowodami i Kohasa [Ko03] réwniez z 14 dowodami.

Najbardziej elementarne uzasadnienie rownosci (7), majace oszacowania sum czescio-
wych szeregu (9), pochodzi z ksigzki A. M. Yagloma i I. M. Yagloma [YY54, zadanie
143] (patrz réwniez Holme [Ho70], Papadimitriou [Pa7 3], Stromberg [St81, s. 233-234]
i Gornicki [Go95, s. 173-176]): poniewaz sinx < x < tgx dla 0 < x < 7/2, to

2 1 2, __nm =
ctgx < 32 <1 + ctg°x i stad dla Xp=gp: N 1, 2, ..., m mamy

m > m m

E ctg? x,, < M- > L<> otg® x,,
T n

n= n=1 n=1

2 nm _ m2m-1)

ctg oM 3 , otrzymujemy

Zauwazajac, ze z

(R (D M O < R (R
6 ! 2m+1 2m+1 <2 n? 2m+1 1+2m+1’

m
n=1

co implikuje
(=) m 5
z z 1 _zr°
e lim =6

n=1 m—ee n=1
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5d. O wzorach na {(2k) i {(2k+1)

Niech dla k > 1 bedzie {(k)=

wiec

R 1 O PN
—_ . Czywiscle
n=1 nk yw

f <Y Leats[ L

—x<2—<+r—x,

o x* 1nk 0 x
n=

max(1, ) < (k) < K

. . . . 4 6 . . .
Euler obliczyt nie tylko £ (2), ale tez wykazat, ze {(4) :”—O, £6)=Z— iwyliczyt tez
£(8), £(10), £(12), a pozniej ogdlnie

gdzie B,,s3 liczbami Bernoulliego: By =

9 945

_(_1)k—122k—1B2k ok
C(2k)—Tﬂ' ) (12)

B,=--%, Bg = —%, etc., zdefiniowany-

1
6’ 30’

. .. . X & Bn n
mi poprzez rozwinigcie zn:O - X .

e*—1 nl

Euler znalazt rowniez wzory na sumy szeregow naprzemiennych. Niech

oraz

oo

pU=Y =gttty k>,

K ok gk 4k
n=1

czyli O(k) = (1-#)@(@. Ponadto

g“(k)—z%g“(k)=1+2ik+3ik+4ik+sik+...— 2%—4%—6%—...
— 1,11 —
—1—2—k+3—k—4—k+...—¢(k),
czyli ¢ (k) = (1 - 21 ")C(k). Zatem ¢ (k) i {(k) mozna wyliczy¢ gdy znamy { (k).

W szczegolnosci,

#(2k) = 27 (ok) (13)

22k—1
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oraz 2
=11 41 _1 =
o(2)=1 22+32 42+ =35
—_8g(3)=8 11,1
C(S)—70(3)—7(1+3—3+5—3+7—3+ )

Euler wykazat tez, ze

_ (0B 2K+
w2k +1) = P b4 , (14)
gdzie E, sg liczbami Eulera. Mozna je wyliczy¢ ze wzoru
E2n +(22n)E2n_2 +(24(7)E2I7—4 + +EO = 0,
1 _ o _q\n E2nX2n
cosx 1*2,,;1 =1 2n) -

W szczegolnosci, otrzymujemy wzor Leibniza* z 1682 roku

przyjmujac E, = 1 lub z réwnosci

11411 =

Yy =1-g+g—-+...=7,

oraz 3
—q_ 1,1 _ 1 —
w(3)=1 33+53 73+...—32.

W 1744 roku Euler wykazat rownos¢ (dzis nazywang jego imieniem):

cw=TT0-20" -

p
gdzie p przebiega wszystkie liczby pierwsze.
Postugujac sie sumowaniem szeregéw rozbieznych, Euler w 1749 roku znalazt
jeszcze jedng wazng wtasnosc funkcji dzeta:

oK) (k=1I2"~Ncosk®
o) (R Tpgk

co mozna tez zapisaé jako
1-k
C(—k) = 2ﬂ_cos%’r(k)§(k). (16)

k

Euler sformutowat tez hipoteze, ze
(1—s)=2"51"% cos B T(s)¢(s)
dla wszystkich rzeczywistych s > 1, przy czym wykazat jg dla wartosci naturalnych i utam-
kowych k w swoim artykule [E352]. To wazne réwnanie funkcyjne udowodnit B. Rie-
mann w r. 1859, a co wazniejsze, przeniost je rowniez na przypadek zespolony [R859].
Nastepnie Euler zaobserwowat, ze

202 2 Yy 0™ Inn
(2K)(2%K+1 ) coskrm

o2k +1) = (17)

4 vide: Acta Eruditorum MDC LXXXII, 40-46. Zalezno$é te odkryt uczony indyjski Madhava (1340-1425).
(Red.).
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W szczegolnosci®,

n=2
i stad
_7 —7.443)= 2
0(3) =5 (B =5 59( —%2 "n%Inn
n=2
oraz
{(3)=4 22 -10"nInn. (18)

Uzywajac rownosci (10) Euler udowodnl’r w 1772 roku piekny wzor:

1 1
0@ =1+ L+ L+ |n2+2,[ xInsinx ax. (19)

Oczywiscie, Euler chC|a’r tez znalez¢ wzor na £ (3) jak rowniez § (2k+1). Znalazt tylko
wartos¢ przyblizong £ (3) = 1,2020569.
Euler sugerowat, ze stata {(3) powinna zaleze¢ od liczby In 2, gdyz

In2=1—l+l+i+l—...=2 L
2737475 ~ 12’

3

Dokfadniej, hipoteza Eulera to rownosc¢

oo

(@)=Y, nisza(|n2)2+bn2|n2, (20)

gdzie a i b sg liczbami wymiernymi.®
Ponadto Euler w 1772 roku podat reprezentacje

2 S 2n)
3)=Z_[1-4 __gfem
(@ 7[ 2 (2n+1(2n+2)22" |’ (21)

ktora byta ponownie odkrywana i to wiele razy.

Wspotczesnie Roger Apéry (1916-1994) udowodnit w 1977 roku, ze {(3) jest licz-
ba niewymierna, co byto wielkg sensacjg Miedzynarodowego Kongresu Matematykéw
w Helsinkach w sierpniu 1978 roku, gdzie rezultat byt prezentowany przez Henri Cohena
([Po78)). Liczba £ (3) nazywana jest dzi$ liczbg Apéry’ego. Znalezienie wartosci liczby
£ (3) pozostaje otwartym problemem od 1735 roku (problem Eulera).

Uwaga 5. Podobnie jak w uwadze 1, mozna fatwo wykaza¢ rownosci

co-3 2 [ [ =

s Nalezy odnotowaé, ze podane przez Eulera szeregi (17) i (18) sg rozbiezne. (Red.).
® Euler, Opera Omnia, Ser. 1, Vol. 4, s. 143-144.

j J. —In(xy)dxdy
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W 2000 roku Tanguy Rivoal [RiO0] wykazat, ze nieskonczenie wiele z liczb §(2k + 1)
musi by¢ niewymiernych, cho¢ brak jest konkretnej z liczb {(2k +1), ktora musi by¢ niewy-
mierna. W 2001 roku Wadim Zudilin [ZuO1], [Zu02] udowodnit, ze jedna z liczb £ (5), {(7),
£(9), £(11) jest niewymierna. ale nie ma jak na razie dowodu, ze { (5) jest niewymierna.

Odnotujmy jeszcze, ze Euler w 1775 roku wprowadzit analogon funkcji dzeta dwéch
zmiennych

oo n
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Cab= > —Zs=3 12 5k
n=m>0 n=1 \ m=1

gdzie a, be Nia= 2, by szereg byt zbiezny i udowodnit przy tym, ze £ (2, 1) = 2{(3).
Szersze omdéwienie mozna znalez¢ np. w ksigzce Varadarajana [Va06].

Na zakonczenie przytoczymy trzy opinie o matematyku Eulerze. Jeden ze wspot-
pracownikow tak mowit:

W oczach Eulera wzory matematyczne Zyty swym wtasnym Zyciem i opowiadaty istotne
i wazne rzeczy o przyrodzie. Wystarczyto mu tylko dotkngc sie ich, aby z niemych prze-
radzaty sie w mowigce, dajgc odpowiedzi petne gtebokiego znaczenia,

a Laplace tak wyrazit sie o wartosci prac Eulera:
Czytajcie, czytajcie Eulera, on jest mistrzem nas wszystkich,
natomiast Varadarajan stwierdzit ([VaO6l], s. 15):

Nie jest moZliwe czytac Eulera i nie poddac sie jego urokowi. Jest on dla matematyki tym
czym Szekspir dla literatury i Mozart dla muzyki: uniwersalny i sui generis.”
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jedyny w swym rodzaju, szczegdlny, osobliwy.

8 Numeracja cytowanych prac Eulera jest tutaj zgodna z indeksem Enestréma.
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