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1. Введение. Пространства последовательностей Чезаро cesp (1 � p � ∞)
приобрели широкую известность в конце 60-х годов прошлого века в связи с про-
блемой описания их сопряженных, поставленной Математическим обществом
Нидерландов [1]. Напомним, что пространство cesp состоит из всех последова-
тельностей вещественных чисел x = (xk)∞k=1 , таких, что

‖x‖cesp =
[ ∞∑

n=1

(
1
n

n∑
k=1

|xk|
)p]1/p

<∞

(с естественной модификацией в случае p = ∞).
Функциональное пространство Чезаро Cesp = Cesp(I) состоит из всех изме-

римых по Лебегу функций f , определенных на I = [0, 1] или I = [0,∞), таких,
что

‖f‖Cesp =
[∫

I

(
1
x

∫ x

0

|f(t)| dt
)p

dx

]1/p

<∞, если 1 � p <∞,

и
‖f‖Ces∞ = sup

x∈I, x>0

1
x

∫ x

0

|f(t)| dt < ∞, если p = ∞.

Пространство Ces∞[0, 1], известное как пространство Коренблюма–Крейна–
Левина K , впервые возникло еще в 1948 г. в связи с решением задач из теории
сингулярных интегралов (см. [2] и [3]). Позднее пространства Cesp[0,∞) (1 �
p � ∞) рассматривались в работах [4]–[6].
Данная заметка посвящена изучению геометрических свойств функциональ-

ных пространств Чезаро. В частности, будет дано описание пространства, со-
пряженного к Cesp(I) (1 < p < ∞), как для I = [0,∞), так и для I = [0, 1].
Заметим, что в первом случае иное (неявное) описание его было получено в [6].
Кроме того, найден тип и котип пространства Чезаро и дана полная характе-
ризация lq -пространств, имеющих изоморфные копии в Cesp[0, 1] (1 � p <∞).
Приведем некоторые определения и обозначения, используемые в дальней-

шем. Пусть L0 = L0(I) — множество всех вещественнозначных конечных п.в.
функций, измеримых по Лебегу на I (точнее, их классов эквивалентности). То-
гда под нормированным идеальным пространством X = (X, ‖ · ‖) понимается
линейное нормированное пространство X ⊂ L0(I) со следующим свойством: ес-
ли |f | � |g| п.в. на I и g ∈ X , то f ∈ X и ‖f‖ � ‖g‖. Если дополнительно X
полно, то оно называется банаховым идеальным пространством. Подробнее о
свойствах нормированных идеальных пространств см. монографии [7]–[9].

∗Работа первого автора частично поддержана Министерством образования и нау-
ки РФ, грант №3341. Работа второго автора частично поддержана Шведским научно-
исследовательским советом, грант 621-2008-5058.
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Если X и Y — банаховы идеальные пространства на I , то символ X ↪→ Y

означает, что X ⊂ Y и это вложение непрерывно, а X
C
↪→ Y — что дополнитель-

но ‖x‖Y � C‖x‖X для всех x ∈ X . Кроме того, supp f = {t ∈ I : f(t) �= 0} —
носитель функции f . Начнем с перечисления более простых свойств функцио-
нальных пространств Чезаро.
Теорема 1. (a) Если 1 < p � ∞ ,то Cesp(I) — банахово идеальное простран-

ство, Ces1[0, 1] = L1
w с весом w(t) = ln(1/t) (t ∈ (0, 1]) и Ces1[0,∞) = {0} .

(b) Пространство Cesp(I) сепарабельно, если 1 � p <∞ , и не сепарабельно,
если p = ∞ .
(c) Если 1 < p � ∞ ,то Lp(I)

p′
↪→ Cesp(I) , где p′ = p/(p−1) , причем вложение

строгое.
(d) Если 1 < p < ∞ , то {f ∈ Cesp[0, 1] : supp f ⊂ [0, a]} ↪→ L1[0, a] для

каждого a ∈ (0, 1) и {f ∈ Cesp[0,∞) : supp f ⊂ [0, a]} ↪→ L1[0, a] для всех 0 <

a < ∞ . Кроме того, Ces∞[0, 1]
1
↪→ L1[0, 1] . В то же время Cesp[0, 1] �⊂ L1[0, 1]

и Cesp[0,∞) �⊂ L1[0,∞) (1 < p <∞).
(e) Если 1 < p < q � ∞ , то Cesq[0, 1]

1
↪→ Cesp[0, 1] и вложение строгое.

(f) Пространство Cesp(I) не рефлексивно, но строго выпукло, если 1 <
p < ∞ . Последнее означает, что из соотношений ‖f‖Cesp

= ‖g‖Cesp
= 1 и

f �= g следует неравенство ‖(f + g)/2‖Cesp
< 1 .

2. Описание сопряженных пространств. Напомним, что ассоциирован-
ным пространством к нормированному идеальному пространству X на I на-
зывается множество X ′ всех функций f ∈ L0(I), таких, что

‖f‖X′ := sup
g∈X, ‖g‖X�1

∫
I

|f(x)g(x)| dx <∞.

Это банахово идеальное пространство на I . Имеет место вложение X ′ ⊂ X∗ ,
где X∗ — пространство, сопряженное к X . При этом X ′ = X∗ тогда и только
тогда, когда X сепарабельно.
В следующих двух теоремах дано описание сопряженного (и ассоциированно-

го) пространства к пространству Cesp(I) (1 < p <∞) для I = [0,∞) и I = [0, 1]
соответственно. Весьма неожиданным оказалось появление во втором случае
веса (1 − xp−1)−1 .
Пусть 1 < q < ∞. Тогда D(q) — пространство функций, определенных на

[0,∞), с нормой ‖f‖D(q) = ‖f̃‖Lq , где f̃(x) = ess supt∈[x,∞) |f(t)|.
Теорема 2. Если I = [0,∞) и 1 < p <∞ , то

(Cesp)∗ = (Cesp)′ = D(p′), где p′ = p/(p− 1),

причем нормы этих пространств эквивалентны.
Для каждого 1 < q < ∞ определим банахово идеальное пространство U (q)

на [0, 1] как множество всех функций, для которых конечна норма

‖f‖U(q) =
[ ∫ 1

0

(
f̃(x)

1 − x1/(q−1)

)q

dx

]1/q

, где f̃(x) = ess sup
t∈[x,1]

|f(t)|.
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Легко видеть, что эквивалентная норма на U (q) (с константой эквивалентности,
зависящей от q) может быть задана следующим образом:

‖f‖0
U(q) =

[∫ 1

0

(
f̃(x)
1 − x

)q

dx

]1/q

.

Теорема 3. Если I = [0, 1] и 1 < p <∞ , то

(Cesp)∗ = (Cesp)′ = U (p′), p′ = p/(p− 1),

причем нормы этих пространств эквивалентны.
В доказательстве этих результатов, в частности, используются факторизаци-

онные соотношения между пространствами, аналогичные тем, что в дискрет-
ной ситуации рассматриваются в [10]. Ограничиваясь случаем полуоси [0,∞),
определим пространство G(p) (1 � p < ∞), являющееся p-«выпуклизацией»
пространства Ces∞[0,∞), с нормой

‖f‖G(p) = ‖|f |p‖1/p
Ces∞ = sup

x>0

(
1
x

∫ x

0

|f(t)|p dt
)1/p

.

Предложение 1. Если 1 < p <∞ , то Cesp = Lp ·G(p′) , т.е. f ∈ Cesp , если
и только если f = gh , где g ∈ Lp , h ∈ G(p′) , и

‖f‖Cesp
≈ inf{‖g‖Lp‖h‖G(p′) : f = gh, g ∈ Lp, h ∈ G(p′)}.

Предложение 2. Если 1 < p <∞ , то D(p) ·G(p) = Lp и

‖f‖Lp = inf{‖g‖D(p)‖h‖G(p) : f = gh, g ∈ D(p), h ∈ G(p)}.
Замечание 1. Теоремы 2 и 3 показывают, в частности, что и в случае I =

[0,∞), и в случае I = [0, 1] пространство (Cesp)∗ несепарабельно.
Замечание 2. Как уже говорилось, пространство Ces∞[0, 1] := K было вве-

дено Коренблюмом, Крейном и Левиным [2]. В [11] Люксембург и Заанен пока-
зали, что K′ = L̃1 с равенством норм, где ‖f‖L̃1 =‖f̃‖L1 , f̃(x)=ess supt∈[x,1] |f(t)|.
Несколько ранее Тандори [12] нашел сопряженное пространство к пространству
K0 , сепарабельной части пространства K : (K0)∗ = L̃1 (также с равенством
норм).

3. Копии lq -пространств в пространствах Cesp. В [13] показано, что для
каждого 1 < p < ∞ пространство Чезаро Cesp(I) содержит асимптотически
изометрическую копию l1-пространства, т. е. существуют последовательность
{εn} ⊂ (0, 1), εn → 0 при n → ∞, и последовательность функций {fn} ⊂
Cesp(I), такие, что для произвольных {αn} ∈ l1

∞∑
n=1

(1 − εn)|αn| �
∥∥∥∥ ∞∑

n=1

αnfn

∥∥∥∥
Cesp

�
∞∑

n=1

|αn|.

Если это свойство сближает пространство Cesp(I) с L1(I), то следующий ре-
зультат показывает близость пространства Cesp(I) с пространством Lp(I). Рас-
смотрим характеристические функции gn = χ[2−n−1,2−n] (n = 1, 2, . . . ). Нетруд-
но показать, что ‖gn‖Cesp ≈ ‖gn‖Lp ≈ 2−n/p (n = 1, 2, . . . ).
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Теорема 4. Для каждого 1 < p < ∞ пространство Cesp(I) содержит по-
рядково изоморфную и дополняемую копию пространства lp . А именно, если
ḡn = gn/‖gn‖Cesp

(n = 1, 2, . . . ), то последовательность {ḡn}∞n=1 эквивалентна
каноническому базису пространства lp и порождает подпространство, допол-
няемое в Cesp(I) .
Напомним, что банахово пространство X обладает свойством Данфорда–

Петтиса, если из того, что xn → 0 слабо в X и fn → 0 слабо в сопряжен-
ном пространстве X∗ , следует, что fn(xn) → 0. Классические примеры бана-
ховых пространств со свойством Данфорда–Петтиса — AL- и AM-пространства
[9, разд. 1b].
Следствие 1. Пространства Cesp(I) (1 < p < ∞) не обладают свойством

Данфорда–Петтиса.
Хорошо известно [14, теорема 6.4.19], что в случае 1 � p � 2 (2 < p < ∞)

пространство lq изоморфно вложено в Lp[0, 1] тогда и только тогда, когда p �
q � 2 (соответственно q = p или q = 2). Аналогичное описание изоморфных
копий пространств lq может быть дано и для пространств Чезаро.
Теорема 5. (a) Если 1 � p � 2 , то пространство lq изоморфно вложено в

Cesp[0, 1] тогда и только тогда, когда q ∈ [1, 2] .
(b) Если 2 < p < ∞ , то пространство lq изоморфно вложено в Cesp[0, 1]

тогда и только тогда, когда q ∈ [1, 2] или q = p .
При доказательстве необходимости в последней теореме в случае p > 2 ис-

пользуется известная процедура Кадеца–Пелчинского [15], позволяющая по ба-
зисной последовательности нормированных в пространстве Cesp[0, 1] функций,
стремящейся к нулю по мере Лебега, построить эквивалентную ей последова-
тельность дизъюнктных функций. Различие с ранее упомянутым результатом
для Lp[0, 1] связано, прежде всего, с тем, что пространство Cesp[0, 1] содержит
копию пространства L1[0, 1], а именно, нормы этих пространств эквивалентны
на подпространстве {f ∈ Cesp[0, 1] : supp f ⊂ [h, 1−h]} для каждого h ∈ (0, 1/2).
4. Радемахеровский тип пространств Чезаро. Банахово идеальное про-

странство X называется q-вогнутым (1 � q <∞) с константой L > 0, если( n∑
k=1

‖xk‖q

)1/q

� L

∥∥∥∥( n∑
k=1

|xk|q
)1/q∥∥∥∥

для любых x1, . . . , xn из X . В частности, пространство Lp(I) является p-вогну-
тым с константой 1 (1 � p <∞). Аналогичным свойством обладает и простран-
ство Cesp(I), где I = [0,∞) или I = [0, 1].
Используя то, что пространство L1[0, x] p-вогнуто с константой 1 для каж-

дого x > 0, нетрудно доказать следующее утверждение.
Теорема 6. Для каждого p , 1 < p < ∞ , пространство Чезаро Cesp(I)

p-вогнуто с константой 1 .
Пусть rn : [0, 1] → R (n ∈ N) — функции Радемахера, т. е. rn(t) = sign(sin 2nπt).

Говорят, что банахово пространство X имеет тип p, 1 � p � 2, если существует
такая константа K > 0, что для произвольных векторов x1, . . . , xn из X∫ 1

0

∥∥∥∥ n∑
k=1

rk(t)xk

∥∥∥∥ dt � K

( n∑
k=1

‖xk‖p

)1/p

.
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Банахово пространство X имеет котип q � 2, если существует константа
K > 0, такая, что для произвольных векторов x1, . . . , xn из X( n∑

k=1

‖xk‖q

)1/q

� K

∫ 1

0

∥∥∥∥ n∑
k=1

rk(t)xk

∥∥∥∥ dt.
Последнее определение будет иметь смысл и для q = ∞, если в левой части
неравенства будет стоять max1�k�n ‖xk‖. Говорят, что пространство X имеет
тривиальный тип (тривиальный котип), если оно не имеет типа, большего 1
(соответственно конечного котипа).
Как уже говорилось, пространство Cesp(I) содержит копию пространства L1 .

Поэтому из теорем 4 и 6 вытекает следующий результат.
Следствие 2. Если 1 < p <∞ , то пространство Cesp(I) имеет тривиаль-

ный тип и котип max(p, 2) . Пространство Ces∞(I) имеет тривиальный тип
и тривиальный котип.
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В [1] Э. Майкл доказал следующую фундаментальную теорему.
Теорема 1. Пусть F : X → L — полунепрерывное снизу многозначное отоб-

ражение паракомпакта X в банахово пространство L , значения которого яв-




