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Sammanfattning

Studien omfattar forskningsomr̊adet fjärranalys av skog, data fr̊an luftbu-

ren laserskanning och fältmätningar används för att konstruera statistiska

modeller. De variabler som estimeras är volym, grundytevägd medelhöjd,

grundytevägd medeldiameter, grundyta och biomassa. Estimerade värden

kan tillämpas för att beskriva skogens egenskaper, t.ex. med internetbaser-

ade karttjänster.

Syftet med studien är att utvärdera tv̊a multivariata modellers förm̊aga att

predikterar skogen runtom i Sverige. Huvudsakliga m̊alet är att skapa mod-

eller med ett l̊agt procentuellt rotmedelkvadratfel (RMSE%) vid prediktion.

I studien används multivariat linjär regression och Curds & Whey.

Studien resulterade i multivariata modeller som har liknande resultat med

avseende p̊a RMSE%. De har lägst för grundytevägd medelhöjd och högst

för grundyta. I förh̊allande mot varandra är Curds & Whey marginellt

bättre vid prediktion av skogens variabler.



Remote sensing using
multivariate models

Abstract

This study covers the research area remote sensing of forest, data from air

born laser scanning and field measurement is used to design statistical mod-

els that estimate forest variables. The variables estimated is stem volume,

average tree height, stem diameter, biomass and basal area. The estimated

values can then be applied on for example internet based mapping service,

to provide information and to get a better view of the forest in Sweden.

The main purpose of this study is to evaluate two multivariate models ability

to predict the forest in Sweden, considering the lowest relative root mean

square error (RMSE%) when predicting. The statistical models used is

Multivariate linear regression and Curds & Whey.

The study resulted in multivariate models with similar outcomes regarding

to RMSE%, lowest for average height and highest for basal area. Com-

paring the two models against each other, Curds & Whey had a fractional

advantage in predicting the variables of the forest.



Populärvetenskaplig sammanfattning

Sverige är ett land med stora mängder skog och av den totala landarealen

best̊ar drygt hälften av produktiv skogsmark, de vanligaste trädslagen är

gran, tall och björk. I kombination med fjärranalysdata och inventeringsdata

kan statistiska modeller uppskatta skogens egenskaper som volym, grundyta,

medelhöjd m.m. Uppskattade värden kan appliceras p̊a exempelvis internet-

baserade karttjänster där enskilda individer eller företag kan söka p̊a skogs-

mark och erh̊alla en övergripande bild p̊a skogsomr̊aden.

Syfte med studien är att utvärdera tv̊a statistiska modellers förm̊aga att

uppskatta skogens egenskaper.

Studien resulterade i modeller som har liknande resultat med avseende p̊a

felmarginal. Lägst felmarginal för medelhöjd och högst för grundyta. Vid

jämförelse mot varandra finns det en marginell skillnad mellan de tv̊a mod-

ellerna när skogens variabler uppskattas.



Tillkännagivande

Först och främst vill vi tacka hela statistiska institutionen vid Ume̊a univer-

sitet och Mathias Lundin v̊ar handledare som hjälpt oss under projektets
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1 Inledning

Första kapitlet i uppsatsen ger en bakgrund till uppsatsämnet fjärranalys av

skog. Kapitlet kommer vidare presentera studiens huvudsakliga syfte samt

ett avsnitt om studiens begränsningar.

1.1 Bakgrund

Sverige är ett land med stora mängder skog och av den totala landarealen

best̊ar drygt hälften av produktiv skogsmark, de vanligaste trädslagen är

gran, tall och björk. Den produktiva skogsmarken ägs till 50 % av pri-

vatägda och statsägda aktiebolag, resterande del ägs av enskilda skogsägare

(Skogsstyrelsen, u.̊a). Betydande faktorer som kan p̊averka tillväxten av

skogen är klimatet samt markens bördighet. Skogen växer bättre i varma

förh̊allanden och sämre i kalla, vilket resulterar i att södra Sverige har en

högre tillväxttakt än i norra delen. Förädlingen har en stor ekonomisk

betydelse, det medför att information om skogen blir allt mer eftertrak-

tat för skogsägaren (Skogsstyrelsen, u.̊a). Fjärranalys är ett forskning-

somr̊ade med möjligheten att ta fram information om skogens utseende

genom användning av satellitbilder, flygbilder, radar m.fl. Genom att kom-

binera fjärranalysdata och inventeringsdata kan statistiska modeller estimera

skogliga variabler. Inventeringsdata best̊ar av data fr̊an fysiska kontrollmät-

ningar. Vidare kan estimerade värden appliceras p̊a exempelvis internet-

baserade karttjänster där enskilda privatpersoner eller aktiebolag kan söka

p̊a skogsmark. Skogsägaren kan genom det ta del av informationen om t.ex.

skog som är intressant att köpa, produktiva best̊and, omr̊aden som ska röjas

och eventuellt gallras.

I tidigare studie inom omr̊adet estimerades tre statistiska modeller med

hjälp av insamlad data fr̊an luftburen laserskanning (Holmgren 2004, 543-

553). Studien innefattar prediktion av skogliga variabler med linjär regres-

sion som skattar samtliga responsvariabler var för sig. Följande resulterade

med ett procentuellt rotmedelkvadratfel (RMSE%) mellan 3 % till 20 % vid
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prediktion. Sjödin (2010, 20) har ocks̊a studerat fjärranalys av skog med fly-

gburen laserskanning som resulterade i RMSE% p̊a ca 5 % till 16 %. Det

har vidare skapat ett intresse för att studera omr̊adet fjärranalys av skog

fr̊an ett nytt perspektiv. Istället för att skapa linjära regressionsmodeller

för varje enskild responsvariabel kommer v̊ar studie att modellera samtliga

responsvariabler i samma modell. Det innebär att responsvariablerna as-

socierade med studien estimeras med samma förklaringsvariabler. Genom

att göra separata modeller för respektive responsvariabel kan t.ex. orimliga

kombinationer av volym och best̊andshöjd uppst̊a. Unikt med v̊ar studie är

att förhoppningsvis undvika kombinationerna med förväntningen att skapa

en modell som ger lägre RMSE% för samtliga responsvariabler.

1.2 Syfte

Syftet med studien är att konstruera multivariata modeller som kan ge

goda prediktioner och en övergripande bild av skogsomr̊aden i Sverige. Es-

timeringarna ska kunna användas som underlag när skogsägare ska ta andra

beslut gällande sin skog. Med det i åtanke är ett stort fokus att sträva efter

att minimera RMSE% vid prediktion.

1.3 Begränsningar

Institutionen för skoglig resurshush̊allning vid Sveriges lantbruksuniversitet

(SLU) i Ume̊a har givit oss möjligheten att studera fyra olika omr̊aden i

Sverige, tv̊a fr̊an norra delen av landet och tv̊a fr̊an södra. Varje omr̊ade

inneh̊aller totalt 350 st observationer och 105 st variabler. Studien begränsas

till de fyra utvalda omr̊adena och trots att de är specifikt utvalda kan de

förhoppningsvis beskriva Sveriges produktiva skogsmark.
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2 Datamaterial

I uppsatsens andra kapitel beskrivs det aktuella datamaterialet som bearbetas

i rapporten. Det insamlade data best̊ar av tv̊a skilda element, observationer

och variabler fr̊an inventeringsdata respektive laserskanningsdata.

2.1 Inventeringsdata

Den första delen av data best̊ar av mätningar fr̊an inventeringar utförda av

Riksskogstaxeringen (2015, 7). Varje år tas stickprov fr̊an markytor runt

omkring i Sverige p̊a endera 10 meters radie eller 7 meters radie (Figur 1).

Provytor med radie 10 meter är platser som återbesöks var femte år medans

ytor p̊a 7 meter endast mäts en g̊ang. I ytorna utförs kontrollmätningar

för skogliga variabler t.ex. volym, grundyta, grundytevägd medeldiameter

(DGV), grundytevägd medelhöjd (HGV) och biomassa (Tabell 1).

(a) Kontrollarea:π ∗ 102 (b) Kontrollarea:π ∗ 72

Figur 1: Kontrollplatser för inventeringsdata runt omkring i Sverige. Källa:

Nilsson et al. 2016.
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Tabell 1: Beskriving av responsvariabler. Källa: Skogsstyrelsen, 2016.

Responsvariabler Beskrivning

Volym Mäts i skogskubikmeter per hektar (m3sk/ha)

och definieras som hela stamvolymen inklusive

bark ovan stubbskäret.

Biomassa Uttrycks som ton torrsubstans (TS) per hektar

(tonTS/ha) och är trädet i sin helhet, stubbe,

stam, grenar, barr, kottar m.m.

Grundyta Arean för ett tvärsnitt genom en trädstam, al-

ternativt den sammanlagda arean för tvärsnitt

genom ett flertal träd. Mäts i kvadratmeter per

hektar (m2/ha).

HGV Uttrycks i meter (m). Beräknas i relation till

grundytan, varje träds höjd multipliceras med

dess grundyta, därefter summeras värdena för

att sedan divideras med summan av grundy-

torna.

DGV Uttrycks i centimeter (cm). Beräknas i rela-

tion till grundytan, varje träds diameter multi-

pliceras med dess grundyta, därefter summeras

samtliga värden för att sedan divideras med

summan av grundytorna.

Tabellerna 2 & 3 visar medelvärde respektive standardavvikelse för vari-

ablerna i de fyra blocken, värdena är baserade p̊a markytor som återbesöks

var femte år. Blocken fr̊an norra Sverige har inventerats under vegeta-

tionssäsongen, dvs mätningarna har skett p̊a lövad skog. Data fr̊an södra

delen bestod b̊ade av lövad och icke-lövad skog vid mätningstillfällena. Det

finns en markant skillnad när samtliga beroende variabler jämförs mellan

norra och södra blocken, där medelvärdena samt spridning är högre för

södra.

4



Tabell 2: Deskriptiv data - Södra blocken.

Block 1 Medelvärde SD Block 2 Medelvärde SD

Volym 201.91 146.61 Volym 164.50 128.98

Biomassa 141.23 91.58 Biomassa 126.25 90.01

Grundyta 23.20 12.39 Grundyta 20.28 20.28

HGV 16.34 7.25 HGV 14.39 14.39

DGV 21.82 10.96 DGV 19.30 19.30

Tabell 3: Deskriptiv data - Norra blocken.

Block 1 Medelvärde SD Block 2 Medelvärde SD

Volym 100.6 66.84 Volym 101.6 81.61

Biomassa 82.58 51.25 Biomassa 69.81 58.35

Grundyta 16.55 8.83 Grundyta 15.62 9.69

HGV 11.03 4.34 HGV 11.85 4.79

DGV 16.05 6.95 DGV 16.19 7.32

2.2 Laserskanningsdata

Den andra delen av datamaterialet baseras p̊a laserskanningsmätningar där

Sveriges 40.7 miljoner hektar mark har delats upp i flertal block, totalt 397

st (Figur 2), varav varje block har en yta p̊a ca 25 km ·50 km (Lantmäteriet,

2015, Bilaga A). Landets yta har därefter skannats av med flygplan fr̊an en

höjd mellan 1700 m-2700 m ovanför marken där en laserskanner registerar

antalet returer i formen av ett punktmoln (Lantmäteriet, 2015, 4). Följande

process har p̊ag̊att under en längre period och i slutet av 2015 hade samman-

lagt 98 % av den totala produktiva skogsmarken skannats, det motsvarar ca

22.6 miljoner hektar (Lantmäteriet, 2015, 5). Mätningarna för blocken i

norra Sverige har skett främst under v̊aren och sommaren medan i södra

delen under hösten och vegetationssäsongen (Lantmäteriet, 2015, 3). Ett

flertal varianter av laserskanningstyper har använts under insamlingen av
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data, bland annat Optech och Leica (Lantmäteriet, 2015, 22).

(a) Skanner (b) Lövad/Icke-lövad (c) År

Figur 2: (a) Vilken typ av skanner samt blockens indelning, (b) Om skan-

ningen skett vid lövad (under sommartider när det varit löv p̊a träden) eller

icke-lövad (under vintertider när inga löv har funnits p̊a lövträden) och (c)

Vilket år skanningen utförts. Källa: Nilsson et al. 2016.

Programvaran FUSION och data som samlats in fr̊an laserskanningen har

tillsammans konstruerat ett antal olika metriker bland annat höjdmetriker,

totala antalet returer och alla returer högre än 1.5 meter fr̊an markytan

(McGaughey 2015). Tabellen nedan beskriver ett urval av variabler som

kan tänkas vara intressanta och användbara för att besvara syftet i rap-

porten.
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Tabell 4: Metrikdata fr̊an FUSION.

Variabelnamn Beskrivning

ElevP80 80:e höjdpercentilen

ElevP40 40:e höjdpercentilen

Nr1stRet Antal förstareturer

Nr3stRet Antal tredjereturer

Scanner Vilken typ av skanner

Season Lövad eller icke-lövad skog

P1stGT1p5 Procentuell andel returer högre än 1.5m

Tot1stRet Totalt antal förstareturer

2.3 Rensning av data

I ursprungsdata fr̊an SLU har ingen bearbeting av datamaterialet fr̊an de-

ras sida utförts, dvs det finns hel del ofullständiga observationer. Antingen

finns inventeringsdata medan laserskanningsdatan inte är tillgänglig eller

vice versa. De kan vara ett resultat av att inventeringen och laserskannin-

gen skett p̊a olika tidpunkter. I samtliga block förekommer det avvikande

observationer som kan tänkas p̊averka den skattade multivariata modellen

p̊a ett negativt sätt. Observationer med felaktiga eller saknade värden bör

rensas bort för att inte erh̊alla artificiella resultat.
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Figur 3: Rödmarkerade observationer tillhör observationer med nollvärden

för antingen inventeringsdata eller laserskanningsdata samt observationer

med orealistiska värden.

Vid bedömning av vilka observationer som eliminerats utgick vi framför allt

fr̊an responsvariabeln HGV och höjdmetriken ElevP95. Figur 3 ovan visar

fyra spridningsdiagram över variablerna och de observationer som anses vara

avvikande. Rödmarkerade är enligt oss avvikande p̊a grund av värden som

skiljer sig fr̊an övriga samt de med noll värden för antingen höjdmetriken

ElevP95 eller HGV. Processen har använts p̊a samtliga fyra block och totalt

har 114 st observationer tagits bort eller drygt 8.1 % av den totala andelen.

2.4 Sammansättning av blocken

För att konstruera en statistisk modell som besvarar syftet i rapporten har vi

valt att sammanlänka samtliga block till ett data. En kombination av b̊ade

norra respektive södra Sverige, blandning av skanningstyper och en mix

av lövad/icke-lövad skog. Datamaterialet inneh̊aller nu alla observationer

förutom de som har tagits bort vid rensning enligt 2.3.
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3 Modeller

Modeller som används i studien är multivariat multipel linjär regression och

Curds & Whey. Den förstnämnda tar ej hänsyn till korrelationen mellan

responsvariablerna som estimeras (Velu och Reinsel 1998, 1-14). Med andra

ord, det kan finnas viktig information som inte nyttjas. Curds & Whey har

däremot egenskapen att den använder korrelationen av responsvariabler för

att öka precisionen vid estimering (Breiman och Friedman 1997, 3).

3.1 Multivariat linjär regression

Multipel linjär regression (MR) är inom statistiken en allmänt känd modell

som i stor utsträckning används för att studera ett statistiskt samband mel-

lan en responsvariabel och tv̊a eller flera förklaringsvariabler (Schinka och

Velicer 2003, 511). Förklaringsvariablerna kan vara b̊ade kategoriska- och

kontinuerliga. Modellen uttrycks p̊a matrisform nedan:

Y(n∗1) y1
y2

...
yn

 =

X(n∗(p+1)) 1 x11 x12 ··· x1p

1 x21 x22 ··· x2p

...
...

...
. . .

...
1 xn1 xn2 ··· xnp


β((p+1)∗1) β0

β1

...
βp

 +

ε(n∗1) ε1
ε2
...
εn

,
där Y(n∗1) omfattar samtliga observationer p̊a responsvariabeln (Johnson och

Wichern 2007, 361). Varje rad iX(n∗(p+1)) best̊ar av p st förklaringsvariabler

plus intercept och kolumnerna inneh̊aller n observationer p̊a de p förklarings-

variablerna. β((p+1)∗1) är en kolumnvektor best̊aende av okända betakoeffi-

cienter som estimeras. Slutligen är residualerna ε(n∗1) en kolumnvektor med

responsvariablernas feltermer.

MR har under matrisform antagandena E(ε(n∗1)) = 0(n∗1) och Cov(ε) =

E(εεT ) = σ2I, där I är identitetsmatrisen (Rencher och Christensen 2012,

323-324).
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I ett scenario vid modellering av flera responsvariabler samtidigt är multi-

variat multipel linjär regression (MVR) en tänkbar modell att använda, det

kan ses som en utbyggnad av MR (Izenman 2008, 159). Till skillnad fr̊an

MR söks ett samband mellan q responsvariabler och en uppsättning av p st

förklaringsvariabler (Rencher och Christensen 2012, 337). MVR kan s̊aledes

i matrisform uttryckas:

Y(n∗q) y11 y12 ··· y1q
y21 y22 ··· y2q

...
...

. . .
...

yn1 yn2 ··· ynq

 =

X(n∗(p+1)) 1 x11 x12 ··· x1p

1 x21 x22 ··· x2p

...
...

...
. . .

...
1 xn1 xn2 ··· xnp


β((p+1)∗q) β01 β02 ··· β0q

β11 β12 ··· β1q

...
...

. . .
...

βp1 βp2 ··· βpq

 +

ε(n∗q) ε11 ε12 ··· ε1q
ε21 ε22 ··· ε2q

...
...

. . .
...

εn1 εn2 ··· εnq

,
där varje responsvariabel antas följa sin egen regressionsmodell. Matrisen

med förklaringsvariablerna dvs X(n∗(p+1)), har samma storlek som i MR-

modellen (Johnson och Wichern 2007, 387-388). Vidare inneh̊aller varje en-

skild rad i Y(n∗q) värden av q beroende variabler, samt varje kolumn best̊ar

av n observationer p̊a en av de q variablerna (Rencher och Christensen 2012,

337-338). Notera även att β((p+1)∗1) fr̊an MR-modellen med okända betako-

efficienter är i det här fallet en matris av storleken β((p+1)∗q). Residualerna

är nu ε(n∗q).

Antaganden för MVR under matrisform är E(ε(i)) = 0, där ε(i) är varje

responsvariabels observerade felterm av de n obersvationerna. Vidare gäller

även att Cov(ε(i), ε(k)) = σikI, där i, k = 1, 2, ..., q. Oberservationerna i

varje kolumn för ε(n∗q) antas vara oberoende fr̊an varandra men responsvari-

ablernas feltermer för varje rad i ε kan vara korrelerade (Johnson och Wich-

ern 2007, 388).
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MVR-modellens β((p+1)∗q) estimeras genom minstakvadratmetoden, dvs alla

univariata minsta kvadratskattningar samlas ihop till en matris:

β̂((p+1)∗q) =
[
(XTX)−1XTY(1)

... (XTX)−1XTY(2)

... · · ·
... (XTX)−1XTY(q)

]
,

som även kan betecknas enligt (1) nedan (Johnson och Wichern 2007, 389).

Värt att notera varje kolumn i Y(n∗q) = [Y(1)

...Y(2)

... · · ·
...Y(q)] använder

sammaX(n∗(p+1))-matris när de olika koefficienterna estimeras (Rencher och

Christensen 2012, 339-340). Det innebär att varje enskild responsvariabel

nyttjar exakt samma information fr̊an förklaringsvariablerna.[
β̂(1)

... β̂(2)

... · · ·
... β̂(q)

]
= β̂((p+1)∗q) = (XTX)−1XTY (1)

Vidare används β̂((p+1)∗q) för att beräkna Ŷ(n∗q), dvs den matris som in-

neh̊aller alla predikterade värden av responsvariablerna. De skattade koef-

ficienterna utnyttjas ocks̊a vid beräkning av ε̂(n∗q). Johnson och Wichern

(2007, 388-389) uttrycker de enligt:

Predikterade värden: Ŷ(n∗q) = Xβ̂ = X(XTX)−1XTY

Residualer: ε̂(n∗q) = Y − Ŷ = [I −X(XTX)−1XT ]Y

Tidigare nämndes att Velu och Reinsel (1998, 1-14) anser att en nackdel med

MVR är att den inte tar hänsyn till korrelationen mellan responsvariablerna

i Y(n∗q). Breiman och Friedman (1997, 5) är ocks̊a kritisk mot MVR, de

menar att när flera responsvariabler p̊avisar en hög korrelation kan andra

metoder prestera bättre. För att ytterligare förbättra prediktionerna hos

modellen skulle det vara värt att tillämpa informationen fr̊an korrelatio-

nen. Tabell 5 nedan sammanfattar korrelationen mellan responsvariablerna

i datamaterialet.
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Tabell 5: Korrelationsmatris för samtliga responsvariabler.

Variabler
√

Volym
√

Biomassa
√

Grundyta HGV
√

DGV
√

Volym 1 0.98 0.94 0.85 0.73
√

Biomassa 0.98 1 0.96 0.80 0.71
√

Grundyta 0.94 0.96 1 0.66 0.57

HGV 0.85 0.80 0.66 1 0.91
√

DGV 0.73 0.71 0.57 0.91 1

3.2 Curds & Whey

Curds &Whey (C&W) är en ”multivariat krympningsmetod” som använder

den kanoniska korrelationen för att krympa vanliga linjära regressionsskat-

tningar (OLS). Breiman och Friedman (1997, 3) menar att korrelationen

kan användas för att öka precisionen vid prediktering. C&W har i tidigare

studier visat positiv effekt p̊a prediktionsförm̊agan när flera responsvariabler

modelleras samtidigt (Breiman och Friedman 1997, 5). Studien har jämfört

med andra statistiska modeller som partial least square, rank regression

och ridge regression. Kidd (2014, 13-53) har ocks̊a visat positiv framg̊ang

med användning av metoden. Eftersom responsvariablerna i tabell 5 ovan

demonstrerar en hög korrelation anser vi att det skulle vara av intresse att

genomföra C&W p̊a datamaterialet fr̊an SLU.

3.2.1 Standardisering av data

Ett vanligt förekommande problem för multivariata modeller är att vari-

abler ofta är mätt p̊a olika skalor. Det är n̊agot som bör beaktas innan

genomförandet av C&W-proceduren. Kidd (2014, 7) menar att en eller

flera variabler kan ha en betydligt större p̊averkan p̊a resultatet än an-

dra om de inte är normaliserade. Vid användning av C&W standardiseras

b̊ade responsvariablerna respektive förklaringsvariablerna p̊a grund av den

kanoniska korrelationen (Kidd 2014, 7). Genom att standardisera data sätts

variabler p̊a samma skalor för att undvika extrema avvikelser. Om inte

det genomförs kan vissa responsvariabler p̊a en högre skala även p̊averka
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prediktionerna för andra responsvariabler. Standardiseringen sker genom

att subtrahera varje observation med medelvärdet och sedan dividera med

standardavvikelsen. Det innebär att samtliga variabler har medelvärde noll

och varians ett.

3.2.2 Kanonisk korrelationsanalys och dess implementering i C&W

Härdle och Simar (2007, 321-330) menar att den kanoniska korrelations-

analysen innebär att fastställa och kvantifiera linjära samband mellan tv̊a

uppsättning av variabler. Alternativt kan det ses som ett sätt för att mäta

styrkan mellan tv̊a uppsättningar av variabler. Analysen strävar efter att

maximerar korrelationen mellan en linjärkombination av den ena uppsättningen

variabler och en linjärkombination fr̊an den andra uppsättningen. Därefter

hittas ytterligare linjära kombinationer som maximerar korrelationen mel-

lan varandra med restriktionen att de inte är korrelerade med första paret

(Johnson och Wichern 2007, 539-540). Den kanoniska korrelationsanalysen

är ursprungligen skapad av Hotelling (1936, 321-377).

För att visa en kortfattad matematiskt beskrivning över hur den kanon-

iska korrelationsanalysen utnyttjas i C&W, l̊at oss anta att tTy(q∗1) och

vTx(p∗1) är linjära kombinationer, där y = (y1, y2, ..., yq)
T = {yi}q1 och

x = (x1, x2, ..., xp)
T = {xj}p1. Här strävas det efter att hitta vektorerna

t ∈ Rq och v ∈ Rp som maximerar korrelationen hos de linjära kombination-

erna (Breiman och Friedman 1997, 8). Kanoniska korrelationen beräknas

genom korrelationen mellan de kanoniska koordinaterna via:

{ck = corr(tTk y,v
T
k x)}K1 , (2)

det leder till K st kanoniska korrelationer. Läsaren hänvisas till Brieman och

Friedman (1997, 8-9) för en mer utförlig beskrivning av (2). K definieras som

minimum av antigen respons- eller förklaringsvariablerna (K = min(p, q))

samt m̊aste antagandet q ≤ p gälla (Brieman och Friedman 1997, 8). I C&W

tillämpas även vektorerna tk för att bilda T(q∗q)-matrisen vars rader best̊ar

av kanoniska koordinater (Kidd 2014, 4-5).
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Vidare används kanoniska korrelationerna för att beräkna krympningsfak-

torn:

di =
(1− r)(ci

2 − r)

(1− r)ci2 + r2(1− ci2)
, där i = 1, 2, ..., q (3)

Varje di-värde representerar krympningen för respektive responsvariabel och

kan tillsammans bilda diagonal matrisen D(q∗q) = diag{d1, ..., dq} (Brieman

och Friedman 1997, 9-13). Beräkningen defineras s̊adant att de endast kan

anta ett värde mellan 0 ≤ di ≤ 1. Termen r betecknas p/n, där p st̊ar för

antalet förklaringsvariabler och n antalet observationer (Kidd 2014, 8).

3.2.3 Utförande av C&W

Den icke-modifierade version, dvs OLS definieras som:

ŷi = yi +

p∑
j=1

β̂ij(xj − xj), , där i = 1, 2, ..., q,

β̂ij är OLS-skattade koefficienter, ŷi är det predikterade värdet för responsvari-

abel i, termen xj anger det observerade värdet för förklaringsvariabel j och

xj medelvärdet för respektive förklaringsvariabel. Det genomsnittliga värdet

av responsvariabeln betecknas yi.

Brieman och Friedman (1997, 4-5) har p̊avisat att den modifierade krymp-

ningsmetoden kan överträffa OLS vid prediktering med användning av ỹi,

där ỹi anger predikterade värdet för responsvariabeln vid genomförande av

C&W. Följande definieras som:

ỹi = yi +

q∑
k=1

hik(ŷk − yk), där i = 1, 2, ..., q, (4)

hik är faktorn som baseras p̊a beräkningar av krympningstermen di samt

transformeringen till och fr̊an de kanoniska koordinaterna. Predikterade

värdena ŷk är fr̊an OLS-skattningarna och yk anger det genomsnittliga

värdet för respektive responsvariabel. Termen yi är den samma som i icke-

modifierade versionen.
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För att förenkla noteringarna när stegen av C&W-proceduren beskrivs kan

de i matrisform betecknas ỹ = {ỹi}q1, ŷ = {ŷi}q1 och H = [hik] ∈ Rq∗q, där

H = T−1DT (Brieman och Friedman 1997, 4-5). Ekvation (4) kan s̊aledes

definieras enligt:

ỹ = Hŷ

Metoden sammanfattas nedan av Breiman och Friedman (1997, 9):

I Transformera y = {yi}q1 till det observerade kanoniska koordinatsys-

temet, y
′

= Ty.

II Utför OLS för varje y
′
i p̊a x = {xj}p1 där i = 1, 2, ..., q, som i sin tur ger

ŷ
′

= {ŷ′
i}

q
1.

III Krymp varje ŷ
′
i med faktorn di (3) vilket leder till ỹ

′
= {diŷ

′
i}

q
1.

IV Transformera tillbaka till det ordinarie y-koordinatsystemet genom,

ỹ = T−1ỹ
′
.
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4 Utvärdering

I det fjärde kapitlet kommer modellernas tillvägag̊angssätt vid utvärdering

att beskrivas. Termer som RMSE, RMSE% och k-faldig korsvalidering

diskuteras.

4.1 Beskrivning av rotmedelkvadratfel

Rotmedelkvadratfelet (RMSE) är ett m̊att p̊a skillnaden mellan predik-

terade och faktiska värden, ett l̊agt värde indikerar p̊a goda prediktioner.

RMSE definieras som roten ur medelkvadratfelet (MSE) vilket beräknas

genom:

RMSE =
√
MSE =

√√√√ 1

n

n∑
m=1

(ym − ŷm)2,

där ym är det observerade värdet m för responsvariabeln, ŷm anger de

predikterade värdet för observation m och termen n är antalet observa-

tioner (James, Witten, Hastie och Tibshirani 2015, 29-30). Notera att i

C&W används ỹm istället för ŷm.

4.2 Repeterad k-faldig korsvalidering

Inom statistiken är k-faldig korsvalidering (KV ) en användbar algoritm för

att estimera prediktionsfel. James et al. (2015, 181-184) menar att ur ett

Bias-Variance-Trade Off-perspektiv anses k = 10 ej drabbas av hög bias eller

varians. I KV delas data slumpmässigt upp i k st lika stora delar. En av de

k delarna utgör testdata och övriga k − 1 träningsdata, dvs först utgör en

del testdata och resterande träningsdata, sedan utgör andra delen testdata

och övriga träningsdata, osv. Beräkningen uttrycks enligt:

KV =
1

k

k∑
i=1

MSEi, där i = 1, 2, ..., k,

KV utgör genomsnittet av k st beräknade MSE-värden.
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Vidare kan processen upprepas genom (s ∗ k)-faldig korsvalidering, data

slumpas om innan varje KV -repetition. Det innebär att vi beräknar ett

medelvärde av s st repeterade korsvalideringar. Definieras enligt:

MKV =
1

s

s∑
l=1

KVl, där l = 1, 2, ..., s,

I studien används k = 10 och s = 50.

4.3 RMSE%

Inom fjärranalys av skog är RMSE% ett vanligt förekommande m̊att för att

fastställa en modells prediktionsförm̊aga. Generellt sett använder måttet sig

av RSME-värdet och uttrycks p̊a följande vis:

RMSE% =

(
RMSE

y

)
∗ 100 %,

där y anger medelvärdet för den observerade responsvariabeln. I v̊ar studie

används värdet fr̊an den upprepadeKV -processen
√
MVK istället förRMSE

med förhoppning om en robustare estimering av RMSE%.
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5 Resultat

I resultatavsnittet kommer de tv̊a metoderna associerade med studien att

utvärderas enligt kap 4, värdena utvärderas b̊ade separat och sedan gentemot

varandra.

5.1 Multivariat linjär regression och Curds & Whey

Förklaringsvariablerna som användes vid prediktion sammanfattas i tabell

6 nedan. I b̊ada fallen tillämpades n = 1286, p = 10 och q = 5. De

skattade koefficienterna för MVR redogörs i tabell 7, vilket är skattningar

av β((p+1)∗q) som beräknas enligt ekvation (1). Motsvarade koefficienter för

C&W i tabell 8.

Tabell 6: Modellernas förklaringsvariabler.

Koefficienter Variabelnamn

β0,q Intercept

β1,q Season

β2,q Scanner

β3,q ElevP30

β4,q ElevP40

β5,q Nr3rdRet

β6,q ElevLCV

β7,q ElevCV

β8,q ElevMADmed

β9,q ElevL4

β10,q ElevL1
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Tabell 7: Koefficientmatris för MVR.

√
Volym

√
Biomassa HGV

√
DGV

√
Grundyta

β̂0,1: 3.98 β̂0,2: 3.96 β̂0,3: 0.77 β̂0,4: 1.79 β̂0,5: 3.04

β̂1,1: 0.34 β̂1,2: 0.78 β̂1,3: 0.35 β̂1,4: -0.12 β̂1,5: 0.16

β̂2,1: -0.32 β̂2,2: -0.47 β̂2,3: -0.42 β̂2,4: -0.02 β̂2,5: -0.16

β̂3,1: 0.07 β̂3,2: 0.09 β̂3,3: -0.33 β̂3,4: -0.05 β̂3,5: 0.09

β̂4,1: -0.19 β̂4,2: -0.22 β̂4,3: -0.42 β̂4,4: -0.12 β̂4,5: -0.04

β̂5,1: 0.16 β̂5,2: 0.11 β̂5,3: 0.05 β̂5,4: -0.02 β̂5,5: 0.03

β̂6,1: -6.87 β̂6,2: 7.97 β̂6,3: 1.47 β̂6,4: 4.78 β̂6,5: -3.42

β̂7,1: -0.52 β̂7,2: -6.31 β̂7,3: -0.24 β̂7,4: -1.74 β̂7,5: 0.39

β̂8,1: 1.19 β̂8,2: 1.08 β̂8,3: 1.02 β̂8,4: 0.22 β̂8,5: 0.42

β̂9,1: 4.47 β̂9,2: 4.49 β̂9,3: 6.35 β̂9,4: 1.64 β̂9,5: 1.15

β̂10,1: 0.72 β̂10,2: 0.51 β̂10,3: 1.73 β̂10,4: 0.31 β̂10,5: 0.04

Tabell 8: Koefficientmatris för C&W.

√
Volym

√
Biomassa HGV

√
DGV

√
Grundyta

β̂0,1: 3.49 β̂0,2: 3.50 β̂0,3: 0.84 β̂0,4: 1.80 β̂0,5: 2.81

β̂1,1: 0.35 β̂1,2: 0.77 β̂1,3: 0.35 β̂1,4: -0.09 β̂1,5: 0.16

β̂2,1: -0.27 β̂2,2: -0.42 β̂2,3: -0.41 β̂2,4: -0.02 β̂2,5: -0.13

β̂3,1: -0.07 β̂3,2: -0.04 β̂3,3: -0.30 β̂3,4: -0.05 β̂3,5: 0.02

β̂4,1: -0.19 β̂4,2: -0.21 β̂4,3: -0.42 β̂4,4: -0.11 β̂4,5: -0.03

β̂5,1: 0.14 β̂5,2: 0.09 β̂5,3: 0.06 β̂5,4: -0.02 ĥ5,5: 0.02

β̂6,1: -6.32 β̂6,2: 7.85 β̂6,3: 2.88 β̂6,4: 4.88 β̂6,5: -2.81

β̂7,1: 0.37 β̂7,2: -5.15 β̂7,3: -1.18 β̂7,4: -1.79 β̂7,5: 0.59

β̂8,1: 0.90 β̂8,2: 0.79 β̂8,3: 1.06 β̂8,4: 0.21 β̂8,5: 0.28

β̂9,1: 3.89 β̂9,2: 3.88 β̂9,3: 6.51 β̂9,4: 1.60 β̂9,5: 0.88

β̂10,1: 0.92 β̂10,2: 0.71 β̂10,3: 1.69 β̂10,4: 0.31 β̂10,5: 0.13
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Resultatet av de fem responsvariabler som utvärderats genom RMSE%

sammanställs i tabell 9 och 10, där variabeln HGV har lägst värde. Biomassa

och volym har liknande resultat medan grundyta har högst.

Tabell 9: Utvärderingsvärden för MVR.

Variabler RMSE%
√

Biomassa 14.204
√

Volym 13.262

HGV 9.175
√

DGV 15.993
√

Grundyta 21.661

Tabell 10: Utvärderingsvärden för C&W.

Variabler RMSE%
√

Biomassa 14.199
√

Volym 13.261

HGV 9.171
√

DGV 15.991
√

Grundyta 21.652
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I förh̊allande till MVR har C&W en minimal förbättring av RMSE%. Skill-

naderna kan illustreras bättre i figur 4 nedan, den vertikala axeln beskriver

förändringen C&W har i relation till MVR och den horisiontella axeln nam-

nger responsvariablerna.

Figur 4:
√

Volym = 1,
√

Biomassa = 2,
√

Grundyta = 3, HGV = 4 och
√

DGV = 5. Röda horisontella linjen representerar den genomsnittliga

förbättringen för samtliga responsvariabler, 0.22%.
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Figurerna 5 och 6 nedan visar exempel p̊a spridningsdiagram där korrela-

tionen mellan faktiska värden skiljer sig fr̊an de predikterade (se tabell 5

respektive tabell 11-12 i appendix).

Figur 5: Spridningsdiagram för variabeln
√

DGV mot
√

Grundyta. Den

vänstra grafen illustrerar de faktiska värdena och den högra grafen de predik-

terade för MVR.

Figur 6: Spridningsdiagram för variabeln HGV mot
√

Grundyta. Den

vänstra grafen illustrerar de faktiska värdena och den högra grafen de predik-

terade för C&W.
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6 Diskussion

Studien baserades p̊a forskningsomr̊adet fjärranalys av skog där det huvud-

sakliga syftet var att utvärdera tv̊a multivariata modeller, MVR och C&W.

Efter utvärdering framgick det att b̊ada kan användas för att prediktera sko-

gens variabler. C&W hade en minimal fördel med avseende p̊a RMSE%.

Värdena i tabell 9 respektive 10 indikerar att modellerna har en god förm̊aga

att prediktera grundytevägd medelhöjd men mindre bra p̊a att estimera

grundytan. Resultaten i relation till Holmgrens (2004, 543-553) tidigare

forskning har vi liknande RMSE%, där HGV gav lägst värde. I förh̊allande

till Sjödins (2010, 20) studie har vi ett genomsnittligt lägre värde p̊a volym

och biomassa men ett betydligt högre p̊a grundyta. I överlag är RMSE% i

v̊ar studie relativt snarlika tidigare studier.

En nackdel att prediktera med samma förklaringsvariabler är att de kan

ha olika p̊averkan p̊a responsvariablerna. Det kan till viss del förklara skill-

naderna mellan RMSE% för biomassa, volym, HGV, DGV och grundyta.

Trots p̊avisad hög korrelation mellan responsvariablerna enligt tabell 5 för-

bättrades inte prediktionsvärdena nämnvärt vid använding av C&W i jämför-

else med MVR. Värt att notera i v̊art fall där r = p/n är nära noll, som

medför att di-värdena i ekvation (3) blir väldigt nära 1. Kvar blir d̊a ap-

proximativt c2i /c
2
i som leder till en ytterst liten krympningseffekt och kan

vara en anledningen till den minimala förbättringen för C&W i förh̊allande

till MVR. Tabell 7 och 8 visar även att koefficienterna är likartade varandra,

vilket återigen pekar p̊a att slutgilta resultaten blir väldigt lika.
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Vidare kan det ocks̊a konstateras att orimliga kombinationer som uppst̊ar

vid separata linjära regressionsmodeller även förekommer i MVR och C&W.

Genom att betrakta figur 5 och 6 ses ett tydligt mönster där spridningsdi-

agrammen med predikterade värden har betydligt mindre spridning än de

faktiska. Det kan även jämföras i korrelationsmatriserna tabell 5 och tabell

11-12, samtliga korrelationer för predikterade värden demonstrerar ett högre

värde än korrelationen för faktiska. Graferna samt korrelationsmatriserna

indikerar p̊a att modellerna inte resulterar i naturliga kombinationer mellan

en del av responsvariablerna och därmed inte n̊ar ett av de önskvärda resul-

taten som studien strävade efter.

Inför framtida studier för att förbättra prediktioner med multivariata mod-

eller kan det vara värt att ta med fler block utspridda över landet. Enligt

tabellerna 2 och 3 finns en klar skillnad p̊a medelvärdena mellan norra och

södra blocken vilket beror p̊a tillväxttakten (högre fuktighet och genom-

snittligt varmare temperatur över åren). Vid modellering p̊a följande data

s̊a hade det varit värt att dela in i tv̊a delar av landet, södra och norra

Sverige. Det skulle möjligtvis kunna förbättra prediktionerna genom att

göra separata modeller för respektive del.
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Lantmäteriet. 2015. Produktions- och skanningsomr̊aden. https://www.

25



lantmateriet.se/globalassets/kartor-och-geografiskinformation/hojddata/

produktbeskrivningar/laserdat.pdf (Hämtad 2016-04-25).
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8 Appendix

Tabell 11: Korrelationsmatris för predikterade värden med MVR.

Variabler
√

Volym
√

Biomassa
√

Grundyta HGV
√

DGV
√

Volym 1 0.994 0.997 0.992 0.958
√

Biomassa 0.994 1 0.994 0.993 0.969
√

Grundyta 0.997 0.994 1 0.985 0.949

HGV 0.992 0.993 0.985 1 0.983
√

DGV 0.958 0.969 0.949 0.983 1

Tabell 12: Korrelationsmatris för predikterade värden med C&W.

Variabler
√

Volym
√

Biomassa
√

Grundyta HGV
√

DGV
√

Volym 1 0.995 0.999 0.994 0.962
√

Biomassa 0.995 1 0.995 0.996 0.974
√

Grundyta 0.999 0.995 1 0.992 0.985

HGV 0.994 0.996 0.992 1 0.986
√

DGV 0.962 0.974 0.985 0.986 1

28


