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Sammanfattning

Studien omfattar forskningsomradet fjarranalys av skog, data fran luftbu-
ren laserskanning och faltmatningar anvands for att konstruera statistiska
modeller. De variabler som estimeras ar volym, grundytevigd medelh6jd,
grundytevagd medeldiameter, grundyta och biomassa. Estimerade virden
kan tillampas for att beskriva skogens egenskaper, t.ex. med internetbaser-

ade karttjanster.

Syftet med studien &r att utvardera tva multivariata modellers formaga att
predikterar skogen runtom i Sverige. Huvudsakliga malet ar att skapa mod-
eller med ett lagt procentuellt rotmedelkvadratfel (RMSE%) vid prediktion.

I studien anvénds multivariat linjar regression och Curds & Whey.

Studien resulterade i multivariata modeller som har liknande resultat med
avseende pa RMSFE%. De har lagst for grundyteviagd medelhdjd och hogst
for grundyta. 1 forhallande mot varandra ar Curds & Whey marginellt

battre vid prediktion av skogens variabler.



Remote sensing using
multivariate models

Abstract

This study covers the research area remote sensing of forest, data from air
born laser scanning and field measurement is used to design statistical mod-
els that estimate forest variables. The variables estimated is stem volume,
average tree height, stem diameter, biomass and basal area. The estimated
values can then be applied on for example internet based mapping service,

to provide information and to get a better view of the forest in Sweden.

The main purpose of this study is to evaluate two multivariate models ability
to predict the forest in Sweden, considering the lowest relative root mean
square error (RMSE%) when predicting. The statistical models used is

Multivariate linear regression and Curds & Whey.

The study resulted in multivariate models with similar outcomes regarding
to RMSE%, lowest for average height and highest for basal area. Com-
paring the two models against each other, Curds & Whey had a fractional

advantage in predicting the variables of the forest.



Popularvetenskaplig sammanfattning

Sverige ar ett land med stora mangder skog och av den totala landarealen
bestar drygt halften av produktiv skogsmark, de vanligaste tradslagen &r
gran, tall och bjork. Ikombination med fjadrranalysdata och inventeringsdata
kan statistiska modeller uppskatta skogens egenskaper som volym, grundyta,
medelh6jd m.m. Uppskattade virden kan appliceras pa exempelvis internet-
baserade karttjanster dér enskilda individer eller foretag kan stka pa skogs-

mark och erhalla en 6vergripande bild pa skogsomraden.

Syfte med studien &r att utvardera tva statistiska modellers férmaga att

uppskatta skogens egenskaper.

Studien resulterade i modeller som har liknande resultat med avseende pa
felmarginal. Léagst felmarginal for medelhéjd och hogst for grundyta. Vid
jamforelse mot varandra finns det en marginell skillnad mellan de tva mod-

ellerna nar skogens variabler uppskattas.
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1 Inledning

Forsta kapitlet i uppsatsen ger en bakgrund till uppsatsimnet fiarranalys av
skog. Kapitlet kommer vidare presentera studiens huvudsakliga syfte samt

ett avsnitt om studiens begransningar.

1.1 Bakgrund

Sverige ar ett land med stora mangder skog och av den totala landarealen
bestar drygt halften av produktiv skogsmark, de vanligaste tradslagen &r
gran, tall och bjork. Den produktiva skogsmarken ags till 50 % av pri-
vatdgda och statsdgda aktiebolag, resterande del 4gs av enskilda skogségare
(Skogsstyrelsen, u.a). Betydande faktorer som kan paverka tillvixten av
skogen ar klimatet samt markens bordighet. Skogen vaxer béattre i varma
forhallanden och sédmre i kalla, vilket resulterar i att sddra Sverige har en
hogre tillvaxttakt &n i norra delen. Foéradlingen har en stor ekonomisk
betydelse, det medfér att information om skogen blir allt mer eftertrak-
tat for skogsdgaren (Skogsstyrelsen, u.a). Fjarranalys ar ett forskning-
somrade med mojligheten att ta fram information om skogens utseende
genom anvandning av satellitbilder, flygbilder, radar m.fl. Genom att kom-
binera fjarranalysdata och inventeringsdata kan statistiska modeller estimera
skogliga variabler. Inventeringsdata bestar av data fran fysiska kontrollmét-
ningar. Vidare kan estimerade véirden appliceras pa exempelvis internet-
baserade karttjanster dar enskilda privatpersoner eller aktiebolag kan soka
pa skogsmark. Skogséigaren kan genom det ta del av informationen om t.ex.
skog som &r intressant att kopa, produktiva bestand, omraden som ska réjas

och eventuellt gallras.

I tidigare studie inom omradet estimerades tre statistiska modeller med
hjilp av insamlad data fran luftburen laserskanning (Holmgren 2004, 543-
553). Studien innefattar prediktion av skogliga variabler med linjir regres-
sion som skattar samtliga responsvariabler var for sig. Foljande resulterade
med ett procentuellt rotmedelkvadratfel (RMSE%) mellan 3 % till 20 % vid



prediktion. Sjodin (2010, 20) har ocksa studerat fjarranalys av skog med fly-
gburen laserskanning som resulterade i RMSE% pa ca 5 % till 16 %. Det
har vidare skapat ett intresse for att studera omradet fjarranalys av skog
fran ett nytt perspektiv. Istéllet for att skapa linjara regressionsmodeller
for varje enskild responsvariabel kommer var studie att modellera samtliga
responsvariabler i samma modell. Det innebar att responsvariablerna as-
socierade med studien estimeras med samma forklaringsvariabler. Genom
att gora separata modeller for respektive responsvariabel kan t.ex. orimliga
kombinationer av volym och bestandshdéjd uppsta. Unikt med var studie ar
att forhoppningsvis undvika kombinationerna med férvantningen att skapa

en modell som ger lagre RMSE% for samtliga responsvariabler.

1.2 Syfte

Syftet med studien &r att konstruera multivariata modeller som kan ge
goda prediktioner och en &vergripande bild av skogsomraden i Sverige. Es-
timeringarna ska kunna anvandas som underlag nar skogsdgare ska ta andra
beslut gallande sin skog. Med det i atanke ar ett stort fokus att striva efter
att minimera RM SE% vid prediktion.

1.3 Begransningar

Institutionen for skoglig resurshushallning vid Sveriges lantbruksuniversitet
(SLU) i Umea har givit oss mojligheten att studera fyra olika omraden i
Sverige, tva fran norra delen av landet och tva fran sddra. Varje omrade
innehaller totalt 350 st observationer och 105 st variabler. Studien begréansas
till de fyra utvalda omradena och trots att de ar specifikt utvalda kan de

forhoppningsvis beskriva Sveriges produktiva skogsmark.



2 Datamaterial

I uppsatsens andra kapitel beskrivs det aktuella datamaterialet som bearbetas
1 rapporten. Det insamlade data bestar av tva skilda element, observationer

och variabler fran inventeringsdata respektive laserskanningsdata.

2.1 Inventeringsdata

Den forsta delen av data bestar av métningar fran inventeringar utforda av
Riksskogstaxeringen (2015, 7). Varje ar tas stickprov fran markytor runt
omkring i Sverige pa endera 10 meters radie eller 7 meters radie (Figur 1).
Provytor med radie 10 meter &r platser som aterbesoks var femte ar medans
ytor pa 7 meter endast méats en gang. I ytorna utférs kontrollmétningar
for skogliga variabler t.ex. volym, grundyta, grundytevigd medeldiameter
(DGV), grundytevéigd medelhéjd (HGV) och biomassa (Tabell 1).
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Figur 1: Kontrollplatser for inventeringsdata runt omkring i Sverige. Kélla:
Nilsson et al. 2016.



Tabell 1: Beskriving av responsvariabler. Kalla: Skogsstyrelsen, 2016.

H Responsvariabler ‘ Beskrivning

Volym

Miits i skogskubikmeter per hektar (m>sk/ha)
och definieras som hela stamvolymen inklusive

bark ovan stubbskdret.

Biomassa

Uttrycks som ton torrsubstans (TS) per hektar
(tonT'S/ha) och dr tradet i sin helhet, stubbe,

stam, grenar, barr, kottar m.m.

Grundyta

Arean for ett tvdrsnitt genom en tradstam, al-
ternativt den sammanlagda arean for tvdarsnitt
genom ett flertal trad. Mdts i kvadratmeter per

hektar (m?/ha).

HGV

Uttrycks i meter (m). Berdknas i relation till
grundytan, varje trdds hojd multipliceras med
dess grundyta, ddrefter summeras vdardena for
att sedan divideras med summan av grundy-

torna.

DGV

Uttrycks i centimeter (c¢cm). Berdknas i rela-
tion till grundytan, varje trdads diameter multi-
pliceras med dess grundyta, ddrefter summeras
samtliga varden for att sedan divideras med

summan av grundytorna.

Tabellerna 2 & 3 visar medelvarde respektive standardavvikelse for vari-

ablerna i de fyra blocken, vardena ar baserade pa markytor som aterbesoks

var femte ar.

Blocken fran norra Sverige har inventerats under vegeta-

tionssdsongen, dvs métningarna har skett pa lévad skog. Data fran sédra

delen bestod bade av 16vad och icke-l6vad skog vid métningstillfallena. Det

finns en markant skillnad nér samtliga beroende variabler jamfors mellan

norra och sodra blocken, dar medelvirdena samt spridning &r hogre for

sodra.




Tabell 2: Deskriptiv data - Sédra blocken.

| Block 1 || Medelviirde| SD Block 2 | Medelvirde| SD
Volym 201.91 146.61 Volym 164.50 128.98
Biomassa || 141.23 91.58 Biomassa | 126.25 90.01
Grundyta || 23.20 12.39 Grundyta | 20.28 20.28
HGV 16.34 7.25 HGV 14.39 14.39
DGV 21.82 10.96 DGV 19.30 19.30

Tabell 3: Deskriptiv data - Norra blocken.

| Block 1 || Medelviirde| SD Block 2 | Medelvirde| SD
Volym 100.6 66.84 Volym 101.6 81.61
Biomassa || 82.58 51.25 Biomassa | 69.81 58.35
Grundyta || 16.55 8.83 Grundyta | 15.62 9.69
HGV 11.03 4.34 HGV 11.85 4.79
DGV 16.05 6.95 DGV 16.19 7.32

2.2 Laserskanningsdata

Den andra delen av datamaterialet baseras pa laserskanningsmétningar dar
Sveriges 40.7 miljoner hektar mark har delats upp i flertal block, totalt 397
st (Figur 2), varav varje block har en yta pa ca 25 km-50 km (Lantméteriet,
2015, Bilaga A). Landets yta har darefter skannats av med flygplan fran en
ho6jd mellan 1700 m-2700 m ovanfér marken dar en laserskanner registerar
antalet returer i formen av ett punktmoln (Lantmaéteriet, 2015, 4). Foljande
process har pagatt under en ldngre period och i slutet av 2015 hade samman-
lagt 98 % av den totala produktiva skogsmarken skannats, det motsvarar ca
22.6 miljoner hektar (Lantméteriet, 2015, 5). Méitningarna for blocken i
norra Sverige har skett framst under varen och sommaren medan i sodra
delen under hosten och vegetationssidsongen (Lantmaéteriet, 2015, 3). Ett

flertal varianter av laserskanningstyper har anvants under insamlingen av



data, bland annat Optech och Leica (Lantmaéteriet, 2015, 22).
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Figur 2: (a) Vilken typ av skanner samt blockens indelning, (b) Om skan-
ningen skett vid l6vad (under sommartider nér det varit 16v pa tréden) eller
icke-16vad (under vintertider nér inga 16v har funnits pa 16vtriaden) och (c)
Vilket ar skanningen utforts. Kalla: Nilsson et al. 2016.

Programvaran FUSION och data som samlats in fran laserskanningen har
tillsammans konstruerat ett antal olika metriker bland annat hojdmetriker,
totala antalet returer och alla returer hogre &n 1.5 meter fran markytan
(McGaughey 2015). Tabellen nedan beskriver ett urval av variabler som
kan tédnkas vara intressanta och anvéndbara for att besvara syftet i rap-

porten.



Tabell 4: Metrikdata fran FUSION.

H Variabelnamn ‘ Beskrivning
ElevP80 80:e hojdpercentilen
ElevP40 40:e hajdpercentilen
NrilstRet Antal forstareturer
Nr3stRet Antal tredjereturer
Scanner Vilken typ av skanner
Season Lévad eller icke-lovad skog
Pl1stGT1p5 Procentuell andel returer hégre dn 1.5m
TotlstRet Totalt antal forstareturer

2.3 Rensning av data

I ursprungsdata fran SLU har ingen bearbeting av datamaterialet fran de-
ras sida utforts, dvs det finns hel del ofullstdndiga observationer. Antingen
finns inventeringsdata medan laserskanningsdatan inte ar tillgénglig eller
vice versa. De kan vara ett resultat av att inventeringen och laserskannin-
gen skett pa olika tidpunkter. I samtliga block féorekommer det avvikande
observationer som kan tdnkas paverka den skattade multivariata modellen
pa ett negativt satt. Observationer med felaktiga eller saknade varden bor

rensas bort for att inte erhalla artificiella resultat.
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Figur 3: Rodmarkerade observationer tillhor observationer med nollvarden
for antingen inventeringsdata eller laserskanningsdata samt observationer

med orealistiska varden.

Vid bedémning av vilka observationer som eliminerats utgick vi framfér allt
fran responsvariabeln HGV och hgjdmetriken ElevP95. Figur 3 ovan visar
fyra spridningsdiagram Gver variablerna och de observationer som anses vara
avvikande. Rodmarkerade &r enligt oss avvikande pa grund av virden som
skiljer sig fran Gvriga samt de med noll varden for antingen héjdmetriken
ElevP95 eller HGV. Processen har anvants pa samtliga fyra block och totalt
har 114 st observationer tagits bort eller drygt 8.1 % av den totala andelen.

2.4 Sammansattning av blocken

For att konstruera en statistisk modell som besvarar syftet i rapporten har vi
valt att sammanlanka samtliga block till ett data. En kombination av bade
norra respektive sodra Sverige, blandning av skanningstyper och en mix
av lovad/icke-16vad skog. Datamaterialet innehaller nu alla observationer

forutom de som har tagits bort vid rensning enligt 2.3.



3 Modeller

Modeller som anvdnds i studien dr multivariat multipel linjdr regression och
Curds & Whey. Den forstnamnda tar ej hansyn till korrelationen mellan
responsvariablerna som estimeras (Velu och Reinsel 1998, 1-14). Med andra
ord, det kan finnas viktig information som inte nyttjas. Curds & Whey har
daremot egenskapen att den anvdander korrelationen av responsvariabler for

att oka precisionen vid estimering (Breiman och Friedman 1997, 3).

3.1 Multivariat linjar regression

Multipel linjér regression (MR) &r inom statistiken en allmént kénd modell
som i stor utstrackning anvands for att studera ett statistiskt samband mel-
lan en responsvariabel och tva eller flera forklaringsvariabler (Schinka och
Velicer 2003, 511). Forklaringsvariablerna kan vara bade kategoriska- och
kontinuerliga. Modellen uttrycks pa matrisform nedan:

Yv(n*l) X("*(P+1)) ﬁ((P‘f‘l)*l) €(nx1)

Y1 Lz z12 -+ z1p Bo €1
Y2 1 21 ®22 -+ T2p B1 €2
: == .. .. . : + : 5
Yn 1@ny Tny - m;lp B} En

dir Y(,,) omfattar samtliga observationer pa responsvariabeln (Johnson och
Wichern 2007, 361). Varjerad i X (nx(p+1)) Destar av p st forklaringsvariabler
plus intercept och kolumnerna innehéaller n observationer pa de p forklarings-
variablerna. [B((p41)«1) ar en kolumnvektor bestaende av okanda betakoeffi-
cienter som estimeras. Slutligen &r residualerna €(;,,1) en kolumnvektor med

responsvariablernas feltermer.

MR har under matrisform antagandena F(€(,.1)) = O(ns1) och Cov(e) =
E(ee”) = o1, dir I dr identitetsmatrisen (Rencher och Christensen 2012,

323-324).



I ett scenario vid modellering av flera responsvariabler samtidigt ar multi-
variat multipel linjar regression (MVR) en tdnkbar modell att anvénda, det
kan ses som en utbyggnad av MR (Izenman 2008, 159). Till skillnad fran
MR soks ett samband mellan ¢ responsvariabler och en uppséattning av p st
forklaringsvariabler (Rencher och Christensen 2012, 337). MVR kan saledes

i matrisform uttryckas:

Yv(n*q) X(n*(p+1)) ﬂ((erl)*q) €(nxq)

Y11 Y12 Yig 1 x11 12 -+ T1p Bo1 Boz -+ Pog €11 €12 * €1q
Y21 Y22 ' Y2q 1 x21 @22 -+ T2p B11 Bz - Big €21 €22 '+ €24
oo = - - . . . . + N E
Ynl Yn2 ** Yng 1 2p1 Tp2 =+ Tpp Bpl sz ﬁpq €nl €n2 ** Eng

dér varje responsvariabel antas folja sin egen regressionsmodell. Matrisen
med forklaringsvariablerna dvs X(,.(p+1)), har samma storlek som i MR-
modellen (Johnson och Wichern 2007, 387-388). Vidare innehaller varje en-
skild rad i ¥ .q) virden av ¢ beroende variabler, samt varje kolumn bestar
av n observationer pa en av de ¢ variablerna (Rencher och Christensen 2012,
337-338). Notera dven att B((p4+1)s1) fran MR-modellen med okénda betako-
efficienter ar i det hér fallet en matris av storleken B((,41)«q)- Residualerna

ar NU € (;4q)-

Antaganden fér MVR under matrisform &r E(e;)) = 0, dir ;) r varje
responsvariabels observerade felterm av de n obersvationerna. Vidare géller
dven att Cov(egy, emy) = oul, dér 4,k = 1,2,...,q. Oberservationerna i
varje kolumn for €,,,,) antas vara oberoende fran varandra men responsvari-
ablernas feltermer for varje rad i € kan vara korrelerade (Johnson och Wich-
ern 2007, 388).
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MVR-modellens B(,11)«q) estimeras genom minstakvadratmetoden, dvs alla

univariata minsta kvadratskattningar samlas ihop till en matris:

-~

Bips g = [(XTX) XV H(XTX) XYy b H(XTX) T XTY,

som dven kan betecknas enligt (1) nedan (Johnson och Wichern 2007, 389).
Virt att notera varje kolumn i Y{,.q) = [Y(1) fY(Q)f fY(q)] anvander
samma X (. (p41))-matris nér de olika koefficienterna estimeras (Rencher och
Christensen 2012, 339-340). Det innebér att varje enskild responsvariabel

nyttjar exakt samma information fran forklaringsvariablerna.
3, 3. 1A 3 Ty \—1yT
[ﬁu):ﬁ(z)*--:ﬁ(q) = B(pr1)sg) = (X" X)TXTY (1)

Vidare anvands B((p+1)*q) for att berdkna }/}(n*q), dvs den matris som in-
nehaller alla predikterade véarden av responsvariablerna. De skattade koef-
ficienterna utnyttjas ocksa vid berékning av € Johnson och Wichern

(2007, 388-389) uttrycker de enligt:

nxq)-

Predikterade virden: }/}(n*q) = XB=X(XTx)"'xTy

Residualer: &gy =Y Y =[I - X(XTX) ' X"y

Tidigare namndes att Velu och Reinsel (1998, 1-14) anser att en nackdel med
MVR ar att den inte tar hansyn till korrelationen mellan responsvariablerna
i Y(pyg). Breiman och Friedman (1997, 5) ér ocksa kritisk mot MVR, de
menar att nir flera responsvariabler pavisar en hog korrelation kan andra
metoder prestera béattre. For att ytterligare forbéattra prediktionerna hos
modellen skulle det vara vért att tillimpa informationen fran korrelatio-
nen. Tabell 5 nedan sammanfattar korrelationen mellan responsvariablerna

i datamaterialet.
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Tabell 5: Korrelationsmatris for samtliga responsvariabler.

H Variabler H v/Volym ‘ v/ Biomassa ‘ v/Grundyta ‘ HGV ‘ VDGV ‘

v/Volym 1 0.98 0.94 0.85 0.73
v/Biomassa || 0.98 1 0.96 0.80 0.71
v/Grundyta || 0.94 0.96 1 0.66 0.57
HGV 0.85 0.80 0.66 1 0.91
DGV 0.73 0.71 0.57 0.91 1

3.2 Curds & Whey

Curds &Whey (C&W) ar en "multivariat krympningsmetod” som anvénder
den kanoniska korrelationen for att krympa vanliga linjdra regressionsskat-
tningar (OLS). Breiman och Friedman (1997, 3) menar att korrelationen
kan anvindas for att 6ka precisionen vid prediktering. C&W har i tidigare
studier visat positiv effekt pa prediktionsférméagan nér flera responsvariabler
modelleras samtidigt (Breiman och Friedman 1997, 5). Studien har jamfort
med andra statistiska modeller som partial least square, rank regression
och ridge regression. Kidd (2014, 13-53) har ocksa visat positiv framgang
med anvindning av metoden. Eftersom responsvariablerna i tabell 5 ovan
demonstrerar en hég korrelation anser vi att det skulle vara av intresse att

genomfora C&W pa datamaterialet fran SLU.
3.2.1 Standardisering av data

Ett vanligt forekommande problem fér multivariata modeller ar att vari-
abler ofta ar métt pa olika skalor. Det dr négot som bor beaktas innan
genomforandet av C&W-proceduren. Kidd (2014, 7) menar att en eller
flera variabler kan ha en betydligt storre paverkan pa resultatet &n an-
dra om de inte dr normaliserade. Vid anvéndning av C&W standardiseras
bade responsvariablerna respektive forklaringsvariablerna pa grund av den
kanoniska korrelationen (Kidd 2014, 7). Genom att standardisera data sétts
variabler pa samma skalor for att undvika extrema avvikelser. Om inte

det genomfors kan vissa responsvariabler pa en hogre skala &dven paverka
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prediktionerna for andra responsvariabler. Standardiseringen sker genom
att subtrahera varje observation med medelvardet och sedan dividera med
standardavvikelsen. Det innebéar att samtliga variabler har medelvarde noll

och varians ett.

3.2.2 Kanonisk korrelationsanalys och dess implementering i C&W

Hérdle och Simar (2007, 321-330) menar att den kanoniska korrelations-
analysen innebér att faststdlla och kvantifiera linjara samband mellan tva
uppséattning av variabler. Alternativt kan det ses som ett satt for att mata
styrkan mellan tva uppsattningar av variabler. Analysen strivar efter att
maximerar korrelationen mellan en linjarkombination av den ena uppséttningen
variabler och en linjarkombination fran den andra uppséattningen. Dérefter
hittas ytterligare linjara kombinationer som maximerar korrelationen mel-
lan varandra med restriktionen att de inte ar korrelerade med forsta paret
(Johnson och Wichern 2007, 539-540). Den kanoniska korrelationsanalysen
ar ursprungligen skapad av Hotelling (1936, 321-377).

For att visa en kortfattad matematiskt beskrivning 6ver hur den kanon-
iska korrelationsanalysen utnyttjas i C&W, lat oss anta att tTy(q*l) och
vT:z:(p*l) ar linjira kombinationer, dir y = (y1,y2,..,¥q)T = {vi}{ och
x = (21,22, ...,2p)0 = {x;}}]. Hir strivas det efter att hitta vektorerna
t € RY och v € RP som maximerar korrelationen hos de linjara kombination-
erna (Breiman och Friedman 1997, 8). Kanoniska korrelationen berdknas

genom korrelationen mellan de kanoniska koordinaterna via:
{ex = corr(tiy, vi )}, (2)

det leder till K st kanoniska korrelationer. Lasaren hanvisas till Brieman och
Friedman (1997, 8-9) for en mer utforlig beskrivning av (2). K definieras som
minimum av antigen respons- eller forklaringsvariablerna (K = min(p,q))
samt maste antagandet ¢ < p gilla (Brieman och Friedman 1997, 8). I C&W
tillimpas dven vektorerna ¢y for att bilda T, -matrisen vars rader bestar
av kanoniska koordinater (Kidd 2014, 4-5).
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Vidare anvands kanoniska korrelationerna for att berdkna krympningsfak-
torn:

(1= )= 1)
(1 —=7r)c2 4+ r2(1 — ¢;?)
Varje d;-varde representerar krympningen for respektive responsvariabel och
grq) = diag{ds, ...,d,} (Brieman
och Friedman 1997, 9-13). Berikningen defineras sadant att de endast kan

anta ett virde mellan 0 < d; < 1. Termen r betecknas p/n, déar p star for

d; =

,dari=1,2,...,q (3)

kan tillsammans bilda diagonal matrisen D

antalet forklaringsvariabler och n antalet observationer (Kidd 2014, 8).

3.2.3 Utforande av C&W

Den icke-modifierade version, dvs OLS definieras som:
p ~
Ui =T+ > Bijle; —)),, diri=1,2,..,q,
j=1

ﬁij ar OLS-skattade koefficienter, 7; ar det predikterade vardet for responsvari-
abel 4, termen x; anger det observerade vardet for forklaringsvariabel j och
7; medelvardet for respektive forklaringsvariabel. Det genomsnittliga véardet

av responsvariabeln betecknas ;.

Brieman och Friedman (1997, 4-5) har pavisat att den modifierade krymp-
ningsmetoden kan overtriffa OLS vid prediktering med anvidndning av ;,
dar y; anger predikterade vardet for responsvariabeln vid genomférande av
C&W. Foljande definieras som:

q
G=T+ > ha(@—Tp), diri=1,2,..0, (4)
k=1

h;, ar faktorn som baseras pa berdkningar av krympningstermen d; samt
transformeringen till och fran de kanoniska koordinaterna. Predikterade
viardena gy ar fran OLS-skattningarna och 7, anger det genomsnittliga
vardet for respektive responsvariabel. Termen ¥, &r den samma som i icke-

modifierade versionen.

14



For att forenkla noteringarna nér stegen av C&W-proceduren beskrivs kan
de i matrisform betecknas ¥ = {y;}{, ¥ = {#:}{ och H = [h;;] € R™, dér
H = T 'DT (Brieman och Friedman 1997, 4-5). Ekvation (4) kan siledes
definieras enligt:

y=Hy

Metoden sammanfattas nedan av Breiman och Friedman (1997, 9):

I Transformera y = {y;}{ till det observerade kanoniska koordinatsys-

temet, y/ =Ty.

IT Utfor OLS for varje y; pax = {z;}] diri =1,2,...,q, som i sin tur ger
g = {5}
IIT Krymp varje g; med faktorn d; (3) vilket leder till g = {d;7; }{.

IV Transformera tillbaka till det ordinarie y-koordinatsystemet genom,
y=T"'9.
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4 Utvardering

I det fijdrde kapitlet kommer modellernas tillvagagangssdtt vid utvdrdering
att beskrivas. Termer som RMSE, RMSE% och k-faldig korsvalidering

diskuteras.

4.1 Beskrivning av rotmedelkvadratfel

Rotmedelkvadratfelet (RMSFE) &r ett matt pa skillnaden mellan predik-
terade och faktiska vérden, ett lagt véarde indikerar pa goda prediktioner.
RMSE definieras som roten ur medelkvadratfelet (M SE) vilket berdknas

genom:

n
RMSE = VMSE = % > (Y — Tm)?,
m=1
dar y,, ar det observerade vérdet m for responsvariabeln, 7, anger de
predikterade véardet for observation m och termen n &ar antalet observa-
tioner (James, Witten, Hastie och Tibshirani 2015, 29-30). Notera att i
C&W anvands ¥, istéllet for 3.

4.2 Repeterad k-faldig korsvalidering

Inom statistiken ar k-faldig korsvalidering (K'V') en anvandbar algoritm for
att estimera prediktionsfel. James et al. (2015, 181-184) menar att ur ett
Bias-Variance-Trade Off-perspektiv anses k = 10 ej drabbas av hog bias eller
varians. I KV delas data slumpmassigt upp i k st lika stora delar. En av de
k delarna utgor testdata och 6vriga k — 1 tréningsdata, dvs forst utgor en
del testdata och resterande traningsdata, sedan utgér andra delen testdata

och ovriga traningsdata, osv. Berakningen uttrycks enligt:
1k
KV =+ ;MSEZ», diri=1,2,.. k,

KV utgor genomsnittet av k st beraknade M .S FE-varden.
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Vidare kan processen upprepas genom (s * k)-faldig korsvalidering, data
slumpas om innan varje KV-repetition. Det innebar att vi berdknar ett

medelvarde av s st repeterade korsvalideringar. Definieras enligt:

1o .
MKV ==Y KV, dir 1 =1,2,...,s,
o =1

I studien anvands &£ = 10 och s = 50.

4.3 RMSEY%

Inom fjarranalys av skog 4r RM SE% ett vanligt forekommande matt for att
faststélla en modells prediktionsformaga. Generellt sett anvander mattet sig

av RSM E-vardet och uttrycks pa foljande vis:

RMSEY% = (R%SE> 100 %,

déar 7 anger medelvardet for den observerade responsvariabeln. I var studie
anvands vardet fran den upprepade K'V-processen v MV K istéllet for RM S E

med forhoppning om en robustare estimering av RMSE%.
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5 Resultat

I resultatavsnittet kommer de tva metoderna associerade med studien att
utvdrderas enligt kap 4, virdena utvdrderas bade separat och sedan gentemot

varandra.

5.1 Multivariat linjar regression och Curds & Whey

Forklaringsvariablerna som anvéndes vid prediktion sammanfattas i tabell
6 nedan. I bada fallen tillimpades n = 1286, p = 10 och ¢ = 5. De
skattade koefficienterna for MVR redogors i tabell 7, vilket ar skattningar
av B((p4+1)xq) Som berdknas enligt ekvation (1). Motsvarade koefficienter for
C&W i tabell 8.

Tabell 6: Modellernas férklaringsvariabler.

H Koefficienter Variabelnamn
Bo,q Intercept
Bi,q Season
B2.4 Scanner
B3,q ElevP30
Ba,g ElevP40
B5.q Nr3rdRet
B6.,q ElevLCV
Br.q ElevCV
Bs,q ElevMADmed
Bo.q ElevL4
B10.,q ElevL1
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Tabell 7: Koeflicientmatris for MVR.

| vvoym | vBiomassa |HGV | VDGV | /Grundyta |
Bo1: 3.98 Boa: 3.96 Bos: 077 | Boa: 1.79 Bos: 3.04
Bra: 0.34 Bro: 0.78 | Bis: 0.35 | Bia: -0.12 | Big: 0.16
Boq: -0.32 || Bog: -0.47 | Bog: -0.42 | Bau: -0.02 | Bas: -0.16
Bs1: 0.07 || Bso: 0.09 | B33:-0.33 | B34: -0.05 | B35 0.09
Baa: <019 || Bao: -0.22 | Baz: -0.42 | Baa: -0.12 | Bag: -0.04
Bs.1: 0.16 Bs9: 011 | Bsa: 0.05 | Bsa: -0.02 | B55: 0.03
Boa: -6.87 || Bea: T.97 | Bes: 147 | Boa: 4.78 Be.s: -3.42
Bra: -0.52 || Bra: -6.31 | Bra: -0.24 | Bra: -1.74 | Brs5: 0.39
Bsa: 1.19 Bso: 1.08 | Bea:r 1.02 | fBga: 0.22 | fBgs: 0.42
Bo1: 4.47 Boo: 449 | Bos: 6.35 | Boa: 1.64 | fos: 1.15
Bro1: 0.72 || Broa: 0.51 | Bros: 1.73 | Broa: 0.31 | Bios: 0.04

Tabell 8: Koefficientmatris for C&W.

[VWom | VBiomassa | HGV | VDGV | J/Crundyta |
Boa: 3.49 Boa: 3.50 Bos: 0.84 | Boa: 1.80 | Bos: 2.81
Br1: 0.35 Bro: 077 | Brs: 0.35 | Braz -0.09 | Brs: 0.16
Bax: -0.27 || Bag: -0.42 | fag: -0.41 | Boa: -0.02 | Bos: -0.13
B31:-0.07 || Bso: -0.04 | B33z -0.30 | B4z -0.05 | fBss: 0.02
Ba1: -0.19 || Bao: -0.21 | Bag: -0.42 | Baa: -0.11 | Bas: -0.03
Bs1: 014 || Bsa: 0.09 | Bsa: 0.06 | Bsa: -0.02 | hsz: 0.02
Be1: -6.32 || Bea: 7.85 Bo.3: 2.88 Bo.a: 4.88 Bes: -2.81
Br1: 037 || Bro: 515 | Bra: -118 | Bra: -1.79 | Brs: 0.59
Bg1: 0.90 Bgo: 0.79 Bga: 1.06 | fBga: 0.21 Bg5: 0.28
Bo1: 3.89 Boo: 3.88 | Bos: 6.51 | Bos: 1.60 | Fos: 0.88
Bro1: 0.92 || Broz: 0.71 | Bros: 1.69 | Broa: 0.31 | Bros: 0.13
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Resultatet av de fem responsvariabler som utvérderats genom RMSE%
sammanstélls i tabell 9 och 10, dar variabeln HGV har lagst varde. Biomassa

och volym har liknande resultat medan grundyta har hogst.

Tabell 9: Utvarderingsvarden for MVR.

| Variabler RMSE%
v/Biomassa 14.204
v/ Volym 13.262
HGV 9.175
VDGV 15.993
v/Grundyta 21.661

Tabell 10: Utvarderingsvéirden for C&W.

| Variabler RMSE%
v/Biomassa 14.199
v/ Volym 13.261
HGV 9.171
VDGV 15.991
/Grundyta 21.652

20



I forhallande till MVR har C&W en minimal forbattring av RM SE%. Skill-
naderna kan illustreras battre i figur 4 nedan, den vertikala axeln beskriver
forandringen C&W har i relation till MVR och den horisiontella axeln nam-

nger responsvariablerna.

Curds & Whey

0.004-

0.003-

0.002- ./ \.

0.001-

Férbattring i forhallande till Linjér regression

0.000-

o o-

1 2 k! 4
Responsvariabler

Figur 4: y/Volym = 1, vBiomassa = 2, /Grundyta = 3, HGV = 4 och
vDGV = 5. Roda horisontella linjen representerar den genomsnittliga

forbattringen for samtliga responsvariabler, 0.22%.
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Figurerna 5 och 6 nedan visar exempel pa spridningsdiagram déar korrela-

tionen mellan faktiska vérden skiljer sig fran de predikterade (se tabell 5

respektive tabell 11-12 i appendix).

Sa(DGV)
SqU(DGY)

san(Grundyta) sart(Grundyta )

Figur 5: Spridningsdiagram for variabeln +DGV mot /Grundyta. Den

vanstra grafen illustrerar de faktiska vardena och den hogra grafen de predik-

terade for MVR.

Hov
Hov

sart(Grundyta)

Figur 6: Spridningsdiagram for variabeln HGV mot /Grundyta. Den

vénstra grafen illustrerar de faktiska vardena och den hogra grafen de predik-

terade for C&W.
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6 Diskussion

Studien baserades pa forskningsomradet fjarranalys av skog dar det huvud-
sakliga syftet var att utvardera tva multivariata modeller, MVR och C&W.
Efter utvardering framgick det att bada kan anvandas for att prediktera sko-
gens variabler. C&W hade en minimal fordel med avseende pa RMSE%.
Viardena i tabell 9 respektive 10 indikerar att modellerna har en god formaga
att prediktera grundytevigd medelh6jd men mindre bra pa att estimera
grundytan. Resultaten i relation till Holmgrens (2004, 543-553) tidigare
forskning har vi liknande RM SE%, dar HGV gav lagst varde. I forhallande
till Sjodins (2010, 20) studie har vi ett genomsnittligt ldgre vérde pa volym
och biomassa men ett betydligt hogre pa grundyta. I 6verlag &r RMSE% i

var studie relativt snarlika tidigare studier.

En nackdel att prediktera med samma forklaringsvariabler ar att de kan
ha olika paverkan pa responsvariablerna. Det kan till viss del forklara skill-
naderna mellan RM SE% for biomassa, volym, HGV, DGV och grundyta.
Trots pavisad hog korrelation mellan responsvariablerna enligt tabell 5 for-
béattrades inte prediktionsvirdena namnvart vid anvinding av C&W 1 jamfor-
else med MVR. Vért att notera i vart fall dar » = p/n &r néra noll, som
medfor att d;-vérdena i ekvation (3) blir véldigt néra 1. Kvar blir da ap-
proximativt c? / c? som leder till en ytterst liten krympningseffekt och kan
vara en anledningen till den minimala férbattringen for C&W i forhallande
till MVR. Tabell 7 och 8 visar dven att koefficienterna ar likartade varandra,

vilket aterigen pekar pa att slutgilta resultaten blir valdigt lika.
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Vidare kan det ocksa konstateras att orimliga kombinationer som uppstar
vid separata linjéara regressionsmodeller &ven férekommer i MVR och C&W.
Genom att betrakta figur 5 och 6 ses ett tydligt monster dar spridningsdi-
agrammen med predikterade varden har betydligt mindre spridning an de
faktiska. Det kan dven jamforas i korrelationsmatriserna tabell 5 och tabell
11-12, samtliga korrelationer for predikterade varden demonstrerar ett hogre
varde an korrelationen for faktiska. Graferna samt korrelationsmatriserna
indikerar pa att modellerna inte resulterar i naturliga kombinationer mellan
en del av responsvariablerna och ddrmed inte nar ett av de 6nskvérda resul-

taten som studien stravade efter.

Infor framtida studier for att forbattra prediktioner med multivariata mod-
eller kan det vara vart att ta med fler block utspridda 6ver landet. Enligt
tabellerna 2 och 3 finns en klar skillnad pa medelvardena mellan norra och
sodra blocken vilket beror pa tillvixttakten (hogre fuktighet och genom-
snittligt varmare temperatur 6ver aren). Vid modellering pa foljande data
sa hade det varit vart att dela in i tva delar av landet, sodra och norra
Sverige. Det skulle mgjligtvis kunna forbattra prediktionerna genom att

gora separata modeller for respektive del.
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8 Appendix

Tabell 11: Korrelationsmatris for predikterade varden med MVR.

H Variabler H v/Volym ‘ v/ Biomassa ‘ v/Grundyta ‘ HGV ‘ VDGV ‘

v/Volym 1 0.994 0.997 0.992 | 0.958
v/Biomassa || 0.994 1 0.994 0.993 | 0.969
V/Grundyta || 0.997 0.994 1 0.985 | 0.949
HGV 0.992 0.993 0.985 1 0.983
DGV 0.958 0.969 0.949 0.983 |1

Tabell 12: Korrelationsmatris for predikterade varden med C&W.

H Variabler H v/Volym ‘ v/ Biomassa ‘ v/Grundyta ‘ HGV ‘ VDGV ‘

v/ Volym 1 0.995 0.999 0.994 | 0.962
vBiomassa || 0.995 1 0.995 0.996 | 0.974
V/Grundyta || 0.999 0.995 1 0.992 | 0.985
HGV 0.994 0.996 0.992 1 0.986
DGV 0.962 0.974 0.985 0.98 |1
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