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Sammanfattning 

Planetväxlar har ett brett applikationsområde, de används bland annat i vindkraftverk, 

industrirobotar och fordonstransmissioner. Generellt ställs höga krav på lastkapacitet, 

verkningsgrad och ljudnivå i dessa växlar. För att klara av de allt högre kraven krävs kunskap om 

vilka parametrar som påverkar de olika egenskaperna. Detta arbete sammanfattar en del av den 

forskning som gjorts på kugghjul och planetväxlar med avseende på egenskaper som 

lastfördelning, verkningsgrad och ingreppsstyvhet. En jämförelse görs mellan olika metoder för 

att beräkna styvheten i kuggingreppet vilken visar på stora skillnader. En dynamisk simulering 

görs i MSC ADAMS av en planetväxel av typ D där egenskaper som lastfördelning, vridstyvhet 

och utväxling undersöks. Simuleringen visar bland annat att planetfasning har en positiv 

inverkan på lastfördelning och vibrationer i växeln vilket också styrks av litteraturstudien.      
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Summary 

Planetary gear drives have a wide field of application; they are used in wind turbines, industrial 

robots and automotive transmissions. Generally there are large demands on load capacity, 

efficiency and sound level on these transmissions. To cope with the increasing demands 

knowledge is needed about which construction parameters affect these different properties. This 

work summarizes some of the research done on gears and planetary gear drives concerning 

properties like load distribution, efficiency and meshing stiffness. Some of the different models 

available for calculating the meshing stiffness of gears are compared and the results show there 

are large differences. A dynamic simulation of a type D planetary gear drive is done using MSC 

ADAMS where properties like planet load distribution, torsional stiffness and gear ratio is 

examined. Among other things the simulation showed that planet phasing has a positive 

influence on planet load distribution and the vibrations of the drive, this is also shown in the 

literature study.         
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Abstract 

Detta arbete sammanfattar en del av den forskning som gjorts på kugghjul och planetväxlar med 

avseende på egenskaper som lastfördelning, verkningsgrad och ingreppsstyvheter. En jämförelse 

görs mellan olika metoder för beräkning av ingreppsstyvheter vilken visar på stora skillnader. En 

planetväxel av typ D simuleras i flerkroppsdynamikprogramvaran MSC ADAMS där egenskaper 

som lastfördelning, vridstyvhet och utväxling undersöks. 

Nyckelord: kugghjul, planetväxlar, verkningsgrad, finita elmentmetoden, kontaktmekanik, 

tandmodifikationer, utväxling, simulering, MSC ADAMS, MSC MARC, vridstyvhet, 

planetfasning, transmissionsfel. 
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1. Introduktion 

Här ges en kort beskrivning av bakgrunden till arbetet. Problemformulering, syfte, mål 

och avgränsningar presenteras även i detta kapitel.  

1.1 Bakgrund 

Att använda kugghjul är idag den mest effektiva metoden som finns för att 

transformera mekanisk rörelse. Kuggarna är utformade så att det mesta av energin 

överförs genom att kuggarna rullar mot varandra, dock förekommer alltid lite glidning 

mellan kuggarna vilket medför effektförluster. Verkningsgraden i ett kuggingrepp 

anger hur mycket av rotationsenergin på det drivande hjulet som överförs till det 

drivna hjulet. Verkningsgraden bör vara så nära 100% som möjligt för att minimera 

energiförlusterna. Kugghjulstransmissioner kan ha en verkningsgrad på över 99% 

(Petery-Johnsson, et al., 2008). Kugghjul klarar även av att överföra betydligt större 

effekter än till exempel remdrifter eller kedjedrifter (Jelaska, 2012). Av dessa 

anledningar tillämpas kugghjul i en stor mängd applikationer. Utväxlingen på ett 

kugghjulspar anger förhållandet mellan rotationshastigheterna på det drivande och det 

drivna hjulet och är proportionell mot kvoten av hjulens diametrar. Av praktiska skäl 

är därför utväxlingen på konventionella växellådor starkt begränsad. Normalt sett sker 

även effektöverföringen i ett enda kuggingrepp vilken medför stora belastningar på 

kuggarna. Vid överföring av höga vridmoment eller då stora utväxlingar krävs används 

därför i många fall planetväxlar istället.         

Planetväxlar är kuggväxlar där minst ett kugghjul är lagrat på en axel som inte är 

fixerad. Kugghjulet på den icke fixerade axeln rör sig i en excentrisk bana kring en 

fixerad axel och kallas därför planethjul. Planethjulen lagras på en planetbärare. 

Kugghjul på fixerade axlar kring vilka planethjulen rör sig kallas solhjul. I många fall 

används även ringhjul med invändiga kuggar. Konstruktionen av planetväxlar kan vara 

väldigt varierad beroende på tillämpningen. Generellt sett är planetväxlar både starkare 

och mer kompakta än konventionella växellådor på grund av att momenten överförs 

via ett flertal kuggingrepp. Med planetväxlar kan även stora utväxlingar uppnås på en 

relativt liten volym (Vedmar, 2010). Ett exempel på hur kuggsammansättningen kan se 

ut i en planetväxel återges i Figur 1. 
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Figur 1 – Exempel på kuggsammansättningen i en planetväxel. 

Planetväxlar har ett brett applikationsområde; de används bland annat i vindkraftverk, 

industrirobotar och fordonstransmissioner. Beroende på applikationen kan kravbilden 

vara väldigt varierad.  

Vid användning i fordon kan vibrationer och oljud vara väldigt irriterande för föraren 

och för yrkesförare kan det vara direkt hälsofarligt. För att minimera materialåtgången 

vid tillverkning och således minimera miljöpåverkan är det viktigt att växlarna inte 

överdimensioneras. Även verkningsgraden är viktigt ur miljösynpunkt eftersom en 

ökning av verkningsgraden minskar energiåtgången vid drift och ökar växelns 

livslängd.  

1.2 Problemformulering 

Konstruktionen av planetväxlar kan vara mycket komplex och det kan därför vara 

svårt att prediktera växelns dynamiska egenskaper. Att genomföra fysiska tester är 

kostsamt och det kan vara svårt att identifiera problem i enskilda komponenter. 

Därför är det viktigt att ha kännedom om vilka möjligheter som finns att med modern 

teknik utvärdera konstruktionsidéer och prototyper på ett effektivt och ekonomiskt 

vis. 

För planetväxlar som används i industrirobotar ställs höga krav på precisionen i 

växeln. För låg styvhet i växeln tillsammans med kugglapp och spel i lager innebär 

minskad precision vilket gör det omöjligt för roboten att utföra sina uppgifter med 

tillräcklig noggrannhet. Detta leder till fler tillverkningsavvikelser och kasserade 

produkter vilket i sin tur leder till stora kostnader för tillverkningsföretagen varje år. 

Uyar (2008) påvisar att kvalitetsbristkostnaderna för industriföretag kan uppgå till över 

10% av den årliga omsättningen. Kasserade produkter eller komponenter har 

naturligtvis även en negativ inverkan på miljön eftersom energi och råvaror förbrukas 

till ingen nytta. 
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Ingreppsstyvheten är även viktig ur vibrationssynpunkt. Den varierande styvheten i 

kuggingreppet ger upphov till vibrationer även i transmissioner fria från 

tillverkningsfel.  

Genom simuleringar kan förändringen av vibrationsmönstret studeras vid olika 

feltyper. Haverier kan sedan förutsägas genom att övervaka vibrationerna i växeln. Att 

på förhand kunna upptäcka skador i transmissionen i till exempel en travers leder till 

större säkerhet för arbetarna samt stora besparingar då katastrofala haverier kan 

undvikas. 

Ingreppsstyvheten har en stor inverkan på vinande och oljud i fordonstransmissioner. 

Den varierande styvheten i kuggingreppet tillsammans med transmissionsfel från 

tillverkningsavvikelser är de främsta orsakerna till oljud i växellådor (Henriksson, 

2009). 

Det finns en mängd olika metoder för att bestämma styvheten i kuggingrepp. Många 

valideras med hjälp av finita elmentprogramvara men de numeriska beräkningarna i sig 

valideras ofta inte. Jämförelser mellan metoderna är sällsynt i litteraturen och det är 

därför svårt att kvantifiera skillnaderna mellan dem. Många av metoderna för att 

beräkna ingreppsstyvheter har dessutom vidareutvecklats för att inkludera effekten av 

tandrotssprickor och oparallelitet i axlar (Ankur, et al., 2015) (Chen & Shao, 2011).  

Den stora mängden applikationsområden tillsammans med allt högre krav på bland 

annat lastförmåga och ljudnivå har gjort att forskningen på planetväxlar har 

intensifierats de senaste åren. Under 2013 publicerades 17 artiklar om 

planetväxeldynamik vilket är mer än under något av årtiondena innan 2000 (Cooley & 

Parker, 2014). En så stor mängd publiceringar gör det svårt för konstruktörer i 

industrin att hålla sig uppdaterade. 

Verkningsgraden på kugghjulstransmissioner har blivit ett viktigt forskningsområde på 

grund av höga krav på bränsleförbrukningen i moderna transportmedel; dels på grund 

av bränslekostnader men också på grund av miljöproblem som uppstår till följd av 

energikonsumtion och luftföroreningar (Petery-Johnsson, et al., 2008). Nya 

noggrannare metoder för beräkning av verkningsgraden utvecklas kontinuerligt och 

många empiriska studier görs på området. Tidigare studier på området har bland annat 

gjorts av Meagher et al. (2011) som jämförde användning av finita elementkod och en 

av de analytiska modellerna vid beräkning av ingreppsstyvheter. Mahr och Kissling 

(2014) jämförde olika kommersiella programvaror som kan användas vid beräkning av 

ingreppsstyvheter. Cooley och Parker (2014) sammanfattade i en studie forskning som 

gjorts på planetväxlars dynamiska beteende och vibrationer. 

Konstruktionen av planetväxlar är en omfattande process. För att uppnå kraven i 

dagens tillämpningar måste konstruktionen optimeras med avseende på ett flertal 

egenskaper. För detta krävs kunskap om hur olika konstruktionsparametrar påverkar 

egenskaperna. Därför formuleras undersökningsfrågan för detta arbete som följer: 

Vilka är de viktigaste egenskaperna vid konstruktionen av planetväxlar och vilka är parametrarna 

som påverkar dessa?  
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1.3 Syfte 

Syftet med arbetet är att skapa förståelse för många av de egenskaper som är viktiga 

vid konstruktionen av hållbara och robusta planetväxlar som klarar av de allt högre 

kraven på lastförmåga, ljudnivå och verkningsgrad som ställs i dagens applikationer. 

Samt att undersöka metoder för att utvärdera konstruktioner på ett effektivt och 

ekonomiskt vis. 

1.4 Mål 

Målet med arbetet är att ta fram en virituell prototyp av en planetväxel som kan 

användas för att undersöka egenskaper som vridstyvhet, lastfördelning mellan planeter 

och utväxling, samt att redogöra för viktiga konstruktionsparametrar och egenskaper 

vid konstruktionen av planetväxlar. 

1.5 Avgränsningar 

Detta arbete består av litteraturunderstudier samt simulering med hjälp av en 

kommersiell programvara. Resultat från simuleringar jämförs med befintliga teorier 

men inga fysiska tester genomförs. Effekten av tillverkningsavvikelser, ytojämnheter, 

smörjning och kuggarnas hållfasthet försummas i simuleringarna på grund av 

komplexiteten i att inkludera dessa i modellen.   
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2. Metodologi 

Här beskrivs metodologin och de vetenskapliga syn- och angreppssätt som tillämpas i 

arbetet. 

2.1. Vetenskapligt förhållningssätt 

För att genomföra god forskning krävs att man har förståelse för de olika 
forskningsmetodologier och synsätt som tillämpas inom vetenskapen. Olika 
metodologier kan ge vitt skilda uppfattningar om vad som är god forskning och vad 
som är kunskap. Det finns två huvudsakliga förhållningssätt inom vetenskapen; 
hermeneutiken och positivismen (Patel & Davidsson, 2011). 

2.1.1 Positivism 

Enligt den positivistiska läran handlar vetenskap om att förklara fysikaliska skeenden. 

Syftet är att generera kunskap som är positiv och bidrar till att utveckla samhället 

(Patel & Davidsson, 2011). Målet med kunskap är att kunna beskriva och förutsäga 

fenomen som är observerbara eller mätbara. Idealt ska teorier och hypoteser 

formuleras med hjälp av matematiska formler. Kunskap ska baseras på empirisk data 

och observationer. Kunskap om icke mätbara fenomen anses vara ointressant och 

omöjligt att uppnå. Alla vetenskapliga teorier måste kunna jämföras med empiriska 

data för att kunna verifieras (Trochim, 2006). Ett centralt problem inom positivismen 

är att teori och observationer måste hållas separata. Men eftersom mätningar görs 

utifrån någon slags teoretisk grund medför detta att observatören alltid har någon slags 

subjektiv hållning till mätningarna. Därför kan teorin och empirin aldrig hållas helt 

separata (Patel & Davidsson, 2011). 

2.2.1 Hermeneutik 

Hermeneutiken handlar om att uppnå förståelse för observerade fenomen. Med 

förståelse menas här inte förståelse för orsakskedjor utan att förstå innebörder. Man 

ska kunna sätta sig in i andra människors situationer och på det viset kunna förklara ett 

observerat beteende eller en historisk händelse. För att uppnå förståelse krävs en 

tolkning av fenomenet. Alla tolkare går in en viss förförståelse som vägleder vid den 

initiala tolkningen. Då detaljerna undersöks kan den initiala tolkningen förstärkas eller 

strykas. Vid tolkningen växlas betraktning av helheten och detaljerna. Denna process 

kallas den hermeneutiska cirkeln. När tillräcklig enighet uppnås mellan detaljerna och 

helheten anses tolkningen vara färdig (Johansson, 2011).  
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2.1.3 Val av synsätt 

Arbetet påbörjas med en litteraturundersökning för att skapa en förståelse för de 

fysikaliska fenomen som verkar samt få en insyn i relevant forskning inom området. 

Den teoretiska bakgrunden bygger på naturvetenskapliga teorier som i hög grad är 

positivistiska. Den undersökta växellådan studeras sedan matematiskt samt med hjälp 

av datorsimuleringar. I denna inledande undersökning studeras växellådan överskådligt 

och flera detaljer försummas. Detta görs för att skapa ett helhetsintryck om funktionen 

och interaktionerna i växeln. Detta helhetsintryck är till viss grad subjektivt och vissa 

uppfattningar förändras då växeln studeras i detalj. Denna process att skapa sig en 

förståelse genom att granska helheten och detaljerna kan liknas vid ett hermeneutiskt 

synsätt. Då en övergripande förståelse uppnåtts modelleras komponenterna i detalj. 

Beräkningsprogram används för att räkna ut styvheterna i komponenterna. Här 

tillämpas ett positivistiskt synsätt. Då detaljerna studerats noggrannare kan helheten 

studeras på ett objektivare sätt.         

2.2. Vetenskapligt angreppssätt 

Hur man ska relatera empiri med teori är en svår fråga inom vetenskapen. Det finns 

huvudsakligen tre tillvägagångssätt; induktion, deduktion och abduktion (Patel & 

Davidsson, 2011). 

2.2.1. Induktion 

Induktion innebär att man utifrån specifika observationer skapar generella teorier kring 

ett fenomen. Datainsamlingen bör ske helt utan förutfattade teorier om resultatet. Den 

induktiva metoden får ofta kritik för att den inte tillför något nytt utöver det som 

redan finns i det empiriska materialet (Wallén, 2011). Dessutom är det svårt att vara 

helt förutsättningslös eftersom man ofta har någon slags teoretisk motivation bakom 

mätningarna. Den induktiva processen startar med specifika observationer. Utifrån 

mönster och regelbundenheter skapar man sig en hypotes om hur verkligheten 

fungerar som sedan utvecklas till en generell teori (Trochim, 2006). 

2.2.2. Deduktion 

Den deduktiva processen startar med en generell teori. Utifrån teorin härleder man en 

mer specifik hypotes som går att testa empiriskt. På detta sätt kan man utesluta teorier 

som förutsäger fenomen som inte stämmer med verkligheten.  
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Det är viktigt att klargöra vilka förenklingar och idealiseringar som görs i teorin för att 

kunna anpassa experimenten. Vid datainsamlingen bör man variera olika 

påverkningsfaktorer och mäta effekten av dessa (Wallén, 2011).  

2.2.3. Abduktion 

Vid abduktion drar man slutsatser om vad som är orsakaen till en observation. Samma 

fenomen kan ibland ha flera olika tänkbara orsaker. Man söker sannolika orsaker 

bakom en observation och utifrån tester och uteslutningar försöker man komma fram 

till ett samband mellan en eller flera av faktorerna (Wallén, 2011). Abduktion kan ses 

som en kombination av induktion och deduktion. I den första fasen söks en teoretisk 

förklaring till ett specifikt fenomen. Denna teoretiska förklaring testas sedan på andra 

observationer och kan på så vis generalliseras (Patel & Davidsson, 2011). 

2.2.4. Val av angreppssätt 

I detta projekt jämförs redan beprövade teorier och empiriska data med tester som 

görs i en simulerad miljö. Eftersom det inte finns några empiriska data för systemet i 

sin helhet utförs testerna på detaljnivå. Syftet är att utvärdera hur väl den simulerade 

modellen stämmer överens med verkligheten. I detta steg tillämpas ett omvänt 

deduktivt tillvägagångssätt där en simulerad verklighet testas mot teori och empiri. Då 

simuleringarna är verifierade på detaljnivå skapas en helhetsmodell som används för 

att dra slutsatser om hur växeln fungerar.  

2.3. Forskningsmetod 

Det finns olika sätt att samla in och analysera data. Metoderna för att samla in och 

behandla data i forskningssammanhang kan sammanfattas i två huvudgrupper; 

kvalitativa metoder och kvantitativa metoder. 

2.3.1. Kvalitativa metoder 

Kvalitativ forskning handlar om forskarens uppfattning av insamlade data (Holme & 

Solvang, 1997). Kvalitativa resultat kan och bör inte omvandlas till siffror utan handlar 

om forskarens subjektiva bedömning. Kvalitativa metoder används ofta för att förklara 

fenomen som är svåra eller omöjliga att översätta i siffror. Det kan till exempel handla 

om känslor eller åsikter. Det finns mycket varierade uppfattningar om hur vetenskaplig 

kvalitativ forskning är. Många forskare hävdar att de kvalitativa metoderna är oprecisa 

och omöjliga att testa medan andra hävdar att de är det enda möjliga tillvägagångssättet 

i vissa forskningsdiscipliner (Wallén, 2011). Syftet med kvalitativ forskning är att skapa 

en förståelse för ett fenomen (Holme & Solvang, 1997). 
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2.3.2. Kvantitativa metoder 

Kvantitativ forskning handlar om att översätta insamlade data i siffror och mängder. 

Datan behandlas sedan med hjälp av statistiska analyser (Holme & Solvang, 1997). 

Kvantitativa metoder används då syftet med forskningen är att förklara ett fenomen. 

Resultatredovisningen kan göras väldigt noggrann och metoderna är ofta lätta att 

generallisera. Forskarens föruppfattningar eller subjektiva åsikter ska inte återspeglas i 

resultatet. 

2.3.3. Val av metod 

Hantering av data sker i detta arbete mestadels kvantitativt. Den empiriska information 

som insamlas och resultaten av de simuleringar som görs består i stor utsträckning av 

kvantitativ data. Vad gäller det praktiska utförandet insamlas däremot en del kvalitativ 

data från sakkunniga genom intervjuer och rådfrågningar.    

2.4. Datainsamling 

Det finns flera olika sätt att samla information som är relevant för att besvara den 

aktuella frågeställningen. Man kan använda sig av befintliga dokument, tester, 

observationer, intervjuer och enkäter. Vilken metod som är lämpligast beror på 

frågeställningen och tidsramen för arbetet (Patel & Davidsson, 2011). Här beskrivs två  

datainsamlingsmetoder som är relevanta för denna studie. 

2.4.1 Dokument 

Med dokument menas all sorts lagrad data. Det kan handla om tryckta texter, artiklar, 

register, bandupptagningar, fotografier med mera (Patel & Davidsson, 2011). När 

dokument används för att besvara en frågeställning är det viktigt att läsaren är kritisk 

till informationen i dokumenten. Den insamlade datan måste kunna fastställas som 

sannolik. Läsaren bör ta reda på vem som författat dokumentet och i vilket 

sammanhang. Det är också viktigt att veta om datan i dokumentet är primär eller 

sekundär data. Med primär data menas data som samlats och dokumenterats av 

författaren själv (Patel & Davidsson, 2011). Använder dokumentet sekundär data kan 

det förekomma missuppfattningar eller avläsningsfel. 

2.4.2. Observation 

Observationer i vetenskapliga sammanhang får inte vara slumpmässiga eller spontana. 

De ska noga planeras och resultaten ska registreras på ett systematiskt sätt. 

Observationer är en viktig metod för att verifiera teorier inom många vetenskaper.  
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Det är ofta dyrt och tidskrävande att samla in data genom observationer och därför 

bör forskaren noga överväga om frågeställningen kräver detta (Patel & Davidsson, 

2011).   

2.4.3 Val av datainsamlingsmetod 

Datainsamlingen i denna studie sker i huvudsak genom litteratursökningar och 

observationer. Data från litteratur används för att bedöma pålitligheten i 

beräkningarna som görs. För att bedöma om data från litteraturen är sannolik jämförs 

artiklar mot varandra och mot beprövade teorier. Observationerna i denna studie sker 

i form av experiment i en digital miljö. För att bedöma pålitligheten i dessa 

observationer används metoder för att verifiera modellerna. Modellerna jämförs även i 

den utsträckning det är möjligt med analytiska lösningar på problemen. 

2.5. Sanningskriterier 

Oavsett hur man väljer att samla in data måste man alltid kritiskt granska den för att 

försäkra sig om att den är tillförlitlig och giltig (Bell, 2007). I detta kapitel förklaras 

begreppen validitet och reliabilitet. 

2.5.1 Reliabilitet 

Reliabiliteten är ett mått på hur tillförlitlig en mätning är. En hög reliabilitet innebär att 

två av varandra oberoende mätningar av samma fenomen ger samma resultat, förutsatt 

att omständigheterna kring mätningarna är desamma (Bell, 2007). Reliabiliteten är 

oerhört viktig i forskningssammanhang. Utan konsekventa mätningar är det väldigt 

svårt att dra några slutsatser och formulera generella teorier.  

2.5.2 Validitet 

Validitet är ett mått på i vilken grad en forskningsstudie lyckas mäta det som den var 

avsedd att mäta (Bell, 2007). Man brukar dela in validiteten i intern och extern 

validitet. Med interna validitet menas hur väl man har utfört sin mätning och i vilken 

grad man har lyckats utesluta effekten av okända variabler i mätningen. En mätning 

har hög intern validitet om man med säkerhet kan bestämma vilka variabler som bidrar 

till mätresultatet. Extern validitet avser till vilken grad mätingen är generalliserbar och 

applicerbar i andra sammanhang (Howell, et al., 2012). 
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3. Teori 

I detta kapitel presenteras grundläggande teori och en genomgång av aktuell forskning 

inom ingreppsstyvheter i kuggtransmissioner, planetväxlars dynamiska egenskaper 

samt beräknings och simuleringsmetoder. 

3.1. Kuggväxlar 

En transmission är någonting som överför rörelse, kraft och energi mellan olika 

komponenter i en konstruktion. En växel är en transmission som förutom själva 

överförningen även kan förändra förhållandet mellan kraften och rörelsen (Vedmar, 

2010). En växel är i sin enklaste utformning två hjul med olika diametrar som kopplas 

till varandra. I en kuggväxel förses hjulen med kuggar vilket medför att 

kraftöverföringen sker genom direktkontakt mellan kuggarna. Detta betyder att risken 

för att hjulen slirar mot varandra försvinner. Den karakteristiska egenskapen för en 

växel är att den har en utväxling. Då två hjul med olika diametrar kopplas till varandra 

med hjälp av tänder förändras rotationshastigheten i proportion mot de tangerande 

diametrarna, även kallade rulldiametrar. Förhållandet mellan hjulens rulldiametrar är 

desamma som förhållandet mellan antalet tänder på respektive hjul. Utväxlingen, i, är 

förhållandet mellan rotationen på det drivande hjulet och det drivna hjulet: 

𝑖 =
𝑛1

𝑛2
=

𝜔1

𝜔2
=

𝑑𝑤2

𝑑𝑤1
=

𝑧2

𝑧1
 Ekv.(1) 

där n1,2 är rotationshastigheten i varv per minut, w1,2 är rotationshastigheten i radianer 

per sekund, dw1,2 är rulldiametrarna och z1,2 är antalet tänder på respektiver kugghjul. 

3.1.1. Kuggarnas utformning 

Kuggarnas profil består av en så kallad evolventkurva vilket är den linje som beskrivs 

om man följer en punkt på ett linjesegment som rullas på en cylinder, se Figur 2. 

 

Figur 2 – Evolventkurva (Jelaska, 2012) 
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Detta medför att kuggarna i hög grad överför energi genom att rulla mot varandra. En 

viss glidning förekommer dock vilket medför effektförluster. Ren rullning sker 

teoretiskt endast i en punkt i kontakten. Evolventkurvan har fördelen att utväxlingen 

är oberoende av små variationer i axelavståndet  (Jelaska, 2012). Storleken på kuggarna 

anges av modulen vilket är ett proportionalitetsmått som används vid beräkning av 

kuggeometrin. För att två kuggar ska kunna gå i korrekt ingrepp med varandra måste 

de ha samma modul. Modulen, mn, defineras som kvoten av kuggarnas delning, p, och 

talet π. 

 
𝑚𝑛 =

𝑝

𝜋
 Ekv.(2) 

Delningen är båglängden mellan två efterföljande kuggar på delningscirkeln, se Figur 3. 

Delningscirkeln är den diameter på kugghjulet där båglängden mellan tänderna är 

samma som tändernas tjocklek, se Figur 3. Delningsdiametern kan därför anges som 

produkten av modulen och antalet tänder. 

 𝑑 = 𝑚𝑛 ∗ 𝑧 Ekv.(3) 

För kugghjul utan profilförskjutning är rulldiametern densamma som 

delningsdiametern. Evolventprofilen utgår från grundcirkeln, db. Vilken del av 

evolventkurvan som utgör kuggflanken bestäms av antalet tänder, kugghjulets 

profilförskjutning samt parametrarna för verktyget som används för att generera 

tänderna. Profilförskjutningen är avståndet mellan verktygets medianlinje, där 

tjockleken på tänderna i verktyget är samma som avståndet mellan dem (se Figur 4) , 

och det genererade kugghjulets delningscirkel (Vedmar, 2010). Profilförskjutningen 

defineras som en profilförskjutningskoefficient, x, multiplicerat med modulen. 

Tandens höjd, h, delas in i en fothöjd, hf, och en tophöjd ha. För att kuggarna ska 

kunna gå i korrekt ingrepp måste det finnas ett spel mellan topcirkeln på det ena och 

bottencirkeln på det andra hjulet, vilket betecknas c. Normalt används c=0.25*mn, 

hf=1.25*mn och ha=1*mn (Jelaska, 2012). Topcirkeln, da, är ytterdiametern på 

kugghulet. Bottencirkeln, df, är diametern på tandroten. Kugghjulets profil återges i 

Figur 3. 

 

Figur 3 - Kugghjulets profil 
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Vid generering av kugghjul utgår man från en standardkuggprofil (basic tooth profil) 

vilken definieras som ett kugghjul med oändlig diameter. Detta betyder att ett enda 

verktyg kan användas för att tillverka en familj av kugghjul (Jelaska, 2012). 

Standardkuggprofilen återges i Figur 4. 

 

Figur 4 – Standardkuggprofil (Jelaska, 2012) 

Kuggprofilen genereras genom att den raka delen av verktyget samtidigt roteras och 

transleras. Detta skapar evolventkurvan som parametriskt kan beskrivas (Pedersen & 

Jorgensen, 2014): 

 
{
𝑥(𝑠/𝑟𝑏 )
𝑦(𝑠/𝑟𝑏 )

} = [
𝑐𝑜𝑠(𝑠/𝑟𝑏 ) − 𝑠𝑖𝑛(𝑠/𝑟𝑏 )

𝑠𝑖𝑛(𝑠/𝑟𝑏 ) 𝑐𝑜𝑠(𝑠/𝑟𝑏 )
] {

𝑟𝑏

−𝑠
} Ekv.(4) 

där rb är grundcirkelns radie och s är parametern som ger den momentana radien på 

evolventkurvan. I Figur 5 visas en evolventkurva genererad med hjälp av ekvation 4. 

 

Figur 5 – Evolventkurva genererad med hjälp av ekv. 4. 
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Tandens tjocklek vid referenscirkeln blir lika med verktygets tanddelning vid den linje 

som rullar på det genererade kugghjulets referenslinje, se Figur 6: 

𝑠 =
𝜋𝑚𝑛

2
+ 2𝑥𝑚𝑛𝑡𝑎𝑛 (𝛼𝑛) Ekv.(5) 

 

Figur 6 - Genrering av kugghjul (Jelaska, 2012). 

Tandens tjocklek vid en godtycklig cirkel med diameter dy ges av (Jelaska, 2012): 

𝑠𝑦 = 𝑑𝑦 (
𝜋

2𝑧
+

2𝑥𝑡a𝑛(𝛼𝑛)

𝑧
+ 𝑖𝑛𝑣(𝛼𝑛) − 𝑖𝑛𝑣(𝛼𝑦)) , 𝑖𝑛𝑣(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛(𝑥) − 𝑥 Ekv.(6) 

Beräkning av tandtjockleken vid godtycklig diameter illustreras i Figur 7. 

Ingreppsvinkeln vid diametern dy beräknas genom:  

𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑦) =
𝑑𝑏

𝑑𝑦
 Ekv.(7) 

 

Figur 7 - Tandtjocklek vid godtycklig diameter (Jelaska, 2012). 
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3.1.2. Tandmodifikationer 

Tandmodifikationer används för att förbättra egenskaperna jämfört med 

standardprofilen på kugghjulen. De kan bland annat användas för att förbättra styrkan 

och minska ljudnivån. Tandmodifikationerna avlägsnar även skarpa kanter som 

riskerar att bli hårda och spröda vid härdning (Jelaska, 2012). I Figur 8 illustreras tre 

vanliga typer av tandmodifikationer.  

 

Figur 8 - Tandmodifikationer, till vänster: toppavlättning (tooth tip relif), i mitten: 

flankbombering (flank line crowning), till höger: flankslutsavlättning (flank line end 

relif)  (Li, 2015) 

Toppavlättning är den vanligaste modifikationen och används för att ge en mjukare 

ingång i ingreppet. Detta resulterar i lägre dynamiska laster på tänderna och en tystare 

gång (Jelaska, 2012). Flankbombering används för att minska lasten vid flankgränserna 

och för att tillåta större toleranser för snedställning vid montering. Flankbombering 

kan minska ljudnivån vid belastning men kan öka den vid låg eller ingen belastning 

eftersom den aktiva kontaktytan då minskar. Detta problem kan lösas genom en 

kombination av bombering på tandprofilen och flanken (Jelaska, 2012). 

Flankslutsavlättning används för att undvika kontakt med flankkanten då hjulen är 

snedställda (Li, 2015). Li (2015) fann att tandmodifikationer som flankbombering och 

flankslutsavlättning kan ha en stor inverkan på styvheten och lastfördelningen i 

ingreppet. I Figur 9 visas hur ingreppsstyvheten (mesh stiffness) kan variera vid olika 

kvantiteter av flankbombering. 

 

Figur 9 - Förändring av ingreppsstyvheten vid olika kvantiteter av flanklinjebombering 

(Li, 2015). 
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3.1.3. Kuggingreppet 

Kontakten mellan tänderna sker teoretiskt längs den linje som tangerar grundcirklarna 

på respektive hjul, se Figur 10.  

 

Figur 10 - Kontaktlinjen 

Antalet tänder som är i kontakt varierar när hjulen roterar. För att uppfylla kravet på 

konstant utväxling måste minst ett par tänder vara i ingrepp vid varje given tidpunkt. 

Ingreppstalet, ɛ, anger ett medelvärde för antalet tänder i ingrepp (Vedmar, 2010). 

Ingreppsvinkeln, αw, är lutningen på kontaktlinjen, se Figur 11. 

 

Figur 11 – Ingreppsvinkel (Pedersen & Jorgensen, 2014). 
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3.1.4. Ingreppsstyvheter 

Då hjulen roterar förflyttas kontaktpunkten över evolventkurvan vilket medför en 

olinjär förändring av tandens styvhet (Pedersen & Jorgensen, 2014). Förändringen av 

styvheten är dessutom diskontinuerlig eftersom antalet tänder i ingrepp varierar. 

Variationen av ingreppsstyvheten beskrivs i Figur 12. 

 

Figur 12 - Varierande ingreppsstyvhet (August, et al., 1984). 

Deformationer av tänderna sker i huvudsak på tre sätt. En snedställning av tanden på 

grund av deformationer i livet, böjning och skjuvdeformationer i tanden och den 

lokala deformationen i kontaktytan, se Figur 13 (Mahr & Kissling, 2014).  

 

Figur 13 - Deformation av tand. (Mahr & Kissling, 2014) 

Styvheten i kuggingreppet är också beroende av det tillförda vridmomentet eftersom 

deformationen i kontaktytan inte är linjärt beroende av lasten. Styvheten för ett 

kuggingrepp anges därför på två olika sätt.  
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Den absoluta styvheten associeras med deformationen från obelastat tillstånd till 

belastat med driftlasten; denna styvhet är bland annat viktigt för beräkning av 

lastfördelningen (Mahr & Kissling, 2014). Den tangentiella styvheten avser styvheten i 

drift och används för att beskriva kuggingreppets dynamiska beteende. Dessa 

styvhetsbegrepp beskrivs i standarden ISO 6336–1:2006 där den tangentiella styvheten 

betecknas Cyα och den absoluta Cyβ. Styvhetsvärden anges som den kraft som krävs 

längs kontaktlinjen över 1 mm tandbredd, b, för att deformera tanden δs=1 µm längs 

kontaktlinjen.  Definitionen av den tangentiella och absoluta styvheten återges i Figur 

14. 

 

Figur 14 – Styvhetsdefinitioner (Mahr & Kissling, 2014) 

Pedersen och Jorgensen (2014) fann att storleken på kontaktytan och tjockleken på 

kugglivet hade ett stort inflytande på styvheten i kuggingreppet. Det är därför inte 

lämpligt att modellera tanden som fast inspänd i roten (Pedersen & Jorgensen, 2014).  

3.1.5. Modeller för beräkning för ingreppsstyvheter 

Det finns ett flertal modeller för att beräkna ingreppsstyvheter för kugghjul. Analytiska 

modeller för att beräkna tanddeformationer har bland andra gjorts av Cornell (1981) 

och Yang och Sun (1985). Yang och Lin (1987) härledde analytiska uttryck för 

beräkning av den potentiella energin vid belastning av tänderna. Denna modell 

inkluderade böjningsenergin, den axiella kompressionsenergin samt 

kontaktdeformationsenergin. Tian (2004) utökade modellen genom att inkludera 

skjuvdeformationsenergin. Den totala styvheten vid kontakt mellan ett tandpar ges av 

(Tian, 2004) 

𝐾𝑡 =
1

1
𝐾ℎ

+
1

𝐾𝑏1
+

1
𝐾𝑠1

+
1

𝐾𝑎1
+

1
𝐾𝑏2

+
1

𝐾𝑠2
+

1
𝐾𝑎2

 Ekv.(8) 
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där Kh är kontaktstyvheten, Kb är böjningsstyvheten, Ks är skjuvstyvheten och Ka är 

kompressionsstyvheten. Indexeringen 1 och 2 avser tanden i ingrepp på respektive 

hjul. Då två tandpar är i kontakt ges styvheten av 

𝐾𝑡 = ∑
1

1
𝐾ℎ,𝑖

+
1

𝐾𝑏1,𝑖
+

1
𝐾𝑠1,𝑖

+
1

𝐾𝑎1,𝑖
+

1
𝐾𝑏2,𝑖

+
1

𝐾𝑠2,𝑖
+

1
𝐾𝑎2,𝑖

2

𝑖=1

 Ekv.(9) 

där styvheten summeras för tandparen i ingrepp. Styvheten från kontaktdeformationen 

antas vara konstant genom ingreppscykeln och ges av (Tian, 2004) 

1

𝐾ℎ
=

4(1 − 𝜐2)

𝜋𝐸𝑏
 Ekv.(10) 

där v är Poisson´s tal, E är elasticitetsmodulen för materialet och b kontaktlängden. 

Styvheterna för böjningen, kompressionen och skjuvningen beräknas genom den 

potentiella energin från dessa deformationer. En styvhet, K, definieras vanligen som 

en kraft, F, per förskjutning, δ: 

𝐾 =
𝐹

𝛿
 Ekv.(11) 

Det kan ibland vara svårt att definiera förskjutning. För att komma runt det problemet 

används istället den potentiella energin, U, som är summan av töjningsenergin, Uε och 

spänningsenergin, Uσ (Pedersen & Jorgensen, 2014). Inom det elastiska området gäller: 

𝑈𝜀 = 𝑈𝜎 =
𝑈

2
 Ekv.(12) 

Styvheten som motsvaras av den potentiella energin fås av: 

𝑈 = 𝐹𝛿 = 𝐹𝛿 ∗ (𝐹/𝛿)/(𝐹/𝛿) =
𝐹2

𝐾
⇒ 𝐾 =

𝐹2

𝑈
 Ekv.(13) 

Genom att använda en enhetslast i beräkningarna fås styvheten direkt som inversen av 

den potentiella energin (Pedersen & Jorgensen, 2014). Den elastiska töjningsenergin 

från böjningen, Ub, skjuvningen, Us och den axiella kompressionen, Ua beräknas med 

hjälp av balkteori (Tian, 2004): 

𝑈𝑏 = ∫
𝑀2

2𝐸𝐼(𝑥)
𝑑𝑥

𝑑

0

=
𝐹2

2𝐾𝑏
 Ekv.(14) 

𝑈𝑠 = ∫
1.2𝐹𝑡

2

2𝐺𝐴(𝑥)
𝑑𝑥 =

𝐹2

2𝐾𝑠

𝑑

0

 Ekv.(15) 

𝑈𝑎 = ∫
𝐹𝑟

2

2𝐸𝐼(𝑥)
𝑑𝑥

𝑑

0

=
𝐹2

2𝐾𝑎
 Ekv.(16) 
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där, E, är elasticitetsmodulen för materialet, G, skjuvmodulen, I, yttröghetsmomentet, 

A, skjuvarean och d är längden från tandroten till kontaktpunkten, se Figur 15. 

Faktorn 1,2 i ekv. 15 är skjuvfaktorn för ett rektangulärt tvärsnitt (Cornell, 1981). 

Momentet, M, den tangentiella kraften, Ft, och den radiella kraften Fr fås av (Chen & 

Shao, 2011): 

𝐹𝑡 = 𝐹𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑤) Ekv.(17) 

𝐹𝑟 = 𝐹𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑤) Ekv.(18) 

𝑀 = 𝐹𝑡𝑥 − 𝐹𝑟ℎ Ekv.(19) 

Snedställningen av tanden på grund av deformationer i fundamentet beräknas genom 

(Chen & Shao, 2011): 

𝛿𝑓 =
𝐹𝑐𝑜𝑠2(𝛼𝑚)

𝑊𝐸
(𝐿 (

𝑢𝑓

𝑆𝑓
)

2

+ 𝑀 (
𝑢𝑓

𝑆𝑓
) + 𝑃(1 + 𝑄𝑡𝑎𝑛2(𝛼𝑚))) Ekv.(20) 

Konstanterna L,M,P och Q kan beräknas med hjälp an polynomfunktioner. Enligt 

Cornell (1981) gäller: L=5.306, M=1.4 (Plan spänning), M=1.14( Plan töjning), P=1.4, 

Q=0.32. Beräkningsmodellen enligt Tian (2004) illusstreras i Figur 15.  

 

 

Figur 15 – Parametrar för Tians (2004) beräkningsmodell (Chen & Shao, 2011) 
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En av de mest använda analytiska modellerna utvecklades av Weber och Banaschek 

(1953). Den lokala kontaktdeformationen beräknas genom Hertz teori om två 

cylindrar i kontakt där radien ges av sträckan på kontaktlinjen mellan kontaktpunkten 

och tangeringspunkten på grundcirkeln, se Figur 16. Kontaktdeformationen fås av 

𝛿𝑐 = 4
𝐹

𝑏

(1 − 𝜐2)

𝜋𝐸
(𝑙𝑛 (

2√𝑘1𝑘2

𝑎
) −

𝜐

(1 − 𝜐)
) Ekv.(21) 

där k1 och k2 är sträckan mellan kontaktpunkten och tandens centrumlinje för vardera 

tand, se Figur 16, och, a, är halva kontaktvidden som fås av: 

𝑎 = √8
𝐹

𝑏

𝜌1𝜌2

(𝜌1 + 𝜌2)

(1 − 𝜐2)

𝜋𝐸
 Ekv.(22) 

Tanddeformationen beräknas genom att se tanden som en konsolbalk med variabelt 

tvärsnitt. Töjningsenergin likställs med arbetet från den externa kraften vilket ger 

deformationen i kraftens riktning genom: 

𝛿𝑏 =
𝐹

𝑏

1

𝐸
𝑐𝑜𝑠2(𝛼𝑤) (10.92 ∫

(𝑢𝑤 − 𝑦)2

𝑑(𝑦)3
𝑑𝑦

𝑢𝑤

0

+ 3.1(1 + 0.294𝑡𝑎𝑛2(𝛼𝑤)) ∫
𝑑𝑦

𝑑(𝑦)

𝑢𝑤

0

) 

Ekv.(23) 

Weber och Banascheks (1953) modell tar också hänsyn till deformationerna i 

tandfundamentet. Antas en konstant skjuvspänning i tandroten och en linjär 

fördelning av normalspänningen kan deformationen i tandfundamentet approximeras 

𝛿𝑓𝑤 =
𝐹

𝑏

1

𝐸
𝑐𝑜𝑠2(𝛼𝑤) (𝐿 (

𝑢𝑤

𝑆𝑓𝑤
)

2

+ 𝑀 (
𝑢𝑤

𝑆𝑓𝑤
)

2

+ 𝑃(1 + 𝑄𝑡𝑎𝑛2(𝛼𝑤)))   Ekv.(24) 

med L=5.306, M=1.4 (Plan spänning), M=1.14( Plan töjning), P=1.4, Q=0.32. 

Parametrarna för Weber och Banascheks (1953) modell förklaras i Figur 16. 
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Figur 16 - Parametrar för Weber och Banascheks (1953) beräkningsmodell (GU, 2012) 

I standarden ISO 6336:2006 tillämpas en något modifierad version av Weber och 

Banascheks (1953) modell för beräkning av ingreppsstyvheter. Modifieringarna gjordes 

för att resultaten från beräkningarna skulle stämma bättre överens med experimentella 

resultat (GU, 2012).    

De analytiska modellerna har utvecklats vidare av bland annat Chen och Shao (2011) 

vilka inkluderade effekten av sprickbildning i tandroten. Detta gör det möjligt att på ett 

enkelt sätt beräkna den reducerade styvheten då en tand med en spricka i roten går i 

ingrepp. Ankur m.fl (2015) härledde uttryck för att beskriva hur oparallelitet mellan 

axlarna påverkar ingreppsstyvheten. Båda dessa modeller bygger på Yang och Lin 

(1987) och Tians (2004) analytiska modell.   

Pedersen och Jorgensen (2014) beräknar den potentiella energin med hjälp av finita 

elementmetoden. Storleken på kontaktytan beräknas först med hjälp av Hertz teori om 

kontakt mellan elastiska kroppar. I kontaktpunkten har evolventkurvorna radien s1 

respektive s2, se Figur 11. Halva kontaktvidden, a, fås därför av (Pedersen & 

Jorgensen, 2014) 

 

𝑎 ≈ √
4

𝜋
(𝑚1 + 𝑚2) ∗ √

𝐹𝑐

𝑏
∗ √𝑠1 −

𝑠1
2

𝑠c
 Ekv.(25) 

där m1 och m2 är materialkonstanter för respektive kugghjul. Om kugghjulen är av 

samma material gäller 

 
𝑚1 = 𝑚2 =

1 − 𝜈2

𝐸
 Ekv.(26) 

och Fc är kraften som verkar längs kontaktlinjen, b, är längden på kontaktytan och sc är 

summan av s1 och s2: 

 𝑠𝑐 = 𝑠1 + 𝑠2 = (𝑟𝑏1 + 𝑟𝑏2) 𝑡𝑎𝑛(𝛼𝑤) Ekv.(27) 
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Då kontaktvidden är känd används finita elementprogramvara för att beräkna den 

potentiella energin som lagras då en kraft fördelas på denna yta längs kontaktlinjen. En 

tvådimensionell modell används med antagandet om plan töjning, energitätheten i 

tanden illustreras i Figur 17. 

 

Figur 17 - Energitäthet i belastad tand (Pedersen & Jorgensen, 2014) 

Genom att placera lasten på olika punkter på evolventkurvan fås tandens styvhet som 

funktion av parametrarna s1 och s2, se Figur 11. Då styvheterna för tänderna funnits 

kan den kombinerade styvheten för två tänder, Kc, beräknas som funktion av s1 enligt: 

𝐾𝑐(𝑠1) =
1

1
𝐾1(𝑠1)

+
1

𝐾2(𝑠𝑐 − 𝑠1)

 
Ekv.(28) 

Den totala styvheten kan sedan beräknas beroende på var i ingreppscykeln tänderna 

står. Om ett tandpar är i kontakt är styvheten Kc1 och om två tandpar är i kontakt är 

styvheten Kc1 + Kc2. Den totala styvheten involverar fyra tänder vars styvheter är K1, 

K2, K3 och K4, se Figur 18. 

 

Figur 18 – Tandstyvheter, två tandpar i kontakt (Pedersen & Jorgensen, 2014) 
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Styvheterna i kontaktpunkterna, Kc1 och Kc2, fås av: 

𝐾𝑐1 =
1

1
𝐾1

+
1

𝐾2

, 𝐾𝑐2 =
1

1
𝐾3

+
1

𝐾4

  Ekv.(29) 

Gränserna för enkel eller dubbel kontakt beräknas som funktion av parametern s1, där 

minsta värdet, s1,min, och största värdet, s1,max ges av: 

𝑠1,𝑚𝑖𝑛 = 𝑠𝑐 − 𝑠2,𝑚𝑎𝑥 = 𝑠𝑐 − √𝑟𝑎2
2 − 𝑟𝑏2

2  Ekv.(30) 

𝑠1,𝑚𝑎𝑥 = √𝑟𝑎1
2 − 𝑟𝑏1

2  Ekv.(31) 

Övergången mellan dubbel och enkel kontakt kontrolleras av längden mellan 

kontaktpunkterna, sd, se Figur 18. Kontaktintervallen ges av: 

𝑠1,𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑠1 ≤ 𝑠1,𝑚𝑎𝑥 − 𝑠𝑑 ⇒ 𝐷𝑢𝑏𝑏𝑒𝑙 𝑘𝑜𝑛𝑡𝑎𝑘𝑡 Ekv.(32) 

𝑠1,𝑚𝑎𝑥 − s𝑑 ≤ 𝑠1 ≤ 𝑠1,𝑚𝑖𝑛 + 𝑠𝑑 ⇒ 𝐸𝑛𝑘𝑒𝑙 𝑘𝑜𝑛𝑡𝑎𝑘𝑡 Ekv.(33) 

𝑠1,𝑚𝑖𝑛 + 𝑠𝑑 ≤ 𝑠1 ≤ 𝑠1,𝑚𝑎𝑥 ⇒ 𝐷𝑢𝑏𝑏𝑒𝑙 𝑘𝑜𝑛𝑡𝑎𝑘𝑡 Ekv.(34) 
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3.1.6. Verkningsgrad 

Verkningsgraden är en väldigt viktig egenskap i alla kuggtransmissioner, dels på grund 

av miljöaspekter och energibesparing men också för hållbarheten. En låg 

verkningsgrad innebär att värme genereras som i betydande grad kan sänka 

utmattningshållfastheten (Xu, et al., 2007). Energiförluster i kuggingreppet generar 

också oljud och vibrationer som kan vara störande eller direkt skadliga för hälsan i 

vissa applikationer (Henriksson, 2009).  

Energiförlusterna i en kuggtransmission beror på två faktorer. Lastberoende 

mekaniska friktionsförluster i kontakten mellan kuggar och i lager. Lastoberoende 

förluster som orsakas av turbulens i luft och olja, olja som kläms mellan tänder i 

ingreppet och roterande lager och packningar (Petery-Johnsson, et al., 2008). Vid låga 

rotationshastigheter beror verkningsgraden i en växellåda till stor del på 

verkningsgraden i kuggingreppet. De lastoberoende förlusterna ökar med 

rotationshastigheten och kan vid väldigt höga hastigheter stå för en betydande del av 

förlusterna (Höhn, 2010). Figur 19 visar de lastberoende och de lastoberoende 

förlusterna i ingreppet och i lager för en enkel växellåda som funktion av 

periferihastigheten vid delningsdiametern (Höhn, 2010). I figuren visas även den totala 

energiförlusten i procent av tillförd energi. 

 

Figur 19 - Förluster i växellåda (Höhn, 2010). 

Många studier som fokuserar på den mekaniska verkningsgraden i kuggingreppet vilket 

i praktiken innebär beräkning av en friktionskoefficient, μ, som används för att 

beräknad den tangentiella friktionskraften i glidriktningen har gjorts. Hur 

friktionskoefficienten beräknas skiljer sig dock åt i litteraturen. Flera författare antar en 

konstant friktionskoefficient över hela kontaktytan. Experiment har dock visat att 

friktionskoefficienten är beroende av ett flertal faktorer som varierar under ingreppet; 

glidhastigheten, rullhastigheten, viskositeten på smörjningen, kurvradien och 
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ytfinheten (Xu, et al., 2007). Det finns även andra inverkande faktorer som ofta 

försummas; tanddeformationer, profilmodifikationer och tillverkningsfel (Xu, et al., 

2007). Andra beräkningsmodeller bygger på empiriska formler som tagits fram genom 

experiment. Dessa ger en noggrannare uppskattning av verkningsgraden men 

tillämpningsområdet är ofta begränsat till likartade förutsättningar som användes vid 

framtaginingen av formlerna (Xu, et al., 2007). Med hjälp av elastohydrodynamiska 

teorier har modeller framställts som har mycket god korrelation med experiment vad 

gäller mekanisk effektivitet i kuggingreppet. Xu m.fl (2007) utvecklade en modell för 

beräkning av den lastberoende verkningsgraden baserad på elastohydrodynamiska 

teorier som inkluderar effekten av tanddeformationer, ytfinhet och andra faktorer som 

tidigare försummats. Modellen validerades genom experiment och visade en avvikelse 

mindre än 0.1%.  

Det finns ett flertal parametrar som påverkar verkningsgraden i kuggingreppet. De 

viktigaste är ingreppstalet och modulstorleken. Båda dessa parametrar bör vara så små 

som möjligt för att öka verkningsgraden i ingreppet (Höhn, 2010). En större 

ingreppsvinkel ger också en förbättring av verkningsgraden. För stor ingreppsvinkel 

kan dock försämra verkningsgrad och livslängd på lager då den radiella komponenten 

av normalkraften vid kontakten ökar med ingreppsvinkeln (Höhn, 2010). En finare yta 

på kuggflanken har generellt sett en positiv effekt på verkningsgraden, i vilken 

utsträckning beror dock på ett flertal faktorer. Petry-Johnson m.f (2008) visade att 

effekten av en finare yta i hög grad beror på valet av olja och driftförhållanden. Även 

ytans struktur och riktningen på ojämnheter påverkar verkningsgraden (Höhn, 2010).        

3.1.7. Transmissionsfel 

Transmissionsfelet definierades av Harris (1958) som avvikelsen mellan den position 

som det drivna hjulet i en kuggtransmission har och den position hjulet skulle haft om 

transmissionen var fri från tillverkningsfel och båda hjulen var stela kroppar. 

Transmissionsfelet är en avvikelse i vinkelposition men för att förenkla förståelsen 

anges det som en sträcka genom att multiplisera vinkelavvikelsen i radianer med 

grundcirkelns radie (Fernandez del Rincon, et al., 2013). Man skiljer mellan ett antal 

olika typer av transmissionsfel. Att tillverka perfekta kugghjul är en omöjlighet; små 

avvikelser i profilens form och delning är oundvikliga. Detta ger upphov till det så 

kallade tillverkningsfelet (manufactoring error) eller obelastade transmissionsfelet som 

inte inkluderar tändernas deformationer (Fernandez del Rincon, et al., 2013). 

Lasttransmissionsfelet (loaded transmission error) är beroende av lasten och uppstår 

på grund av tändernas deformationer. Det statiska transmissionsfelet inkluderar både 

geometriska fel och lastamplituden men inga dynamiska effekter eller andra 

komponenter. Det statiska transmissionsfelet används ofta för beräkning av lagerlaster 

och vibrationer (Henriksson, 2009). Det dynamiska transmissionsfelet beskriver hela 

systemet inkluderat lager, axlar och hus.  
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3.2. Planetväxlar 

En planetväxel är en kuggväxel där minst ett av kugghjulen är lagrat på en axel som 

inte är fixerad (Vedmar, 2010). Hjulet på den icke fixerade axeln rör sig i en excentrisk 

bana kring en fixerad axel och kalls därför planethjul. Centrerade hjul på fixerade axlar 

kring vilka planethjulen rör sig kallas solhjul. Ofta förekommer även ringhjul med 

invändiga kuggar. Planethjulen lagras på en planetbärare som kan vara fixerad eller 

rotera och går samtidigt i ingrepp med solhjulet och ringhjulet. Antalet planethjul som 

används beror på applikationen. En schematisk bild av en planetväxel återges i Figur 

20. 

 

Figur 20 – Schematisk bild av en enkel planetväxel 

Det finns många fördelar med planetväxlar jämfört med konvensionella kuggväxlar. 

Eftersom ett moment överförs i flera kuggingrepp kan stora effekter överföras på en 

kompakt volym. Samma planetväxel kan ha olika utväxlingar beroende på vilken av 

axlarna som är låst. Effektkapaciteten kan enkelt höjas genom att öka antalet planeter. 

Höga verkningsgrader kan uppnås eftersom friktionen mellan tänderna minskar på 

grund av lägre laster (GU, 2012). Nackdelarna med planetväxlar är främst oljud på 

grund av det stora antalet kuggingrepp. Skador på individuella tänder leder ofta till 

skador på andra komponenter på grund av den kompakta konstruktionen. 

Lastfördelningen mellan planeterna är ojämn på grund av den varierande 

ingreppsstyvheten och tillverkningsfel vilket leder till vibrationer, oljud och utmattning 

av komponenterna.  
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Mycket av forskningen på planetväxlar handlar om oljud och vibrationer. Trots att 

planetväxlar har används inom fordonsindustrin sedan slutet av 1800-talet (GU, 2012) 

är vinande och oljud från växellådor fortfarande ett stort problem (Cooley & Parker, 

2014). Vibrationer och oljud i planetväxlar som används i vindkraftverk är även ett 

problem när dessa är placerade i bebodda områden. Vibrationerna orsakar ofta skador 

på planetlager i vindkraftverken vilket leder till dyra reparationer (Musial, et al., 2007). 

I flygplansmotorer kan transmissionsvibrationer orsaka katastrofala haverier (Cooley & 

Parker, 2014). Ett annat stort forskningsområde är lastfördelningen mellan planeterna 

och metoder att förbättra den.   

3.2.1. Utväxling 

Beräkningen av utväxlingen i planetväxlar bygger på en fiktiv basutväxling som anger 

relationen mellan rotationshastigheterna på solhjulet och ringhjulet då planetbäraren är 

fixerad (Vedmar, 2010). Denna basutväxling fås av (Jelaska, 2012): 

𝑛1 − 𝑢 ∗ 𝑛3 + (𝑢 − 1)𝑛𝑣 = 0 Ekv.(35) 

där n1 och n2 anger rotationshastigheterna för de centralt lagrade hjulen, nv anger 

rotationshastigheten för planetbäraren och u ges av (Jelaska, 2012): 

𝑢 =
𝑧2 ∗ 𝑧3

𝑧1 ∗ 𝑧2´ 
 Ekv.(36) 

De centralt lagrade hjulen kan ha externa eller interna kuggar. Då hjul med interna 

kuggar används anges ett negativt tandantal och om externa kuggar används anges ett 

positivt tandantal. Ekv. 35 och 36 kan användas för att beräkna utväxlingen av alla 

simpla planetväxlar. Det finns totalt fyra simpla planetväxlar som kan ges olika 

utväxlingar beroende på vilken del som är fixerad (Jelaska, 2012). Den del som är 

fixerad ges rotationshastigheten noll i ekv. 35. Alla simpla planetväxlar visas 

schematiskt i Figur 21. 

 

Figur 21 - Simpla planetväxlar (Jelaska, 2012). 
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3.2.2. Monteringsvillkor 

Antalet kuggar på hjulen i en planetväxel kan inte väljas godtyckligt. Det finns tre 

villkor som måste vara uppfyllda för att växeln ska kunna monteras och fungera 

korrekt (Jelaska, 2012). Rotationsaxlarna för sol, ring och planetbärare måste ligga i 

samma linje. Detta uppnås genom att axelavstånden mellan alla planethjul och centrala 

hjul är lika, se Figur 22. 

 

Figur 22 - Lika axelavstånd (Jelaska, 2012) 

För att planeterna ska kunna rotera fritt måste ett spel finnas mellan topcirkeln på 

närliggande planeter. Avståndet mellan planeternas centrum, l, måste således vara 

större än deras toppdiameter, da. Vanligvis används ett spel, f, större än 2 mm (Jelaska, 

2012):  

𝑙 = 𝑑𝑎 + 𝑓 Ekv.(37) 

Där l ges av: 

𝑙 = 2 𝑎 ∗ 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑁
) Ekv.(38) 

Där, a, är centrumavståndet mellan planeterna och de centrala hjulen och, N, är antalet 

planeter, se Figur 23. 
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Figur 23 - Spel mellan planeter (Jelaska, 2012). 

För att en planetväxel ska fungera måste alla kuggar kunna gå i korrekt ingrepp. Detta 

ställer krav på tandantalet i de ingående hjulen. För alla simpla planetväxlar, se Figur 

21, måste följande villkor vara uppfyllt 

𝑧1 ∗ 𝑧2´ − 𝑧2 ∗ 𝑧3

𝑝 ∗ 𝑁
= 𝑘 Ekv.(39) 

där, k, är ett heltal och, p, är största gemensamma delaren för talen z2 och z2´. 

3.2.3. Lastfördelning 

Fördelarna med planetväxlar består i hypotesen av att lasten fördelas jämt mellan 

planeterna. Det finns flera parametrar som påverkar fördelningen av lasten. För 

idealiserade växlar utan tillverkningsfel eller toleranser delas lasten exakt lika i 

genomsnitt under en ingreppsscykel. I praktiken förekommer dock alltid 

tillvekningsfel, monteringsfel och toleransviddar vilket drastiskt kan påverka hur lasten 

fördelas mellan planeterna (Cooley & Parker, 2014). Flera studier och experiment har 

visat att tangentiella planetpositionsfel har en stor påverkan på lastfördelningen mellan 

planeterna (Singh, 2010). Tangentiella positionsfel gör att planeten antingen tvingas in i 

eller dras ur ingreppet. Då en planet tvingas in i ingrepp tar den mer last. Om den dras 

ur ingreppet tar den mindre last vilket kompenseras genom att resterande planeter får 

ta mer last (Cooley & Parker, 2014). Radiella positionsfel har däremot en väldigt liten 

effekt på lastfördelningen eftersom de endast resulterar i små avvikelser i axelavståndet 

(Singh, 2010). Bodas och Kahraman (2004) visade att system med tre planeter och en 

flytande, det vill säga med en translationsfrihetsgrad i normalplanet till rotationsaxeln, 

central komponent har en perfekt lastfördelningen mellan planeterna oavsett 

tillverkningsfel i kvasistatiska tillstånd.  
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För system med fyra planeter och en flytande central komponent har motsatta planeter 

lika lastfördelning men skillnader förekommer mellan närliggande planeter som är 

starkt beroende av tillverkningsfel (Bodas & Kahraman, 2004). I system med fem, sex 

eller fler planeter delas lasten väldigt ojämnt mellan planeterna då tillverkningsfel 

förekommer vilket i hög grad motverkar fördelarna med det större antalet planeter. 

Experiment har visat att dynamiska effekter som vibrationer och tröghetskrafter kan 

ha en negativ effekt på lastfördelningen mellan planeter (Cooley & Parker, 2014).  

3.2.4. Planetfasning 

Antalet tänder i kontakt varierar i varje ingrepp då hjulen roterar. På grund av 

variationen i antal tänder i kontakt förändras även styvheten i ingreppet vilket ger 

upphov till transmissionsfel. Transmissionsfelets frekvens är desamma för alla planet-

ring ingrepp men generellt sett finns en fasskillnad mellan dem. Detsamma gäller för 

planet-sol ingreppen, se Figur 24 (Parker & Lin, 2004). 

 

Figur 24 - Fasskillnad mellan ingrepp (Parker & Lin, 2004) 

För att uppnå en jämn lastfördelning mellan planeterna är det fördelaktigt att alla 

planet-ring och planet-sol ingrepp ligger i fas med varandra (Parker & Lin, 2004). 

Planetfasning är även ett viktigt verktyg för att minska vibrationer och oljud i 

planetväxlar (Cooley & Parker, 2014).  
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3.2.5. Matematiska modeller 

Orsakerna till att det uppstår vibrationer i planetväxlar är bland annat den varierande 

ingreppsstyvheten i kuggarna, tillverkningsfel, monteringsfel och dynamiska laster 

(Cooley & Parker, 2014). Det finns ett antal verktyg tillgängliga för att simulera 

planetväxlars dynamiska beteende. Många bygger på flerkroppsdynamik och kan 

modellera kompletta transmissionssystem med lager, kuggar och axlar. Finita 

elementkoder kan även inkluderas för att simulera deformationer i planetbärare och 

hus (Cooley & Parker, 2014). Många matematiska modeller med varierande 

komplexitet har även utvecklats för att utvärdera egenskaper som ljud och vibrationer i 

planetväxlar. 

De enklaste matematiska modellerna bygger på att komponenterna i växeln modelleras 

som stela kroppar med givna massor och masströghetsmoment. Styvheten i 

kuggingreppen är den enda deformationen och representeras av fjädrar. Friktionen i 

kuggingreppet och Hertz-dämpningen representeras av viskösa dämpare. Även 

tillverkningsavvikelser som delningsfel och profilfel kan representeras av 

förskjutningsfunktioner (Nevezat Özguven & Houser, 1988). Modellerna indelas i 

translationsmodeller och rotationsmodeller beroende på om tandens deformation eller 

kugghjulets rotation undersöks. Translationsmodellerna används för att studera 

vibrationer i tänderna, se Figur 25. 

 

Figur 25 - Enkel dynamisk modell av tand, translationsmodell (Nevezat Özguven & 

Houser, 1988) 

Rotationsmodellerna används för att studera rotationsvibrationerna av kugghjulen. 

Rotationsmodellerna översätts ofta i translationmodeller för att förenkla 

beräkningarna, det resulterande systemet har endast en frihetsgrad och är därför 

enklare att lösa, se Figur 26 (Nevezat Özguven & Houser, 1988). 
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Figur 26 - Enkel dynamisk modell av en kuggtransmission, rotationsmodell och 

ekvivalent translationsmodell (Nevezat Özguven & Houser, 1988) 

En rotationsmodell inkluderande tillverkningsfel och backlash resulterar i ett system av 

differentialekvationer enligt (Wang & Wen, 2006) 

𝐼𝑝

𝑑2𝜃𝑝

𝑑𝑡2
+ 𝑅𝑝𝑐𝑒 (𝑅𝑝

𝑑𝜃𝑝

𝑑𝑡
− 𝑅𝑔

𝑑𝜃𝑔

𝑑𝑡
−

𝑑e̅

𝑑𝑡
) + 𝑅𝑝𝑘𝑒(𝑡)(𝑅𝑝𝜃𝑝 − 𝑅𝑔𝜃𝑔 − 𝑒̅)

= 𝑇𝑝(𝑡) 

Ekv.(40) 

𝐼𝑔

𝑑2𝜃𝑔

𝑑𝑡2
+ 𝑅𝑔𝑐𝑒 (𝑅𝑝

𝑑𝜃𝑔

𝑑𝑡
− 𝑅𝑔

𝑑𝜃𝑔

𝑑𝑡
−

𝑑𝑒̅

𝑑𝑡
) + 𝑅𝑔𝑘𝑒(𝑡)(𝑅𝑝𝜃𝑝 − 𝑅𝑔𝜃𝑔 − 𝑒̅)

= −𝑇𝑔(𝑡) 

Ekv.(41) 

där Ip, Ig är masströghetsmomenten för kugghjulen, Rp, Rg är basradierna för 

respektive kugghjul, θp, θg är rotationsförskjutningarna för respektive kugghjul, Tp, Tg 

är vridmomenten, ē är det statiska transmissionsfelet och ke är den tidsberoende 

ingreppsstyvheten, se Figur 27. 

 

Figur 27 - Dynamisk modell av kuggpar (Wang & Wen, 2006) 

En generell metod för att lösa dessa system av differentialekvationer utvecklades av 

Wang och Wen (2006). Dessa modeller har visat god korrelation med experiment men 

är bara giltiga om styvheten i axlar och lager är betydligt större än ingreppsstyvheterna 

(Nevezat Özguven & Houser, 1988).  
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På senare år har mer detaljerade matematiska modeller utvecklats där hänsyn tas till 

flexibiliteten i alla ingående komponenter (Cooley & Parker, 2014). En sådan modell 

illustreras i Figur 28. 

 

Figur 28 - Matematisk modell av planetväxel (Lin & Parker, 1999). 

Den styrande ekvationen för modellen i Figur 28 ges av (Lin & Parker, 1999): 

𝑴𝒒̈ + 𝛺𝑐𝑮𝒒̇ + [𝑲𝑏 + 𝑲𝑚(𝑡) − 𝛺𝑐
2𝑲𝛺]𝒒 = 𝒄 + 𝑻(𝑡) + 𝑭(𝑡) Ekv.(42) 

Där, q, är en vektor innehållande komponenternas tre frihetsgrader (translation i ett 

plan och rotation i planets normalriktning). M, G och KΩ är mass- gyro- och 

centripetalmatriser. Kb och Km är styvhetsmatriser för lager och ingrepp. Kraftvektorn, 

c, representerar planeternas centripetalacceleration. T är det applicerade vridmomentet 

och F representerar krafter orsakade av transmissionsfel och tandmodifikationer. 

Modelleringen av transmissionsfel och tandmodifikationer är inte validerad i dessa 

modeller men har visat god korrelation med experiment då endast ett kuggpar 

simuleras (Cooley & Parker, 2014). 
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3.3. Kontaktmekanik 

Det finns två huvudtyper av kontakter; kontakt mellan överensstämmande ytor och 

kontakt mellan icke överensstämmande ytor. Med överensstämmande ytor menas ytor 

som passar exakt eller nästan exakt i varandra, exempelvis kontakten mellan glidlager. 

Kontakten mellan icke överensstämmande ytor börjar i en punkt eller längs en linje. 

Kontaktarean mellan icke överensstämmande ytor är generellt sett väldigt liten jämfört 

med kropparnas storlek. Kontakttrycket är koncentrerat till ett område runt 

kontaktarean och är oberoende av kropparnas form (Johnsson, 2003). 

3.3.1. Kontakt mellan kuggar 

Kontakten mellan kuggar kan liknas vid kontakten mellan två cylindrar om 

cylindrarnas radier, 𝜌1 och 𝜌2, ersätts med kuggprofilens kurvradier i kontaktpunkten, 

se Figur 29 (Jelaska, 2012).  

 

Figur 29 - Kontakt mellan kuggar (Jelaska, 2012). 

Fördelningen av kontakttrycket får formen av en elliptisk cylinder längs kontaktlinjen. 

Kontaktarean bestäms av kontaktlinjens längd och kontaktvidden. Halva 

kontaktvidden, a, kan beräknas genom Hertz teori (Johnsson, 2003) 

𝑎 = (
4𝑃𝑅

𝜋𝐸∗
)

1
2
 Ekv.(43) 

där, P, är lasten per längdenhet, R, är den relativa krökningen av ytorna och E* är en 

materialkonstant. R och E* ges av: 

𝑅 = (
1

𝜌1
+

1

𝜌2
)

−1

 Ekv.(44) 
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𝐸∗ = (
1 − 𝜈1

2

𝐸1
+

1 − 𝜈2
2

𝐸2
)

−1

 Ekv.(45) 

Det maximala kontaktstycket, p0, ges av (Johnsson, 2003): 

𝑝0 =
2𝑃

𝜋𝑎
 Ekv.(46) 

Summan av kurvradierna är konstant under en ingreppscykel, men den relativa 

krökningen förändras och således förändras även kontaktvidden och det maximala 

kontakttrycket. Dessutom förändras kraften eftersom antalet kuggar i kontakt 

förändras. Detta gör att kontakttrycket längs kontaktlinjen förändras med formen av 

en hyperbola under en ingreppscykel, se Figur 30 (Jelaska, 2012). 

 

Figur 30 - Kontakttryckets förändring längs kontaktlinjen över en ingreppscykel 

(Jelaska, 2012). 

Trots att kontakten teoretiskt fördelas jämt över kuggflanken är det ofta inte fallet i 

praktiken. Det finns flera anledningar till att kontaktmönstret avviker från det 

teoretiska; oparallellitet i rotationsaxlarna mellan kugghjulen i ingrepp, deformationer i 

komponenter som axlar, hus och lager, profilmodifikationer längs kuggflanken. Några 

typiska fall på hur kontaktmönstret kan se ut illustreras i Figur 31 (Jelaska, 2012). 

 

Figur 31 - Exempel på hur kontaktmönstret kan se ut i praktiken (Jelaska, 2012). 
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3.3.2. Kontaktdeformationer 

Vid kontakten uppstår en lokal deformation av kropparna. Deformationen kan inte 

beräknas enbart med hjälp av kontaktstycket från Hertz teori. Kontaktdeformationer 

är generellt sett mycket svåra att beräkna analytiskt för verkliga fall (Johnsson, 2003). 

En modell med en analytisk lösning är deformationen av en lång cylinder som trycks 

mellan två andra ytor, se Figur 32. 

 

Figur 32 - Cylinder som kläms mellan två ytor (Johnsson, 2003). 

Den kompressiva lasten ger upphov till ett kontakttryck enligt Hertz teori. 

Distributionen av tycket är i form av en hyperbola och kan för en godtycklig punkt 

längs den horisontella x-axeln med origo i den initiala kontaktpunkten beräknas genom 

(Johnsson, 2003): 

𝑝(𝑥) =
2𝑃

𝜋𝑎𝑖
(1 −

𝑥2

𝑎𝑖
2)

1
2

, 𝑖 = 1,2 Ekv.(47) 

Eftersom cylindern är lång i förhållande till sin diameter kan ett tillstånd av plan 

töjning antas, detta medför att spänningstillståndet i en punkt, A, som ligger mellan O1 

och C i Figur 32 ges av (Johnsson, 2003): 

𝜎𝑥 =
𝑃

𝜋
{

1

𝑅
−

2(𝑎1
2 + 2𝑧2)

𝑎1
2(𝑎1

2 + 𝑧2)1/2
+

4𝑧

𝑎1
2} Ekv.(48) 

𝜎𝑧 =
𝑃

𝜋
{

1

𝑅
−

2

2𝑅 − 𝑧
−

2

(𝑎1
2 + 𝑧2)1/2

} Ekv.(49) 
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Med hjälp av spänningstillståndet kan töjningen i radiell riktning beräknas (Johnsson, 

2003): 

𝜀𝑧 = (
1 − 𝜈2

𝐸
) (𝜎𝑧 −

𝜎𝑥𝜈

1 − 𝜈
) Ekv.(50) 

Genom att integrera töjningen längs radien på cylindern erhålls deformationerna av 

den övre halvan (Johnsson, 2003): 

𝛿1 = ∫ 𝜀𝑧𝑑𝑧
𝑅

0

=
𝑃(1 − 𝜈2)

𝜋𝐸
{2 𝑙𝑛 (

4𝑅

𝑎1
) − 1} Ekv.(51) 

Ett liknande uttryck erhålls för deformationen av den nedre halvan och den totala 

deformationen av cylindern ges således av (Johnsson, 2003): 

𝛿 =
2𝑃(1 − 𝜈2)

𝜋𝐸
{𝑙𝑛 (

4𝑅

𝑎1
) + 𝑙𝑛 (

4𝑅

𝑎2
) − 1} Ekv.(52) 

Uttrycket för deformationen av ena halvan kan jämföras med det som erhålls genom 

Hertz antaganden för deformationen av en cylinder relativt en punkt belägen på 

djupet, d, under kontaktytan (Johnsson, 2003): 

𝛿 =
𝑃(1 − 𝜈2)

𝜋𝐸
{𝑙𝑛 (

2𝑑

𝑎
) −

𝑣

1 − 𝑣
} Ekv.(53) 

Skillnaden mellan dessa uttryck är mindre än 10% vid praktiskt rimliga laster 

(Johnsson, 2003). 

Nakhatakyan (2014) använder en plåtanalogi för att härleda fram ett analytiskt uttryck 

för kontaktdeformationen av elastiska kroppar. För två cylindriska segment med 

tjocklekarna C1 och C2, radierna R1 och R2 och v=0.3 i kontakt ges den totala 

deformationen, wA/B, av 

𝑤𝐴/𝐵 =
4(1 − 𝑣2)𝑞

𝜋𝐸
𝑙𝑛 (2.124√

𝐸𝐶1𝐶2(𝑅1 + 𝑅2)

𝑞𝑅1𝑅𝑟
) Ekv.(54) 

där, q, är lasten per längdenhet. Modellen illustreras i Figur 33.  

 

Figur 33 - Modell av kontaktdeformation härledd från plåtanalogi (Nakhatakyan, 2014) 
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3.3.3. Plan spänning och plan töjning 

I tunna material som har en tjocklek som är mycket mindre än längden och bredden 

kan man ofta anta att belastningen sker i ett plan. Detta innebär att man antar att inga 

spänningar uppkommer i plåtens tjockleksriktning, se Figur 34. Plåten är i ett tillstånd 

av plan spänning. 

 

Figur 34 - Plan spänning (Schreurs, 2010) 

Detta innebär att endast tre spänningskomponenter förekommer och förhållandet 

mellan spänning och töjning för linjärelastiska material ges av (Schreurs, 2010):  

(

𝜎𝑥𝑥

𝜎𝑦𝑦

𝜎𝑥𝑦

) =
𝐸

1 − 𝜈2 [
1 𝜈 0
𝜈 1 0
0 0 1 − 𝜈

] (

𝜀𝑥𝑥

𝜀𝑦𝑦

𝜀𝑥𝑦

)   Ekv.(55) 

På grund av spänningarna i plåtens plan kommer tjockleken att minska. Kontraktionen 

i normalriktningen ges av: 

𝜀𝑧𝑧 = −
𝜈

𝐸
(𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦) Ekv.(56) 

Om plåten istället hade varit oändligt tjock kan man anta att ingen töjning eller 

kontraktion sker i tjockleksriktningen, εzz=0, detta tillstånd kallas plan töjning. 

Förhållande mellan spänning och töjning lyder: 

(

𝜎𝑥𝑥

𝜎𝑦𝑦

𝜎𝑥𝑦

) =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[
1 − 𝜈 𝜈 0

𝜈 1 − 𝜈 0
0 0 1 − 2𝜈

] (

𝜀𝑥𝑥

𝜀𝑦𝑦

𝜀𝑥𝑦

)   Ekv.(57) 

 Vid plan töjning förekommer spänningar i tjockleksriktningen; 

𝜎𝑧𝑧 = 𝜈(𝜎𝑥𝑥 + 𝜎𝑦𝑦) Ekv.(58) 
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3.3.4. Kontakt mellan ändligt långa cylindrar 

I verkliga tillämpningar är kontaktlängden alltid ändlig då icke överensstämmande ytor 

är i kontakt. Längs större delen av kontakten kan kontakttrycket beräknas med hjälp av 

Hertz teorier men i ändpunkterna förekommer generellt spänningskoncentrationer 

som inte kan beräknas med hjälp av Hertz teorier (Johnsson, 2003). I Figur 35 

illustreras tre typer av kontaktövergångar; två skarpa kanter, en skarp kant och en 

avrundad kant.  

 

Figur 35 - Kontaktavslut, a) två skarpa kanter b) en skarp kant c) en avrundad kant 

(Johnsson, 2003). 

Då båda ytorna avslutas samtidigt (Figur 35a) minskar trycket vid kontaktavslutet 

eftersom cylindrarna kan expandera i axiell riktning. En bit från kontaktavslutet kan ett 

tillstånd av plan töjning antas men vid kontaktavslutet kan istället ett tillstånd av plan 

spänning antas eftersom en axiell töjning förekommer. Med dessa antaganden ges den 

radiella deformationen av en av cylindrarna av (Johnsson, 2003): 

𝛿 = (
𝑎2

2R
) (2 𝑙𝑛 (

4𝑅

𝑎
) − 1) Ekv.(59) 

Om cylindrarna är helt parallella är kontaktvidden samma längs hela kontakten. 

Eftersom plan spänning antas vid kontaktavslutet och plan töjning en bit in ges 

förhållandet mellan trycket vid kontaktavslutet, p0´, och trycket längre in p0 av 

(Johnsson, 2003): 

𝑝0´ ≈ (1 − 𝑣2)𝑝0 Ekv.(60) 

Vid skarpa övergångar från kontakt (Figur 35b) är spänningskoncentrationen stor vid 

kontaktövergången. Om kanterna istället förses med en radie (Figur 35c) minskas 

spänningskoncentrationen avsevärt (Johnsson, 2003).  
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3.4. Finita elementmetoden 

Många fenomen i naturen kan beskrivas med hjälp av differentialekvationer. Exempel 

på sådana fenomen finns inom strukturmekanik, termodynamik och fluiddynamik. För 

problem med komplicerade lastförhållanden, geometrier eller materialegenskaper kan 

det vara väldigt svårt att hitta analytiska lösningar på dessa ekvationer (Logan, 2012). 

Med analytiska lösningar kan man hitta värden på de okända storheterna i varje punkt i 

ett system. Finita elementmetoden är en numerisk metod för att hitta approximativa 

lösningar på problemen genom att diskretisera problemen till många delsystem 

(element) för vilka enkla lösningsfunktioner kan antas. 

3.4.1. Linjära statiska problem 

Hur uppdelningen i element görs beror på problemets natur. Vid strukturella problem 

gäller generellt att man vill ha ett tätare elementnät där stora förändringar sker i 

strukturen. En avvägning måste göras mellan noggrannheten i lösningen och 

beräkningstiden (Logan, 2012). Beroende på geometrin som ska approximeras används 

olika former för elementen. Det vanligaste för tredimensionella problem är att 

använda tetraheder eller hexaeder, se Figur 36. Till varje typ av element hör 

förskjutningsfunktioner som används för att interpolera förskjutningarna i noderna 

över hela elementet. Förskjutningsfunktionerna är vanligtvis linjära, kvadratiska eller 

kubiska polynom.  

 

Figur 36 – Element (Logan, 2012). 

Nodförskjutningarna måste relateras till töjningar och töjningar till spänningar. För 

små töjningar, ɛ, kan dessa relateras till förskjutningarna, u, genom: 

𝜀𝑥 =
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 Ekv.(61) 

För att relatera spänningar till töjningar används materiallagar. Den enklaste, som 

används i linjärstatiska problem är Hook´s lag: 

𝜎𝑥 = 𝐸𝜀𝑥 Ekv.(62) 



 

 

41 

Henrik Alm 

Nodkrafterna relateras sedan till nodernas förskjutningar genom en 

elementstyvhetsmatris, k. Det finns ett flertal metoder för att erhålla 

elementstyvhetsmatriserna, vanligtvis används energimetoder såsom virituella arbetets 

princip. De resulterande ekvationerna används för att beskriva ett elements beteende  

𝒇 = 𝒌𝒖 Ekv.(63) 

där f är en vektor med nodkrafterna, k är elementstyvhetsmatrisen och u är nodernas 

okända förskjutningar. Elementstyvhetsmatriserna sammansätts till en global 

styvhetsmatris som beskriver hela strukturen. För sammansättningen av den globala 

styvhetsmatrisen kan direkta styvhetsmetoden användas. Genom superposition av 

elementstyvhetsmatriserna och kravet på jämvikt för varje nod skapas den globala 

styvhetsmatrisen: 

𝑭 = 𝑲𝒖 Ekv.(64) 

För att det globala systemet skall kunna lösas måste randvillkor tillämpas vilket innebär 

att antalet frihetsgrader i den globala styvhetsmatrisen reduceras. I ett statiskt problem 

måste antalet frihetsgrader reduceras så att inga stelkroppsförflyttningar kan 

förekomma. 

3.4.2. Olinjära Problem 

Alla strukturella problem är av naturen olinjära, men i många fall är olinjäriteterna små 

och kan försummas utan någon stor skillnad i lösningen. Vid stora deformationer där 

randvillkoren förändras eller strukturen ändrar form kan inte linjära antaganden göras. 

Det finns tre huvudkategorier av olinjära problem; geometriska olinjäriteter, kontakt 

och materialolinjäriteter. Geometriska olinjäriteter beror på stora deformationer, stora 

rotationer samt strukturell instabillitet och kollaps. Kontakt innebär en förändring av 

randvillkoren vilket påverkar strukturens styvhet. Alla material beter sig mer eller 

mindre olinjärt. Vid beräkningar som innefattar plasticitet, brott eller krypning måste 

olinjära lösningar tillämpas. De resulterande jämviktsekvationerna för den typen av 

problem blir olinjära: 

𝑹(𝒖) = 𝑭 Ekv.(65) 
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4 Genomförande 

I detta kapitel beskrivs genomförandet av litteratursstudien, beräkningarna av 

ingreppsstyvheterna och simuleringarna av växeln.   

4.1. Litteratursökning 

Studien inleds med en grundlig litteratursökning där grundläggande teorier och aktuell 

forskning kring kuggtransmissioner och planetväxlar studerats. Avsikten med 

litteraturstudien är främst att erhålla kunskap om den varierande ingreppsstyvheten i 

kuggtransmissioner och besläktade fenomen som transmissionsfel, lastfördelningen 

mellan planeter i planetväxlar samt oljud och vibrationer i kuggtransmissioner. 

Litteraturstudien omfattar även verkningsgraden för kuggtransmissioner då detta är en 

viktig egenskap i många applikationer. Resultatet av litteraturstudien presenteras i 

teorikapitlet. 
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4.2. Den studerade växeln 

Växeln som undersöks i denna studie har konstruerats av SwePart Transmission AB 

och är en planetväxel av typ D (Jelaska, 2012) med en förväxel, flytande planetbärare 

och en glappjustering på planetaxlarna för att minimera backlash, se Figur 37.  

 

Figur 37 - Schematisk bild och beskärd modell av den studerade växeln 

Parametrar för kugghjulen som ingår i växeln redovisas i Tabell 1. 

Tabell 1 - Parametrar för kugghjul 

  mn [mm] z x b [mm] αn εα 

Kugghjul 1 
1.5 

18 0.3422 15 20° 
1.573 

Kugghjul 2 161 0.1682 10 20° 

Kugghjul 3 
2.8 

22 0.5 16 20° 
1.530 

Kugghjul 4 -70 -1.2025 14 20° 

Kugghjul 3´ 
2.6 

21 0.5 18 20° 
1.434 

Kugghjul 5 -72 -1.1794 14 20° 
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4.3. Beräkning av ingreppsstyvheter 

För att få en hög reliabilitet i beräkningen av ingreppsstyvheterna utförs beräkningarna 

på flera olika sätt. De olika metoderna jämförs sedan och skillnaderna diskuteras. De 

olika metoderna som används är kontaktsimulering i finita elementprogramvaran MSC 

MARC, där beräkningarna görs med tvådimensionella element med antagen plan 

spänning samt plan töjning. Pedersen och Jorgensens (2014) metod i vilken finita 

elementmetoden används för att beräkna töjningsenergin för kontakt på olika punkter 

på evolventen tillämpas också. Analytiska beräkningar görs baserade på Weber och 

Banasheks (1953) teori och Tians (2004) teori. De analytiska beräkningarna utförs med 

hjälp av MATLAB; beräkningarna redovisas i Bilaga 1 och 2. En jämförelse görs även 

med hjälp av kuggberäkningsprogrammet KISSsoft där ingreppsstyvhetsberäkningarna 

bygger på standarden ISO-6336:2006 (Mahr & Kissling, 2014). Jämförelsen av de olika 

styvhetsberäkningarna görs på förväxeln (Kuggar 1 och 2) eftersom beräkningar av 

invändiga kuggar inte är specificerat i alla metoder. Resten av kuggingreppen beräknas 

i KISSsoft. 

4.3.1 Kontakt i MSC MARC 

Det finns två typer av kontakt i MARC, segment till segment och nod till segment. Då 

nod till segment används anges kontaktkropparna som en master och en slave. 

Kontakt sker då en nod från master-kontakkroppen kommer inom den definerade 

kontakttoleransen från ett element på slave-kontaktkroppen. Vid kontakt projiceras 

master-noden på slave-elementes yta om normalkraften vid kontakten är större en 

fördefinierad separationsgräns, se Figur 38. Masterkontaktkroppen bör ha ett finare 

elementnät för att undvika penetrering av kontaktkropparna (MSC Software, 2014a). 

 

Figur 38 - Nod till segment kontakt (MSC Software, 2014a) 

Vid segment till segment kontakt anges inga master- och slave-kontaktkroppar. Istället 

förses elementytorna med ett antal extra punkter som används vid 

kontaktdetekteringen, se Figur 39.  
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Figur 39 - Extra punkter på elementyta vid segment till segment kontakt (MSC 

Software, 2014a) 

Vid potentiell kontakt kontrolleras avståndet mellan kontaktpunkterna och vinkeln 

mellan elementens normalvektorer. Om båda dessa är inom toleransgränserna 

genereras polygoner med ett antal punkter som beskriver kontaktytan, se Figur 40.  

 

Figur 40 - Polygoner som beskriver kontaktytan (MSC Software, 2014a) 

Samma kontroll som för kontaktpunkterna utförs på polygonernas punkter. Om även 

dessa är inom toleranserna används polygonerna som gränsyta för att beskriva 

styvheten i kontakten.  
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4.3.2. Kontaktsimulering i MSC MARC 

Det finns flera viktiga parametrar vid kontaktsimulering i finita elementprogramvaror. 

Ett stort antal element behöver användas för att geometrin i kontaktpunkten ska 

representeras på ett bra sätt. Lösningen är även beroende av typen av element som 

används, elementens form, kontakttoleransen och typen av kontaktfunktion. Vid 

tvådimensionella lösningar beror även resultatet på om plan spänning eller plan töjning 

antas (Lee, 2009).  

För att kunna styra fördelningen av elementen på ett bra sätt delas kugghjulen in i 

mindre ytor som används för att generera elementnätet, se Figur 41. 

 

Figur 41 - Ytor för generering av elementnät (Kugghjul 1) 

Elementen fördelas sedan med hjälp av elementfrön som placeras längs ytornas 

gränser. Vid tvådimensionella beräkningar kan ett väldigt fint elementnät användas på 

hela tanden eftersom noderna endast har två frihetsgrader och endast ett element 

används i tjockleksriktningen. Kvadratiska element med åtta noder per element 

används i den här studien. Elementnätet som används vid de tvådimensionella 

beräkningarna visas i Figur 42. 

 

Figur 42 - Elementnät vid tvådimensionell beräkning (Förväxel) 
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Endast de kuggar som går i ingrepp och närliggande kuggar tas med i beräkningen. 

Det drivande kugghjulet ges en rotationsfrihetsgrad kring sin egen axel, med hjälp av 

en stelkropps MPC (Multi point constraint), och ett vridmoment appliceras. Det 

drivna kugghjulet fixeras på insidan och där kuggarna slutar, se Figur 43. 

 

Figur 43 – Randvillkor (Förväxel) 

Kontaktmetoden som används är Segment-Segment kontakt med standardtoleransen. 

Standardtolerans för kontaktdetektering i MSC MARC är 5% av den minsta 

elementlängden (MSC Software, 2014a) vilket motsvarar 1,5 μm med det använda 

elementnätet.  Augmentation tillämpas också för att undvika penetrering av 

kontaktkropparna. En kvasistatisk analys utförs där det drivande kugghjulet roteras 2 

grader efter varje beräkning. Vid varje vinkel beräknas deformationen vid tre olika 

vridmoment för att erhålla den absoluta styvheten och den tangentiella styvheten vid 

driftlasten.  
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4.3.3. Töjningsenergi enligt Pedersen och Jorgensen (2014) 

Beräkningen av ingreppsstyvheten enligt Pedersens och Jorgenesens (2014) metod sker 

enligt processens som beskrivs i teorikapitlet. Töjningsenergin beräknas i MSC MARC 

genom en linjär statisk lösning med antagen plan töjning där linjära element används 

med ett väldigt fint elementnät, se Figur 44. En enhetslast appliceras på ett antal 

punkter på evolventkurvan i kontaktlinjen, se Figur 44. Tandens styvhet beräknas 

genom ekv. 13, där U=2Uε. En kvadratisk interpolering görs sedan för att få styvheten 

på tanden som funktion av parametern s, som beskrivs i Figur 11. Ingreppsstyvheten 

genom en cykel beräknas till sist med hjälp av ingreppstalet. 

 

Figur 44 - Elementnät och last vid beräkning av töjningsenergi 
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4.4. Simulering i MSC ADAMS 

För att studera inverkan av glappjusteringen och lager på växelns vridstyvhet och 

dynamiska beteende modelleras växeln i flerkroppsdynamikprogramvaran MSC 

ADAMS. Alla komponenterna modelleras som stela kroppar men flexibiliteten i 

kuggingreppet simuleras med en kontaktfunktion. Även flexibiliteten i lagren 

inkluderas i modellen. 

4.4.1 Kontakt i MSC ADAMS 

Kontaktfunktionen som används är IMPACT funktionen. Vid kontakt mellan två 

kroppar ges den resulterande normalkraften, F, av (MSC Software, 2014b) 

𝐹 = {
𝐾(𝑥0 − 𝑥)𝑒 + 𝐶𝑆𝑥̇,       𝑥 < 𝑥0

0,                                        𝑥 > 𝑥0
 Ekv.(66) 

där (x0-x) är penetrationsdjupet som motsvarar kropparnas deformation, se Figur 45. 

K är styvheten i kontakten, e, är en kraftexponent som bestämmer olinjäriteten för 

kontakten, C är dämpningen och 𝑥̇ är den relativa hastigheten mellan kropparna. 

Variabeln S bestämmer hur mycket av dämpningen som appliceras och ges av:  

𝑆 = {
0,

(3 − 2∆𝑑)∆𝑑2

1,
,            

 𝑥 > 𝑥0

𝑥0 − 𝑑 < 𝑥 < 𝑥0

𝑥 ≤ 𝑥0 − 𝑑 
 Ekv.(67) 

Maximal dämpning appliceras då penetrationsdjupet Dd=(x0-x) når ett av användaren 

specificerat värde, d. 

 

Figur 45 - Kontakt i ADAMS (Kong, et al., 2008) 

Tidigare studier av bland andra Kong m.fl. (2008) har visat att en kraftexponent på 1,5 

är lämplig för den här typen av simuleringar. Styvheten, K, beräknas med hjälp av ett 

medelvärde på ingreppsstyvheten, Km, för varje kuggpar.  
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Eftersom kraften längs kontaktlinjen är känd kan deformationen beräknas. 

Styvhetsvärdet för ADAMS kan sedan beräknas genom:   

𝐾 =
𝐹

(𝑥0 − 𝑥)𝑒
 Ekv.(68) 

Parametrar för kontakten i alla kuggingrepp redovisas i Tabell 2. Normalt sätt används 

dämpningsvärden på mellan 0.1-1% av styvheten (Kong, et al., 2008). I den här 

studien valdes en något lägre dämpning för att undvika tidsberoende deformationer. 

Penetrationsdjupet för maximal dämpning sattes till 0.01 mm i alla ingrepp för att 

undvika konvergensproblem i lösaren. 

Tabell 2 - IMPACT parametrar 

Ingrepp 1,2 3,4 3´,5 

K [N/mm] 2.4*10^6 2.4*10^6 2.1*10^6 

e 1.5 1.5 1.5 

C [Ns/mm] 5000 5000 5000 

d [mm] 0.01 0.01 0.01 
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4.4.2 Vridstyvhet 

Vid beräkningen av växelns vridstyvhet försummas effekten av deformationer i 

planetbäraren och planetkroppen. I ADAMS finns möjlighet att inkludera finita 

elementkod och skapa flexibla komponenter. På grund av tidsbrist gjordes detta inte. 

Lagren på planetaxlarna modelleras med hjälp av ADAMS inbyggda lagerbibliotek som 

inkluderar lager från ett flertal tillverkare. Flexibiliteten i lagren bygger på tillverkarnas 

egna beräkningar. ADAMS-modellen av växeln återges i Figur 46. 

 

Figur 46 - ADAMS-modell av växel. 

Vridstyvheten mäts genom att den ingående axeln fixeras och ett moment appliceras 

på den utgående axeln. Momentet appliceras med hjälp av en STEP funktion först 

medurs och sedan moturs. Detta gör det möjligt att även mäta kugglappet då 

kontakten byter kuggflank. Rotationen på den utgående axeln mäts för att kunna 

beräkna vridstyvheten på växeln. Ett moment på 15 Nm appliceras på det centrala 

kugghjulet till glappjusteringen.    
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4.4.3 Dynamisk simulering 

En dynamisk simulering görs där ingående axel roteras med 100 rad/s och ett 

vridmoment på 1600 Nm appliceras på utgående axel motverkande rotationen. 

Durationen är 2 sekunder och 20 000 tidssteg används. Kontaktkrafterna mäts mellan 

alla planeterna och ringhjulet i sista steget för att kontrollera lastfördelningen. 

Vinkelhastigheten på utgående axel mäts också för att kontrollera vibrationsmönstren i 

växeln och den sanna utväxlingen. För att mäta planetfasningens inverkan på 

lastfördelningen testas en växel som är på alla sett identisk med den första men där 

ingreppen i det första steget ligger i fas. Parametrar för denna växel presenteras i 

Tabell 3. 

 

Tabell 3 - Parametrar för växel med alla ingrepp i fas 

  mn [mm] z x b [mm] αn εα 

Kugghjul 1 
1.5 

18 0.3422 15 20° 
1.573 

Kugghjul 2 161 0.1682 10 20° 

Kugghjul 3 
2.7 

24 0.1 16 20° 
1.847 

Kugghjul 4 -75 0.16 14 20° 

Kugghjul 3´ 
2.6 

21 0.5 18 20° 
1.434 

Kugghjul 5 -72 -1.1794 14 20° 
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5. Resultat 

I detta kapitel presenteras resultatet av de olika beräkningarna av ingreppsstyvheter 

samt ADAMS-simuleringar av växeln. 

5.1 Ingreppsstyvheter 

En sammanställning av de olika beräkningarna av ingreppsstyvheter över en cykel 

presenteras i Figur 47. Diagrammet visar den absoluta styvheten i förväxeln som 

funktion av parametern s1 (se Figur 11) som är linjärt beroende av rotationen av 

hjulen. 

 

Figur 47 - Ingreppsstyvheter över en cykel, sammanställning av olika 

beräkningsmetoder. 

I Figur 48 visas kontaktpunkterna och spänningsfördelningen i tänderna vid enkel och 

dubbel kontakt. 
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Figur 48 - Spänningsfördelning (Von Mises) i tänder vid enkel (vänster) och dubbel 

(höger) kontakt. 

Styvhetsberäkningen från KISSsoft visas i Figur 49. I Diagrammet redovisas både den 

tangentiella styvheten vid driftlasten som är 12.7 Nm på kugghjul 1 och den absoluta 

styvheten. 

 

Figur 49 - Styvhetsberäkning från KISSsoft, Förväxel. 

Maximum, minimum och medelvärden över en cykel för de olika 

beräkningsmetoderna redovisas i Tabell 4. 

Tabell 4 - Min, max och medel för de olika beräkningsmetoderna 

 Styvhet [N/mm] Medel Max Min 

Tian 274090 318770 161730 

Weber 204990 237670 120780 

Strain Energy 357980 414620 218320 

FEM Plane Stress 304740 344360 199680 

FEM Plane Strain 331770 375320 217920 

KISSsoft 181640 214695 121070 

 



 

 

55 

Henrik Alm 

Styvhetsberäkningarna för planeterna och ringhjulen gjordes i KISSsoft och redovisas i 

Figur 50 och Figur 51. Belastningen vid beräkningen är 167.5 Nm på planethjul 3 och 

155.5 Nm på planethjul 3´. 

 

Figur 50 - Styvhetsberäkning från KISSsoft av ingreppet mellan kugg 3 och 4. 

 

Figur 51 - Styvhetsberäkning från KISSsoft av ingreppet mellan kugg 3´ och 5. 

Minimum, maximum och medelvärden för ingreppen mellan planeter och ringhjul 

redovisas i Tabell 5. Värdena är för den absoluta styvheten. 

Tabell 5 - Min, max och medelvärden för ingreppsstyvheter mellan planeter och 

ringhjul. 

Styvhet [N/mm] Medel Max Min 

Ingrepp 3,4 314547 354224 212207 

Ingrepp 3´,5 300683 356886 208207 
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5.2 Vridstyvhet 

Vridningen av den utgående axeln som funktion av det applicerade momentet 

redovisas i Figur 52. Vid 1600 Nm vrider sig utgående axel 0.0292° vilket innebär en 

vridstyvhet på 3.14 *10^6 Nm/rad. 

 

Figur 52 - Vridstyvhet i växeln 
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5.3 Lastdelning mellan planeter 

Här presenteras resultaten av mätningarna av lastfördelningen mellan planeterna på för 

de olika konstruktionerna av växeln. I Figur 53 och Figur 54 visas normalkrafterna 

mellan planeter och ringhjul i sista steget då ingående axel roteras med 100 rad/s och 

ett moment på 1600 Nm appliceras på utgående axel.  

 

Figur 53 - Lastfördelning mellan planeter. Då planeter är ur fas. 

 

Figur 54 - Lastfördelning mellan planeter. Då planeter är i fas. 
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5.4 Utväxling 

Figur 55 visar resultatet från ADAMS-simuleringen gällande vinkelhastigheten på 

utgående axel. Den teoretiska utväxlingen beräknas med hjälp av ekv. 35. Utväxlingen 

ges av: 

𝑖 =
1

𝑧1
𝑧2

(
𝑧3´𝑧4
𝑧5𝑧3

− 1)
= −124,28 Ekv.(69) 

Medelvärdet av vinkelhastigheten på utgående axel, i ADAMS-simuleringen är -0.8062 

rad/s vilket ger en utväxling på -124,043. Skillnaden mellan den teoretiska utväxlingen 

och ADAMS-simuleringen är cirka 0.2% 

 

Figur 55 - Vinkelhastighet på utgående axel vid 100 rad/s på ingående. 
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6. Analys och Diskussion 

I detta kapitel analyseras och diskuteras resultaten från litteratursökningen, 

beräkningarna och ADAMS-simuleringarna av växeln. 

6.1 Ingreppsstyvheter 

Jämförelsen av de olika metoderna för beräkning av ingreppsstyvheter som använts 

visar stora skillnader i resultat. Skillnaden mellan största och minsta medelvärdet var 

nästan 100%. Det finns ett antal förklaringar till detta.  

Pedersen och Jorgensens (2014) metod (kallad strain energy i Figur 47) vilken gav den 

största styvheten baseras på ett antal antaganden. För det första antas plan spänning. 

Om plan spänning eller plan töjning bör antas beror naturligtvis på tandbredden, i 

detta fall var det nog rätt att anta plan spänning eftersom tänderna är förhållandevis 

breda, men var gränsen går mellan plan spänning och plan töjning är väldigt svårt att 

avgöra. En lösning skulle vara att göra beräkningarna med tredimensionella modeller, 

men detta skulle kräva betydligt mer tid och datorkraft. Kontaktvidden beräknas 

analytiskt vilket ger ett noggrant värde, men hur kraften ska fördelas på ytan beaktas 

inte. Normalkraften vid kontakten är egentligen inte jämt fördelad vilket antas i denna 

metod. Detta leder till en mindre kontaktdeformation vilket ökar styvheten. 

Finita elementberäkningarna visar en klar skillnad mellan plan spänning och plan 

töjning. Båda ger dock högre värden på styvheten än de analytiska lösningarna. Att 

återskapa kontaktdeformationern på ett bra sätt i finita elementprogram är svårt. Trots 

att ett fint elementnät tillsamms med segment till segment kontakt, vilket teoretiskt gör 

att elementnätet spelar mindre roll, används blir kontaktvidden större än de teoretiska 

värdena och därav även styvheten. Eftersom tvådimensionella beräkningar utfördes 

antas även en homogen fördelning av kontakten i kuggens bredd vilket (visas i 

teoridelen) är ett felaktigt antagande.  

Yang och Lin (1987) och Tians (2004) modell beräknar böjningen, skjuvningen och 

snedställningen av tanden på ett detaljerat sätt men vid beräkningen av 

kontaktdeformationen används en förenklad modell. Modellen av 

kontaktdeformationen är även helt oberoende av lasten enligt Tians modell vilket inte 

stämmer med kontaktmekanikteorierna i teorikapitlet.  

Weber och Banasheks (1953) modell stämmer väl överäns med beräkningarna i 

KISSsoft, vilket är föga förvånande då beräkningarna i KISSsoft bygger på just den 

teorin. Den största skillnaden är att KISSsoft beräknar ingreppsstyvheten under en 

cykel med hjälp av ett ingreppstal som korrigerats efter lasten. I de analaytiska 

modellerna används ett kinematiskt ingreppstal. Detta resulterar i en större skillnad i 

medelvärdet. I denna modell används en mer detaljerad beräkning av 

kontaktdeformationen vilken är beroende av lasten och som stämmer väl överens med 

teorin om kontaktmekanik.        
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6.2 Vridstyvhet 

Vissa antaganden görs i simuleringen av vridstyvheten. De enda deformationerna antas 

ske vid kuggingreppen och i lagren. Deformationer kommer uppstå i andra 

komponenter och vilken påverkan det har på den totala vridstyvheten framgår inte i 

denna beräkning. Kurvan i Figur 52 visar att glappjusteringen i stort sett eliminerat 

kugglappet vilket är enligt förväntan. Olinjäriteten i kurvan beror på valet av 

kraftexponent i ADAMS och kan inte anses vara representativ för verkligheten då den 

inte beräknades. Kraftexponenten skulle kunna approximeras genom att beräkna de 

tangentiella ingreppsstyvheterna vid olika laster och interpolera kurvan som 

uppkommer med hjälp av kontaktfunktionen i ADAMS. 

6.3 Lastfördelning mellan planeter 

Jämförelsen av lastfördelningen mellan växeln där ingreppen ligger i fas och växeln där 

ingreppen inte ligger i fas visade stora skillnader. Dels blir lastfördelningen jämnare då 

ingreppen ligger i fas men framför allt minskar vibrationerna avsevärt. Detta får dock 

ses som en kvalitativ jämförelse eftersom mycket förenklingar förekommer i modellen. 

I båda simuleringarna förekommer en tidsberoende förändring av lastfördelningen 

som ligger i fas med planetbärarens rotation. Amplituden på variationen verkar bero 

på styvheten i lagringen av ringhjul 5. Om ringhjul 5 görs flytande försvinner 

ojämnheten helt. Detta är dock inte tillämpbart i verkligheten. Men det visar hur 

beroende lastfördelningen är av flexibiliteten i komponenterna. 

6.4 Utväxling 

Jämförelsen mellan ADAMS-simuleringen och den teoretiska utväxlingen visade en 

skillnad på 0.2%. Anledningen till detta är att den teoretiska utväxlingen är ett 

medelvärde på förhållandet mellan rotationshastigheterna på ingående och utgående 

axel, i simuleringen roterades utgående axel endast en kvarts varv. Simuleringen visar 

även transmissionsfelet under last som uppstår på grund av deformationen av 

kuggarna.   
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7. Slutsatser 

Det finns många parametrar som bestämmer hur lyckad konstruktionen av en 

planetväxel blir. Kraven som ställs beror naturligtvis på applikationen men många 

egenskaper såsom en hög verkningsgrad, en jämn fördelning av lasten mellan 

planeterna och små vibrationer är generellt eftersträvade. Litteratursstudien visade att 

verkningsgraden i hög grad beror på kuggparametrar som modul, ingreppstal och 

ingreppsvinkel. Även ytfinheten på kuggflanken och smörjning inverkar. En jämn 

lastfördelning uppnås genom flexibla komponenter eller genom att ha flytande centrala 

komponenter. Även antalet planeter har en stor inverkan på lastfördelningen. Vid 

användning av fler än fyra planeter ställs stora krav på tillverkningsprecision. Studien 

visade även att planetfasning är ett viktigt verktyg för att fördela lasten jämt mellan 

planeterna. Planetfasning bidrar även till minskade vibrationer och således en lägre 

ljudnivå på växeln. 

Beräkningarna av ingreppsstyvheter visade att resultaten i hög grad beror på valet av 

metod. Litteraturstudien visade även att ingreppsstyvheterna påverkas av 

tandmodifikationer och monteringsfel i växeln. Ingen slutsats kan dras om vilken 

metod som gav bäst värden eftersom ingen jämförelse gjordes med experiment. 

Matematiska modeller och simuleringsprogramvaror är bra verktyg för att jämföra och 

utvärdera konstruktionskoncept i ett tidigt stadie. Programvaror som MSC ADAMS är 

dessutom väldigt enkla att använda men ställer samtidigt krav på användaren att 

bedöma vilka förenklingar som kan göras utan att resultaten påverkas i för hög grad.   
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Bilaga 1: MATLAB program för beräkning av ingrepsstyvheter enligt Tian (2004) 

Bilaga 2: MATLAB program för beräkning av ingrepsstyvheter enligt Weber och 

Banashek (1953) 
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BILAGA 1 (antal sidor: 4) 

MATLAB program för beräkning av ingrepsstyvheter enligt Tian (2004) 

 

%Program för att räkna ut den varierande styvheten i ett 

kuggingrepp 
% UTVÄNDIG - UTVÄNDIG 

  
clear all 
close all 

  
%Kuggparametrar-------------------------------------------------- 

 
mn=1.5;             %Normalmodul 
ha=1; 
c=0.25; 
z1=18;              %Antal tänder Kugg 1 
z2=161;             %Antal tänder Kugg 2 
b1=15;              %Tandbredd Kugg 1 
b2=10;              %Tandbredd Kugg 2 
x1=0.3422;               %Profilförskjutningkoefficient Kugg 1 
x2=0.1682;               %Profilförskjutningkoefficient Kugg 2 
alfn=pi/9;          %Ingreppsvinkel [Radianer] 
epsalf=1.573;       %Ingreppstal 
v=0.3;              %Poissons tal 
M1=12700;           %Moment kugg 1 [Nmm] 
E=206000;           %Elasticitetsmodul [MPa] 

  
inv_alfw=2*(x1+x2)/(z1+z2)*tan(alfn)+tan(alfn)-alfn; 
alfw=0; 

  
while tan(alfw)-alfw<inv_alfw 
    alfw=alfw+0.0001;     %Effektiv Ingreppsvinkel 
end 

  
rb1=1/2*mn*z1*cos(alfn); %Grundradie kugghjul 1 
rb2=1/2*mn*z2*cos(alfn); %Grundradie kugghjul 2 

  
rr1=1/2*(mn*z1-2*(ha+c-x1)*mn);  %Rotradie kugghjul 1 
rr2=1/2*(mn*z2-2*(ha+c-x2)*mn);  %Rotradie kugghjul 2 

  
ra1=1/2*(mn*(z1+2*ha+2*x1));  %Topradie kugghjul 1 
ra2=1/2*(mn*(z2+2*ha+2*x2));  %Topradie kugghjul 2 

  
%---------------------------------------------------------------- 

  
sc=(rb2+rb1)*tan(alfw);        %Sträcka mellan kontaktpunkter 
s1min=sc-sqrt(ra2.^2-rb2.^2);  %Minsta evolventradie på kugg 1 
s1max=sqrt(ra1.^2-rb1.^2);     %Största evolventradie på kugg 1 
s2min=sc-s1max;                %Minsta evolventradie på kugg 2 
s2max=sc-s1min;                %Största evolventradie på kugg 1 
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F=M1/rb1;                      %Kraft längs kontaktlinjen [N] 
G=E/(2*(1+v));                 %Skjuvmodul [MPa] 
%------Tandtjocklekar-------------------------------------------- 

 
%Kugg 1 

  
dy1_min=2*(rr1+0.25*mn); 
while dy1_min < 2*rb1 
    dy1_min=dy1_min+0.01; 
end 
alfy1=@(y) acos(2.*rb1./(y+dy1_min)); 
sy1=@(y) 

(y+dy1_min).*(pi./(2.*z1)+2.*x1.*tan(alfn)/z1+tan(alfn)... 
   -alfn-(tan(acos(2.*rb1./(y+dy1_min)))-

acos(2.*rb1./(y+dy1_min)))); 
t1=@(y) sy1(0).*(y<=(dy1_min./2-rr1))+sy1(y).*(y>(dy1_min./2-

rr1)); 

  
%Kugg 2  
dy2_min=2*(rr2+0.25*mn); 
while dy2_min < 2*rb2 
    dy2_min=dy2_min+0.01; 
end 
alfy2=@(y) acos(2.*rb2./(y+dy2_min)); 
sy2=@(y) 

(y+dy2_min).*(pi./(2.*z2)+2.*x2.*tan(alfn)/z2+tan(alfn)... 
   -alfn-(tan(acos(2.*rb2./(y+dy2_min)))-

acos(2.*rb2./(y+dy2_min)))); 
t2=@(y) sy2(0).*(y<=(dy2_min./2-rr2))+sy2(y).*(y>(dy2_min./2-

rr2)); 

  
%---------------------------------------------------------------- 

  
%----------------Hertz------------------------------------------- 

 
kh=pi*E*b1/(4*(1-v^2)); 

 
%---------------------------------------------------------------- 

 

  
%----------------Böjstyvhet-------------------------------------- 

 
kb1=linspace(0,1,100); 
kb2=linspace(0,1,100); 

  
I_y_1=@(y) 1/12.*t1(y).^3.*b1; 
I_y_2=@(y) 1/12.*t2(y).^3.*b2; 

  
for n=1:100 
    d1=n/100*(ra1-(rr1))+(100-n)/100*0.25*mn; 
    d2=n/100*(ra2-(rr2))+(100-n)/100*0.25*mn; 
    fun1=@(y) ((d1-y).*cos(alfy1(d1))-

t1(d1)./2.*sin(alfy1(d1))).^2./(E.*I_y_1(y)); 
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    fun2=@(y) ((d2-y).*cos(alfy2(d2))-

t1(d2)./2.*sin(alfy2(d2))).^2./(E.*I_y_2(y)); 
    kb1(n)=(integral(fun1,0,d1)).^(-1); 
    kb2(n)=(integral(fun2,0,d2)).^(-1); 
end 

 
%---------------------------------------------------------------- 

  
%-------------------Skjuvstyvhet--------------------------------- 

 
ks1=linspace(0,1,100); 
ks2=linspace(0,1,100); 

  
A_y_1=@(y) t1(y).*b1; 
A_y_2=@(y) t1(y).*b2; 

  
for n=1:100 
    d1=n/100*(ra1-(rr1))+(100-n)/100*0.25*mn; 
    d2=n/100*(ra2-(rr2))+(100-n)/100*0.25*mn; 
    fun3=@(y) 1.2.*cos(alfy1(d1)).^2./(G.*A_y_1(y)); 
    fun4=@(y) 1.2.*cos(alfy2(d2)).^2./(G.*A_y_2(y)); 
    ks1(n)=(integral(fun3,0,d1)).^(-1); 
    ks2(n)=(integral(fun4,0,d2)).^(-1); 
end 
%---------------------------------------------------------------- 

 

  
%------------Axiell Styvhet-------------------------------------- 

  
for n=1:100 
    d1=n/100*(ra1-(rr1))+(100-n)/100*0.25*mn; 
    d2=n/100*(ra2-(rr2))+(100-n)/100*0.25*mn; 
    fun5=@(y) sin(alfy1(d1)).^2./(E.*A_y_1(y)); 
    fun6=@(y) sin(alfy2(d2)).^2./(E.*A_y_2(y)); 
    ka1(n)=(integral(fun5,0,d1)).^(-1); 
    ka2(n)=(integral(fun6,0,d2)).^(-1); 
end 

 
%---------------------------------------------------------------- 

 

  
%----------------Fundamentstyvhet-------------------------------- 

  
deltaf1=linspace(0,1,100); 
deltaf2=linspace(0,1,100); 

  
L=5.306; 
M=1.4; 
P=1.4; 
Q=0.32; 

  
for n=1:100 
    d1=n/100*(ra1-(rr1))+(100-n)/100*0.25*mn; 
    d2=n/100*(ra2-(rr2))+(100-n)/100*0.25*mn; 
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deltaf1(n)=F/(b1*E)*cos(alfy1(d1)^2)*(L*(d1/(t1(0)))^2+M*(d1/(t1(

0)))... 
        +P*(1+Q*tan(alfy1(d1)^2))); 
    

deltaf2(n)=F/(b2*E)*cos(alfy2(d2)^2)*(L*(d2/(t2(0)))^2+M*(d2/(t2(

0)))... 
        +P*(1+Q*tan(alfy2(d2)^2))); 
    kf1(n)=F/deltaf1(n); 
    kf2(n)=F/deltaf2(n); 
end 

  
%---------------------------------------------------------------- 

  
for n=1:100 
    kc1(n)=1/(1/ks1(n)+1/ks2(101-n)+1/kb1(n)+1/kb2(101-

n)+1/ka1(n)+1/ka2(101-n)... 
        +1/kf1(n)+1/kf2(101-n)+2/kh); 
end 

     
figure 
s1=linspace(s1min,s1max,100); 
plot(s1,kc1) 
axis([s1min s1max 0 max(kc1)+1e5]) 
legend('Ingreppsstyvhet enkel') 

  
sd=(s1max-s1min)/epsalf; 

  
sd_n=50; 

  
for n=1:100 
    if sd_n+n<100 
        kc2(n)=kc1(sd_n+n); 
    else 
        kc2(n)=kc1(sd_n+n-99); 
    end 
end 

  

  
for n=1:100 
    if s1(n)<s1max-sd 
        k(n)=kc1(n)+kc2(n); 
    elseif s1(n)<s1min+sd 
        k(n)=kc1(n); 
    else 
        k(n)=kc1(n)+kc2(n); 
    end 
end 

  
figure 
plot(s1,k) 
axis([s1min s1max min(k)-1e5 max(k)+1e5]) 
legend('Ingreppsstyvhet, Tian') 
xlabel('s_{1}') 
ylabel('K [N/mm]')
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BILAGA 2 (antal sidor: 4) 

MATLAB program för beräkning av ingrepsstyvheter enligt Weber och Banashek 

(1953) 

 

%Program för att räkna ut den varierande styvheten i ett 

kuggingrepp 
% UTVÄNDIG - UTVÄNDIG 

  
clear all 
close all 

  
%Kuggparametrar-------------------------------------------------- 

 
mn=1.5;             %Normalmodul 
ha=1; 
c=0.25; 
hf=1.25; 
z1=18;              %Antal tänder Kugg 1 
z2=161;             %Antal tänder Kugg 2 
b1=15;              %Tandbredd Kugg 1 
b2=10;              %Tandbredd Kugg 2 
x1=0.3422;          %Profilförskjutningkoefficient Kugg 1 
x2=0.1682;          %Profilförskjutningkoefficient Kugg 2 
alfn=pi/9;          %Ingreppsvinkel [Radianer] 
epsalf=1.573;       %Ingreppstal 
v=0.3;              %Poissons tal 
M1=12700;           %Moment kugg 1 [Nmm] 
E=206000;           %Elasticitetsmodul [MPa] 

  
inv_alfw=2*(x1+x2)/(z1+z2)*tan(alfn)+tan(alfn)-alfn; 
alfw=0; 

  
while tan(alfw)-alfw<inv_alfw 
    alfw=alfw+0.0001;    %Effektiv Ingreppsvinkel 
end 

  
rb1=1/2*mn*z1*cos(alfn); %Grundradie kugghjul 1 
rb2=1/2*mn*z2*cos(alfn); %Grundradie kugghjul 2 

  
rr1=1/2*(mn*z1-2*(ha+c-x1)*mn);  %Rotradie kugghjul 1 
rr2=1/2*(mn*z2-2*(ha+c-x2)*mn);  %Rotradie kugghjul 2 

  
ra1=1/2*(mn*(z1+2*ha+2*x1));  %Topradie kugghjul 1 
ra2=1/2*(mn*(z2+2*ha+2*x2));  %Topradie kugghjul 2 

 
%---------------------------------------------------------------- 

  
sc=(rb2+rb1)*tan(alfw);        %Sträcka mellan kontaktpunkter 
s1min=sc-sqrt(ra2.^2-rb2.^2);  %Minsta evolventradie på kugg 1 
s1max=sqrt(ra1.^2-rb1.^2);     %Största evolventradie på kugg 1 
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s2min=sc-s1max;                %Minsta evolventradie på kugg 2 
s2max=sc-s1min;                %Största evolventradie på kugg 1 

  
F=M1/rb1;                      %Kraft längs kontaktlinjen [N] 

  
%Tandtjocklekar-------------------------------------------- 

 
%Kugg 1 

 
dy1_min=2*(rr1+0.25*mn); 
while dy1_min < 2*rb1 
    dy1_min=dy1_min+0.01; 
end 
alfy1=@(y) acos(2.*rb1./(y+dy1_min)); 
sy1=@(y) 

(y+dy1_min).*(pi./(2.*z1)+2.*x1*tan(alfn)./z1+tan(alfn)... 
   -alfn-(tan(acos(2.*rb1./(y+dy1_min)))-

acos(2.*rb1./(y+dy1_min)))); 
t1=@(y) sy1(0).*(y<=(dy1_min./2-rr1))+sy1(y).*(y>(dy1_min./2-

rr1)); 

  
%Kugg 2  
dy2_min=2*(rr2+0.25*mn); 
while dy2_min < 2*rb2 
    dy2_min=dy2_min+0.01; 
end 
alfy2=@(y) acos(2.*rb2./(y+dy2_min)); 
sy2=@(y) 

(y+dy2_min).*(pi./(2*z2)+2.*x2*tan(alfn)./z2+tan(alfn)... 
   -alfn-(tan(acos(2.*rb2./(y+dy2_min)))-

acos(2.*rb2./(y+dy2_min)))); 
t2=@(y) sy2(0).*(y<=(dy2_min./2-rr2))+sy2(y).*(y>(dy2_min./2-

rr2)); 

 
%---------------------------------------------------------------- 

  

  
%Böjning--------------------------------------------------------- 

  
deltab1=linspace(0,1,100); 
deltab2=linspace(0,1,100); 

  
for n=1:100 
    uw1=n/100.*(ra1-(rr1))+(100-n)./100.*0.25.*mn; 
    uw2=n/100.*(ra2-(rr2))+(100-n)./100.*0.25.*mn; 
    fun1_1=@(y) (uw1-y).^2./(t1(y).^3); 
    fun1_2=@(y) (uw2-y).^2./(t2(y).^3); 
    fun2_1=@(y) 1./(t1(y)); 
    fun2_2=@(y) 1./(t2(y)); 
    int1_1=integral(fun1_1,0,uw1); 
    int1_2=integral(fun1_2,0,uw2); 
    int2_1=integral(fun2_1,0,uw1); 
    int2_2=integral(fun2_2,0,uw2); 
    deltab1(n)=F./b1.*(1-

v.^2)./E.*(cos(alfy1(uw1))).^2.*(12.*int1_1+(2.4./(1-

v)+tan(alfy1(uw1)).^2).*int2_1); 
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    deltab2(n)=F./b2.*(1-

v.^2)./E.*(cos(alfy2(uw2))).^2.*(12.*int1_2+(2.4./(1-

v)+tan(alfy2(uw2)).^2).*int2_2); 
end 
%----------------------------------------------------------------

---------- 

  
%----------------------Hertz-------------------------------------

---------- 
deltah1=linspace(0,1,100); 
deltah2=linspace(0,1,100); 

  
for n=1:100 
    uw1=n/100*(ra1-(rr1))+(100-n)/100*0.25*mn; 
    uw2=n/100*(ra2-(rr2))+(100-n)/100*0.25*mn; 
    k1=t1(uw1).*cos(alfy1(uw1)); 
    k2=t2(uw2).*cos(alfy2(uw2)); 
    s1=s1min+n./100.*(s1max-s1min); 
    s2=s2min+n./100.*(s2max-s2min); 
    a=sqrt(8*F/b1*s1*s2/(s1+s2)*(1-v^2)/(pi*E)); 
    deltah1(n)=4.*F./b2.*(1-

v.^2)./(pi.*E).*(log(2.*sqrt(k1.*k2)./a)-v./(2.*(1-v))); 
    deltah2(n)=4.*F./b2.*(1-

v.^2)./(pi.*E).*(log(2.*sqrt(k1.*k2)./a)-v./(2.*(1-v))); 
end 

 
%---------------------------------------------------------------- 

  
%--------------------------Snedställning------------------------- 

 
deltas1=linspace(0,1,100); 
deltas2=linspace(0,1,100); 

  
for n=1:100 
    uw1=n/100*(ra1-(rr1))+(100-n)/100*0.25*mn; 
    uw2=n/100*(ra2-(rr2))+(100-n)/100*0.25*mn; 
    deltas1(n)=F/b1*cos(alfy1(uw1)^2)*(1-

v^2)/E*(18/pi*uw1^2/(t1(0)^2+2*(1-2*v)/(1-

v)*uw1/t1(0)+4.8/pi*(1+(1-v)/2.4*tan(alfy1(uw1))^2))); 
    deltas2(n)=F/b2*cos(alfy2(uw2)^2)*(1-

v^2)/E*(18/pi*uw2^2/(t2(0)^2+2*(1-2*v)/(1-

v)*uw1/t2(0)+4.8/pi*(1+(1-v)/2.4*tan(alfy2(uw2))^2))); 
end 

  
%---------------------------------------------------------------- 

  
delta1=deltah1+deltab1+deltas1; 
delta2=deltah2+deltab2+deltas2; 

  
for n=1:100 
    K_1(n)=F/delta1(n); 
    K_2(n)=F/delta2(n); 
end 

  
s1=linspace(s1min,s1max,100); 
s2=linspace(s2min,s2max,100); 
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plot(s1,K_1) 
legend('Styvhet Kugg 1') 

  
figure 
plot(s2,K_2) 
legend('Styvhet Kugg 2') 

  
for n=1:100 
    Kc1(n)=1/(1/K_1(n)+1/(K_2(101-n))); 
end 

  
figure 
plot(s1,Kc1) 
legend('Ingreppsstyvhet enkel') 

  
sd=(s1max-s1min)/epsalf; 

  
sd_n=50; 

  
for n=1:100 
    if sd_n+n<100 
        Kc2(n)=Kc1(sd_n+n); 
    else 
        Kc2(n)=Kc1(sd_n+n-99); 
    end 
end 

  

  
for n=1:100 
    if s1(n)<s1max-sd 
        K(n)=Kc1(n)+Kc2(n); 
    elseif s1(n)<s1min+sd 
        K(n)=Kc1(n); 
    else 
        K(n)=Kc1(n)+Kc2(n); 
    end 
end 

  
figure 
plot(s1,K) 
ymax=max(K)+1e5; 
ymin=min(K)-1e5; 
axis([s1min s1max ymin ymax]) 
legend('Ingreppsstyvhet, Weber') 
xlabel('s_{1} [mm]') 
ylabel('K [N/mm]') 
 
 


