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It is a common view that teachers need more than formal content 
knowledge to teach and to make the content comprehensible to others. 
They also need pedagogical content knowledge, or PCK (Shulman, 1986). 
It has been suggested that different teacher collaboration approaches may 
support teachers’ development of PCK (Chapman, 2013, Davis & Renert, 
2014; Steele & Rogers, 2012). This thesis aims to provide insights into the 
kind of knowledge about teaching and learning mathematics that teachers 
develop through their participation in a specific collaboration approach 
called learning study. Four teachers of mathematics and their 74 students 

(aged 15−16 years) participated in two learning studies over the course of 
one year. The foremost aim of a learning study is to enhance student 
learning about specific objects of learning and to identify what is critical 
for the students’ learning (Marton & Tsui, 2004). The objects of learning 
in the two learning studies were to understand that dividing with a de-
nominator between 0 and 1 gives a quotient larger than the numerator 

and to understand different representations of the constants 𝑏 and 𝑚 in 
the equation of the straight line. During the two learning studies data were 
collected from 8 video-recorded lessons, 2 written student tests, student 
interviews, and 14 audio-recorded sessions in which the teachers and I 
(PhD student) planned, analysed and revised teaching and student learn-
ing. The analysis was based on variation theory (Marton & Tsui, 2004) 
and focused on what participants considered to be critical aspects of the 
objects of learning and on the components embedded in that knowledge. 
The result shows the identified critical aspects of the two objects of learn-
ing and, furthermore, how the teachers’ knowledge about those critical 
aspects gradually changed and became more refined and specified in re-
lation to their students’ understanding. The thesis provides an insight into 
the value of the teachers’ enhanced knowledge of the object of learning, 
in relation to how PCK can be understood. 
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INLEDANDE ORD 

Det känns smått overkligt men avhandlingen är klar! Så här i efterhand 

när jag tänker tillbaka på avhandlingsarbetet ser jag en tydlig likhet med 

”Kinderägg” som enligt reklamen ”uppfyller tre önskningar på en gång”. 

När jag var yngre funderade jag en hel del över mitt kommande yrkesval. 

Jag ville bli arkitekt, poet eller läkare men tvivlade på min förmåga och 

jag valde därför en annan inriktning. Jag blev lärare. Likheten med ”Kin-

derägg” ligger i att arbetet med avhandlingen på sätt och vis förenar mina 

tre tidigare önskningar om yrkesval. Avhandlingsarbetet har, i likhet med 

min förståelse av arkitektens arbete, handlat om att pröva och skissa samt 

om att lösa problem med fokus på helhet och estetik. Jag har skissat på, 

prövat och arbetat om olika texter och analyssteg. Inte för att skapa en 

funktionell och vacker byggnad, utan, för att skapa en helhet i relation till 

avhandlingens syfte. I likhet med en poet har mitt verktyg varit ord och 

meningsbyggnad, dock är genren inte lyrik. Läkare var mitt tredje yrkes-

val. Jag är medveten om att mina avklarade doktorandstudier inte innebär 

att jag blir läkare men jag kan i alla fall titulera mig doktor.  

Avhandlingsarbetet har många gånger varit fantastiskt och jag känner mig 

oerhört priviligierad men samtidigt har tvivlet funnits med som en skugga 

genom hela arbetet. Jag har tvivlat på mina lösningar, mina texter, om jag 

ska hinna, om jag klarar examinationer med mera. I dessa stunder har jag 

fått ovärderlig hjälp och stöttning på olika vis. Det finns därför många att 

tacka för att skuggan av tvivel inte har blivit allt för mörk och att avhand-

lingen nu är klar.  

Allra först vill jag tacka mina handledare, Ulla Runesson och Ference 

Marton, som har funnits med under hela arbetet. Tack för att jag fick 

förtroendet och möjligheten att delta i projektet Lärares gemensamma 

kunskapsproduktion (LGK). Det är ovärderligt! Ulla, ditt engagemang har 

varit fantastiskt! Du har med din skarpa blick och noggranna läsning samt 

med hjärtlighet och med rättfram kritik bidragit till att utveckla mitt skri-

vande och fördjupa mina metodiska och teoretiska kunskaper. Ference, 

du har länge varit en förebild för mig! Jag är evigt tacksam för inspirerande 

och lärorika diskussioner om variationsteori och matematikundervisning 
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men också för alla positiva tillrop. Robert Gunnarsson du har varit min 

handledare under de senaste åren. Tack för noggrann läsning, för att du 

ställer annorlunda och konstruktiva frågor och för alla samtal om mate-

matik. Ulla, Ference och Robert: You´re simply the best!  

Ett extra stort tack vill jag också framföra till mina medforskare: Bengt, 

Carina, Erik och Nina. Drivkraften i vårt team har varit att ta reda på vad 

eleverna behöver lära för att förstå två olika innehåll i matematik. Ni har 

varit generösa och öppnat era dörrar för mig och för varandra så att vi 

har kunnat studera matematikundervisning och elevers lärande. Att låta 

sig filmas under lektioner visar på ett stort mod och engagemang. Våra 

planeringsträffar under ett och ett halvt år har varit oerhört spännande 

och lärorika. Vi har tillsammans drivit arbetet framåt genom olika kom-

petenser och genom att ohämmat ställa raka frågor till varandra. Matema-

tik, lärande och elevers förståelse har varit det centrala men ni har också 

bjudit på er själva vilket har bidragit till en del sidospår och hjärtliga skratt. 

Jag kommer aldrig att glömma våra samtal om Lars Ohly, skidåkning utan 

stavar och vad Nina gjorde i en butik i Spanien. Jag saknar våra diskuss-

ioner och sidospår väldigt mycket. Ett speciellt tack vill jag också rikta till 

alla elever som har medverkat på lektionerna och som på så vis har bidra-

git till våra resultat.  

Att våga kasta loss från en trygg tillvaro som lärare och påbörja forskar-

studier kräver nyfikenhet men i mitt fall handlade det även om att jag 

träffade rätt person vid rätt tillfälle. Kennert Orlenius, du var den person 

som fick mig att våga skriva. Jag kommer aldrig att glömma den respons 

jag fick av dig på min första examinationsuppgift på magisterprogrammet 

i pedagogik på Högskolan i Skövde. Den var milsvid skild från gymnasi-

etidens summativa bedömning. Tack för din uppmuntran och konstruk-

tiva kritik! 

Jag har haft förmånen att ingå i LGK-projektet som finansierades av Ve-

tenskapsrådet. Förutom Ulla och Ference ingick i denna grupp: Johan 

Häggström, Angelika Kullberg, Pernilla Nilsson och Anna Vikström. Ett 

stort tack till alla er för goda diskussioner och för allt som ni har bidragit 

med. Vidare vill jag tacka Högskolan för lärande och kommunikation i 

Jönköping (HLK) för fortsatt finansiering efter projektets avslut. Som 
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doktorand har jag haft förmånen att diskutera avhandlingens texter i olika 

sammanhang, jag vill därför tacka alla som har medverkat i dessa diskuss-

ioner i matematikplattformen, doktorandseminariegruppen inom Skol-

nära forskning och variationsteorigruppen på Göteborgs universitet. Ett 

speciellt tack vill jag rikta till Wei Sönnerhed för deltagande i början av 

avhandlingens första delstudie. Tack också till Mona Holmqvist Olander, 

Martin Hugo, Tomas Kroksmark, Pernilla Nilsson, Jesper Boesen och 

Mats Granlund för synpunkter i samband med mitt halvtids- och slutse-

minarium. 

Som doktorand på HLK har jag fått lära känna nya kollegor och vänner. 

Jag vill tacka Anna-Lena Ekdahl för stöttning och hjälp med allting då jag 

började att undervisa i matematikdidaktik och Åsa Hirsh för att du tog 

emot mig med öppna armar när jag flyttade in i ditt arbetsrum. Tack också 

till Rebecka Sädbom, Pia Åhman, Ulrica Stagell, Annica Otterborg och 

Sara Hvit för råd, uppmuntran, kloka synpunkter och givande after work-

diskussioner. En fördel med att vara doktorand är att få fokusera på och 

gräva djupt inom ett begränsat område. Många gånger har det nog blivit 

en obalans mellan arbete och ett mer socialt liv. Jag har både familj och 

vänner att tacka för insikter om att det finns ett liv utanför arbetsrummet. 

Tack mamma för Rut. Tack Josef för all matlagning. Tack Hannes, Nora 

och Ella för att ni har sett till att jag har fått förhöra läxor, skjutsa till olika 

aktiviteter och mocka hästboxen - I don’t know what it is but I love you! 

Till sist vill jag avsluta detta inledande ord med Tage Danielssons citat 

”Utan tvivel är man inte riktigt klok” och med detta vill jag säga att det 

nu är dags för nya projekt och nytt tvivel! 

Falköping, mars 2015 

Pernilla Mårtensson
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KAPITEL 1   

INTRODUKTION 

Den här avhandlingen har kommit till utifrån ett intresse av att bättre 

förstå relationen mellan undervisning och elevers lärande i matematik. 

För att belysa upprinnelsen till mitt intresse vill jag starta med en tillba-

kablick. Under de 18 år som jag arbetade som lärare undervisade jag 

mestadels i matematik och naturorienterande ämnen på låg- och mellan-

stadiet. Jag har ett starkt minne av en speciell lektion i matematik i års-

kurs 4. Lektionen handlade om vinklar och jag vet att jag hade planerat 

lite extra inför lektionen eftersom det var ett nytt område för eleverna 

samt att jag själv tyckte att geometri var intressant. Lektionen gick som 

planerat, eleverna var både aktiva i diskussionerna och i aktiviteten ”gå 

på upptäcktsfärd och leta vinklar”. Om någon hade observerat lektionen 

hade den kanske till och med ansetts ha varit lyckad. Eleverna var moti-

verade och ordning och reda rådde. Emellertid var mycket för givet ta-

get. I ett senare skede av lektionen visade det sig att flertalet elever hade 

svårt att klara av de uppgifter som de arbetade med individuellt. Jag 

minns att jag i detta ögonblick tvivlade på min kompetens. Jag hade goda 

matematikkunskaper, jag motiverade mina elever, jag hade en gedigen 
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erfarenhet och en lärarutbildning i ryggsäcken, ändå föreföll det som om 

eleverna inte lärde sig det vi arbetade med. Jag började mer och mer 

fundera över vilka slags kunskaper en matematiklärare behöver. 

Ett sätt att förstå relationen mellan undervisning och lärande är att stu-

dera vad som kännetecknar de bästa lärarna. Under tiden som lärare i 

grundskolan frågade jag ibland mina elever ”Vad kan en bra lärare?” och 

”Hur är en bra lärare?” Fortfarande ställer jag ibland samma frågor till 

vuxna som jag möter i olika sammanhang. En bra lärare brukar beskrivas 

med orden snäll, rättvis, humoristisk eller att han/hon ska hålla ordning, 

ställa krav och veta hur man ska lära ut. Det har gjorts studier där lärares 

personliga egenskaper listas och lyftas fram som betydelsefulla för ele-

vers lärande (Barr & Emans, 1930; Hopkins & Stern, 1996). Nuthall 

(2004) argumenterar för att det emellertid finns ett underliggande pro-

blem med att studera ”best teachers”. Han menar att det förekommer en 

förväxling mellan vad en bra lärare är och vad bra undervisning är. Det 

är för givet taget att en bra lärare alltid undervisar bra och att detta kor-

relerar med elevernas lärande. Intresset inför den här studien har inte 

varit att studera vad som kännetecknar de bästa lärarna utan upprinnel-

sen till intresset har varit att bättre förstå undervisningen och hur den 

relaterar till elevers lärande. 

 

Det mest förekommande svaret som jag har fått på de ovan beskrivna 

frågorna om bra lärare är, att läraren ska vara duktig i sitt ämne. Man 

menar ofta att läraren ska ha djupare kunskaper i ämnet än vad eleverna 

förväntas lära. Tidigare forskning pekar på att goda kunskaper i ämnet 

som läraren undervisar i är en förutsättning men inte tillräckligt för ele-

vernas lärande (Ball, Thames & Phelps, 2008; Hill, Rowan & Ball, 2005; 

Ma, 1999; Shulman, 1986). Shulman (1986, 1987) menade att lärare be-

höver ha pedagogical content knowledge (PCK) för att kunna undervisa så att 

det främjar elevernas lärande. Han gjorde i och med införandet av PCK 

en distinktion mellan rena ämneskunskaper och ämneskunskaper för un-

dervisning och han definierade PCK som “that special amalgam of con-

tent and pedagogy that is uniquely the province of teachers, their own 

special form of professional understanding” och “pedagogical content 

knowledge is the category most likely to distinguish the understanding 
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of the content specialist from the pedagogue” (1987, s. 8). Inom det ma-

tematikdidaktiska fältet har PCK-begreppet, sedan dess, utvecklats vi-

dare till mer detaljrika beskrivningar av den specifika kunskap som lärare 

behöver för att undervisa och som skiljer sig från den matematik som 

välutbildade andra vuxna använder (exempelvis, Ball m.fl., 2008; Davis 

& Renert, 2014; Davis & Simmt, 2006; Ma, 1999). Det finns en omfat-

tande forskning om lärares kunskapsbrister i relation till PCK (Cengiz, 

Kline & Grant, 2011; Dreher & Kuntze, 2015; Lannin, Webb, Chval, 

Arbaugh, Hicks, Taylor & Bruton, 2013; Ma, 1999; Wilkie, 2014) och det 

förekommer olika uppfattningar om hur lärares PCK kan utvecklas.  

 

En linje framhåller att matematiklärare bör fortbilda sig inom de områ-

den där visar bristande kunskaper (Lannin, m.fl., 2013; Wilkie, 2014). 

Detta kan till exempel innebära att studera mer matematik eller pedago-

gik. En annan linje framhåller att det är nödvändigt för lärare att studera 

och reflektera över sin praktik och därför framhålls olika arrangemang 

för kollegialt lärande som mer betydelsefulla (Blanco, 2004; Kuntze, 

2012; Leikin, 2004; Steele & Rogers, 2012; Vale, McAndrew & Krishnan, 

2011; Wang & Paine, 2003). Det framhålls i dessa sammanhang att lärare 

bör få möjlighet att observera varandras lektioner för att få syn på hur 

matematikinnehållet behandlas och fungerar i en autentisk klassrums-

miljö (Chapman, 2013) och för att inkludera elevers lärande (Hill, Blunk, 

Charalambous, Lewis, Phelps, Sleep & Ball, 2008). Ett arrangemang som 

har visat sig vara effektivt i att utveckla lärares PCK är concept study 

(Davis & Renert, 2014). Arrangemanget bygger på att lärare tillsammans 

genomför systematiska undersökningar av specifika ämnesinnehåll i ma-

tematik, metaforer, uppgifter och analogier i syfte att utveckla ny kun-

skap. Learning study (Lo, Pong & Chick, 2005; Marton & Pang, 2003) är 

ett annat arrangemang som i många avseenden liknar concept study. 

Därför är det relevant att anta att learning study också kan användas för 

att utveckla lärares PCK. En signifikant skillnad mellan de olika arrange-

mangen är att learning study inkluderar både observation av autentiska 

lektioner och lektionsanalys med grund i en lärandeteori. Den teoretiska 

inramningen kan ses som en fördel eftersom det har framförts kritik om 

att lärare inte alltid har en klar bild av vad de ska leta efter när de studerar 

relationen mellan undervisning och lärande (Nuthall, 2004). Nuthall 
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(2004) menar att lärande kan tas för givet och att undervisning och lä-

rande kan uppfattas som en och samma aktivitet. Vidare argumenterar 

han för att lärare behöver en teori som kan förklara vad i undervisningen 

som kan kopplas till elevernas lärande. 

 

Den forskning som det rapporteras om i den här avhandlingen är ett 

bidrag i diskussionen om lärares PCK och vad detta skulle kunna vara. I 

mer konkreta termer handlar det om den kunskap om matematikunder-

visning och matematiklärande som avhandlingsstudiens lärare utvecklar 

då de med hjälp av en lärandeteori och i sin egen praktik utforskar 1)Vad 

eleverna behöver lära för att förstå att division kan resultera i att svaret 

blir större än talet i täljaren och 2) Vad eleverna behöver lära för att förstå 

olika representationer av konstanterna 𝑘 och 𝑚 i räta linjens ekvation 

𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚. 

1:1 LEARNING STUDY 

Forskningen i den här avhandlingen baseras på data från två learning 

studies (Lo, Pong & Chick, 2005; Marton & Pang, 2003). Dessa benämns 

i avhandlingens text som delstudier eller LS I och LS II. Learning study 

är ett kollegialt arrangemang för att undersöka relationen mellan under-

visning och lärande. Detta innebär att en lärargrupp ofta tillsammans 

med en forskare eller handledare systematiskt planerar, genomför, ana-

lyserar och reviderar lektioner i förhållande till ett lärandemål. Learning 

study är baserat på en teori om lärande, variationsteorin (Marton & 

Booth, 1997; Marton & Tsui, 2004). Inom teorin förklaras lärande alltid 

vara riktat mot ett objekt och lärande är en följd av att den lärande ur-

skiljer nya aspekter av detta objekt. Det objekt som lärandet är riktat mot 

benämns lärandeobjekt. I en learning study undersöks vad som är kritiskt 

för elevernas lärande eller uttryckt i andra termer vad eleverna behöver 

urskilja för att de ska utveckla kunskaper om lärandeobjektet.  

Learning study har en emancipatorisk utgångspunkt (Kemmis, 1995) ef-

tersom det är lärarna som ställer forskningsfrågor och tar de avgörande 

besluten om undervisning och revidering. De deltagande lärarna och 

forskarna delar emellertid forskningsobjekt – att finna kritiska aspekter 
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för elevernas lärande i relation till ett specifikt lärandeobjekt. Le-

arning study är en iterativ process som genomförs i ett antal olika steg 

(figur 1). 

Figur 1. De olika stegen i learning study (Häggström, Bergqvist, Hansson, Kullberg 

och Magnusson, 2012). 

 

Utgångspunkten för en learning study är att lärarna har identifierat något 

som eleverna har svårt att lära eller något som de själva finner är svårt 

att undervisa om. Med grund i någon av dessa utgångspunkter formule-

ras ett lärandeobjekt. Nästa steg är att undersöka elevernas förförståelse 

av lärandeobjektet med ett förtest. Som förtest används vanligtvis ett 

skriftligt test och/eller intervjuer. En formativ utvärdering (Black & Wil-

liam, 2009) av testresultaten och elevernas svar bildar sedan underlag för 

vidare diskussioner om var eleverna är i sitt lärande och vad som kan 

vara kritiska aspekter. Med grund i den formativa bedömningen planerar 

gruppen den första lektionen. En av lärarna i gruppen genomför lekt-

ionen. Lektion filmas i syfte att gruppen ska kunna analysera undervis-

ningen. Efter lektionen genomförs ett eftertest, i form av ett skriftligt 

test och/eller intervjuer, med eleverna. Både den filmade lektionen och 

testet utgör underlag för analys av elevernas lärande i relation till vad som 

gjordes möjligt att lära under lektionen, vilket leder fram till reflektioner 
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om på vilket sätt lektionsplanen kan revideras för att skapa bättre förut-

sättningar för elevernas lärande. Nya cykler med momenten planering, 

genomförande och analys upprepas, vanligtvis två till tre gånger. Den 

nya lektionen genomförs alltid i en ny elevgrupp. Under de olika stegen 

i en learning study använder gruppen variationsteorin som ett verktyg 

för att analysera och planera undervisning och lärande. Man tar också 

ofta del av ämnesdidaktisk forskning, vilket till exempel kan ge insikter 

om tidigare kända missuppfattningar. Det sista steget innebär att studien 

sammanfattas och att resultaten sprids till exempelvis kollegor på skolan. 

Det är sedan tidigare känt att variationsteorin hjälper lärare att fokusera 

på ämnesinnehållet (Andrew, 2012; Gustavsson, 2008; Pillay, 2013; 

Wood, 2013) och att teorin fungerar som ett pedagogiskt verktyg i pro-

cessen planera-genomföra-analysera (Lo m.fl., 2005; Marton & Pang, 

2003, Runesson, 2008) samt att utvecklade variationsteoretiska insikter 

påverkar elevernas lärande i positiv riktning (Holmqvist, 2011; Hol-

mqvist Olander & Bergentoft, 2014; Pillay, 2013). Wernberg (2009) visar 

att det ofta finns en diskrepans mellan det lärandeobjekt som lärarna 

planerar att undervisa om, vad de faktiskt undervisar om och vad ele-

verna lära sig. Nyligen använde Carlgren, Ahlstrand, Björkholm och Ny-

berg (2014) learning study som en forskningsmetod för att producera 

detaljerad kunskap om vad det innebär att kunna specifika lärandeobjekt. 

I dessa studier har emellertid inte lärarna haft en framträdande roll. I den 

här studien, däremot, ses lärare som medforskare för att producera de-

taljerad kunskap om två specifika lärandeobjekt.  

1:2 INRAMNING  

Avhandlingsarbetet är genomfört som en del i ett större forskningspro-

jekt, Lärares gemensamma kunskapsproduktion (LGK) som finns beskrivet i 

en forskningsansökan till Vetenskapsrådet (Runesson, 2009). Projektets 

syfte var att svara på frågor relaterade till lärares kunskapsutveckling då 

de medverkar i arrangemanget learning study. Inom ramen för projektet 

genomfördes bland annat learning studies med fyra lärargrupper på fyra 

olika högstadieskolor i Sverige. Varje lärargrupp var anknuten till ett av 
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följande lärosäten; Högskolan i Jönköping, Högskolan i Halmstad, Göte-

borgs Universitet och Luleå Tekniska Högskola. På två orter genomför-

des studier i matematik och på två orter genomfördes studier i naturve-

tenskap. Som doktorand i projektet arbetade jag tillsammans med fyra 

matematiklärare på en av högstadieskolorna. Projektet har förutom före-

liggande avhandling hittills resulterat i en rad andra publikationer (Kull-

berg, Runesson, & Mårtensson, 2014; Kullberg, Runesson, Marton, Vik-

ström, Nilsson, Mårtensson & Häggström, accepterad; Nilsson, 2014; 

Vikström, Billström, Falezi, Holm, Jonsson, Karlsson & Rydström, 2013; 

Vikström, 2014). 

1:3 SYFTE OCH FRÅGESTÄLLNINGAR 

Föreliggande avhandling knyter an till forskning om lärares PCK. Ett 

grundantagande för studien är att lärares PCK kan utvecklas då de deltar 

i olika arrangemang för kollegialt lärande. Studiens syfte är att bidra med 

insikter om vilken kunskap om lärande och undervisning i matematik lä-

rare utvecklar då de medverkar i learning studies och utforskar sin praktik 

utifrån ett variationsteoretiskt perspektiv. De frågeställningar som av-

handlingen avser att besvara är: 

1. Vad identifierar lärarna vara kritiskt för att eleverna ska ut-

veckla kunskaper i relation till två specifika lärandeobjekt? 

2. Hur utvecklas och förändras lärares kunskap om vad som 

är kritiska aspekter? 

1:4 AVHANDLINGENS DISPOSITION 

För att skapa en överblick av avhandlingens struktur vill jag i korthet be-

skriva de olika kapitlen. Kapitel 2 består av en forskningsöversikt bestå-

ende av tre delar. Den första delen handlar om lärares PCK och learning 

study. De två andra delarna berör ämnesdidaktisk forskning med relevans 

för de lärandeobjekt som var aktuella i de två delstudierna som avhand-

lingens empiri bygger på. Dessa ämnesområden är division med tal mellan 
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0 och 1 samt räta linjens ekvation. I kapitel 3 finns en redogörelse för 

avhandlingens teoretiska inramning. Här beskrivs variationsteorin med de 

begrepp som är relevanta för studiens analys. Variationsteorin används i 

den här studien på två nivåer; dels som ett pedagogiskt ramverk då relat-

ionen mellan undervisning och lärande utforskas i varje learning study 

och dels som ett teoretiskt ramverk för att möjliggöra en analys i relation 

till avhandlingens syfte. Den empiriska studien beskrivs och diskuteras i 

kapitel 4 utifrån design, metod, genomförande, analys och forskningse-

tiska ställningstaganden. Kapitel 5, 6 och 7 innehåller studiens resultat och 

konklusioner. I det sista kapitlet diskuteras studiens resultat, teoretiska 

inramning och metod. 
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KAPITEL 2  

FORSKNINGSÖVERSIKT 

Avhandlingens studie syftar till att bidra med insikter om vilken kunskap 

om lärande och undervisning i matematik lärare utvecklar då de medverkar 

i learning studies och utforskar sin praktik utifrån ett variationsteoretiskt 

perspektiv. Syftet med forskningsöversiktens första del (2:1) är att på en 

övergripande nivå belysa tidigare forskning om lärares specifika kunskap, 

speciellt med fokus på matematiklärande och undervisning samt hur 

denna kan utvecklas. Därför fokuserar jag på begreppet PCK1. Eftersom 

studien är genomförd med en learning study-design innehåller även forsk-

ningsöversikten tidigare forskning om lärares kunskap i relation till le-

arning study. Learning study har många likheter med lesson study. Detta 

gäller framför allt med avseende på det kollegiala lärandet och syftet att 

utveckla undervisningen, vilket gör det relevant att jämföra detta arrange-

mang med learning study. Två översikter (Davis & Renert, 2014; Depaepe, 

Verschaffel & Kelchtermans, 2013) om PCK har varit en utgångspunkt 

                                                      

1 Pedagogical content knowledge 
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för urval av data samt utformandet av avhandlingens översikt om PCK. 

Från den ena översikten Pedagogical content knowledge: A systematic review of the 

way in which the concept has pervaded mathematics educational research (Depaepe 

m.fl., 2013) valdes 14 av de 60 forskningsartiklar som låg till grund för 

översiktens analys. Kriteriet för urvalet var att de alla berörde frågan om 

hur lärares PCK kan utvecklas. I syfte att komplettera dataunderlaget med 

nyare forskning gjordes en ny sökning i två matematikdidaktiska tidskrif-

ter; Journal of Mathematics Teacher Education och Educational Studies in Mathe-

matics. Söktermen pedagogical content knowledge användes vilket resulterade i 

162 respektive 79 träffar. För att erhålla ett hanterbart antal artiklar, redu-

cerades urvalet ytterligare med grund i att artiklarna skulle vara publicerade 

efter 2010, abstracten skulle inte fokusera på preschool teachers, preservice te-

achers, teacher education och prospective teachers samt att abstracten skulle inne-

hålla termerna pedagogical content knowledge eller mathematical knowledge for te-

aching. Detta resulterade slutligen i 13 artiklar. Den andra översikten The 

math teachers know: profound understanding of emergent mathematics lyfter fram 

olika forskningsfrågor som har ställts om lärares matematikkunskaper. 

Dessa frågor har används på rubriknivå för att bilda struktur för förelig-

gande avhandlings översikt om PCK. Forskningsöversikten om lesson och 

learning study är framför allt baserad på en granskning av tidskriften Inter-

national Journal for Lesson and Learning Studies. Då tidskriften startade 2011 

och kommer ut med tre publikationer per år har det varit möjligt att ta del 

av tidskriftens samtliga artiklar. Artikelläsningen gav också insikter om 

några andra referenser relevanta för avhandlingens syfte. Dessa adderades 

till underlaget för forskningsöversikten. Fem frågor har format översiktens 

första del: Vilken kunskap behöver en lärare ha för att undervisa i mate-

matik? På vilket sätt definieras PCK? Hur kan lärares PCK utvecklas? Vil-

ken kunskap förvärvar lärare då de deltar i lesson och learning studies? 

Vilken kunskap kan en genomförd learning study generera? 

I avhandlingens båda learning studies har en grupp lärare undersökt vad 

eleverna behöver lära för att förstå två specifika innehåll i matematik; di-

vision med tal mellan 0 och 1 samt räta linjens ekvation. En sådan under-

sökning innebär att lärare tar del av tidigare forskningsresultat i syfte att 

öka sina matematikdidaktiska kunskaper som till exempel om elevers miss-
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uppfattningar, om elevers lärande och om innehållets hantering i under-

visningen. Lärares möjligheter att själva ta del av forskningsresultat kan 

anses vara begränsade då det vanligtvis inte införlivas i deras arbetsupp-

gifter. Detta innebär att även lärarna i den här studien, endast i mindre 

utsträckning, har läst artiklar på egen hand. Däremot har min roll varit 

sådan att jag har redogjort för forskningsresultat med relevans för studi-

erna, vilka vi sedan har diskuterat på våra träffar. Syftet med forskningsö-

versiktens sista delar (2:2 och 2:3) är att presentera den matematikdidak-

tiska forskningen som har diskuterats i lärargruppen. De forskningsresul-

tat som har varit underlag för delstudierna kan dock inte anses ge en hel-

täckande bild av tidigare forskning. I syfte att åstadkomma en något mer 

översiktlig bild har sedan en mer systematisk sökning gjorts.  

Inledningsvis var några matematikdidaktiska handböcker (Grouws, 1992; 

Hiebert, 1986; Lester, 2007; Mulligan & Mitchelmore, 1996) en utgångs-

punkt för denna sökning. De artiklar som berörde de aktuella ämnesinne-

hållen lästes, dessa visade sig även innehålla intressanta referenser, vilket 

ledde till en ny sökning. Sökningen resulterade i att jag fick en inblick i vad 

forskningen har resulterat i mellan åren 1980 till 2007. Sammanfattningsvis 

kan sägas att en hel del forskning berör elevers svårigheter, missuppfatt-

ningar och lärande. Endast i mindre utsträckning är relationen mellan  

missuppfattningar och hur dessa kan överkommas, empiriskt testade i 

klassrumsmiljö. Att finna forskningsresultat om vad det innebär att förstå 

de två aktuella lärandeobjekten har inte kunnat göras utifrån den beskrivna 

sökvägen. För detta ändamål har webbplatsen Kunskapsbank för lesson och 

learning study (ls.idpp.gu.se) genomsökts, vilket resulterade i att jag fann en 

resultatrapport samt en artikel. 

2:1 VILKEN MATEMATIKKUNSKAP BEHÖVER 

LÄRARE FÖR ATT UNDERVISA I MATEMATIK?  

Lärares ämneskunskaper har ansetts som den mest avgörande kunskaps-

komponenten för deras förmåga att undervisa. Lärare förväntas kunna 

mer avancerad matematik än den matematik de använder i undervis-

ningen. Denna uppfattning förändrades emellertid successivt under 1900-
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talet i USA (Shulman, 1986). Under 1970- och 1980-talen var det vanligt 

förekommande med studier som sökte svar på relationen mellan lärares 

kunskap i matematik och elevers förståelse av olika matematiska innehåll. 

Flertalet studier visar att det inte finns någon korrelation mellan lärares 

universitetsutbildning i matematik och deras elevers lärande i matematik 

(Davis & Renert, 2014). Under den här tiden uppstod också en stark di-

kotomi mellan ämneskunskaper och pedagogiska frågor inom den utbild-

ningsvetenskapliga forskningen och i den politiska debatten (Shulman, 

1986). Allmänna pedagogiska kunskaper sågs mer och mer som bety-

delsefullt för lärarnas profession. Till exempel var det vanligt förekom-

mande med forskning om hur lärare organiserade aktiviteter, hur de mö-

blerade klassrummet, hur de fördelade ordet mellan eleverna, hur stort 

talutrymme eleverna fick och hur lärare planerade lektioner. Shulman 

(1986) och hans kollegor ansåg att det var nödvändigt att utjämna denna 

obalans och ställde sig frågorna: Hur relaterar ämneskunskaper och peda-

gogiska kunskaper till varandra? Vad består lärares kunskapsbas av? Ett 

nytt sätt att tänka om lärares professionella kunskaper bredde ut sig inom 

det utbildningsvetenskapliga fältet – pedagogical content knowlege (PCK). 

2:1:1 VILKEN SPECIELL FORM AV KUNSKAP BEHÖVER 

LÄRARE FÖR ATT UNDERVISA I MATEMATIK? 

Med införandet av PCK ville man belysa en speciell form av ämneskun-

skap för undervisning vilket alltså vare sig är det samma som rena äm-

neskunskaper eller generella pedagogiska kunskaper (Shulman, 1986; 

Shulman, 1987). PCK beskrivs som en unik kunskapskomponent som 

syftar på, det sätt varpå ett ämnesinnehåll hanteras i undervisningen så att 

det blir begripligt för andra. Av Shulman (1986) beskrivs det på följande 

sätt: 

Within the category of pedagogical content knowledge I in-

clude, for the most regularly taught topics in one’s subject 

area, the most useful forms of representation of those ideas, 

the most powerful analogies, illustrations, examples explana-

tions, and demonstrations-in a word, the ways of represent-

ing and formulating the subject that make it comprehensible 

to others. (s. 9) 
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PCK väckte stort intresse inom matematikdidaktisk forskning i engelsksprå-

kiga länder. I många andra länder fick begreppet inte lika stor genom-

slagskraft, eftersom man där hade uppmärksammat samma frågor men 

använde termen ämnesdidaktik i stället (Davis & Renert, 2014). Citatet 

 

 

ovan är intressant eftersom det sätter fingret på en speciell lärarkunskap

som är något annat eller mer än den matematikkunskap som andra

välutbildade vuxna har. För att lärare ska kunna transformera 

sina ämneskunskaper till eleverna måste de till exempel ha kunskap

om de mest användbara representationerna, de mest effektiva 

analogierna, illustrationerna eller exemplen för att göra ämnet begripligt. 

Men jag finner det högst relevant att ställa frågan: Kan en lärare veta vilka 

exempel eller analogier som är bäst lämpade om de inte har reflekterat 

över vad det är eleverna behöver lära för att utveckla kunskaper om något 

specifikt?  

Under 1990-talet plockade många upp PCK-begreppet och omarbetade 

det eller utvecklade det vidare (Davis & Renart, 2014; Depeape, 2013). 

En av dem var Ma (1999) som undersökte amerikanska och kinesiska 

grundskollärares ämneskunskaper och deras PCK. Hon visade att trots 

att de kinesiska lärarna hade en kortare formell utbildning än de ameri-

kanska lärarna så hade de både bättre matematikkunskaper och PCK. Ma 

introducerade begreppet profound understanding of fundamental mathematics. 

Med detta belyser hon en specifik kunskap som karaktäriseras av bredd, 

djup och precision och som står i motsats till en vanligt förekommande 

uppfattning om att grundskolans matematikinnehåll skulle vara simpelt: 

It is the awareness of the conceptual structure and basic at-

titudes of mathematics inherent in elementary mathematics 

and the ability to provide a foundation for that conceptual 

structure and instill those basic attitudes in students. A pro-

found understanding of mathematics has breadth, depth and 

thoroughness. (s. 124) 
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Kunskapen innebär således en medvetenhet om strukturer och gällande 

matematiska idéer med relevans för skolans matematik, samband mellan 

olika begrepp och strategier samt fördelar och nackdelar med olika tillvä-

gagångssätt för att få eleverna att förstå matematik. Ma visade att de ki-

nesiska lärarna i betydligt större utsträckning än de amerikanska hade ut-

vecklat den här medvetenheten. De kunde till exempel med exakthet peka 

ut vad, i termer av vilket ämnesinnehåll, de skulle behandla i undervis-

ningen för att eleverna skulle lära sig något specifikt. De kunde härleda 

ursprungliga matematiska idéer och använda dem för att förklara och visa 

på struktur och samband och de kunde ge olika lösningar på problem. 

Frågor om i vilken utsträckning lärares matematikkunskaper och PCK re-

laterar till varandra har undersökts och debatterats flitigt allt sedan Shul-

mans introduktion, vilket har resulterat i att begreppet också har blivit 

kritiserat (Depaepe m.fl., 2013; Speer, King & Howell, 2015). Till exempel 

menar man att det inte går att särskilja PCK och ämneskunskaper ef-

tersom lärares undervisningsval alltid baseras på ett ämnesinnehåll relate-

rat till pedagogiska kunskaper. PCK anses vara en speciell form av kun-

skap som är otänkbar utan tillräckliga ämneskunskaper och således kan 

ett underskott av matematikkunskaper vara till nackdel för lärares PCK. 

Men det framhålls också att ämneskunskaper inte kan ersätta PCK utan 

att dessa två kategorier måste få uppmärksamhet både i lärarutbildning 

och lärarfortbildning (Baumert, Kunter, Blum, Brunner, Voss m.fl., 

2010).  Att ökade matematikkunskaper kan vara en viktig källa för att lä-

rare ska utveckla PCK betonas även i andra studier (Davis & Renert, 

2013; Chazan, Yerushalmy & Leikin, 2008; Krauss, Brunner, Kunter, 

Baumert, Blum, Neubrand m.fl., 2008; Leikin, 2004). Andra  hävdar att 

begreppet måste breddas eller fördjupas så att faktorer som klassrums-

kontext, intentioner, motivation, identitet och värdegrund inte hamnar i 

skymundan (Depaepe m.fl., 2013; Oslund, 2012; Tsay, Judd, Hauk & Da-

vis, 2011). En annan form av kritik som har förts fram berör, vad man 

menar är, vaga beskrivningar av PCK samt avsaknaden av undervisnings-

praktik (Ball m.fl., 2008; Hill m.fl., 2005). Denna kritik ledde fram till att 

fokus riktades mot att förstå innebörden av begreppet i mer exakta ter-

mer, till exempel som en kunskapsform som kan benämnas ”knowledge-

in-action”. Både Ball m.fl. (2008) och Hill m.fl. (2005) intresserade sig för 
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den kunskap som lärare använder i sitt dagliga arbete och lyfte frågor om 

vilken matematik som är inbyggd i och kommer till uttryck i matematik-

undervisning. 

2:1:2 VILKEN MATEMATIK ÄR INBYGGD I 

MATEMATIKUNDERVISNING? 

Ball m.fl.(2008) genomförde ett flertal klassrumsstudier med fokus på den 

matematikkunskap som lärare använder i sitt dagliga arbete. Dessa studier 

resulterade i att de introducerade en modell, eller vad de själva menar är 

en praktikbaserad teori, om lärares matematikkunskap för undervisning 

(MKT). Det finns idag flera andra MKT-modeller eller teoretiska ram-

verk2 men Balls modell är mest refererad i den litteratur som ligger till 

grund för den här översikten. I likhet med PCK belyser Ball m.fl. (2008) 

också en speciell form av ämneskunskap som lärare behöver för att un-

dervisa. Enligt Depaepe m.fl. (2013) skiljer sig PCK och Balls m.fl. (2008) 

MKT-modell åt genom att den senare har utvecklats vidare från det mer 

teoretiska PCK-begreppet samt att den har vuxit fram som ett resultat av 

empiriska studier. Ball m.fl. (2008) betonar att matematikpraktiken måste 

ses som inkluderad i lärares speciella matematikkunskap: ”What seem 

most important are knowing and being able to use the mathematics re-

quired inside the work of teaching.” (s. 404) Deras empiriska studier re-

sulterade i att de specificerade ämneskunskaper och PCK ytterligare, ge-

nom att beskriva varje kunskapsområde med tre kategorier3. Ett exempel 

på en sådan kategori är kunskap om elevers (miss)uppfattningar av ämne-

sinnehållet.  

 

                                                      

2 Till exempel: Mathematics for Teaching (Davis & Simmt, 2006), Being mathe-
matical with and in front of learners (Mason, 2008), Knowledge Quartet (Row-
land, Turner, Thwaites & Huckstep, 2009) 

3 Kategorierna inom ämneskunskaper är: common content knowledge, special-
ized content knowledge och horizon content knowledge 

Kategorierna inom PCK är: knowledge of content and students, knowledge of 
content and teaching och knowledge of curriculum  
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Konstruktionen med tre kategorier av PCK respektive ämneskunskaper 

har använts i andra studier för att studera och undersöka matematikun-

dervisning och den kunskap som behövs för att undervisa i matematik. 

Detta har gjorts med flera olika forskningsfokus till exempel; relationen 

mellan olika kategorier, beskaffenheten av PCK eller MKT, relationen 

mellan PCK och undervisning, relationen mellan PCK och elevers lä-

rande, relationen mellan PCK och lärares individuella egenskaper samt 

utveckling av lärares PCK (Depaepe m.fl., 2013). Ett flertal studier visar 

på lärares kunskapsbrister i relation till de olika kategorierna av MKT 

(Cengiz, m.fl., 2011; Dreher & Kuntze, 2015; Mitchell, Charalambous & 

Hill, 2014; Manizade & Mason, 2011). Resultatet från Cengiz m.fl. (2011) 

studie är att erfarna högstadielärare som undervisar i matematik utnyttjar 

samma MKT-kategorier men i olika utsträckning och på olika vis. Vidare 

visar deras studie att lärares individuella MKT vägleder dem till olika be-

slut i ett undervisningsmoment där eleverna förväntas kunna redogöra för 

hur de tänker och resonerar. Dessa skillnader avspeglar sig i olika möjlig-

heter för eleverna att lära. Cengiz och hennes kollegor identifierade att 

lärarna hade en skiftande förmåga i att hjälpa eleverna att kunna förklara 

hur de tänker samt att de hade skiftande kunskap om sina elevers svårig-

heter. I likhet med Mas (1999) studie, pekade lärarna i den här studien ut 

viktiga matematiska idéer eller beståndsdelar av ett specifikt ämnesinne-

håll, som de menade var viktiga att behandla i undervisningen. 

Davis och Renert (2014) menar att många studier som varit centrerade till 

frågor om vilken matematik som är inbyggd i och som kommer till uttryck 

i matematikundervisning har bidragit till att kunskapen kan förklaras i ter-

mer av ”knowing differently”. Med detta vill man belysa att lärares speci-

fika kunskap inte ska ses som ”knowing more mathematics”. Man syftar 

på en annorlunda matematikkunskap som har identifierats i matematiklä-

rares praktik som innebär att lärare ”packar upp” (Ma, 1999; Ball, Hill & 

Bass, 2005) matematiska idéer i syfte att belysa idéernas beståndsdelar el-

ler i syfte att begripliggöra exempelvis bilder och analogier som kan vara 

förknippade med den matematiska idén. 

Men hur kan lärare utveckla professionell och specifik matematikkun-

skap? Det finns studier där det framhålls att lärare ska fortbilda sig med 

fokus på att täcka de kunskapsbrister de har (Lannin m.fl., 2013; Wilkie, 
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2013). I dessa fall uppfattas lärares PCK vara av en mer statisk karaktär. 

PCK kan också uppfattas som en mer dynamisk kunskap, detta gäller inte 

minst då forskningsintresset riktas mot hur lärare kan utveckla PCK 

(Blanco, 2004; Cochran, 1993; Davis & Simmt, 2006; Koellner, Jacobs, 

Borko, Schneider, Pittman, Eiteljorg, Bunning & Frykholm, 2007; Leikin, 

2004; Steele & Rogers, 2012; Mason, 2008). Till exempel menar Blanco 

(2004) att lärares individuella PCK kan utvecklas under förutsättning att 

de analyserar och reflekterar över sina personliga övertygelser, kunskaper 

och attityder i förhållande till nya undervisningserfarenheter: ”The PCK 

is dynamic in so far as teaching practice and reflection-action allow the 

teachers to reconsider their knowledge, modifying or reaffirming part of 

the same.” (s. 33) Som tidigare har nämnts finns det studier som belyser 

vad lärare inte kan, men det finns också många studier där fokus riktas på 

vad lärare kan. Med utgångspunkt i att lärare har en tyst kunskap som 

iscensätts i deras dagliga arbete hävdas det från många håll att lärare be-

höver reflektera över sin undervisningspraktik för att utveckla PCK 

(Chapman, 2013; Davis & Renert, 2013; Mitchell m.fl., 2014; Steele & 

Rogers, 2012). I samband med sådana rekommendationer, så efterfrågas 

också en kunskapssyn där lärare ses som producenter av matematikkun-

skap, vilket ofta är fallet i olika arrangemang för kollegialt och praktikba-

serat lärande (Chapman, 2013; Hill m.fl., 2008; Koellner m.fl., 2007; 

Kuntze, 2012; Leikin, 2004; Steele & Rogers, 2012; Vale, McAndrew & 

Krishnan, 2011; Wang & Paine, 2003. Men är det någon skillnad på att 

reflektera över sin undervisning och att studera den egna undervisningen 

med avseende på att producera kunskap? 
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2:1:3 HUR MÅSTE LÄRARE KUNNA MATEMATIK FÖR ATT 

DEN SKA KOMMA TILL UTTRYCK I UNDERVISNINGEN? 

Med utgångspunkt i de olika frågor som har ställts under de senaste de-

cennierna om vilken kunskap lärare behöver för att undervisa, gör Davis 

och Renert (2014) en sammanställning för att belysa olika aspekter av 

lärares professionella kunskap (figur 2). De menar att tidigare forskning 

har visat att lärare behöver formell matematikkunskap (formal content 

knowledge), PCK (specialized pedagogical content knowledge) och 

praktikbaserad kunskap (content knowledge entailed in the work of te-

aching). Men sammanställningen används även för att belysa en annan 

form av kunskap som de kallar profound understanding of emergent mathema-

tics.  

Figur 2. En sammanställning av fyra olika kunskapsaspekter som bygger på 

varandra (Davis & Renert, 2014, s. 118). 

Denna kunskapsaspekt inkluderar de tidigare tre och innebär “a way of 

being with - mathematics that includes but elaborates formal content 

knowledge, specialized pedagogical content knowledge, and the content 

knowledge entailed in the work of teaching” (s. 118). I jämförelse med 

begreppet profound understanding of fundamental mathematics (Ma, 1999) så vill 

man belysa en dynamisk karaktär av lärares kunskap. Begreppet syftar på 
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ett skifte från formella individuella matematikkunskaper till en ny kollek-

tiv kunskap om samma matematik men i förhållande till elevers lärande. 

Detta sätt att se på lärares kunskap är ett resultat av frågeställningen Hur 

måste lärare kunna matematik för att den ska komma i uttryck i undervisningen4 

och flera års arbete tillsammans med lärare i concept studies. Utgångs-

punkten för concept study är tidigare forskning (Begle, 1979; Baumert 

m.fl., 2010; Shulman, 1986) som visar att det inte finns något samband 

eller endast ett ytterst litet samband mellan längden på lärares formella 

matematikutbildning och deras elevers prestationer. Man menar att det är 

nödvändigt med djupa ämneskunskaper men att det är långt ifrån tillräck-

ligt för att kunna undervisa så att eleverna lär det som är avsett (Davis & 

Renert, 2013). Concept study beskrivs som ett lärardrivet forskningsar-

rangemang med en kollaborativ karaktär som syftar till att utveckla under-

visning och elevers lärande (Davis & Renert, 2014). Men det mest intres-

santa för den här avhandlingens del är att concept study i likhet med le-

arning study har starkt innehållsfokus.  

Davis och Renert (2014) menar att concept study i sin tur är inspirerad av 

concept analysis som var vanligt förekommande i matematikdidaktisk 

forskning från 1960-talet till 1980-talet. Concept analysis ”focuses on ex-

plicating logical structures and associations that inhere in mathematical 

concepts.” (s. 39) I början av 2000-talet utvecklades concept study i Ca-

nada utifrån ett projekt där forskare och lärare regelbundet träffades för 

att undersöka specifika ämnesinnehåll i matematik, vilka lärarna fann ut-

manande eller problematiska på ett eller annat sätt (Davis & Simmt, 2006). 

Sedan dess har concept study använts för att utveckla lärares kunskaper 

om lärande och undervisning av specifika matematikinnehåll. Den kollek-

tiva undersökningen utgörs av ett antal möten där lärargruppen analyserar 

ett valt matematiskt område. Analysen innehåller olika moment som; kart-

läggning av elevernas förståelse av området utifrån undervisningserfaren-

heter, reflektioner om på vilket sätt elevers olika förståelse relaterar till 

varandra, kartläggning av hur olika begrepp inom området relaterar till 

                                                      

4 “How must teachers know mathematics for it to be activated in the moment 
and in the service of teaching?” (Davis & Renert, 2014) 
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varandra samt reflektioner över logiska konsekvenser av olika sätt att för-

stå. I jämförelse med figur 2 kan man se att dessa aktiviteter relaterar till 

formella matematikkunskaper, PCK och praktikbaserad kunskap som att 

till exempel analysera och ”packa upp” matematiska begrepp.  

Davis och Renert (2014) menar att den kunskap som lärarna har i början 

av en studie utgörs av en formell ämneskunskap samt en erfarenhetsba-

serad kunskap om undervisning och lärande i matematik. De olika ana-

lysstegen är ett verktyg för att omtolka och omarbeta tidigare kunskap till 

nya insikter om undervisning och lärande i relation till ett specifikt mate-

matiskt begrepp eller idé. Gruppens kartläggning sammanfattas sedan i 

någon form av lista som kan innehålla metaforer, analogier, bilder, exem-

pel som kan användas i undervisningen för att representera ämnesinne-

hållet. Denna kunskapsprodukt ses inte enbart som en individuell förvär-

vad kunskap utan det framhålls att lärargruppen skapar en produkt som 

kan kommuniceras till andra lärare. Men till skillnad från learning study 

bygger concept study inte på en systematisk undersökning av undervis-

ningen. Det kan därför vara relevant att anta att varken lärares tysta kun-

skap eller elevers förståelse av ämnesinnehållet i den autentiska undervis-

ningen undersöks. Vad får det för konsekvenser för att förstå lärares 

PCK? En annan skillnad i relation till learning study är att ett betydligt 

större matematiskt område analyseras än vad ett lärandeobjekt skulle 

kunna utgöras av. Concept study är ett arrangemang av kollegialt lärande 

i syfte att utveckla lärares PCK. Lesson study och learning study är andra 

arrangemang som har likheter med concept study och som därför också 

borde kunna användas i syfte att utveckla lärares PCK.  

2:1:4 LESSON STUDY 

Internationella undersökningar som TIMSS och PISA har visat att asia-

tiska elever presterar bättre i matematik än västerländska elever. En studie 

som har fått stor uppmärksamhet i samband med dessa undersökningar 

är the Teaching Gap (Stigler & Hiebert, 1999). Stigler och Hiebert (1999) 

visade att japanska elevers suveräna resultat kunde tillskrivas lesson study 

arrangemanget. Forskarna argumenterade för att japanska lärare ständigt 

deltar i en pågående kunskapsutveckling om vad som leder till effektiv 
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undervisning eftersom de av tradition använder lesson study för att sys-

tematiskt studera och vidareutveckla undervisningen. Lesson study bör 

ses som ett samlingsbegrepp som omfattar olika arrangemang. En del har 

formen av nationella nätverk som samlar en stor grupp lärare. Andra ar-

rangemang drivs på lokala skolor av ett mindre antal lärare och karaktäri-

seras av en typisk design med upprepad planering-undervisning-reflekt-

ion. Oavsett arrangemang, är det möjligt att påstå att lesson study i stort 

sett involverar hela japans lärarkår. Till exempel har 98 procent av alla 

statliga grund- och gymnasieskolor respektive 88 procent av alla privata 

gymnasieskolor genomfört en eller fler lesson studies (Chichibu & Kihara, 

2013).   

Efter att the Teaching Gap hade uppmärksammats, fick lesson study stort 

genomslag bland annat i USA (Lewis, 2005; Lewis, Perry & Murata, 2006) 

och i Stor Britannien (Dudley, 2012; Elliott, 2012). I dessa länder har less-

son study använts i lärarutbildningen och i fortbildningssyfte av verk-

samma lärare. Det har visat sig att lesson study utvecklar de individuella 

lärarna så att de blir skickligare, vilket i sin tur påverkar elevernas lärande 

i positiv riktning (Dudley, 2012; Ermeling & Graff-Ermeling, 2014; Law, 

2013; Lewis, 2005; Lewis, Perry & Hurd, 2009; Yoshida, 2012). Att lärare 

blir skickligare innebär att de exempelvis förbättrar sina ämneskunskaper, 

sina lektionsplaneringar och undervisningen, sin förmåga att observera 

elever, sin motivation samt sin förståelse för sambandet mellan daglig 

undervisning och långsiktiga mål (Lewis, 2005). Lärare kan också utveckla 

kunskaper om formativ bedömning av elevers lärande (Norwich, Dudley 

& Ylonen, 2014). I relation till Davis och Renerts (2104) kunskaps-

aspekter kan man förstå lärares utvecklade kunskaper då de deltar i lesson 

studies, som exempel på formell matematikkunskap, PCK och praktikba-

serad kunskap. Men kan lesson study generera en kunskapsprodukt som 

inte enbart ses som en individuell förvärvad kunskap? 

2:1:5 LESSON STUDY OCH KUNSKAPSPRODUKTEN 

Ovanstående översikt visar att lesson study framför allt används i fort-

bildningssammanhang i syfte att utveckla lärare till att bli mer kvalifice-

rade inte i termer av att producera kunskap. Att lärare blir mer kvalifice-
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rade som ett resultat av ett kollegialt lärande och en systematisk under-

sökning av den egna praktiken kan förvisso ses som en produkt. Men en 

kunskapsprodukt ses ofta som något mer än individuell kunskap. Termen 

används för att belysa den produkt som kan genereras i undervisnings-

praktiken av lärare och som andra lärare kan använda (Law, 2013; Morris 

& Hiebert, 2011).  

Lesson study-processen kan emellertid också ses som ett arrangemang där 

lärare kan producera kunskap för andra lärare (Elliott, 2012; Law, 2013; 

Morris & Hiebert, 2011. Elliott (2012) liknar klassrummet vid ett labo-

ratorium där de olika faserna, identifiera ett undervisnings- eller lärande-

problem, designa och genomföra lektioner, reflektera-testa-verifiera egna 

idéer i syfte att finna lösningar på det identifierade problemet, bidrar till 

att producera kunskap om vad som behövs för att utveckla elevernas lä-

rande. Det är vanligt förekommande att sådan kunskap sammanfattas i 

lektionsplaner som andra lärare kan ta del av. Morris och Hiebert (2011) 

menar att kunskapsprodukten i en lesson study just är lektionsplanen. På 

liknande sätt menar Law (2013) att lärare producerar kunskap om under-

visning och lärande i en lesson study. Men han betonar att produkten 

också måste belysa en förändring i sättet att tänka om undervisning och 

elevers lärande: 

Reinventing teaching in mathematic classrooms, to me, 

means that teachers come to be aware of the action under-

taken through which they reformulate the mathematical 

knowledge for teaching and generate new hypotheses for 

empirical validation by experimenting with the learners. (s. 

111)  

Av citatet framkommer att kunskapsprodukten innebär att lärare omfor-

mulerar sin matematikkunskap. Den dynamiska karaktären av kunskap 

kan liknas vid begreppet profound understanding of emergent mathematics (Davis 

& Renert, 2014). Men Law (2013) betonar att nya hypoteser och kun-

skaper valideras i lesson study genom att autentisk undervisning studeras. 

I concept study görs det inga systematiska undersökningar av undervisningen. 
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Emellertid finns det en del barriärer eller utmaningar för att genomföra 

lesson studies med hög kvalité. Ett sådant exempel är att amerikanska 

lärare av tradition inte har tid för kollaborativt arbete och att genomföra 

forskningslektioner (Yoshida, 2012). Det är också känt att det är svårt att 

hålla kvar lärares fokus på elevers lärande genom en hel studie (Chokshi 

& Fernandez, 2004). En orsak till detta kan vara avsaknaden av ett ge-

mensamt teoretiskt ramverk. Pedagogiska teorier används (Yang & Ricks, 

2011) och bygger upp resultaten i en lesson study men för att utmana 

tidigare erfarenheter och för att hjälpa lärare att fokusera på planering, 

undervisning och lärande behövs mer explicita teorier (Elliott, 2012; Nut-

hall, 2004; Pang & Lo, 2012). 

2:1:6 LEARNING STUDY 

I likhet med lesson study är learning study lärardriven i termer av att det 

är lärarna som äger forskningsfrågorna samt att de analyserar och revide-

rar lektioner. En signifikant skillnad mellan lesson och learning study är 

att learning study baseras på variationsteorin. Enligt Pang och Lo (2012) 

och Elliott (2012) är variationsteorin ett exempel på en explicit teori som 

hjälper lärare att analysera relationen mellan undervisning och lärande. 

Tidiga learning studies som genomfördes i Hong Kong prövade huruvida 

variationsteorin kunde fungera som en guidande princip (Lo m. fl, 2005; 

Marton & Tsui, 2004; Pang & Marton, 2003; Pang & Lo, 2012). Dessa 

studier bygger på att variationsteorin adderades till lesson study och ett 

samstämmigt resultat är att teorin är ett effektivt verktyg som hjälper lä-

rare att ta kloka beslut om undervisning. Mer specifikt innebär detta att 

lärare analyserar och designar undervisning i syfte att kvalitativt förändra 

elevernas sätt att förstå specifika lärandeobjekt inom olika ämnesområ-

den. Flera learning studies har, sedan dess genomförts, i andra delar av 

värden, inom olika ämnen och på olika stadier (Davies & Dunnill, 2008; 

Holmqvist, Brante & Tullgren, 2012; Runesson, 2007; Runesson & Kull-

berg, 2010; Vikström m.fl, 2013; Wallerstedt, 2014). I likhet med de tidi-

gare studierna i Hong Kong visar även dessa studier att elevernas lärande 

avsevärt förbättras i slutet av en studie. Men vilka implikationer leder den 

teoretiska inramningen till med avseende på forskningsobjekt och lärares 

speciella form av kunskap för undervisning? Även om de ovan beskrivna 

studierna inte fokuserar specifikt på frågor om lärares kunskap brukar 
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man ändå förklara att lärare utvecklar en förmåga att designa undervisning 

med fokus på specifika lärandeobjekt, vilket gynnar elevers lärande. 

Även om det har visat sig att variationsteorin och learning study bidrar till 

att lärarna förbättrar sin undervisning och därmed hjälper sina elever att 

lära, är det också känt att teorin inte på förhand säger något om hur äm-

nesinnehållet ska behandlas. Det har till exempel visat sig att en av de 

största utmaningarna för lärare, även om de har en gedigen undervisnings-

erfarenhet, är att identifiera lärandeobjektets kritiska aspekter (Pillay, 

2013). En annan utmaning för lärare som deltar i learning studies är att 

komma till insikt om hur kritiska aspekter kan behandlas i undervisningen 

så att eleverna lär det som är avsett. Det krävs både en del uppfinningsri-

kedom och ett systematiskt prövande i verkliga undervisningssituationer 

för detta (Lo & Marton, 2012; Pillay, 2013). Tidigare forskning har även 

visat att fastän lärare tar kloka gemensamma beslut om hur ämnesinne-

hållet ska behandlas kan det vara svårt att realisera en lektionsplan i under-

visningen. Lärares individuella uppfattningar om undervisning och ämne-

sinnehåll kan till exempel vara starkare än de gemensamma besluten vilket 

kan påverka lektionens genomförande (Wernberg, 2009). 

Andra studier fokuserar mer explicit på frågor om lärares kunskapsut-

veckling i termer av vad det är lärarna lär sig då de blir bättre (Andrew, 

2012; Gustavsson, 2008; Holmqvist Olander & Bergentoft, 2014; Hol-

mqvist, 2011; Lo, m.fl., 2005; Marton & Tsui, 2004, Pillay, 2013; Ru-

nesson, 2008).  När lärare själva får uttrycka vad de lär sig framhåller de 

till exempel att de blir bättre på att fokusera på elevers lärande och elevers 

svårigheter, fokusera på ämnesinnehållet samt använda variationsteorin 

som ett pedagogiskt verktyg för att planera lektioner (Andrew, 2012; 

Pillay, 2013). Dessa resultat ligger i linje med andra studier med fokus på 

lärares kunskapsutveckling i learning studies men där de själva inte har 

blivit tillfrågade. Det är till exempel känt att lärare fokuserar mer på inne-

hållsliga aspekter och mindre på undervisningsstrategier och hjälpmedel 

efter att de har deltagit i mer än en learning study (Gustavsson, 2008). Det 

är även känt att lärare utvecklar variationsteoretiska insikter när de deltar 

i learning studies samt att ju mer de använder variationsteoretiska princi-

per när de planerar lektioner desto bättre blir effekterna på elevernas lä-

rande (Holmqvist, 2011; Holmqvist Olander & Bergentoft, 2014; Pillay, 
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2013). Det förefaller även som om learning study är ett effektivt verktyg 

som kan utveckla lärares kunskaper om undervisning och lärande i termer 

av att strukturera ämnesinnehållet. Kullberg m. fl (accepterad) undersökte 

10 lärares undervisning före och efter deras deltagande i tre learning stu-

dies. Lärarna i studien undervisade en lektion utifrån ett eget valt ämnes-

innehåll i matematik eller i naturorienterande ämnen före sitt deltagande 

i tre learning studies. Ett halvår efter deltagandet planerade och genom-

förde lärarna en lektion med samma ämnesinnehåll som den första lekt-

ionen.  Det visade sig att det fanns en gemensam skillnad i sättet varpå 

lärarna förändrade sitt sätt att undervisa. Trots att alla lärarna undervisade 

olika ämnesinnehåll förändrade de sitt sätt att strukturera och sekvensera 

ämnesinnehållet. I den första lektionen behandlades ett begrepp i taget men 

i den uppföljande lektionen behandlades både fler begrepp samtidigt och 

skillnader mellan begreppen.  

 

Den här avhandlingens studie har vissa likheter med Holmqvists (2011) 

studie med avseende på design och forskningsfokus och därför kan det 

vara extra intressant att titta lite närmare på den studiens resultat. Lärarna 

i Holmqvists studie deltog i tre learning studies i ämnet engelska under 

tre terminer. Under dessa terminer förändrades lärarnas fokus från en mer 

generell nivå till en mer detaljerad nivå med avseende på hur de diskute-

rade, analyserade och identifierade lärandeobjektets kritiska aspekter. I 

början av studien fokuserade lärarna förvisso på ämnesinnehållet men 

detta gjordes på ett för givet taget sätt utan att involvera elevernas förstå-

else av ämnesinnehållet. I ett senare skede i studien diskuterade lärarna 

ämnesinnehållet och ämnesinnehållets behandling på en mer detaljerad 

nivå. Detta innebar att de kunde identifiera fem kritiska aspekter utifrån 

en analys av elevernas svar på förtestet samt att de reflekterade över 

huruvida det kunde vara fördelaktigt att behandla en kritisk aspekt i taget 

eller flera kritiska aspekter samtidigt. 

 

Även lärarstudenters lärande i learning studies har studerats (Lai & Lo-

Fu, 2013; Yuk, 2012; Wood, 2013). Resultat från dessa studier visar stora 

likheter med tidigare beskrivna studier. Exempelvis visar det sig att vari-

ationsteorin är ett verktyg som även hjälper lärarstudenter att fokusera på 
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ämnesinnehållet, att avgränsa ett större ämnesområde samt att bli med-

vetna om lärandeobjektet. Lai och Lo-Fu (2013) har mer ingående stude-

rat vad lärarstudenter lär sig och på vilket sätt deras uppfattningar om 

matematikundervisning och lärande förändras då de deltar i learning stu-

dies. De lät sina studenter skriva dagbok under en studie och använde 

MKT-komponenterna specialized content knowledge, knowledge of content and 

students and knowledge of content and teaching (Ball m.fl., 2008) för att analysera 

dagbokstexterna. Analysen visar att lärarstudenterna förvärvade både ma-

tematisk och pedagogisk kunskap. Forskarna menar att studenterna ut-

vecklade en specialiserad ämneskunskap när de blev medvetna om att god 

matematikundervisning kräver både strukturella- och operationella 

aspekter. Innan studenterna deltog i studien framhöll de att operationella 

aspekter, till exempel beräkningsstrategier, var viktigast för elevernas lä-

rande. I början av studien menade studenterna också att matematikäm-

nets hierarkiska struktur skulle följas i undervisningen. Men under studi-

ens gång utvecklade de en kunskap med mer fokus på eleverna. Detta 

innebar att studenterna blev mer och mer medvetna om betydelsen av att 

involvera elevernas missuppfattningar i undervisningsplaneringen. En an-

nan förändring som belyser kunskap om undervisning var att studenterna 

kom till insikt om att komponenter som till exempel att välja passande 

uppgifter och hjälpmedel, att sekvensera frågor samt att använda ett pre-

cist språk var viktigare än vad de tidigare trott.  

 

De studier som det har rapporterats om här visar att lärare utvecklar kun-

skap då de deltar i learning studies. Denna kunskap skulle kunna förstås 

som olika aspeker av PCK (Ball, m.fl., 2008; Davis och Renert, 2014; 

Shulman, 1986) även om ingen mer än Lai och Lo-Fu (2013) explicit talar 

om lärares kunskap i termer av PCK. Nyligen har även Nilsson (2014) 

argumenterat för att kunskap som lärare utvecklar i learning study, så som 

egen förståelse av matematik, om elevers förståelse och om undervis-

ningsstrategier är exempel på att de utvecklar PCK. Men ska en sådan 

kunskap betraktas som individuell eller är det möjligt att prata om en kun-

skap som en produkt som andra kan ta del av? Vad utgörs i sådana fall en 

sådan kunskapsprodukt av?  
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2:1:7 LEARNING STUDY OCH KUNSKAPSPRODUKTEN 

Gemensamma drag för lesson och learning study är den kollektiva och 

iterativa processen vilket innebär att lärarna formulerar forskningsfrågor 

och cykliskt arbetar med lektionsplanering, undervisning, analys och lekt-

ionsrevidering i syfte att utveckla elevernas lärande eller klassrumsprakti-

ken. Som tidigare är nämnt, syftar en lesson study till att utveckla lärares 

så väl som elevers lärande (Dudley, 2012; Ermeling & Graff-Ermeling, 

2014; Law, 2013; Lewis, 2005; Lewis m.fl. 2009; Yoshida, 2012) och kun-

skapsprodukten beskrivs oftast vara en lektionsplan (Morris & Hiebert, 

2011). Men eftersom variationsteorin används i learning study som ett 

pedagogiskt verktyg, hamnar elevernas lärande av ett specifikt lärandeob-

jekt i förgrund. Vidare innebär detta att lärarna under learning study-pro-

cessen försöker att identifiera aspekter av ett specifikt ämnesinnehåll som 

är kritiska för eleverna att få syn på för att utveckla ett önskat lärande. 

Lärandeobjektets kritiska aspekter anses således vara en kunskapsprodukt 

av en learning study (Carlgren, 2012; Holmqvist Olander & Bergentoft; 

2014; Kullberg, 2012; Lo, 2012; Runesson, 2008; Vikström m.fl., 2013).  

För att finna lärandeobjektets kritiska aspekter används olika metoder 

bland annat, ”en granskning av de läroböcker som används, att lärarna 

sinsemellan diskuterar tidigare erfarenheter av undervisning i respektive 

moment, att intervjua elever, att ge noggrant utformade diagnostiska för- 

och eftertest och sedan analysera elevernas svar eller att observera lekt-

ioner som tidigare hållits av en annan lärare och lyssna noga på eleverna 

under lektionen för att ta reda på hur de uppfattar lärandeobjektet.” (Lo, 

2014, s 85) Men eftersom learning study ingår i studier som avser att be-

svara olika forskningsfrågor så lyfts kritiska aspekter fram i olika utsträck-

ning. En samstämmig beskrivning är ändå att kritiska aspekter formuleras 

i ämnesinnehållsliga termer. Nedan följer tre exempel på hur kritiska for-

muleras samt hur de kan identifieras. 

 

Beroende på vilken metod som används för att identifiera kritiska 

aspekter, på studiens forskningsfrågor och på arbetsfördelningen mellan 

forskare och lärare, kartläggs kritiska aspekter ibland enbart i inlednings-

fasen i en learning study. Holmqvist Olander & Bergentoft (2014) rap-
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porterar om en studie med syftet att undersöka hur lärares ökade kun-

skaper om variationsteorin påverkar elevers lärande. Studiens lärandeob-

jekt innebar att eleverna skulle förstå hur muskelspänningar kan regleras 

och tre kritiska aspekter identifierades utifrån elevintervjuer i studiens in-

ledning: i) det autonoma nervsystemets interna funktioner ii) skillnaden 

mellan vanlig och extra muskelspänning iii) att spänningsnivåerna kan re-

gleras. I Pang och Los (2012) studie använde lärarna enbart ett skriftligt 

test i studiens inledningsfas för att analysera och identifiera vad eleverna 

behöver lära för att utveckla förmågan att förstå begreppet lika delar inom 

ämnesområdet bråk. Analysen av testet resulterade i två kritiska aspekter 

i) nämnaren i ett bråktal ii) innebörden av nämnaren som ”lika delar”. 

I Kullbergs (2012) studie som handlade om att utveckla elevernas förmåga 

att göra beräkningar med negativa tal, visade det sig att interaktionen mel-

lan elever och lärare bidrog till att nya kritiska aspekter identifierades. Hon 

menar att det är sannolikt att elevernas frågor under lektionerna relaterar 

till någon specifik aspekt av lärandeobjektet som skulle kunna vara en kri-

tisk aspekt. I studien identifierades fyra kritiska aspekter för att utveckla 

förmågan att utföra beräkningar med negativa tal: i) skillnaden mellan 

symbolen för ett negativt tal och subtraktion ii) subtraktion som differens 

mellan tal iii) perspektivet i subtraktion iiii) strukturer i talsystemet. 

 

Eftersom man i en learning study så starkt fokuserar på lärandeobjektet 

och dess kritiska aspekter kan arrangemanget bidra med att producera 

kunskap med betydelse för andra lärare (Carlgren, 2012). I sådana studier 

blir lärandeobjektet forskningsobjekt och arrangemanget används på ett 

nytt sätt för att fokusera på kunnandets natur och att producera kunskap 

om vad det innebär att kunna specifika lärandeobjekt inom olika ämnes-

områden (Carlgren, Ahlstrand, Björkholm & Nyberg, 2014). 

2:1:8 KAN KUNSKAPSPRODUKTEN FRÅN LEARNING 

STUDIES KOMMUNICERAS OCH ANVÄNDAS AV ANDRA? 

De identifierade kritiska aspekterna anses vara kunskapsprodukten från 

en genomförd learning study. Men kan en sådan kunskapsprodukt kom-

municeras och användas av andra lärare i syfte att utveckla elevers lärande 

i en annan kontext? Tidigare studier visar att detta är möjligt (Kullberg, 

2010; Kullberg, 2012; Runesson & Gustafsson, 2012). Gemensamt för 
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dessa studier är att resultat från learning studies i termer av identifierade 

kritiska aspekter har kommunicerats till nya grupper av lärare. De nya lä-

rarna har sedan använt kunskapen om kritiska aspekter som en grund för 

att planera och genomföra undervisning i nya kontexter med nya elev-

grupper. I en av studierna kommunicerades resultat från en svensk le-

arning study i ämnet matematik till en ny grupp svenska lärare (Kullberg, 

2010; Kullberg, 2012). I Runessons och Gustafssons (2012) studie kom-

municerades resultat från en learning study i Hong Kong, med fokus på 

kreativt skrivande, till svenska lärare. Studierna visar att eleverna i de nya 

grupperna lärde sig mer om alla kritiska aspekter som identifierades i de 

första studierna behandlas än om bara några av de kritiska aspekterna be-

handlas i undervisningen. En slutsats som är möjlig att dra från studierna 

är att kritiska aspekter är en kunskapsprodukt som kan användas av andra 

lärare i nya undervisningssituationer. Slutsatsen reser samtidigt frågor om 

kunskapens generaliserbarhet. Carlgren (2012) menar att kunskapspro-

dukten från en learning study inte ska ses som en oföränderlig konstrukt-

ion av en universell sanning utan som en grund att bygga vidare på. Ru-

nesson och Gustafsson (2012) drar samma slutsats utifrån sin studie. De 

fann att det inte var tillräckligt att kommunicera kritiska aspekter till den 

nya lärargruppen. Den kommunicerade kunskapsproduktenen fördju-

pade förståelsen av den konkreta undervisningssituationen men forskarna 

menar samtidigt att det är viktigt att ta hänsyn till eleverna i den nya kon-

texten: 

The interactive character of the classroom was demonstrated 

in the way the students contributed to the space of learning 

also. Still, our interpretation is that the “product” of a Learn-

ing Study is sharable and dynamic, and can therefore be 

changed and developed. (s. 259) 

 

Eftersom den nya lärargruppen identifierade nya kritiska aspekter i sam-

spelet med eleverna, menar forskarna att kritiska aspekter inte är en sta-

tisk produkt och att det därför inte går att skapa listor med kritiska 

aspekter färdiga att använda i nya kontexter. De vill i stället betona den 

dynamiska karaktären av kunskapsprodukten. Detta innebär att identifi-
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erade kritiska aspekter kan användas som en resurs för undervisnings-

planering i nya kontexter men att man måste ta hänsyn till de aktuella 

elevernas förståelse. I och med att variationsteorin används systematiskt 

för att undersöka relationen mellan undervisning och lärande är det möj-

ligt att tala om att lärarna intar ett forskande förhållningssätt till den egna 

undervisningen (Carlgren, 2012; Lo, 2012). Ett forskande 

förhållningssätt förklaras kanske bäst med Elliotts (2012) beskrivning av 

klassrummet som ett laboratorium. Detta innebär att klassrummet är den 

plats där lärare bygger vidare på andras forskningsresultat genom att en 

lärandeteori används för att systematiskt analysera och producera kun-

skap om undervisning och lärande. Carlgren (2012) argumenterar för att 

lärares forskande förhållningssätt är att jämföra med klinisk forskning 

inom medicin. Inom medicinvetenskap är det vanligt förekommande att 

praktiker ses som producenter av kunskap som är av betydelse för yrkes-

utövningen. På liknande sätt, menar hon, borde skolans praktiker kunna

bedriva klinisk forskning som både erbjuder en förbättrad undervisnings-

praktik och som genererar ämnesdidaktisk kunskap med intresse för 

yrkeskåren.  

 

För att möjliggöra ett forskande förhållningssätt krävs emellertid ett an-

tal färdigheter som kan sammanfattas i ett antal kriterier som gäller för 

forskning i allmänhet. Fernandez (2002) menar att sådana kriterier skulle 

kunna vara: att formulera forskningsbara frågor, att designa experiment 

som undersöker det avsiktliga, att veta vilken data man ska leta efter i sin 

undersökning samt att analysera och tolka resultat. I och med ett större 

fokus på den kunskap som genereras, ställs det också krav på kritiska 

granskning och att resultaten kommuniceras. Efter en avslutad studie 

görs i regel en gemensam sammanfattning och dokumentation. Sprid-

ning och publicering av resultaten från en genomförd studie ser idag lite 

olika ut beroende på om kunskapsarbetet syftar till kompetensutveckling 

eller att producera ämnesdidaktiska resultat. I de fall där en forskare har 

deltagit i en studie är det vanligt att denne publicerar resultaten. Det fö-

rekommer även att lärare tillsammans med forskare eller på egen hand 

publicerarar resultat i artiklar (t.ex. Vikström m.fl., 2013), på internation-

ella konferenser (t.ex. WALS-konferensen) eller nationella konferenser 
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(t.ex. Matematikbiennalen).  Annars är det vanliga att lärargrupper pre-

senterar sina resultat på den lokala skolan för sina kollegor. Nu finns 

även möjlighet att presentera sammanfattningar av studier på kunskaps-

banken för learning study och lesson study. Kunskapsbanken är en 

webbplats (www.ls.idpp.gu.se) som Skolverket, Nationellt center för ma-

tematikutbildning (NCM) och Institutionen för didaktik och pedagogisk 

profession, Göteborg Universitet står bakom. En viktig fråga för fram-

tiden är i vilken form sådan kunskap bäst kan presenteras och kommu-

niceras till andra. En möjlighet skulle kunna vara att teoretiskt beskriva 

den undersökande processen beträffande varje lärandeobjekt (Carlgren, 

2012). 

2:1:9 KONKLUSION – ATT UTVECKLA LÄRARES PCK 

Det har ställts olika frågor i relation till vilken kunskap lärare behöver för 

att undervisa i matematik. Denna kunskap kan sägas bero på olika kom-

ponenter. Forskningen ger en blandad bild av hur lärare kan utveckla 

PCK. En linje visar att matematiklärare bör fortbilda sig inom de områ-

den där visar bristande kunskaper medan en annan linje framhåller olika 

kollegiala arrangemang med inslag av reflektioner över undervisning och 

lärande som avgörande. Concept study är ett exempel på ett kollegialt ar-

rangemang som har använts i syfte att utveckla lärares PCK. Lesson study 

och learning study har stora likheter med concept study, vilket gör det 

möjligt att använda dessa arrangemang i samma syfte. Lesson och learning 

study skiljer sig från concept study genom att den senare inte bygger på 

en systematisk undersökning av undervisningen. I learning study, till skill-

nad från lesson study, använder man en explicit lärandeteori, vilket har 

visat sig hjälpa lärare att fokusera på ämnesinnehållet och dess behandling 

i relation till elevers lärande.  

Det är tidigare känt att lärare utvecklar en förmåga att identifiera kritiska 

aspekter då de deltar i flera learning studies. Nyligen har forskare använt 

arrangemanget på ett nytt sätt - för att fokusera på kunnandets natur och 

att producera kunskap om vad det innebär att kunna specifika lärandeob-

jekt (Carlgren, Ahlstrand, Björkholm & Nyberg, 2014). Men vilken kun-

skap om lärande och undervisning i matematik utvecklar lärare när de 
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deltar i leraning study och systematiskt undersöker undervisningen utifrån 

en lärandeteori? 

2:2 DIVISION MED TAL MELLAN 0 OCH 1 

Det matematiska ämnesinnehållet i LS I är division med tal mellan 0 och 

1. Lärandeobjektet innebär att eleverna ska förstå varför kvoten i en divis-

ionsberäkning kan bli större än talet i täljaren, vilket är fallet då nämnaren 

är ett tal mellan 0 och 1 (exv. 
10

0,2
= 50). Lärandeobjektet relaterar till föl-

jande delar av det centrala innehållet taluppfattning och tals användning för 

årskurs 7-9 i kursplanen i matematik (Skolverket, 2011): 

 Reella tal och deras egenskaper samt deras användning i var-
dagliga och matematiska situationer. 

 Centrala metoder för beräkningar med tal i bråk- och decimal-
form vid överslagsräkning, huvudräkning samt vid beräkningar 
med skriftliga metoder och digital teknik. Metodernas använd-
ning i olika situationer. 

 Rimlighetsbedömning vid uppskattningar och beräkningar i 

vardagliga och matematiska situationer och inom andra ämnes-

områden 

 

Lärandeobjektet kan sägas vara relativt komplext, dels för att det införlivar 

flera delar av ett matematiskt innehåll och dels för att det har visat sig att 

ämnesinnehållet är förknippat med en del svårigheter och missuppfatt-

ningar. Lärarna i studien vill att eleverna ska kunna förstå varför kvoten 

blir större än talet i täljaren. Detta innebär att eleverna förväntas kunna 

använda någon/några metod(er) för att beräkna en divisionsuppgift 

och/eller kunna göra en rimlighetsbedömning. Det är känt att både tal i 

decimalform och division, var för sig, är svåra att förstå innebörden av. 

En stor mängd studier har genomförts i syfte att förstå de svårigheter som 

är förknippade med division och utvidgningen av talområdet från heltal 

till tal i decimalform (Bell, Swan & Taylor, 1981; Bell, Fischbein & Greer, 

1984; Fischbein, Deri, Nello & Marino, 1985; Resnick, Nesher, Leonard, 

Magone, Omanson & Peled, 1989; Steinle & Stacey, 1998; Vergnaud, 
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1980). Ytterligare en komplicerande faktor är att många lärare och bli-

vande lärare själva finner det svårt att förstå ämnesinnehållet och hur de 

kan undervisa om det (Lee, Brown & Orril, 2011; Ma, 1999; Tirosh, 2000).  

2:2:1 ATT FÖRSTÅ TAL I DECIMALFORM 

Tal i decimalform kan vara svåra att förstå eftersom elever sedan tidigare 

har rika erfarenheter av heltalen och hur de är uppbyggda. Då elever ska 

förstå detta måste de identifiera aspekter av heltalen som gäller för tal i 

decimalform, samtidigt måste de även identifiera vad som är unikt. Detta 

leder i många fall till att det är vanligt förekommande med övergenerali-

seringar, vilka kan ge upphov till ett antal missuppfattningar.  

Tidigare erfarenheter om siffrors platsvärde och antal siffror i ett tal kan 

till exempel bidra till missuppfattningen ”längre är större” - ”kortare är 

mindre” (Steinle & Stacey, 1998). Detta betyder att om två tal med olika 

antal decimaler som till exempel 1,3 och 1,295 jämförs uppstår svårigheter 

med att bedöma vilket tal som är störst. Missuppfattningen innebär att 

talet 1,295 anses vara störst eftersom det är längre och innehåller fler siff-

ror än talet 1,3, precis som att 295 är större än 3. En annan förklaring till 

missuppfattningen, är att decimaltecknet ignoreras (Irwin, 1996). Följden 

blir att talen behandlas som heltal (1295 är större än 13). En del elever 

verkar å andra sidan uppfatta att talet blir mindre, ju fler decimaler talet 

innehåller (Resnick m.fl., 1989). Detta förklaras bero på att en skillnad 

mellan siffrors värde i positionssystemet för heltal och tal i decimalform 

har identifierats. Utifrån tidigare kunskaper om att heltalen blir större ju 

längre åt vänster en siffra placeras uppfattas i stället tal i tecimalform vara 

uppbyggda med en struktur som är helt tvärt om, vilket resulterar i upp-

fattningen ”ju längre åt höger om decimaltecknet desto mindre tal”. Ett 

exempel i detta fall är att talet 0,065 uppfattas vara mindre än 0,06 ef-

tersom siffran 5 är placerad längre åt höger än siffran 6.  

Uppfattningarna som är beskrivna ovan är även en orsak till varför elever 

inte anser att tal som 0,7 och 0,70 eller 0,700 är lika stora. Irwin (1996) 

förklarar att övergeneraliseringar om hur heltalen benämns påverkar 

denna missuppfattning. Ett exempel på detta är att talet 700 benämns ”sju 

hundra” vilket påverkar förståelsen av talet 0,700. Om detta tal benämns 
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som ”noll-komma-sjuhundra” kan det innebära att eleverna uppfattar att 

talet är större än ”noll-komma-sjuttio” eller ”noll-komma-sju”.  

Det kan vara naturligt att tolka missuppfattningar beträffande tal i decimal-

form som ett problem som endast existerar initialt då elever möter ett nytt 

område i matematiken och således är av övergående karaktär. Men ef-

tersom flera av de ovan beskrivna resultaten kommer från studier genom-

förda med elever i åldrarna 10 till 15 år, är det möjligt att dra slutsatsen att 

missuppfattningarna även existerar bland äldre elever. Det finns all anled-

ning att se uppkomsten av missuppfattningar som ett undervisningspro-

blem. Irwin (1996) och Steinle (2004) menar att det kan bero på att man 

inte behandlar likheter och skillnader mellan siffrors platsvärde för heltal 

och tal i decimalform. 

2:2:2 RELATIONEN MELLAN UNDERVISNING OCH 

ELEVERS LÄRANDE 

I den litteratur som har varit utgångspunkt för den här översikten är det 

inte vanligt med studier som fokuserar på relationen mellan undervisning 

om tal i decimalform och elevers lärande. Däremot är det vanligt förekom-

mande att resultat om elevers lärande diskuteras i termer av implikationer 

för undervisningen. Utifrån ett kognitivistiskt perspektiv på lärande kan 

missuppfattningar om tal i decimalform associeras till elevers tidigare kon-

struerade scheman om heltal (Irwin, 1996; Irwin, 1997; Ni & Zhou, 2005). 

För att rekonstruera dessa scheman måste undervisningen bygga på kog-

nitiva konflikter där elever får möjlighet att ställa tidigare kunskap i relat-

ion till det nya talområdet. Ni och Zhou (2005) förordar att undervis-

ningen redan under de tidiga skolåren, borde organiseras så att heltal och 

rationella tal5 behandlas samtidigt. En sådan rekommendation säger dock 

väldigt lite om hur innehållet kan hanteras i mer exakta termer för att kog-

nitiva konflikter ska uppstå. Ett exempel som emellertid belyser innehål-

lets behandling kommer från Irwins (1997) studie. Hon visar att skillnaden 

mellan en elevs uppskattning av svaret på en uppgift med tal i decimalform 

och miniräknarens exakta svar kan ses som en kognitiv konflikt. Ett annat 

                                                      

5 Författarna använder termen fractional numbers. 
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exempel är lärares möjligheter att välja uppgifter i syfte att skapa kognitiva 

konflikter. För att förstå att uttrycket 0,9 +  0,1 resulterar i summan 1 

och inte 0,10 kan man exempelvis göra jämförelser med tal i bråkform för 

att eleverna ska få möjlighet att rekonstruera sina scheman (exv. 0,9 =

 
9

10
 ; 0,1 =  

1

10
 ; 

9

10
 + 

1

10
 = 1). 

Aktiviteter som syftar till att jämföra rationella tal med varandra anses vara 

nödvändiga för att utveckla en god taluppfattning (Sowder, 1988). Clarke 

och Roche (2009) lät 323 elever i årskurs 6 jämföra och avgöra vilket av 

två bråktal som är störst. Eleverna i studien skulle inte göra några exakta 

beräkningar, de skulle i stället förklara hur de tänkte. Forskarna fann att 

de mest framgångsrika eleverna använde sig av strategierna referens och 

rest.6 Referens innebär att ett tal i bråkform jämförs med referenstalen 0 

eller 0,5 eller 1 (exv. 5/8 är större än 3/7 eftersom 5/8 är större än 0,5). 

Rest innebär att fokus riktas på den resterande delen som behövs för att 

bygga upp talet till en hel (exv. 7/8 är större än 5/6 eftersom det endast 

saknas 1/8 för att bygga upp en hel). En klassrumsaktivitet som relaterar 

till dessa strategier och som kan utveckla talförståelsen är att konstruera 

tal i bråkform som ligger nära referenstalen 0 eller 0,5 eller 1 genom att 

placera tal på täljarens och nämnarens plats i ett ”tomt” bråkuttryck 

(Clarke & Roche, 2009).  

Forskning visar också att det behövs olika visuella undervisningsmaterial 

där de rationella talen inte bara representeras med hjälp av cirkel- eller 

tårtmodeller för att eleverna ska utveckla sin talförståelse (Clarke & Roche, 

2009; Moss & Case, 1999; Stacey, Helme, Archer & Condon, 2001). Inom 

den sociokulturella traditionen har relationen mellan undervisnings-

material och elevers lärande studerats. Stacey m.fl. (2001) jämförde exem-

pelvis hur två olika undervisningsmaterial är olika effektiva i syfte att hjälpa 

elever att förstå att ett tals värde beror på siffrans position i tal som 

2; 0,2; 0,02  osv. I undervisningsexperimentet identifierades att LAB-

                                                      

6 Författarna använder termerna benchmarking och residual thinking. 
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materialet7 var mer effektivt än MAB-materialet8. Eleverna som använde 

LAB presterade bättre än eleverna som använde MAB på ett eftertest i 

relation till ett förtest. Det visade sig även att de elever som använde LAB 

materialet, var mer engagerade i klassrummet, deltog i fler diskussioner 

och var mer positivt inställda till uppgifterna.  

2:2:3 ATT FÖRSTÅ DIVISION 

Tidigare forskning visar att det även förekommer missuppfattningar be-

träffande division och att dessa också uppstår på grund av övergenerali-

seringar. En vanlig föreställning är att division alltid leder till att kvoten 

”blir mindre” och att multiplikation alltid leder till att produkten ”blir 

större” även om man dividerar eller multiplicerar med tal mellan 0 och 1 

(Vergnaud, 1980; Verschaffel, Greer & De Corte, 2007). Det förefaller 

som om denna missuppfattning inte heller är av enbart övergående karak-

tär eftersom lärarstudenter också ger uttryck för samma missuppfattning 

(Tirosh & Graeber, 1990). I föreliggande avhandling utforskar lärarna ett 

lärandeobjekt om division där nämnaren är ett tal mellan 0 och 1. Detta 

betyder att man vill att eleverna ska överkomma missuppfattningen att di-

vision alltid ger en kvot som ”blir mindre” än täljaren. 

En omfattande mängd forskning visar att elever, lärarstudenter och lärare 

har svårigheter med att lösa divisions- och multiplikationsuppgifter med 

tal mellan 0 och 1 (Bell m.fl., 1984; De Corte & Verschaffel, 1996; Fisch-

bein m.fl., 1985; Greer, 1992;  Kinda, 2013; Ma, 1999; Tirosh, 2000; Ver-

schaffel, Greer & De Corte, 2000). Studierna visar att svårigheterna kom-

mer till uttryck dels då räknesätt ska väljas för att lösa ett givet textproblem 

och dels för att förklara och sätta ord på vad ett givet uttryck kan stå för. 

En studie visar att det är vanligt förekommande att 12-13-åringar beräknar 

en uppgift med divisionsinnehåll med multiplikation (Bell m.fl., 1984). Ett 

exempel på en sådan uppgift är:  

                                                      

7 LAB (Linear arithmetic blocks). Ett material som visar talets delar utifrån läng-
denheter. 

8 MAB (Multi-base arithmetic blocks). Ett material som visar talets delar utifrån 
volymsenheter. 
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A convict is digging his way out of a prison cell. After the 

first day he has only dug a tunnel of length 0.174 miles. At 

this rate how long will it take him to reach a forest 3 miles 

away? 

En annan studie (Bell, Greer, Grimison & Mangan, 1989) visar att endast 

40 % av de undersökta eleverna, som var 15 år, väljer rätt räknesätt på en 

liknande uppgift. Resultaten anses bland annat bero på att elever använder 

intuitiva modeller (Fischbein, 1994) vilket i likhet med övergeneraliseringar 

innebär att det finns starkt rotade erfarenheter i individen som kan block-

era eller försvåra nytt lärande. Följaktligen kan tidigare erfarenheter som 

till exempel ”ett tal blir större då man multiplicerar” förhindra elever att 

välja rätt räknesätt. Intuitiva modeller påverkar även elever negativt då de 

ska sätta ord på och förklara vad ett givet divisionsuttryck kan stå för. Till 

exempel kan uppgiften 0,74/0,21 förklaras med innebörden delning, på 

följande sätt: ”Emma hade 0,74 godisbitar, hon ville dela dem så att alla 

dockor fick lika mycket. Det fanns 0,21 dockor. Hur många godisbitar fick 

varje docka?” (Bell m.fl. 1984). Elevens förklaring anses bero på begrän-

sade erfarenheter av division med tal mellan 0 och 1. I den tidiga matema-

tikundervisningen möter elever divisionsuppgifter med heltal med inne-

börden att en mängd ska delas lika mellan ett antal individer. Det är också 

känt att elever har svårt att koppla ihop verkligheten med matematiken de 

möter i klassrummet, vilket kan försvåra för dem då de ska förklara inne-

börden i ett textproblem eller välja räknesätt (Verschaffel m.fl., 2000). Ma 

(1999) menar att verklighetsanknytning kan hjälpa elever att göra matema-

tiken begriplig men att det framför allt är lärarens förståelse av ämnesin-

nehållet som är avgörande för vilka exempel och förklaringsmodeller som 

används i undervisningen:  

However, the ”real-world” cannot produce mathematical 

content by itself. Without a solid knowledge of what to rep-

resent, no matter how rich one’s knowledge of students’ 

lives, no matter how much one is motivated to connect 

mathematics with students’ lives, one still cannot produce a 

conceptually correct representation. (Ma, 1999, s. 82)  
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2:2:4 RELATIONEN MELLAN UNDERVISNING OM 

DIVISION OCH ELEVERS LÄRANDE  

En slutsats utifrån flera olika studier är att undervisningen borde fokusera 

på innebörden av divisionstecknet för att elever ska utveckla en fördjupad 

förståelse för division. Det har därför föreslagits en större jämvikt mellan 

algoritmer och relationer mellan tal (Bell m.fl., 1984; Hiebert & Wearne, 

1986; Kinda, 2013; Ma, 1999; Son & Senk, 2010). Detta fenomen kan be-

skrivas utifrån två kunskapsaspekter. Den ena aspekten, conceptual, rela-

terar till förmågan att förstå begrepp och relationer och den andra 

aspekten, procedural, relaterar till förmågan att utföra en beräkning. 

Hiebert och Wearne (1986) förklarar skillnaden på följande sätt:  

To summarize the definitions, conceptual knowledge is 

knowledge that is rich in relationships but not rich in tech-

niques for completing tasks. Procedural knowledge is rich in 

rules and strategies for completing tasks but not rich in rela-

tionships. (s. 201)  

I svensk matematikdidaktisk litteratur förekommer oftast termerna struk-

turell- och operationell förståelse, vilka kommer att används fortsättnings-

vis men med samma innebörd som tidigare definition. Att fokusera på 

operationell förståelse i en divisionsuppgift kan innebära att fokus i ut-

trycket 
6

8
 / 

1

4
 riktas på en metod i termer av ”invertera en fjärdedel och 

multiplicera sedan9”. En strukturell förståelse skulle i stället kunna inne-

bära ett fokus på relationer mellan talen i termer av ”hur många fjärdedelar 

får det plats i sex åttondelar”. Att göra den här distinktionen ska inte upp-

fattas som två isolerade delar där en del är bättre än den andra. Tvärtom 

menar Hiebert och Lefevre (1986) att matematiskt kunnande i full bemär-

kelse består av båda aspekterna. Problem uppstår om undervisningen fo-

kuserar på en av aspekterna så att det uppstår ett gap mellan elevens möj-

lighet att utveckla både strukturell och operationell förståelse. 

                                                      

9 Exempelvis:  
6

8
 / 

1

4
 = 

6

8
 · 

4

1
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Dilley och Rucker (1970) menar att elevers svårigheter med att utföra di-

visionsberäkningar med tal i bråk- och decimalform beror på att beräk-

ningsstrategier som ”multiplicera med inversen” och ”förlängning10” kan 

leda till en kunskap där elever endast manipulerar med symboler. Beräk-

ningsstrategierna knyter inte an till elevernas tidigare uppfattningar och 

inbjuder inte heller till att fokusera på matematiska relationer. Men hur ska 

då undervisningen se ut för att eleverna ska få möjlighet att utveckla struk-

turell förståelse? Dilley och Rucker (1970) exemplifierar hur strukturella 

aspekter kan belysas genom att fokusera på och jämföra relationen mellan 

täljare, nämnare och kvot i två divisionsuppgifter där täljaren är konstant. 

För exempelvis uppgifterna 10/2 = 5 och 10/0,2 = 50 skulle följande re-

sonemang vara möjligt: ”Om täljaren är konstant och nämnaren blir tio 

gånger mindre, då blir kvoten 10 gånger större”. 

Det finns en kulturell skillnad mellan amerikanska och kinesiska lärares 

sätt att förstå och representera ämnesinnehållet. Ma (1999) visar att kine-

siska lärare har en mer omfattande förståelse av division med tal i decimal-

form vilket också avspeglades i att de använde mer strukturella förklarings-

modeller än amerikanska lärare. De kinesiska lärarna kan också med en 

stor exakthet peka ut vilket ämnesinnehåll de anser vara av betydelse för 

att eleverna ska förstå division med tal mellan 0 och 1. Eleverna anses till 

exempel behöva ha kunskap om multiplikation med tal i bråkform, kom-

mutativa lagen, regler för parenteser och relationen mellan division och tal 

i bråkform. En annan möjlighet att diskutera en fördjupad förståelse av 

division är utifrån termerna innehålls- och delningsdivision (Bell m.fl., 

1984; De Corte & Verschaffel, 1996; Fischbein m.fl., 1985; Kinda, 2013; 

Ma, 1999; Ni & Zhou, 2005). Till exempel kan uppgiften 12/4 tolkas uti-

från delningsaspekter av division att ”12 ska delas lika mellan 4 personer”. 

Om i stället innehållsaspekter av division används, kan samma uppgift tol-

kas som att en mindre enhet eller kvantitet jämförs mot en större så som 

”hur många 4:or får det plats i 12”.  I början av 1900-talet användes två 

olika symboler i skolmatematiken för att särskilja de två aspekterna av di-

                                                      

10 Exempelvis 
10

0.2
 = 

10

0.2
 · 

10

10
 = 

100

2
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vision (Löwing, 2008). I Skolöverstyrelsens utredning: Terminologi, beteck-

ningssätt och uppställningstyper i den elementära matematikundervisningen (1961) an-

sågs det att endast termen division skulle användas (Kiselman & Mouwitz, 

2008). Om denna förändring har påverkat den svenska undervisningen så 

att den ena formen har använts mer frekvent går inte att säga men lämp-

lighet och användning av de två divisionsaspekterna har diskuteras i forsk-

ningen.  

Delningsdivision har ansetts vara realistisk eftersom tankestrukturen ”att 

dela lika” kan associeras med barns tidigare erfarenheter och deras tidigare 

kunskaper om tal. Innehållsdivision har å andra sidan ansetts vara mer för-

delaktig för att utveckla en mer sofistikerad förståelse beträffande relat-

ionen mellan delar i ett tal i bråkform eller i en divisionsuppgift. Men de 

båda aspekterna av division har också kritiserats. Man anser att sättet att 

tänka i innehållsliga aspekter av division ligger längre ifrån elevers erfaren-

heter och delningsdivision skulle vara mindre generaliserbar (Ni & Zhou, 

2005). Elever är emellertid mer benägna att använda tankestrukturer som 

relaterarar till delningsdivision än innehållsdivision, då de ska lösa och för-

klara divisionsuppgifter (De Corte & Verschaffel, 1996; Drath & Wernvik, 

2012; Fishbein m.fl., 1985; Kinda, 2013). Ett fynd från Kindas (2013) stu-

die är att elever i årskurs 3 oftare beskriver division i termer av innehålls-

aspekter än äldre elever. Äldre elever och till och med universitetsstu-

derande är mer benägna att beskriva samma uppgifter med delningsdivis-

ion. En fråga som infinner sig är om elevers förståelse av division kan 

relateras till hur undervisningen bedrivs. Är det möjligt att lärare föredrar 

och främst använder delningsdivision i undervisningen? Påverkar detta i 

så fall elevers förståelse genom utbildningssystemet?  

Forskning visar att lärare företrädningsvis tenderar att använda delnings-

division framför innehållsdivision (Ball, 1990; Ma, 1999; Okazaki & Koy-

oma, 2005). En implikation av detta sägs vara att lärare finner det svårt att 

belysa strukturella aspekter av division och att de i stället förlitar sig på en 

inlärd regel som till exempel ”att dividera med ett tal i bråkform är det 

samma som att multiplicera med inversen” (Ball 1990; Ma, 1999) eller att 

förlängning blir den enda metoden för att beräkna en divisionsuppgift med 

ett tal mellan 0 och 1 i nämnaren (Okazaki & Koyoma, 2005). Däremot 
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visar Bonotto (2005) i ett undervisningsexperiment att kulturella artefak-

ter, till exempel kvitton och innehållsförteckningar på livsmedel, utvecklar 

elevers möjligheter att lära sig flera olika strategier för att beräkna uppgif-

ter med tal i decimalform. 

2:3 RÄTA LINJENS EKVATION 

I den andra delstudien undersökte lärarna vad eleverna behöver lära för 

att förstå olika representationsformer av konstanterna k och m i räta linjens ekvation 

𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚. I likhet med ämnesinnehållet i lärandeobjektet i den första 

delstudien, kan även räta linjens ekvation anses vara komplext i betydel-

sen av att det innefattar och relaterar till flera andra aspekter och begrepp. 

Räta linjens ekvation definieras som en förstagradsekvation i två variabler 

(Kiselman & Mouwitz, 2008). Ekvationen kan skrivas på allmän form 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0. ”Om konstanten 𝑏 är skild från noll kan ekvationen 

skrivas 𝑦 = −𝑎𝑥/𝑏 − 𝑐/𝑏. Man inför då 𝑘 = −𝑎/𝑏 och 𝑚 = −𝑐/𝑏 så 

att ekvationen får formen 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚, som kallas linjens ekvation på 𝑘-

form.” (Kiselman & Mouwitz, 2008, s 98) Formen 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚, som 

också kallas räta linjens ekvation, användes i studien eftersom denna är 

mest förekommande i grundskolans läromedel. Räta linjens ekvation an-

vänds för att beskriva linjära samband, eller uttryckt i andra termer, för-

hållandet mellan variablerna 𝑥  och 𝑦 . Om konstanterna 𝑘  och 𝑚  är 

kända kan den beroende variabeln 𝑦 beräknas utifrån några olika värden 

på den oberoende variabeln 𝑥 . Sådana beräkningar resulterar i talpar 

(𝑥, 𝑦) eller koordinater, vilka kan föras in i ett koordinatsystem och sam-

manbindas till en rät linje (figur 3). 
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Figur 3. Ekvationen 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚 är representerad som en rät linje i ett koordi-

natsystem (matteboken.se) 

Konstanten m är linjens skärningspunkt av y-axeln och konstanten k som 

även kallas riktningskoefficient anger hur en linje lutar i planet. Riktnings-

koefficienten kan beräknas med hjälp av två koordinater genom att skill-

naden i 𝑦-led divideras med skillnaden i 𝑥-led enligt följande formel (Kie-

selman & Mouwitz, 2008):  

𝑘 =
𝛥𝑦

𝛥𝑥
=

𝑦₂ − 𝑦₁

𝑥₂ − 𝑥₁
 

I kursplanen i matematik (Skolverket, 2011) för årskurs 7-9 beskrivs räta 

linjens ekvation under det centrala innehållet samband och förändring: 

 Funktioner och räta linjens ekvation. Hur funktioner kan 

användas för att undersöka förändring, förändringstakt och 

andra samband. 

 

Eftersom räta linjens ekvation är en förstagradsekvation i två variabler 

relaterar lärandeobjektet även till följande algebrainnehåll i kursplanen:  

 

 Innebörden av variabelbegreppet och dess användning i al-

gebraiska uttryck, formler och ekvationer. 
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2:3:1 ATT FÖRSTÅ ALGEBRA 

”I skolan möter man först algebran i form av bokstavsräkning, d.v.s. man 

räknar med variabler i stället för som tidigare med tal.” (Kiselman & 

Mouwitz, 2008, s. 11) I formeln för räta linjens ekvation 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚 fö-

rekommer fyra olika bokstavssymboler: variablerna 𝑥 och 𝑦 samt kons-

tanterna 𝑘 och 𝑚, vilket gör det intressant att titta närmare på hur elever 

förstår algebra i allmänhet och variabler i synnerhet. En stor mängd studier 

har genomförts i syfte att undersöka elevers förståelse inom området alge-

bra. Många av de svårigheter som elever har inom algebraområdet är rela-

terade till hur bokstavsymboler tolkas (Küchemann, 1978; McNiel, Wein-

berg, Hattikudur, Stephens, Asquith, Knuth & Alibali, 2010; Sfard & Lin-

chevski, 1994). Ett exempel på en svårighet är att en och samma bokstavs-

symbol kan användas på olika sätt beroende på kontext eller uppgiftskon-

struktion. Küchemann (1978) beskriver sex olika nivåer varpå bokstav-

symboler används i matematikuppgifter (baserat på forskning av Collis, 

1975): 

 Symbolen utvärderas direkt: Innebär att det finns möjligheter att 

se värdet på a utan någon beräkning. 

𝑎 + 5 = 8 

𝑎 =? 

 Symbolen kan ignoreras: Innebär att summan kan beräknas utan 

bokstavssymboler. 

𝑎 + 𝑏 = 43 

𝑎 + 𝑏 + 2 =? 

 Symbolen är en etikett: Innebär att bokstavssymbolerna inte er-

sätts av tal. 

En rektangel har sidan 𝑎 och sidan 𝑏. Arean är 𝑎𝑏. 

 Symbolen är en beteckning för ett specifikt värde: 

𝑎 = 𝑏 + 𝑐  och 𝑏 + 𝑐 = 30 

𝑎 =? 

 Symbolen är en beteckning för olika tal: 

𝑎 + 𝑏 = 10 

𝑎˂𝑏 
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𝑎 =? 

 Symbolen är en beteckning för en variabel: 

Vilket är störst  

2𝑎 eller 𝑎 + 2 

 

Küchemanns (1978) studie visar att många elever har svårigheter med att 

klara av uppgifter tillhörande de tre understa nivåerna, framförallt gäller 

detta den sista nivån som testar variabelbegreppet. En vanlig uppfattning 

som eleverna gav uttryck för i studien var att 2𝑎 är större än 2 + 𝑎, vilket 

förklaras bero på en generaliserad kunskap om multiplikation och addition 

av heltal. Küchemann menar att nyckeln till att uppfatta symbolen 𝑎 som 

en variabel är att inse att 𝑎 kan anta flera olika värden. Det är också nöd-

vändigt med en medvetenhet om relationer och systematiska förändringar. 

Detta innebär, i det aktuella fallet, att det finns olika relationer att under-

söka, till exempel då 𝑎 = 2, 𝑎˃2 och 𝑎˂2. 

Men det har också visat sig att elevers förståelse av algebraiska uttryck 

korrelerar med de bokstavssymboler som används (McNeil m.fl., 2010). 

Elevers förståelse påverkas negativt då bokstavssymboler används som 

etiketter eller förkortningar av objekt. Ett exempel som visar hur bokstavs-

symboler används som en förkortning är följande uppgift: 

Cakes cost 𝑐 dollars each and brownies cost 𝑏 dollars each. 

Suppose I buy 4 cakes and 3 brownies. What does 4𝑐 +  3𝑏 

stand for?  

Bokstavssymbolerna 𝑐 och 𝑏 används här för att representera kostnaden 

av cookies och brownies. McNeil m.fl. (2010) menar att om bokstavssym-

bolerna 𝑐  och 𝑏  används som förkortningar av cookies och brownies 

flyttas elevernas fokus från det relevanta matematiska problemet till mer 

ytliga aspekter av problemet. Ett resultat av detta är att många elever för-

står problemet i likhet med ”4 cookies adderat med 3 brownies”. Däremot 

fann forskarna att om bokstavssymbolerna 𝑐 och 𝑏 ersattes med 𝑥 och 𝑦 

eller de grekiska bokstäverna Φ och Ψ, som inte kan associeras till objek-

ten i händelsen, uppfattade eleverna den matematiska innebörden i pro-

blemet i större utsträckning.  

56



Forskningsöversikt 

57 

 

Räta linjens ekvation är ett ämnesinnehåll som eleverna vanligtvis stöter 

på i undervisningen under senare delen av högstadiet. Forskning visar 

emellertid att samband och variabler förtjänar en plats redan i den tidiga 

matematikutbildningen (Carraher, Schliemann, Brizuela & Earnest, 2006; 

Martinez & Brizuela, 2006). Martinez och Brizuela (2006) argumenterar 

för att barn redan i 8-9 årsåldern kan förstå funktionella relationer och 

algebraiska uttryck. I en klassrumsstudie undersökte de hur elever arbetade 

med linjära funktioner representerade i tabellform. Lärarna i studien intro-

ducerade i sin undervisning olika uppgifter med fokus på relationer mellan 

variabler, i syfte att identifiera meningsfulla undervisningssituationer. De 

fann att eleverna visade en förmåga att urskilja relationer mellan två vari-

abler men att de i vissa fall fokuserade på andra aspekter, till exempel be-

räkningsstrategier. Studien visar att det finns nya sätt att tänka om elevers 

möjligheter att lära som inte begränsas av elevens ålder.  

Detta resultat överensstämmer med Carrahers m.fl. (2006) forskningsre-

sultat. Deras utgångspunkt var att elever ofta tycker att algebra är svårt, 

vilket skulle kunna bero på att den strukturella inriktningen i tidigare 

undervisning har fått stå tillbaka för den operationella inriktningen. I en 

klassrumsstudie prövade de om numeriska operationer kan behandlas som 

funktioner redan i den tidiga matematikundervisningen. De prövade olika 

uppgifter med ett funktionsinnehåll för att utveckla elevernas strukturella 

och operationella förståelse. Ett sådant exempel är den ”variabla tallinjen” 

(figur 4). Genom att jämföra den variabla tallinjen med en vanlig tallinje 

som börjar på 0 kunde eleverna avgöra värdet på N. Den variabla tallinjen 

användes även för att byta ut N mot olika tal för att göra beräkningar och 

analysera talmönster. 

Figur 4. Den variabla tallinjen. (Carrahers m.fl., 2006) 
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2:3:2 ATT FÖRSTÅ RÄTA LINJENS EKVATION 

I texten om division med tal i decimalform beskrevs strukturell och oper-

ationell förståelse som två olika men komplimenterande kunskaps-

aspekter. Att förstå räta linjens ekvation kan också belysas utifrån dessa 

aspekter. Den operationella förståelsen refererar till förmågan att hantera 

och utföra aritmetiska beräkningar. Ett uttryck som till exempel 𝑦 = 4𝑥 +

3 kan behandlas operationellt vilket skulle kunna innebära att den obero-

ende variabeln 𝑥 ersätt av ett tal (till exempel 2) så att den beroende vari-

abeln 𝑦 kan beräknas (𝑦 = 11). Den strukturella förståelsen refererar till 

en förmåga att se övergripande och generella strukturer, eller att se hur 

olika begrepp relaterar till varandra (Kieran, 1992; Sfard, 1992; Sfard & 

Linchevski, 1994).  

Sfard (1992) samt Sfard & Linchevski (1994) menar att de två kunskaps-

aspekterna har betydelse för elevers individuella matematiklärande och att 

det finns likheter mellan det individuella lärandet och den historiska ut-

vecklingen inom matematiken. Sfard (1992) fann i en studie att elever i 16-

18 årsåldern lyckades bättre med att beräkna ett problem än att konstruera 

ett uttryck för samma problem. Resultatet förklaras bero på att eleverna 

lättare tar till sig den operationella strukturen än den strukturella struk-

turen i matematiken. Resultatet relateras i sin tur till den historiska utveckl-

ingen vilket i detta fall innebär att människan använt sig av matematiken 

och gjort beräkningar långt innan någon strukturerade upp samma mate-

matik. Sfard (1992) argumenterar för att den strukturella förståelsen ut-

vecklas genom den operationella och menar att nya begrepp inte bör pre-

senteras i strukturella termer i klassrummet, som till exempel:  

A function is a set of ordered pairs such that… 

A function is a correspondence between two sets of elements 

which…” (s. 68)  

Fraserna ovan är vanligt förekommande och används ofta då begreppet 

funktioner och räta linjens ekvation introduceras (Sfard, 1992). Det struk-

turella tillvägagångssättet kan, menar hon, leda till att det uppstår ett gap 

mellan elevernas kunskapsnivå och det som ska läras, vilket i sin tur kan 
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vara en av orsakerna till att eleverna får svårigheter med att förstå begrep-

pet. Hon argumenterar samtidigt för att den strukturella strukturen bör 

växa fram ur det operationella genom ett noga urval av uppgifter. Annan 

forskning visar dock att många elever aldrig utvecklar en strukturell för-

ståelse, utan att de många gånger fastnar i en kunskap som är memorerad 

och som enbart bygger på operationell förståelse (Kieran, 1992; Sajka, 

2003). Undervisning som betonar strukturella och relationella aspekter av 

funktioner och räta linjens ekvation skulle kunna handla om, att studera 

vad som händer när man ändrar en parameter i en funktion eller att lösa 

textproblem algebraiskt, helt utan tal (Kieran, 1992; Sajka, 2003).  

Det är även känt att matematiska oberoende variabler som ålder, genus, 

skolmiljö och tidigare studieresultat påverkar elevers möjligheter att avläsa 

information och förstå vilka samband en rät linje i ett koordinatsystem 

eller en tabell representerar. Elever med höga studieresultat och som dess-

utom går på skolor belägna i mer gynnade områden avläser information 

som presenteras grafiskt utan större svårigheter. Elever med studieresultat 

under medelvärdet föredrar emellertid att avläsa samma information pre-

senterat i tabellform. Med ökad ålder, ökar även elevernas förmåga att av-

läsa grafisk information (Dreyfus & Eisenberg, 1982). Men trots stigande 

ålder finns det studier som visar att det förekommer missuppfattningar 

beträffande samband mellan två storheter som illustreras med en rät linje 

eller en kurva (Clement, 1985; Lobato, Burns Ellis & Munoz, 2003). Miss-

uppfattningen tycks bero på att linjens eller kurvans form tolkas visuellt. 

Clement (1985) visar i sin studie att collegestudenter har svårt att uppfatta 

sambandet mellan hastighet och tid som illustreras med en kurva:  

 

This error can occur, for example, when students are asked 

to draw a graph of speed vs. time for a bicycle traveling over 

a hill. In classrooms observations of a collage science course 

we noted that many students would simply draw a picture of 

a hill. (s. 4) 

 

Det har identifierats fem olika representationsformer som lärare använ-

der i undervisningen om linjära ekvationer och samband, dessa är alge-

braisk-, numerisk-, tabell-, grafisk- och språklig representation (Couco, 
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2001). Vilka representationsformer som används i undervisningen är av-

görande för elevernas lärande. Huang och Cai (2011) visar att ameri-

kanska lärare i större utsträckning än kinesiska lärare använder fler re-

presentationer under en lektion. De kinesiska lärarna som använder färre 

representationer gör det mer selektivt utifrån uppgiftens innehåll. Fors-

karna argumenterar för att de olika representationerna har betydelse för 

elevernas lärande. De menar att tabellform och numeriska representat-

ioner är viktiga i syfte att utveckla elevernas förståelse för det operation-

ella sambandet mellan två variabler i räta linjens ekvation samt för att 

beräkna koordinater. Men eleverna måste också få möjlighet att under-

söka och upptäcka samband som till exempel; vad som händer då rikt-

ningskoefficienten k och konstanten m ändras i ett uttryck för räta linjens 

ekvation. I detta avseende, menar de, att symboliska och grafiska repre-

sentationer bör vara en utgångspunkt för undervisningens planering.  

2:3:3 RELATIONEN MELLAN UNDERVISNING OM RÄTA 

LINJENS EKVATION OCH ELEVERS LÄRANDE 

Hur eleverna uppfattar konstanttermen 𝑚 och riktningskoefficienten 𝑘 i 

uttrycket för räta linjens ekvation har studerats av Lobato m.fl. (2003). 

Deras studie visar att det är vanligt förekommande att elever uppfattar 𝑚 

som en startpunkt för en linje och inte som en skärningspunkt av 𝑦-axeln. 

Studien visar också på att många elever uppfattar riktningskoefficienten 𝑘 

som en skillnad mellan värden på antingen 𝑦-axeln eller 𝑥-axeln och alltså 

inte som förhållandet mellan skillnader i 𝑥- och 𝑦-värden. Missuppfatt-

ningen innebär att riktningskoefficienten är synonym med ”ökningen” 

mellan två avlästa värden på exempelvis 𝑥-axeln. Om en 𝑥-axel är grade-

rad på ett sätt där ökningen hela tiden är 2, identifieras ökningen till värdet 

på riktningskoefficienten. I en learning study (Pang, 2008) där eleverna 

förväntades utveckla kunskap om riktningskoefficienten identifierades 

också missuppfattningar om riktningskoefficienten. I den studien visade 

eleverna svårigheter med att förstå formeln för hur riktningskoefficienten 

beräknas. Eleverna gjorde exempelvis följande beräkningar: 
𝑦₂−𝑦₁

𝑥₁−𝑥₂
 , 

𝑦₁−𝑦₂

𝑥₂−𝑥₁
, 

𝑥₁−𝑥₂

𝑦₁−𝑦₂
. Andra missuppfattningar som identifierades var att eleverna upp-
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fattade, riktningskoefficienten som en vinkel mellan en rät linje i ett koor-

dinatsystem och 𝑥-axeln samt att en lång linje i koordinatsystemet lutade 

mer än kort linje. 

 

Dessa två studier är speciellt intressanta eftersom forskarna inte nöjer sig 

med att identifiera missuppfattningar utan att de också studerar undervis-

ningen och ställer elevernas kunskaper i relation till vad som är möjligt att 

lära under lektionerna. Lobato m.fl. (2003) menar att en möjlig orsak till 

varför eleverna inte utvecklar en generell förståelse av riktningskoefficien-

ten är en otydlighet i språket. Termen ”ökar” används av elever och lärare 

med olika innebörder vilket verkar skymma den matematiska förståelsen. 

Termen ökar används i syfte att visa på förhållandet mellan skillnaden av 

𝑥- och 𝑦-värden (
Δ𝑦

Δ𝑥
) men även då man enbart diskuterar skillnaden mel-

lan räta linjens 𝑥-värden eller 𝑦-värden. Forskarna argumenterar för en 

undervisning med ett mer formellt matematiskt språkbruk, där eleverna 

görs uppmärksammade på förhållandet mellan förändringen av 𝑥- och 𝑦-

värden. Samtidigt påpekar de att ett formellt matematiskt språk inte alltid 

leder till att eleverna utvecklar en mer generell förståelse. Det finns en risk 

att den operationella inriktningen i undervisningen hamnar i förgrund vil-

ket kan leda till en kunskap som handlar om att manipulera tal och sym-

boler i en formel. 

 

I Pangs (2008) studie utgick man från elevernas förståelse och designade 

lektioner utifrån ett variationsteoretiskt perspektiv. Enligt variationsteorin 

förklaras lärande bero på att nya aspekter urskiljs av det som ska läras. För 

att urskilja något är det nödvändigt att uppleva en variation mot en inva-

riant bakgrund. I studien designades uppgifter i syfte att göra det möjligt 

för eleverna att urskilja en variation av de aspekter som bidrog till elever-

nas missuppfattningar. Man fann till exempel att det föreföll vara betydel-

sefullt att variera linjernas lutning i koordinatsystemet från en linje utan 

lutning till linjer med positiv och negativ lutning. För att möta elevernas 

uppfattning att en lång linje lutar mer än en kort linje designades en uppgift 

som innehöll två rätvinkliga och likformiga trianglar (figur 5).  
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Figur 5. Uppgiften bestod av två likformiga trianglar, hypotenusornas längd varierade 
men riktningskoefficienten var invariant. (Pang, 2008) 
 
Uppgiften innebar att eleverna skulle beräkna och upptäcka att värdet på 

riktningskoefficienten för båda hypotenusorna var lika trots att längderna 

varierade. För att möta uppfattningen att riktningskoefficienten är vinkeln 

mellan en rät linje och 𝑥 -axeln konstruerades en uppgift där 

riktningsvinkel och riktningskoefficient varierade enligt följande: I det ena 

fallet var riktningsvinkeln känd och riktningskoefficienten skulle beräknas. 

I det andra fallet var det tvärt om, riktningskoefficienten var känd och 

riktningsvinkeln skulle beräknas. I studien användes ett eftertest för att 

undersöka relationen mellan ämnesinnehållets behandling och elevernas 

lärande. Det visade sig att eleverna utvecklade kunskaper om lutning i ter-

mer av förhållandet mellan skillnader i 𝑥-led och 𝑦-led. Däremot var det 

bara 10 procent av eleverna som kunde förklara skillnaden mellan rikt-

ningsvinkel och riktningskoefficient.  

2:4 KONKLUSION - MATEMATIKINNEHÅLL, 

ELEVERS FÖRSTÅELSE OCH UNDERVISNING 

En stor mängd av studierna som redovisas i denna forskningsöversikt har 

bidragit till att vi i dag har stor kunskap om missuppfattningar i relation 

till division med tal mellan 0 och1 och räta linjens ekvation. Det är känt 

att blivande lärare redan under studenttiden kan utveckla goda kunskaper 

om elevers vanliga missuppfattningar om exempelvis division med ration-

ella tal (Tirosh, 2000). Att vara medveten om vanliga missuppfattningar är 
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en del av lärares PCK (Ball m.fl., 2008) och kan givetvis vara ett viktigt 

redskap i undervisningen. Men vad gör lärare i klassrummet för att ele-

verna ska komma över sina missuppfattningar? Vilken kunskap om lä-

rande och undervisning i matematik utvecklar lärare då de med grund i 

matematikdidaktisk forskning, till exempel om elevers missuppfattningar, 

planerar och analyserar undervisning och lärande?  

Flera av studierna i denna forskningsöversikt har ett kognitivistiskt eller 

sociokulturellt perspektiv. Följaktligen beskrivs lärprocesser i artiklarna 

med ett fokus på hur den lärande konstruerar kunskap eller med ett fokus 

på sociala aktiviteter med betydelse för lärande. Varken den sociokulturella 

eller den kognitivistiska matematikdidaktiska forskningen besvarar frågor 

om vad det innebär att kunna ett specifikt avgränsat område i matematiken 

som till exempel ett lärandeobjekt. I avhandlingens båda delstudierna an-

vändes variationsteorin som ett pedagogiskt verktyg för att planera och 

analysera undervisning och elevers lärande. Endast två studier med ett va-

riationsteoretiskt perspektiv har funnits då sökningen gjordes för denna 

forskningsöversikt. 
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KAPITEL 3 

TEORETISK UTGÅNGSPUNKT 

Klassrummet är en komplex miljö där flera faktorer som till exempel 

motivation, ålder, genus, gruppstorlek och organisation på ett eller annat 

sätt påverkar elevernas lärande. Klassrumsstudier med fokus på relat-

ionen mellan undervisning och lärande kan genomföras med utgångs-

punkt i någon eller några av ovan nämnda faktorer. Men en utgångs-

punkt i någon av dessa faktorer saknar ofta reflektioner över hur ämne-

sinnehållet kan behandlas för att utveckla elevernas lärande (Lo, 2012; 

Runesson, 2006). I avhandlingens båda delstudier har lärarna undersökt 

vad som behövs för att eleverna ska kunna lära specifika matematiska 

innehåll. Frågan är hur detta analytiskt kan angripas? Variationsteorin har 

använts för detta ändamål eftersom den tillhandahåller en begreppsap-

parat som gör det möjligt att förstå hur skilda sätt att behandla ett speci-

fikt ämnesinnehåll relaterar till elevernas olika möjligheter att lära. Ur ett 

variationsteoretiskt perspektiv förklaras lärande som en process där 

människan förändrar sitt sätt att se eller att uppfatta något genom att 

urskilja nya delar eller detaljer. Detta sätt att förstå lärande har varit en 
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utgångspunkt för att analysera data i relation till studiens forskningsfrå-

gor. I kapitlet kommer jag att belysa och beskriva de begrepp som an-

vänds i avhandlingen.  

3:1 FRÅN ATT BESKRIVA UPPFATTNINGAR TILL 
EN TEORI OM LÄRANDE 

Resultat från fenomenografisk forskning kan sägas vara en förutsättning 

för utvecklingen av variationsteorin (Marton & Booth, 1997). Fenome-

nografin utvecklades under 1970-talet vid Göteborgs Universitet, främst 

som ett resultat av den forskning som bedrevs i INOM11-gruppen (Mar-

ton, Dahlgren, Svensson & Säljö, 1977). Gruppens gemensamma in-

tresse var att utforska relationen mellan lärandeprocessen och studenters 

lärande. Man betonade vad studenterna lärde sig och inte hur eller hur 
mycket (Marton, 1981). Flera efterkommande studier om studenters och 

elevers lärande, resulterade i beskrivningar av kvalitativa skillnader i att 

förstå något specifikt (Marton & Booth, 1997). Under 1990-talet utveck-

lades forskningsansatsens teoretiska grund genom ett skifte till mer teo-

retiska frågor om lärande. Krav på utveckling inom den fenomenogra-

fiska ansatsen hade tidigare framförts. Detta gällde framför allt forsk-

ningsresultatens tillämpning, i bemärkelsen användbarhet med syfte att 

utveckla lärande hos andra (Bowden, 1996; Uljens, 1998). Marton (1996) 

ansåg att fenomenografin måste ha högre teoretiska ambitioner än att 

bara beskriva uppfattningar och betonade vikten av att nyttja forsknings-

resultat för att planera för lärande. I boken Learning and awareness (1997) 

argumenterar Marton och Booth för en teoretisk beskrivning av lärande 

utifrån det fenomenografiska perspektivet. Människors kvalitativt skilda 

sätt att uppfatta något, ett objekt eller ett skeende beskrivs av dem i ter-

mer av kritiska skillnader mellan sätt att erfara. Pang (2003) använder två 

begrepp, the first face of variation och the second face of variation, för att belysa 

skillnaden mellan skilda sätt att uppfatta något och kritiska skillnader 

mellan sätt att erfara. The first face of variation belyser beskrivningska-

tegorierna eller variationen mellan uppfattningar i likhet med resultat 

                                                      

11 INOM är en förkortning av Inlärning och Omvärldsuppfattning  
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från fenomenografisk forskning. Med the second face of variation åsyf-

tas i stället vad den faktiska skillnaden mellan människors erfaranden av 

ett fenomen utgörs av. 

 

Efter att boken Learning and awareness gavs ut har en mängd empiriska 

studier genomförts där variationsteorin har prövats eller använts som en 

teoretisk utgångspunkt för att förstå lärande (för forskningsresultat 

kopplat till learning studies hänvisas till kapitel 2). Frågan om vad som 

är möjligt att lära har till exempel studerats i relation till det sociokultu-

rella perspektivet. Runesson (2006) visar att variationsteorin kan bidra 

med att beskriva och förstå lärande med fokus på vad som ska läras i 

stället för att förstå lärande som hur en individ interagerar i en specifik 

kontext. Tidigare forskning har också visat att elever erbjuds olika möj-

ligheter att lära trots att ämnesinnehållet i undervisningen är det samma 

(Häggström, 2008; Ryve, Nilsson & Mason, 2012; Olteanu, Holmqvist, 

Ottosson & Holgersson, accepterad; Runesson, 1999). Runesson (1999) 

visade att faktorer som läromedel och lektionsarrangemang inte kan 

anges som förklaring till denna skillnad. I stället förefaller det vara så att 

lärare varierar och strukturerar ämnesinnehållet på skilda sätt vilket såle-

des ger det olika möjligheter för eleverna att lära (Häggstöm, 2008; Kull-

berg, 2010; Runesson, 1999, Olteanu m.fl., accepterad; Ryve m.fl., 2012). 

Häggström (2008) såg i sin studie att svenska lärare i förhållande till ki-

nesiska lärare tog fler aspekter av matematikinnehållet förgivet och att 

de inte heller behandlade innehållet på ett lika strukturerat sätt som de 

kinesiska lärarna. Han argumenterar för att en systematisk och medveten 

behandling av ämnesinnehållet sannolikt är en förklaring till varför kine-

siska elever presterar i topp i flera internationella undersökningar.   

3:1:1 FÖRSTA OCH ANDRA ORDNINGENS PERSPEKTIV 

Ett specifikt drag inom den fenomenografiska forskningen och som 

även har betydelse för variationsteorin är den icke-dualistiska ontologin. 

Det icke-dualistiska perspektivet innebär att man inte förklarar subjekt 

och objekt eller människa och värld som åtskilda. Kunskapen finns såle-

des varken ute i världen färdig att inhämtas och konstrueras ej heller 

inom människan, utan värld och människa ses som en enhet. Marton 
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och Booth (2000) förklarar den icke-dualistiska ontologin på följande 

sätt: 

Den värld vi griper oss an är världen som den upplevs av 

människor, av den lärande individen – varken individuella 

konstruktioner eller oberoende verkligheter; de individer, de 

lärande som vi studerar är människor som erfar aspekter av 

den världen, de är varken bärare av mentala strukturer eller 

behavioristiska aktörer. […] alltså försvinner skiljelinjen mel-

lan ”det yttre” och ”det inre”. Det finns inte två saker, och 

det ena förutsätts inte förklara det andra. Det finns ingen 

verklig värld ”där ute” och en subjektiv värld ”här inne”. 

Världen konstrueras inte av den lärande, som inte heller på-

tvingas den; världen konstitueras som en intern relation mellan 

dem. Det finns bara en värld, men det är en värld som vi 

erfar, en värld som vi lever i, en värld som är vår. (s. 30) 

Att världen ”konstitueras som en intern relation” mellan ”det yttre” och 

”det inre” är en förutsättning för att betrakta det vi studerar utifrån andra 

ordningens perspektiv. Utifrån andra ordningens perspektiv intresserar man 

sig för människors olika sätt att betrakta ett objekt, vilket således också 

blir forskningsobjekt. Till skillnad från andra ordningens perspektiv in-

nebär första ordningens perspektiv att själva objektet eller subjektet studeras 

och att tolkningar görs gentemot en bestämd norm eller etablerade kun-

skaper (Marton, 1981). Vilken roll spelar då första och andra ordningens 

perspektiv i föreliggande avhandling? Båda perspektiven är komplemen-

tära i betydelsen av att de är nödvändiga för god undervisning (Marton 

& Booth, 1997). Poängen är den att det perspektiv lärarna intar, i av-

handlingens delstudier, får konsekvenser för vad de har möjlighet att se 

i relation till lärandeobjekt som de undersöker. Utifrån ett första ord-

ningens perspektiv är intresset riktat mot att ta reda på vilka framsteg 

eleverna gör i relation till det som ska läras. Detta betyder att korrekta 

svar eftersöks och att elevers sätt att tänka är av marginell betydelse eller 

kanske rent av för givet taget. Om man å andra sidan intar andra ord-

ningens perspektiv bedöms inte elevers svar främst som rätt eller fel utan 

man sätter parentes om sitt eget sätt att förstå det som ska läras. Detta 

innebär ett intresse för att ta reda på varför en elev gör större framsteg 
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än andra, hur elever kommer fram till svaret och hur elever uppfattar det 

som ska läras. I relation till avhandlingens syfte har den icke-dualistiska 

ontologin också betydelse. Jag studerar inte vad lärandeobjekten och 

dess kritiska aspekter är utan hur dessa erfars av lärargruppen.  

3:2 LÄRANDEOBJEKT OCH KRITISKA ASPEKTER  

Två variationsteoretiska nyckelbegrepp som används i den här avhand-

lingen är lärandeobjekt och kritiska aspekter. Dessa begrepp relaterar till 

Brentanos princip om intentionalitet (Marton & Booth, 1997) vilket in-

nebär att människans medvetande alltid är riktat mot någonting. Lo m.fl. 

(2005) beskriver hur medvetandet alltid är riktat mot någonting på föl-

jande sätt: ”The key point is that one cannot simply experience without 

experience something. Similarly, one cannot think without thinking 

about something, nor can one learn without learning something.” (s. 24)  

3:2:1 LÄRANDEOBJEKT 

Lärandeobjektet kan definieras som ett svar på frågan: Vad behöver ele-

verna lära sig? Svaret kan ges på tre olika sätt i) i innehållsliga termer ii) i 

termer av ett lärandemål iii) i termer av kritiska aspekter (Marton, 2015). 

Eftersom lärande alltid är riktat mot någonting kan det vara självklart att 

beskriva vad som ska läras i innehållsliga termer, till exempel subtraktion 

eller räta linjens ekvation. Men denna definition säger inget om vad ele-

verna förväntas kunna göra. 

 

Om svaret på frågan i stället ges i termer av ett lärandemål, belyser man 

även vad eleverna förväntas att göra med kunskapen efter en kurs eller 

en lektion. Detta innebär att ett agerande eller en förmåga knyts till ett 

innehåll. I tidigare litteratur (Marton & Booth, 1997; Marton & Tsui, 

2004) beskrivs detta som två komponenter; det direkta och det indirekta 

lärandeobjektet. Det direkta lärandeobjektet avser vad eleverna behöver 

lära sig beskrivet i innehållsliga termer. Det indirekta lärandeobjektet syf-

tar å andra sidan till att beskriva den förmåga som är i fokus i relation till 

det direkta lärandeobjektet, till exempel räkna ut, förklara eller förstå 

samband mellan någonting. Om svaret på frågan om vad eleverna ska 
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lära görs i termer av ett lärandemål, ses de två komponenterna som kom-

pletterande delar där den indirekta aspekten av objektet avser förmågans 

beskaffenhet, alltså till hur man vill att eleverna ska förstå innehållet eller 

vad det betyder att kunna det som ska läras. I studiens två learning stu-

dies handlade det indirekta lärandeobjektet om att eleverna skulle ut-

veckla förmågan att förstå; förstå varför kvoten kan bli större än talet i 

täljaren samt att förstå att konstanterna 𝑘 och 𝑚 i räta linjens ekvation 

𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚 kan representeras på olika sätt. Det tredje sättet att besvara 

frågan om vad eleverna behöver lära sig, handlar om de nödvändiga 

aspekter som eleverna behöver urskilja av lärandeobjektet för att förstå 

det på ett visst sätt. Om eleven inte har urskilt denna nödvändiga aspekt, 

är den kritisk (Marton, 2015). 

 

I avhandlingen görs ytterligare distinktioner ifråga om lärandeobjektet, 

nämligen det planerade lärandeobjektet (the intended object of learning), det 

iscensatta lärandeobjektet (the enacted object of lerning) och det erfarna lä-

randeobjektet (the lived object of learning) (Marton & Tsui, 2004). De in-

tentioner läraren har med undervisningen och det som läraren vill att 

eleverna ska lära sig under en lektion benämns som det planerade läran-

deobjektet. Det iscensatta lärandeobjektet är det som faktiskt görs möj-

ligt för eleverna att lära under en lektion. Det erfarna lärandeobjektet 

syftar på elevernas förståelse av lärandeobjektet, vilket inte nödvändigt-

vis är det samma som vad undervisning syftade till. Modellen i figur 6 

(Häggström, 2008) illustrerar lärandeobjektets tre olika aspekter och hur 

dessa relaterar till varandra. I de bästa av världar sammanfaller undervis-

ningsplanering med undervisningen och elevernas lärande. Under sådana 

betingelser överlappar modellens tre cirklar varandra, om än inte helt så 

i alla fall i stor utsträckning. 

 

Men modellen används även för att illustrera det motsatta – att de tre 

aspekterna inte alltid överlappar varandra. Ett exempel är om läraren tar 

delar av ämnesinnehållet för givet, vilket kan leda till att något betydel-

sefullt inte behandlas och följaktligen uppstår ett glapp mellan det iscen-

satta och det erfarna lärandeobjektet. Häggstöm (2008) framhåller att en 
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Figur 6. Relationen mellan det planerade, det iscensatta och det erfarna lärandeob-
jektet. (Häggström, 2008, s. 54) 
 
stor del av lärarkompetensen borde handla om förmågan att problema-

tisera sitt eget sätt att förstå och i stället utgå från elevernas sätt att erfara 

ämnesinnehållet: 

 

It is not good enough for teachers to take their own way of 

seeing the object of learning as a starting point. As a teacher 

it is necessary to make an effort in trying to see the object of 

learning from the perspective of the students. I suggest that 

an important part of the teacher competence lies in the abil-

ity to problematize the aspects that are obvious to you as a 

teacher. Avoiding taking critical features of the object of 

learning for granted requires insight into common content 

specific student errors and conceptions. (Häggström, 2008, 

s. 223) 

3:2:2 KRITISKA ASPEKTER 

Ur ett variationsteoretiskt perspektiv är det möjligt att uppfatta ett och 

samma fenomen eller lärandeobjekt på skilda sätt beroende på vilka 

aspekter av ett objekt som individen fokuserar på (Marton & Tsui, 2004). 

Att förstå något på ett visst sätt innebär att individen har fått syn på alla 

Det planerade lärandeobjektet 

Det erfarna lärandeobjektet 

Det iscensatta lärandeobjektet 
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nödvändiga aspekter för ett visst objekt. Om individen ännu inte har ur-

skilt en nödvändig aspekt för att uppfatta objektet på ett speciellt sätt, är 

det en kritisk aspekt för den individen (Marton, 2015). Lo (2012) menar 

att olika sätt att uppfatta ett objekt inte behöver ses som felaktiga utan 

att de i stället bör betraktas som ofullständiga. I undervisningssamman-

hang blir det viktigt för läraren att försöka identifiera hur eleverna upp-

fattar lärandeobjektet och således vad eleverna behöver lära, i termer av 

kritiska aspekter (Marton, 2015; Marton & Tsui, 2004; Lo, 2012). I litte-

raturen förekommer orden aspekter (critical aspects) och drag (critical featu-

res) omväxlande.  De har dock inte samma innebörd. Lo (2012) lyfter 

fram skillnaden genom att beskriva hur drag (features) inom en aspekt 

(critical aspects) kan öppnas upp som en dimension av variation för att möj-

liggöra för en individ att fokusera på något specifikt. Nedan illustreras 

skillnaderna mellan drag och aspekt genom ett exempel med en hund. 

En av hundens aspekter är färg och brun är ett drag eller ett värde inom 

aspekten färg. 

 

For instance, when I describe a dog as a big, brown Alsatian, 

I am referring to its critical features: big, brown and Alsatian. 

When we have discerned its critical features, it means that we 

must at the same time also have discerned some of its critical 

aspects, such as size, colour and pedigree. This is because 

unless we understand the concept of size, we cannot talk 

about big or small. When we can differentiate between big 

and small, a dimension of variation (size) opens up. Similarly, 

it is not possible to discern “brown” without discerning the 

dimension of variation of colour, nor Alstain without at the 

same time discerning the variation of pedigree. (s. 65-66) 

 

Fastän drag och aspekter teoretiskt sett kan ses som åtskilda kan de ändå 

inte anges helt delbara (Lo, 2012). I den här avhandlingen görs inte den 

distinktionen utan begreppet kritiska aspekter används på olika nivåer 

och syftar både på drag och aspekter. 

 

Värt att notera är att en kritisk aspekt inte är synonym med en svårighet. 

För att förklara denna skillnad väljer jag ett exempel från den första 
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delstudien (LS 1). Lärandeobjektet var att förstå att kvoten i division blir 

större än talet i täljaren då nämnaren är ett tal mellan 0 och 1. En uppgift 

på förtestet var följande: 

 

Vilken av följande tre kvoter är störst? 

 

3

0,2
   

3

0,08
     

3

0,085
  

 

Om en elev ringar in det första eller det tredje alternativet kan man påstå 

att eleven svarar fel. Om liknande svar ges återkommande på andra lik-

nande exempel, kan det eventuellt konstateras att eleven har svårigheter 

med division. Men för att identifiera en kritisk aspekt handlar analysen 

om att ställa sig frågor som: Vilka skillnader finns mellan elevers sätt att 

uppfatta? Vad har eleven urskilt/inte urskilt? Vad har en elev som svarar 

rätt, urskilt? Vad behöver eleven lära sig för att förstå att det mittersta 

exemplet har den största kvoten? Analysen av förtestet resulterade i ett 

antagande om att det var kritiskt för eleverna att urskilja innehållsa-

spekter av division.  

3:3 LÄRANDE - URSKILJNING - VARIATION - 

SAMTIDIGHET 

Ur ett variationsteoretiskt perspektiv handlar lärande om att förändra sitt 

sätt att se eller att uppfatta ett fenomen till ett mer effektivt eller mer 

kvalitativt sätt. Lärande beskrivs även i termer av en process där en odif-

ferentierad helhet förändras till en ny helhet som är mer differentierad 

och integrerad än den förra (Lo, 2012; Marton 2015; Marton & Booth, 

1997; Marton & Tsui, 2004). Marton och Tsui (2004) menar att lärare 

kan arrangera undervisningen för att göra det möjligt för eleverna att 

ändra sitt sätt att se eller uppfatta något. Men hur är det möjligt att ut-

veckla någons sätt att se? Hur kan vi få någon att lära något specifikt? 

För att återgå till vad som har sagts ovan, relaterar olika sätt att se eller 

att uppfatta till de aspekter som individen fokuserar på. För att lära något 
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nytt behöver individen få syn på nya aspekter eller se nya relationer mel-

lan dem. Men det räcker emellertid inte med att berätta för den lärande 

vilka dessa aspekter är, dessa måste urskiljas för att individen ska ha möj-

lighet att lära (Marton & Tsui, 2004; Kullberg, 2010; Kullberg & Ru-

nesson, 2010). Sättet var på lärande och urskiljning beskrivs inom vari-

ationsteorin har likheter med annan forskning, till exempel Gibsons och 

Gibsons (1955) arbete. Deras arbete utgick från en fråga med rötter i 

filosofin ”Hur lär vi oss att lära?” De visar att lärande kan förklaras som 

ett resultat av en individs tidigare erfarenheter, vilka varken står i relation 

till minne eller repetition. Lärande betraktas i stället som ett resultat av 

att individen differentierar mellan olika situationer eller mellan olika fe-

nomen. Ett begrepp som används för att beskriva detta är specificity theory 

(”second alternative” i citatet nedan) vilket således innebär att den lä-

rande skiljer ut och erfar fler och finare aspekter av något. I kontrast till 

detta begrepp står enrichment theory (”first alternative” i citatet nedan), vil-

ket i stället innebär att lärande ses som en process som går från delar till 

en helhet.  

 
On the first alternative we might learn to perceive in this 

sense: that percepts change over time by acquiring progres-

sively more memory images, and that a context of memories 

accrues by association to a sensory core. […] On the second 

alternative we learn to perceive in this sense: that percepts 

change over time by progressive elaboration of qualities, fea-

tures, and dimensions of variation […]. In this theory per-

ception gets richer in differential responses, not in images. 

(Gibson & Gibson, 1955 s. 34) 

 
Differentiering belyser alltså lärande som ett resultat av att en individ 

urskiljer betydelsefulla delar av en diffus helhet. Ett grundantagande 

inom variationsteorin är att ett lärande har skett när en helhet uppfattas 

på ett nytt och mer differentierat sätt (Marton, 2015). Variationsteorin är 

även relaterad till Gurwitch’s (1964) arbete om medvetandet. Marton och 

Booth (1997) menar att medvetandet är en totalitet av en persons alla 

erfarenheter. Medvetandet är alltså ett resultat av det vi urskiljer och det 
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vi tidigare har urskilt. Genom livet urskiljer vi nya delar, vi gör nya erfa-

rande av en mängd olika fenomen och företeelser som införlivas i vårt 

medvetande. Men medvetandet ändras beroende på situationen vi befin-

ner oss i, eftersom vi inte kan ha allt i det omedelbara medvetandet hela 

tiden. Det mänskliga medvetandet förklaras av Marton och Booth (1997) 

i relation till Gurwich’s beskrivning:  

 

In accordance with Gurwich’s (1964) account, we might say 

that the characteristic of human awareness is that a limited 

number of objects, aspects of objects, or situations come to 

attract our attention (i.e., become focused), whereas a very 

great number of other things are there as background. It is 

against this background that we experience the things that 

we are focally aware of, that is, the things that are the focus 

of our attention. (s. 19) 

 

Citatet belyser att de flesta aspekter som vi har urskilt är indirekta och 

bildar en bakgrund medan några få aspekter kan vara fokuserade och bil-

dar medvetandets förgrund. Att se medvetandet som människans begrän-

sade förmåga att hålla flera aspekter av ett fenomen i det direkta med-

vetandet, har betydelse för relationen undervisning och lärande. Diakro-

nisk samtidighet (Marton & Tsui, 2004) är en term som beskriver transfer 

av lärande mellan olika situationer och tidpunkter. Detta innebär att lä-

rande kan förklaras som en differentiering genom att ett tidigare erfa-

rande i det indirekta medvetandet, kan hamna i medvetandets förgrund 

om det ställs i relation till något nytt. Men att förstå ett fenomen mer 

kvalitativt innebär oftast; att den lärande måste erfara fler än en aspekt 

av ett fenomen samtidigt. Detta benämns – synkronisk samtidighet (Marton 

& Tsui, 2004).  

 

En förutsättning för urskiljning eller annorlunda uttryckt, en förutsätt-

ning för att en aspekt ska hamna i medvetandets förgrund, är variation 

(Lo m.fl., 2005; Marton & Booth, 1997; Runesson 2006). Variation syftar 

inte på ett varierat arbetssätt eller olika metoder eller material. Enligt va-

riationsteorin kan inte en aspekt av ett objekt eller fenomen urskiljas och 

hamna i förgrund av vårt medvetande utan jämförelse med något annat. 
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I avhandlingens delstudier har olika variationsmönster använts för att 

planera och analysera vad som görs möjligt att urskilja. I detta arbete har 

ämnesinnehållets behandling betraktats med utgångspunkt i vad som va-

rierar och vad som är invariant (Marton & Tsui, 2004).  Till exempel hade 

lärarna i LS I identifierat att alla elever inte hade urskilt innehållsaspekter 

av division. Man diskuterade därför vilket variationsmönster som kunde 

användas för att eleverna skulle få möjlighet att urskilja innehålls- och 

delningsaspekter av division. Tabell 1 illustrerar ett variationsmönster 

som användes och som innebar att exemplet 100/20 var invariant och 

att exemplet löstes med varierade beräkningsstrategier för division (in-

nehålls- och delningsdivision).  

 

Tabell 1. En dimension av variation som användes under LS I 

3:3:1 VARIATIONSMÖNSTER 

För att vi ska kunna lära behöver vi separera ut aspekter eller detaljer av 

en tidigare vag eller diffus helhet, situation eller lärandeobjekt. För att 

möjliggöra urskiljning av en detalj eller en specifik aspekt måste den va-

riera samtidigt som andra aspekter hålls invarianta. Separation kan illus-

treras med följande exempel: 

 
Let us imagine a little child who has only come across one 

language, say, Chinese. She cannot separate “language” and 

“Chinese”: they are one and the same. This means that she 

cannot have the same understanding of language as someone 

who is aware of the fact that there are different languages. 

Nor does she have an understanding of Chinese other than 

“what humans speak”. (Marton, 2015, s. 56) 

 

Beräknings-

strategier 

uppgiften Vad kan urskiljas 

v i Innehålls- och delnings- 
aspekter av division 
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I exemplet är språk en aspekt och kinesiska är ett värde inom aspekten. 

För att separera kinesiska från språk, behöver olika språk systematiskt 

variera samtidigt som andra aspekter som till exempel ljudstyrka hålls 

invariant. Urskiljning blir så att säga en funktion av att minst två olika 

värden varierar. En separation kan ske på två olika sätt; genom kontrast 

eller generalisering (Marton, 2015). 

 

Kontrast är ett mönster som skapas genom jämförelse, där den lärande 

förväntas urskilja skillnader i stället för likheter, till exempel skillnaden 

mellan kinesiska och engelska. I litteraturen förekommer ofta en mer te-

oretisk beskrivning av hur det är möjligt att lära sig vad färgen grönt är.  

I figur 7 visas två olika sätt att beskriva kontrast och hur dessa skillnader 

möjliggör olika lärande.  

 

Figur 7. Två olika mönster av variation för att urskilja vad grönt är. I det första 

fallet varierar objekten i det andra fallet kontrasteras färgen grön mot färgerna röd 

och blå. (Marton, 2015, s. 46) 

 

I det första exemplet varierar objekten klot, kub och prisma samtidigt 

som färgen hålls invariant. Om den lärande inte vet vad grönt är och 

syftet är att lära sig detta anses inte arrangemanget vara fruktsamt. I en-

lighet med variationsteorin skapar mönstret större möjligheter för den 

lärande att urskilja objekten eftersom det är dessa som varierar. I det 

andra exemplet varierar färgerna grön, röd och blå mot en invariant bak-

grund (objekten). Ett värde inom aspekten färg, i det här fallet grönt, 

kontrasteras mot andra färger. Om syftet är att förstå vad grönt är, be-

höver den lärande erfara något som inte är grönt: rött och blått till ex-

empel.  
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Generalisering är ett variationsmönster som syftar till att visa på bredd och 

som föregås av en kontrast. Variationsmönstret innebär att en irrelevant 

aspekt varierar. Om vi antar att den lärande redan har urskilt färgen grön 

i exemplet ovan (figur 7), kan det i nästa steg vara intressant att skapa 

möjligheter för den lärande att erfara att färgen grön förekommer i olika 

situationer eller på olika objekt. I detta fall blir det första mönstret av 

variation intressant eftersom den irrelevanta aspekten objekt varierar 

medan färgen är invariant. Men för att en odifferentierad helhet ska 

kunna förändras till en ny helhet som är mer differentierad än den förra, 

måste oftast den lärande erfara flera aspekter av ett fenomen samtidigt. 

Fusion är ett variationsmönster som innebär att flera aspekter samman-

förs till en helhet igen. Detta är möjligt om flera aspekter, som tidigare 

har separerats, urskiljs samtidigt. I det tidigare exemplet varierade endast 

en aspekt i taget. Tabell 2 visar hur både aspekten färg och aspekten ob-

jekt sammanförs genom en samtidig variation. 

 

Tabell 2. Fusion av de två aspekterna färg och objekt. Båda aspekterna vari-

erar 

 

 

De olika variationsmönstren kan urskiljas spontant av den lärande men 

de kan också användas som en guidande princip för att planera och ana-

lysera undervisning och lärande (Lo m.fl., 2005, Marton & Tsui, 2004). 

De identifierade variationsmönstren är teoretiska beskrivningar som 

ibland sammanfaller och det kan därför vara svåra att skilja dem åt. Sam-

bandet mellan dem är användbara för att tydliggöra hur lärande förklaras 

utifrån ett variationsteoretiskt perspektiv och kan sammanfattas med föl-

jande figur (Marton, 2015): 

 

KONTRAST → GENERALISERING → FUSION 

Färg Objekt Vad kan urskiljas 

v v Olika objekt 
kan ha olika 
färger 
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Sammanfattningsvis kan lärande beskrivas som en process där den lä-

rande urskiljer fler och finare aspekter av något så att en odifferentierad 

helhet förändras till en ny mer differentierad och integrerad helhet. 

3:3:2 RANGE OF PERMISSIBLE CHANGE 

Variationsteorin har även använts för att analysera och designa matema-

tikuppgifter i syfte att göra det möjligt för eleverna att urskilja nödvän-

diga aspekter av ett lärandeobjekt. Watson och Mason (2006) menar att 

det är vanligt förekommande att matematikuppgifter i läromedel presen-

teras på ett sådant sätt att eleverna snabbt fokuserar på operationer och 

att få fram ett rätt svar. Utgångspunkten för deras studie var att under-

söka om uppgifter, utformade efter en viss systematik, i stället kan få 

elever uppmärksammade på specifika matematiska strukturer. Utifrån ett 

variationsteoretiskt perspektiv undersökte de mönster av variation och 

invarians och således vad som är möjligt att lära. De använder begreppen 

range of permissible change och dimension of possible variation för att diskutera 

möjligheter och begränsningar som finns inbyggda i matematikuppgifter. 

Skillnaden mellan begreppen förklaras av Mason, Stewens och Watson 

(2009) på följande sätt:  

 

Thus, for example, when considering counting, a dimension 

of possible variation is the magnitude of the number, and the 

range of permissible change is limited to whole positive in-

tegers – although magnitude of number in other contexts has 

other possible range of change. (s. 12) 

 

Watson och Mason (2006) menar att lärare kan använda den variations-

teoretiska principen för att designa uppgifter i syfte att göra det möjligt 

för eleverna att urskilja något specifikt. De argumenterar också för att 

teorin kan vara ett verktyg för att identifiera en pedagogisk potential i 

uppgifter, till exempel i ett läromedel. För att illustrera hur de analyserar 

uppgifter väljer jag, utifrån deras studie, tre övningar med ett ämnesin-

nehåll som är av intresse för den andra delstudien i den här avhandlingen. 
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Övningarna består av ett antal uppgifter med koordinater där man ska ta 

reda på riktningskoefficienterna för ett antal räta linjer. 

 

Övning 1: 

 (4, 3) 𝑜𝑐ℎ (8, 12) (−2, −1) 𝑜𝑐ℎ (−10,   1) 

 (7, 4) 𝑜𝑐ℎ (−4, 8) (8, −7) 𝑜𝑐ℎ (11, −1) 

  (6, −4) 𝑜𝑐ℎ (6, 7) (−5, 2) 𝑜𝑐ℎ (10, 6) 

(−5, 2) 𝑜𝑐ℎ (−3, −9) (−6, −9) 𝑜𝑐ℎ (−6, −8) 

(8, 9) 𝑜𝑐ℎ (2, −9) (7, −8) 𝑜𝑐ℎ (−7, 5) 

(−9, −7) 𝑜𝑐ℎ (1, 4) (−4, −3) 𝑜𝑐ℎ (4, −2) 

(2, −5) 𝑜𝑐ℎ (−3, −7) (1, 6) 𝑜𝑐ℎ (−1, −3) 

(−1, 0) 𝑜𝑐ℎ (5, −1) (−3, 5) 𝑜𝑐ℎ (−3, 2) 

 

Övning 2: 

 (4,3 ) 𝑜𝑐ℎ (8, 12) (−2, −3) 𝑜𝑐ℎ (4, 6) 

 (5,6 ) 𝑜𝑐ℎ (10, 2) (−3, 4) 𝑜𝑐ℎ (8, −6) 

 (−5,3 ) 𝑜𝑐ℎ (2, 3) (2, 1) 𝑜𝑐ℎ (2, 9) 

(𝑝, 𝑞) 𝑜𝑐ℎ (𝑟, 𝑠)  (0, 𝑎) 𝑜𝑐ℎ (𝑎, 0) 

(0, 0) 𝑜𝑐ℎ (𝑎, 𝑏)  

 

Övning 3: 

 (4, 3) 𝑜𝑐ℎ (8, 12) (4, 3) 𝑜𝑐ℎ (4, 12) 

 (4, 3) 𝑜𝑐ℎ (7, 12) (4, 3) 𝑜𝑐ℎ (3, 12) 

 (4, 3) 𝑜𝑐ℎ (6, 12) (4, 3) 𝑜𝑐ℎ (2, 12) 

 (4, 3) 𝑜𝑐ℎ (5, 12) (4, 3) 𝑜𝑐ℎ (1, 12) 

 

I övning 1 varieras värdet på 𝑥- och 𝑦-koordinaterna, antal negativa tal 

och placeringen av dem på ett till synes slumpartat vis. Watson och Ma-

son (2006) menar att uppgiftsserien är konstruerad med stor variation 

vilket sannolikt leder till att elevernas fokus riktas mot subtraktions- och 

divisionsberäkningar. Den andra övningen bygger på en variation där de 
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första koordinaterna består av olika positiva och negativa tal. Efter några 

få exempel öppnas en ny variation upp då talen byts ut till bokstavssym-

boler. Till sist avslutas övningen med att både tal och bokstavssymboler 

varieras. Övningen erbjuder ett fokus på att kunna generalisera en beräk-

ningsmetod för riktningskoefficienten. Den sista övningen är designad 

med mindre variation eller en mer systematisk variation, vilket innebär 

att endast 𝑥-koordinaten i den andra punkten varierar och alla andra tal 

är invarianta. Exemplet blir intressant när den lärande kommer till punk-

terna (4, 3) och (4, 12) eftersom de kan fungera som en ”ögonöpp-

nare” på grund utav att 𝑥-koordinaten 4 i båda punkterna resulterar i en 

division med talet 0. I och med den systematiska variationen i uppgifts-

designen finns det möjligheter för eleverna att upptäcka matematiska re-

lationer i stället för att fokusera på svaret på varje exempel. Watson och 

Mason (2006) menar att lärarens frågor ytterligare kan hjälpa till att peka 

ut det specifika. Frågor och uppmaningar som till exempel ”titta på lik-

heter och skillnader” och ”vad förändras och vad förblir oförändrat” kan 

vara till sådan hjälp. 
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KAPITEL 4  

DEN EMPIRISKA STUDIEN 

I det här kapitlet beskriver jag och diskuterar avhandlingens studie uti-

från design, metod, genomförande, analys och forskningsetiska övervä-

ganden. 

4:1 STUDIENS KARAKTÄR OCH DESIGN 

Avhandlingen syftar till att bidra med insikter om vilken kunskap om lä-

rande och undervisning i matematik lärare utvecklar då de medverkar i 

learning studies och utforskar sin praktik utifrån ett variationsteoretiskt 

perspektiv. Med utgångspunkt i detta initierades ett samarbetsprojekt med 

fyra matematiklärare på en högstadieskola som tillsammans med mig ge-

nomförde tre learning studies. Projektet bygger på en emancipatorisk ut-

gångspunkt (Kemmis, 1995), det vill säga att praktikernas makt utökas 

genom att de involveras i forskning och kunskapsutveckling. Studiens de-

sign består av två delstudier LS I och LS II (figur 8).  
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Figur 8. Studiens design bestod av två learning studies, LS I och LS II. 
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Under delstudierna var vårt gemensamma intresse att hjälpa eleverna att 

utveckla kunskap i relation till två lärandeobjekt. Detta intresse medförde 

att vi undersökte vad eleverna behöver lära, vilket gjordes i en iterativ 

process där vi gemensamt planerade och analyserade undervisning och 

lärande. Under delstudierna samlades avhandlingens empiri in och denna 

analyserades av mig efter att samarbetsprojektet hade avslutats. 

 

Den första studien (LS I) genomfördes under vårterminen 2011 och den 

andra studien (LS II) under höstterminen 2011 (figur 8). Under hösten 

2010 genomfördes en förstudie med samma lärare i syfte att låta lärarna 

få erfarenheter om learning study och variationsteori. Ämnesinnehållet i 

LS I var division med tal mellan 0 - 1 och i LS II räta linjens ekvation. 

Efter de två delstudierna fortsatte jag analysarbetet på egen hand i förhål-

lande till studiens forskningsfrågor. Detta innebar att fokus riktades mot 

vad lärargruppen identifierade vara kritiska aspekter för att eleverna skulle 

utveckla kunskaper i relation till de två lärandeobjekten samt hur kun-

skapen om kritiska aspekter utvecklades och förändrades. Avhandlingens 

empiri samlades in från varje fas i LS I och LS II vilket sammanlagt blev 

6 planerings- och 8 analysmöten (à 3-4 timmar), 8 videoinspelade lekt-

ioner (à 50-65 minuter), 2 skriftliga för- och eftertest med eleverna samt 

8 elevintervjuer (à 5-10 minuter). Detta betyder att det blev möjligt att 

studera kunskapen om lärandeobjektet och dess kritiska aspekter så som 

den uttrycktes i diskussioner, så som den visade sig som undervisnings-

handlingar samt så som den uttrycktes som djupa reflektioner om relat-

ionen undervisning och lärande. Varje learning study pågick under fyra 

månader, från det första planeringsmötet till det sista analysmötet. 

4:2 GENOMFÖRANDE 

4:2:1 KONTEXT 

Studiens empiri samlades in under ett samarbetsprojekt med lärare på en 

kommunal högstadieskola i en mindre kommun i Sverige. Skolan är be-

lägen i kommunens centralort där eleverna i största utsträckning kom-

mer från villaområden. Närhetsprincipen var gällande för urval av kom-

mun. Urvalet av lärare att samarbeta med gjordes utifrån motivet att de 
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undervisade i matematik och att de var intresserade av ett samarbetspro-

jekt där lärande och undervisning i matematik skulle komma att studeras 

i learning studies. Genom skolchefen i kommunen etablerades en kon-

takt med en skola där rektor och fyra lärare visade intresse för att med-

verka. Efter en informationsträff med rektor och de intresserade lärarna, 

tillfrågades de om de ville medverka i projektet. Alla tackade ja efter ett 

par veckors betänketid. Studiens fyra lärare, en kvinna och tre män, är 

grundskolelärare för årskurserna 4-9 och undervisar i matematik och na-

turvetenskapliga ämnen på högstadiet. Vid projektets början hade de 

mellan 8 och 20 års lärarerfarenhet. Då projektet startade deltog de alla i 

en utbildningsdag som behandlade learning study och hur variationsteori 

kan användas för att planera och analysera undervisning. De medfors-

kande lärarna har fått fingerade namn i studien: Bengt, Carina, Erik och 

Nina. När jag refererar till vårt gemensamma arbete i avhandlingens olika 

delar använder jag orden ”(lärar-)gruppen” och ”man”. Orden inklude-

rar således även mig som doktorand. Anledningen till detta är att lärarna 

och jag delade samma forskningsobjekt. Vårt gemensamma intresse var 

att finna vad eleverna behöver lära för att utveckla kunskap om två spe-

cifika lärandeobjekt. Ingen av oss visste detta på förhand. Ordet ”lä-

rarna” används för att belysa de fyra lärarna och deras expertkunskap 

och inkluderar således inte mig. De medforskande lärarna har medverkat 

under hela studien. Dock har sjukdom ibland bidragit till ett temporärt 

bortfall, vilket innebär att någon av de fyra lärarna var frånvarande vid 

fem av de fjorton mötena. 

Vid tidpunkten för studiens start undervisade lärarna 75 elever i mate-

matik vilka var fördelade i fyra olika undervisningsgrupper. Under vår-

terminen 2011 gick de i årskurs 8 och under höstterminen 2011 i årskurs 

9. Två av grupperna hade beteckningen ”röd” grupp vilket innebar att 

tempot i dessa grupper var något snabbare och att eleverna jobbade med 

fler fördjupningsuppgifter än i de andra två grupperna som betecknades 

”grön grupp”. Antalet elever i varje röd och grön grupp var cirka 25 

respektive 12. Emellertid skiftade antalet elever i grupperna något under 

studiens gång beroende på gruppbyten och in- och utflyttningar. Innan 

studiens genomförande fick eleverna och deras vårdnadshavare skriftlig 
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information om projektet och om att lektioner skulle videofilmas. I in-

formationsbrevet fick vårdnadshavare och elever också information om 

att deltagandet var frivilligt (bilaga 1). Ett skriftligt intyg om medverkan 

samlades in. Tre elever valde att inte delta. 

Vid genomförandet av lektionerna och vid de tillfällen då för- och efter-

testen genomfördes var ibland elever frånvarande. Som dataunderlag för 

den här studien har enbart de elever som deltagit i alla faserna använts. 

För att minska bortfallet ordnade lärarna nya möjligheter för eleverna att 

genomföra testen. Detta innebar att någon elev ibland gjorde ett för- 

eller ett eftertest två till tre dagar efter den övriga klassen. 

4:3 STUDIENS DATAMATERIAL 

En del av avhandlingens insamlade datamaterial har använts av både lä-

rarna och mig medan en annan del av datamaterialet enbart har analyse-

rats av mig. Videoinspelade lektioner samt elevtest och elevintervjuer har 

varit underlag för den gemensamma analysen i varje learning study. 

Samma data plus de inspelade planerings- och analysmötena har varit 

underlag för att besvara studiens forskningsfrågor. 

4:3:1 PLANERINGS- OCH ANALYSMÖTEN 

Under de två studierna LS I och LS II träffades lärarna och jag för att 

planera och analysera undervisning och lärande. Platsen för dessa möten 

var på ett lärcenter i samma kommun som lärarna arbetade i. Anled-

ningen till att träffarna lades utanför den aktuella skolan, var att det inte 

fanns tillgång till en ostörd plats på den aktuella skolan. Varje möte va-

rade mellan tre och fyra timmar och syftade till att planera och analysera 

undervisning och lärande. Ibland innehöll dessa möten även mer all-

männa eller fördjupade diskussioner om learning study och det teore-

tiska perspektivet. De möten som genomfördes före första lektionen i 

varje studie benämns i avhandlingen som planeringsmöten (figur 8). Vid 

dessa tillfällen var fokus på att diskutera lärandeobjektet, konstruera och 

analysera förtest samt att planera den första lektionen. De möten som 
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genomfördes efter första lektionen i varje delstudie benämns som ana-

lysmöten (figur 8). Under varje sådant möte var analysen riktad på relat-

ionen mellan det planerade-, det iscensatta- och det erfarna lärandeob-

jektet. Dessa möten innehöll även i viss mån planering, då lektionspla-

neringen granskades och reviderades för att skapa bättre förutsättningar 

för elevernas lärande. Vid ett par möten under LS I medverkade två fors-

kare. Den gemensamma lektionsplaneringen dokumenterades både av 

mig och den lärare som var aktuell för filmning. Matematikdidaktisk lit-

teratur och forskningsartiklar fanns att tillgå under studierna, om än i 

varierad omfattning. Till vissa tillfällen blev lärarna rekommenderade att 

läsa viss litteratur och vid andra tillfällen berättade jag kort om olika 

forskningsresultat med betydelse för det matematiska ämnesinnehållet i 

aktuell studie. 

 

Alla planerings- och analysmöten spelades in med hjälp av en diktafon. 

Ljudfilerna transkriberades efter varje möte. I viss mån blev transkribe-

ringen även en utgångspunkt för nästkommande planerings- eller analys-

möte. Exempel på detta är samtal med intressanta reflektioner om ele-

vers förståelse av ämnesinnehållet eller om undervisningen som ibland 

föll ur glömska. Dessa obehandlade reflektioner kunde jag presentera vid 

nästkommande möte och på så vis kunde vi ta ställning till om de ver-

kade betydelsefulla eller inte.  

4:3:2 FILMADE LEKTIONER 

En digital filmkamera (Canon Legria FS200) med stativ användes för att 

dokumentera lektionerna. Som back-up användes en digital diktafon 

som placerades på ett bord nära whiteboarden i klassrummet. Syftet var 

att vi tillsammans skulle göra en analys av det iscensatta lärandeobjektet 

vid nästkommande analysträff. Samma datamaterial har även använts 

som underlag i relation till avhandlingens syfte.  

Filmkameran var främst riktad mot läraren under alla lärarledda genom-

gångar och instruktioner. Då eleverna arbetade på egen hand eller i grup-

per riktades videokameran mot en elevgrupp i taget. Ofta flyttades den 

runt mellan olika grupper i syfte att dokumentera flera elevers diskussion 

och arbete. Vid dessa tillfällen användes en extern mikrofon kopplad till 
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filmkameran för att fånga upp aktuella elevers samtal och för att reducera 

bakgrundsljud från andra aktiviteter i klassrummet. Nackdelen med att 

endast använda en kamera och främst rikta den mot läraren vid genom-

gångar är att hela den komplexa undervisningssituationen aldrig kan 

fångas. Alla elevers diskussioner, arbetsinsats, frågor och förståelse av 

ämnesinnehållet har i den här studien inte dokumenterats och har därför 

inte heller analyserats. Häikkilä och Sahlstöm (2003) menar att om syftet 

med forskningen är att studera interaktionen mellan människor är det en 

stor fördel att använda två eller flera kameror men att mer teknik sällan 

löser andra forskningsfrågor. I början av studien fanns det dock en in-

tention att använda fler kameror i klassrummet för att på så vis få en mer 

komplett helhetsbild av lektionerna. Intentionen genomfördes aldrig. 

Orsakerna till detta var att det var svårt att bara få plats med ett stativ i 

klassrummet, eftersom skolans klassrum var små. Vid en provfilmning i 

en av klasserna identifierades det att en del elever till viss del fann det 

obekvämt med filmkameran. Några elever verkade dock uppleva det hela 

tvärt om. Med hänsyn till det obekväma i situationen togs beslutet att 

endast använda en kamera.  

Lärarens behandling av ämnesinnehållet har emellertid dokumenterats 

väl. De frågor och svar som eleverna gett uttryck för under diskussioner 

i helklass och i de filmade gruppdiskussionerna har varit föremål för ana-

lys. Tekniken fungerade väl och därför behövdes aldrig diktafonens ljud-

upptagning användas som en back-up. Emellertid försvann ljudet i ca 5 

minuter under en lektionsinspelning där kameran var riktad mot en elev-

grupp som arbetade med en gemensam uppgift. Ljudupptagningen från 

diktafonen kunde inte användas som ett komplement i detta fall ef-

tersom diktafonen var placerad för långt ifrån den aktuella elevgruppen. 

4:3:3 DATABEARBETNING 

De inspelade ljudfilerna från alla planerings- och analysmöten transkri-

berades till stora delar ordagrant efter varje möte. De delar av samtalen 

som inte berörde själva studien transkriberades inte, inte heller upprep-

ningar i samtalen. Transkriberingen resulterade i 118 sidor text.  Utifrån 

analysens specifika frågor transkriberades endast sekvenser av lektion-

erna. 
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En transkription är en omvandling av talspråk till skriftspråk som är för-

knippat med en del ställningstaganden (Kvale, 1997). För den här av-

handlingens del betyder det att textkonstruktionen inte visar den känslo-

mässiga tonen i samtalet som betoningar, gester, fniss och ansiktsuttryck 

mer än i enstaka fall. Till exempel har någon mening kursiverats i de fall 

då en betoning varit väldigt stark. Stilen på hur talspråket ska presenteras 

i excerpten har övervägts. För att inte dialogerna ska upplevas som 

osammanhängande och svåra att läsa har vissa justeringar gjorts mellan 

originaltranskript och publicerad text. Långa meningar där det har varit 

svårt att höra var en mening slutar och en annan börjar har fått en mer 

korrekt skriftlig form. Ord som inte fungerar i skriftlig form har plockats 

bort eller bytts ut mot en synonym. I transkripten och i avhandlingens 

excerpt har symbolen (…) använts för att visa på en paus i samtalet och 

symbolen […] har använts för att visa på delar av ett samtal som är bort-

tagna. Symbolen [   ] har använts då förtydliganden har lagts till. 

4.3:4 ELEVTEST OCH INTERVJUER 

I varje learning study användes elevtest i syfte att identifiera variationen 

av elevers skilda sätt att förstå lärandeobjektet. Utifrån hypoteser om lä-

randeobjektets kritiska aspekter formulerades frågor till förtesten. Frå-

gorna arbetades fram tillsammans, bland annat med inspiration från 

boken Förstå och använda tal – en handbok (McIntosh, 2008) och från skol-

verkets publikation Diagnostiska uppgifter i matematik för årskurs 6-9 (Skol-

verket, 2003). Vissa uppgifter konstruerades som ”rätt-eller-fel-frågor” 

och andra konstruerades med följdfrågor där eleverna blev uppmanade 

att motivera sina val eller beräkningar (bilaga 3 och 4). Testen användes 

formativt (Black & William, 2009), elevernas visade kunskap utgjorde ett 

underlag för planering av elevers lärande. Under LS I kompletterades 

förtestet med elevintervjuer eftersom det ansågs vara oklart på vilket sätt 

eleverna förstod lärandeobjektet. Utifrån elevernas svar på förtestet val-

des nio elever ut för att delta i intervjuer. Eleverna tillfrågades om de 

ville förklara hur de resonerade då de löste tre av förtestets frågor. Sam-

talen spelades in med hjälp av en diktafon. 
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En jämförelse mellan elevernas resultat på för- och eftertest användes 

för att utvärdera relationen mellan undervisning och elevernas lärande 

på gruppnivå. Eftertesten genomfördes två till fyra dagar efter varje lekt-

ion och de var i stort sett identiska med förtesten. För att möjliggöra en 

jämförelse av resultat mellan klasserna räknades antal rätta svar för varje 

uppgift ut i procent. Eftersom det var få elever i två av klasserna kan en 

stor procentökning vara något missvisande, därför diskuterades resulta-

ten även utifrån antalet elever som procentökningen eller procentminsk-

ningen representerade. Det är fullt möjligt att eleverna under dagarna 

mellan förtest och eftertest lärde sig något om räta linjens ekvation och 

division med tal mellan 0 - 1 vid andra tillfällen än på den aktuella lekt-

ionen. Men för att minimera denna risk lyftes problemet i lärargruppen 

och man bestämde sig därför för att inte undervisa om samma ämnesin-

nehåll på andra lektioner under dessa dagar.  

Testresultaten tolkades i syfte att ge indikationer på vad i undervisningen 

som påverkade elevernas lärande åt ett eller annat håll. De användes 

alltså inte för att statistiskt säkerställa elevernas lärande och undervis-

ningens effekt. Det finns flera anledningar till detta, till exempel betrak-

tades antalet elever vara för få. En annan anledning är att samma test-

fråga kan beröra flera kritiska aspekter. I dessa fall är det självklart omöj-

ligt att med säkerhet uttala sig om vad i lektionen som påverkat elevernas 

resultat på specifik uppgift. Därför har elevernas resultat på testen inte 

varit den enda utgångspunkten för att identifiera kritiska aspekter och 

validera elevernas lärande i den här studien. Lektionsanalyserna funge-

rade i stor utsträckning som ett kompletterande mätinstrument i samma 

syfte som förtesten. Förutom analys av ämnesinnehållets behandling, var 

lektionsanalyserna även en källa för djupare reflektioner över elevernas 

svar och frågeställningar. Dessa reflektioner bidrog till att lärarna i flera 

fall fick syn på hur eleverna uppfattade ämnesinnehållet vilket också bi-

drog till att de kunde identifiera vad som var kritiskt.  

Prov och test är också förknippade med en risk för negativa och oöns-

kade effekter. Collins, Joseph och Bielaczyc (2004) menar att ”A central 

concern of teachers is whether they motivate their students to want to 

learn. If students come out of school as proficient test takers who hate 
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school, math or Shakespeare, then the school will have failed.” (s. 18) 

Hur eleverna i den här studien upplevde test och intervjuer går inte att 

svara då den frågan aldrig ställdes. Men när förtesten konstruerades re-

flekterades det över testens påverkan på eleverna och gruppen ansåg att 

uppgifter av samma slag som eleverna var vana vid kunde minimera ett 

eventuellt obehag. Andra aspekter som det togs hänsyn till var: Hur 

många uppgifter orkar eleverna göra? Vilka uppgifter kan engagera? Hur 

gör vi en elevnära uppgift? Hur ska uppgifterna designas så att vi ska 

kunna bedöma elevernas förståelse? 

4:4 ANALYS 

Analysen i studien genomfördes i två separata steg och består av den 

gemensamma analysen som lärargruppen gjorde i varje learning study 

och en fortsatt analys som genomfördes av mig. Analysen i varje learning 

study grundade sig på det planerade-, det iscensatta- och det erfarna lä-

randeobjektet samt relationerna dem emellan i syfte att erhålla kunskap 

om vad eleverna behöver lära för att förstå de specifika lärandeobjekten. 

Variationsteorin (Marton & Tsui, 2004) användes som en guidande prin-

cip (Lo m.fl., 2005) för att planera och analysera lärande och undervis-

ning. I mer konkreta termer handlade detta om att försöka identifiera 

kritiska aspekter utifrån elevers skilda sätt att förstå. Men det handlade 

även om reflektioner över vilka variationsmönster som kunde möjliggöra 

elevers lärande.  

 

Empirin som samlades in under LS I och LS II utgjorde underlag för 

den fortsatta analysen i steg 2. Fokus riktades nu mot – vad lärargruppen 

identifierade vara kritiskt för eleverna att lära samt på vilket sätt kun-

skapen om kritiska aspekter utvecklades. Analysen bygger på ett par 

grundprinciper inom ramen för den fenomenografiska och variations-

teoretiska traditionen:  

 Kunskap om världen konstitueras som en intern relation 

mellan människa och värld. Människans kunskap åter-

speglas i påståenden om världen och i handlingar (Marton 

& Booth, 1997). Detta betyder att avhandlingens analys har 
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varit riktad mot att belysa kunskap om lärandeobjektets 

kritiska aspekter, så som de uttrycktes i diskussioner, så 

som de uttrycktes i undervisningshandlingar samt så som 

de uttrycktes i djupa reflektioner utifrån ett teoretiskt ram-

verk.  

 Lärande innebär att människan ändrar sin interna relation 

till världen och ser världen på ett nytt sätt (Marton & Tsui, 

2004). Med grund i principen om lärande har jag i analysen 

betraktat lärargruppen som internt relaterade till samma lä-

randeobjekt. Poängen med principen i relation till avhand-

lingens analys är att den interna relationen till ett och 

samma fenomen inte bara kan skilja sig åt mellan männi-

skor utan att den också kan förändras över tid. Detta inne-

bär att lärargruppen inte nödvändigtvis måste ha samma 

kunskap om lärandeobjekten och dess kritiska aspekter un-

der de olika faserna i en learning study. 

Den inledande analysen, under steg 2, gjordes emellertid relativt förut-

sättningslöst. Detta innebar att transkripten lästes ett flertal gånger med 

fokus på det planerade-, iscensatta- och erfarna lärandeobjektet. Detta 

gav en första helhetsbild av materialet vilket visade att kunskapen om 

lärandeobjektet och dess kritiska aspekter förändrades under de olika fa-

serna i varje learning study. För att studera denna förändring mer i detalj 

krävdes en mer noggrann analys vilken gjordes på följande sätt: 

 

a) Gruppens betraktelser av lärandeobjektets kritiska aspekter blev 

analysenhet. Transkripten lästes igen och alla dialoger som in-

nehöll diskussioner om kritiska aspekter markerades. Frågor 

som ställdes till den transkriberade texten var: Vad i det mate-

matiska innehållet urskiljs som kritiska aspekter? Vad antas vara 

kritiska aspekter? Vad identifieras som kritiska aspekter? På vil-

ket sätt planerar lärargruppen att iscensätta dem? På vilket sätt 

förändras betraktelserna om vad som är kritiska aspekter? 

 

b) En mer noggrann undersökning av lektionerna gjordes med ut-

gångpunkt i samma analysenhet som ovan. Lektionsdelar där 
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samma ämnesinnehåll och/eller samma kritiska aspekter be-

handlades jämfördes med varandra för att få syn på variationen 

i sätt att iscensatta lärandeobjektets kritiska aspekter. Frågor 

som användes då lektionerna analyserades var: Vilka mönster av 

variation används? Vilka olika variationsmönster används för att 

iscensätta samma ämnesinnehåll? 

 

c) Analysen riktades mot lektionsplanerna i syfte att identifiera 

skillnader i hur ämnesinnehållet planerades att iscensättas. I 

samband med detta blev transkripten än en gång föremål för 

analys men nu med fokus på de reflektioner som gjordes då 

gruppen observerade och analyserade undervisningen. I detta 

skede ställdes följande frågor: Vilka variationsmönster planera-

des att användas för att möjliggöra ett specifikt lärande? På vil-

ket sätt och på vilka grunder revideras lektionsplanerna?  

 

Den ovan beskrivna analysen riktades mot delar av lektionerna och tran-

skripten. För att få ihop delarna till en helhet igen krävdes en ny form av 

analys. Detta gjordes i två steg:  

 

1) Varje learning study analyserades på en mer övergripande nivå 

igen. Fokus var på gruppens kunskap om kritiska aspekter uti-

från frågeställningen: Vad kom man fram till beträffande vad 

eleverna behöver lära i relation till de specifika lärandeobjekten? 

 

2) Resultaten från LS I och LS II speglades mot varandra på ett 

mer övergripande plan i syfte att finna mönster av mer generell 

karaktär. Under denna process utgick jag från frågeställningen: 

Vad karaktäriseras kunskapen om de kritiska aspekterna av un-

der delstudiernas olika faser?  

4:5 FORSKNINGSETISKA ÖVERVÄGANDEN 

”Forskningsetiska överväganden handlar i hög grad om att hitta en rimlig 

balans mellan olika intressen som alla är legitima. Kunskapsintresset är 
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ett sådant. Ny kunskap är värdefull på flera sätt och kan bidra till indivi-

dens och samhällets utveckling. Integritetsintresset liksom rätt till skydd 

mot olika former av skada och risk för skada är andra legitima intressen.” 

(Vetenskapsrådet, 2011, s. 10) Israel och Hay (2009) använder begreppen 

avoiding harm och doing good för att diskutera balansen mellan olika intres-

sen. Avoiding harm innebär kortfattat att forskaren förväntas minimera 

risker och obehag för deltagarna. I kontrast till detta lyfts doing good som 

innebär att forskaren ska ”handla rätt”.  Begreppet syftar även på indivi-

duella eller samhälleliga fördelar som kan komma ur forskningen. I den 

här studien har balansen mellan fördelar och risker vägts mot varandra 

vid olika tillfällen. 

Innan studien genomfördes fick lärare och rektor muntlig information 

om studiens syfte och design. De informerades även om att deltagandet 

var frivilligt och om rätten till att avbryta studien. Målsmän och elever 

informerades genom ett skriftligt brev (bilaga 1). I brevet inhämtades 

även målsmans tillstånd (bilaga 2) för sina barns medverkan i studien och 

för att videoinspelade lektioner kan få nyttjas i utbildningssyfte och på 

konferenser. Även om föräldrar och elever hade samtyckt till att delta i 

projektet gjordes överväganden i denna fråga, vid ett par tillfällen. Ett 

exempel var när ett par lektioner skulle videofilmas. Några elever ut-

tryckte vid dessa tillfällen att de inte ville ”vara med på film”. Frågan som 

jag var tvungen att ta ställning till vid dessa tillfällen handlade om elever-

nas rätt att avbryta deltagandet i förhållande till möjligheten att inhämta 

data. Att låta några elever få lämna lektionen skulle kunna resultera i ett 

tomt klassrum, men samtidigt har forskaren inte rätt till otillbörlig påver-

kan för ett fortsatt deltagande enligt samtyckeskravet (Vetenskapsrådet, 

2011). Situationen löstes genom att eleverna blev erbjudna en placering 

bakom videokameran. Med kravet att inte bli inspelade samtyckte de ak-

tuella eleverna till att delta på lektionen. Varje lektion i de två delstudi-

erna innehöll moment där eleverna arbetade individuellt eller i grupper. 

Dessa moment videoinspelades också men vid varje sådant tillfälle fick 

eleverna samtycka till inspelning. Lärarna blev vid upprepade tillfällen 

informerade om rätten till att avbryta projektet. 
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Medverkande individer ska ges största möjliga konfidentialitet (Veten-

skapsrådet, 2011). I den aktuella studien har detta behandlats genom att 

de medforskande lärarna har fått fingerade namn. De fyra deltagande 

lärarna var tre män och en kvinna men i resultatkapitlen har de fått två 

manliga och två kvinnliga namn. Detta har gjorts för att i största möjlig-

aste mån dölja lärarnas identiteter, vilket alltså innebär att de inte är eti-

ketter för en manlig eller kvinnlig lärare. Alla elever i resultatdelens ex-

cerpt benämns enbart som elev med en siffra efter (exempelvis elev 1). 

Numreringen är endast till för att hålla isär eleverna i varje dialog. En 

kritisk fråga som bör ställas är om sättet varpå konfidentialiteten är be-

handlad i den här studien ändå kan leda till några negativa konsekvenser 

för de berörda? Det finns en möjlighet att de medverkande lärarna kan 

känna igen varandra i de utsagor som presenteras i resultatet. En negativ 

konsekvens av detta skulle kunna vara att beskrivningarna i resultatet 

upplevs som negativa eller till och med kritiska mot den enskilde indivi-

den. Det finns även en risk att dialogerna i resultatet oavsiktligt kan leda 

till att lärarna och eleverna identifieras av lärarnas kollegor på den aktu-

ella skolan. Men eftersom den här studien inte syftar till att undersöka 

lärares individuella kunskap, ansågs en eventuell identifiering med nega-

tiva konsekvenser vara små och vägdes mot värdet av ett förväntat forsk-

ningsresultat. 

De medforskande lärarna i studien investerade både tid och kraft då de 

deltog i projektet. De använde individuell- och kollektiv planeringstid för 

att kunna delta i studiens planerings- och analysmöten. Under studiens 

gång framkom en viss kritik mot den tid som varje learning study tog i 

anspråk. De kände en viss stress över uteblivet deltagande i skolans ge-

mensamma konferenser och att den vanliga planeringstiden minskades. 

Flera av våra planerings- och analysmöten låg på tider där lärarna i van-

liga fall undervisade, vilket medförde att vikarier ibland fick ersätta lä-

rarna. Skolan beviljades medel från Matematiksatsningen12 vilket bidrog 

till att vikariekostnaden inte belastade skolans budget. Som ett led i att 

                                                      

12 Statsbidrag med syftet att stärka skolornas eget utvecklingsarbete med att höja 
kvaliteten i matematikundervisningen. Skolverket har haft i uppdrag att genom-
föra och följa upp matematiksatsningen. 
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försöka minska elevernas missade lärartid lades träffarna på olika tider 

och på olika dagar och således blev inte enbart en undervisningsgrupp 

drabbad.  De medforskande lärarna blev, till viss del men inte fullt ut, 

kompenserade med tid då rektor på den aktuella skolan ordnade med att 

studiedagar kvittades mot en ökad arbetsbelastning. 

Elevernas deltagande bör också uppmärksammas ur en etisk synvinkel. 

Det finns en risk att eleverna kan ha upplevt obehag av att delta i studien 

trots att det yttersta syftet var att hjälpa så många elever som möjligt att 

utveckla kunskaper i relation till de två lärandeobjekten. Studiens lekt-

ioner har i ett avseende varit av en karaktär som de är vana vid. De har 

undervisats av sin vanliga lärare och lektionernas aktiviteter har inte skilt 

sig avsevärt mot vad de tidigare har mött. Däremot är det mer osäkert 

om de tidigare har varit med om lektioner som i så stor utsträckning har 

byggt på formativ bedömning (Black & William, 2009). Huruvida detta 

är till fördel eller nackdel för eleverna är svårare att svara på. Men lärar-

gruppens ambition har varit att försöka inta elevernas perspektiv (Mar-

ton & Booth, 1999) och försöka förstå vad deras svårigheter kan bero 

på, för att skapa goda möjligheter för dem att lära.  

Det kan också vara relevant att ställa sig frågan om den här studien ger så 

mycket tillbaka till elever och lärare att det kompenserar elevernas mis-

sade undervisningstid med ordinarie lärare och lärarnas ökade arbetsbe-

lastning. Det är möjligt, och till och med troligt att den kunskap som lä-

rarna utvecklade i projektet kan användas då de undervisar i nya elevgrup-

per. I så fall kan erfarenheten komma nya elever till del. En studie visar 

att lärare ändrar sitt sätt att hantera ämnesinnehållet efter att de har delta-

git i learning studies (Kullberg m.fl., accepterad). Detta kan eventuellt 

bero på att de utvecklar nya insikter om relationen mellan undervisning 

och lärande på ett mer generellt plan, att de utvecklar en lyhördhet för 

hur elever förstår undervisningens innehåll eller att de använder variat-

ionsteoretiska kunskaper för planering av annan undervisning. De fyra 

lärarna i den här studien har medverkat i ett forskningsprojekt under en 

längre tid, vilket kan ses som en fördel för skolan eller kommunen. Lä-

rarna skulle kunna handleda nya projekt och på så vis sprida ett forskande 

förhållningssätt till kollegor.  
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4:5:1 ROLLEN SOM MEDFORSKARE 

Stenhouse (1981) menar att lärare inte enbart ska delta i lärarforskning 

utan de måste oundvikligen bli involverade i forskningen. Detta kriterium 

gäller i stor utsträckning för det här samarbetsprojektet, där det gemen-

samma syftet var att utveckla kunskap om vad eleverna behöver lära sig 

för att utveckla förmågor i relation till specifika ämnesinnehåll. Men att 

forska med andra innebär ett nära samarbete där det ibland uppstår etiska 

frågeställningar att ta ställning till. Det kan till exempel betyda att det 

finns risk för oklarheter mellan rollerna i forskningsgruppen (Adamson 

& Walker, 2011; Vetenskapsrådet, 2011). I syfte att minska eventuella 

oklarheter diskuterades till exempel arbetsfördelning. Som doktorand 

tog jag ansvar för teknisk utrustning, insamling och förvaring av data, att 

söka ämnesdidaktisk forskning, att rätta test och att välja ut och presen-

tera intressanta undervisningssekvenser av lektionerna på våra gemen-

samma träffar. Lärarna ansvarade för att välja matematikinnehåll till del-

studiernas lärandeobjekt utifrån något som de upplevde vara svårt att 

undervisa om eller svårt för eleverna att lära. De beslutade om lektions-

design och revidering av lektioner och de ansvarade för att undervisa en 

lektion i varje delstudie. Gemensamt upprättade vi tidsramar och sche-

man för möten och lektioner. Vi hade också ett gemensamt ansvar för 

den mer fördjupade analysen av elevtest och lektioner. Lärarna var på 

förhand även medvetna om att jag skulle publicera resultaten i en av-

handling och presentera delresultat på konferenser. Under studiens gång 

kom arbetsfördelningen att förändras något. För att göra det möjligt att 

involvera lärarna än mer i forskningen, erbjöds de att delta vid konferen-

ser. Två av lärarna presenterade delresultat på Matematikbiennalen13 

2012 och en av lärarna gjorde en presentation tillsammans med mig på 

den internationella konferensen WALS14 2013.  

Adamson och Walker (2011) menar att det är viktigt att få till stånd en 

öppen debatt och självkritisk granskning i samarbetsprojekt. Även om 

arbetsfördelningen diskuterades innan och under studien, kan det ändå 

                                                      

13 Nationell konferens för lärare, lärarutbildare och forskare. 

14 The World Association of Lesson Study. 
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vara relevant att fundera över om vi såg jämställt på varandra. Den frågan 

kan vara svår att svara på då den aldrig explicit togs upp. Mitt intryck är 

att det var en fördel att deltagarna i gruppen redan kände varandra väl, 

vilket visade sig genom ett öppet och tillåtande klimat. Samtalen karak-

täriserades av en samförhandling där vi ömsesidigt och på olika sätt in-

fluerade varandra genom de frågor som ställdes och de påståenden som 

ifrågasattes. Självklart är det ändå möjligt att gruppens deltagare upp-

levde delaktighet på olika sätt. Det var till exempel fullt möjligt att välja 

att vara mer eller mindre drivande eller att välja en mer avvaktande roll 

under delstudiernas planerings- och analysmöten. Ett ställningstagande 

kom ändå att gälla i vilken utsträckning jag skulle gå in och fördela ordet 

under diskussionerna i våra träffar. Eftersom samtliga möten spelades in 

med hjälp av en diktafon hade jag möjlighet att reflektera över i vilken 

utsträckning lärarna deltog i diskussioner. Det visade sig vid några till-

fällen, framför allt under LS I, att några lärare tog eller fick större ut-

rymme i diskussionerna än andra. Eftersom intentionen var att alla skulle 

delta som likvärdiga medlemmar på träffarna införde vi ”laget runt” i 

vissa frågor. Lärarna fick på så vis möjlighet att i tur och ordning, välja 

att lyfta in något i diskussionen eller att avstå. 

I syfte att skapa ett jämställt team diskuterade vi vår tidigare yrkeserfa-

renhet och våra olika kompetenser. Att vi alla hade en liknande yrkes-

mässig bakgrund kan vara en viktig del i att skapa jämställda roller i en 

sådan här studie. Lärarna kände till min bakgrund som lärare och visste 

att jag hade många års erfarenhet av undervisning i grundskolans årskur-

ser 1-7. Kompetensen mellan mig och de andra lärarna skilde sig emel-

lertid åt på två punkter. Jag hade mer kunskap om variationsteori och 

learning study än de men å andra sidan hade de expertkunskap om ele-

verna och matematikundervisning på högstadiet. Från min sida fanns det 

ingen avsikt att leda lärarna mot något visst håll, eller att de skulle ut-

forma undervisningen på ett visst sätt. Jag vill påpeka att ingen av oss i 

förväg hade svaret på frågor om vilka aspekter som var kritiska. I detta 

avseende hade inte jag som doktorand inget ”övertag”. Det fanns till-

fällen då lärarna delade mina tolkningar och förslag och tillfällen då de 

inte delade mina förslag. Transkriptet nedan illustrerar en diskussion där 

vi inte var eniga om benämningen på tal i decimalform var betydelsefullt 

för att eleverna skulle förstå innehållsdivision. Jag frågar till exempel om 
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vi ska använda termen ”tiondel” för talet 0,1 och inte ”noll-komma-ett”. 

Erik och Bengt menar att det inte verkar ha betydelse för lärandeobjektet 

eftersom Eriks elever presterade sämre på eftertestets uppgift 1, trots att 

tal i decimalform hade behandlats. Jag förklarar mig ytterligare genom 

att betona att jag anser att det kan vara viktigt för att förstå innehållsa-

spekter av division samt att vi inte nödvändigtvis behöver behandla äm-

nesinnehållet på samma sätt som i den föregående lektionen.  

 

Pernilla:  Jo, jag tänkte på en annan sak, vi pratar om 0,1 och 0,2 som 
decimaltal eller komma-tal och hur många gånger det får plats i. 
Och jag tycker att det kan finnas en vits i att koppla detta till 
uppgift 1 på testet som handlar om tal mellan 0 och 1. Ska vi 
inte tala om att det är tiondelar? 

Erik:  Det var ju det vi lyfte bort lite. Jag pratade ju om det på min 
lektion. Och hur gick det för mina elever? Jag gjorde ju det mer 
än Bengt. 

Pernilla:  Ja, men dina låg ju så mycket bättre från början. 
Erik:  Jag fick ju en sänkning på den uppgiften så det hjälpte ju inte. 
Bengt:  Att man skulle lyfta fram 0,2 som 20 % och 1/5? 
Pernilla:  Ja, det är en fråga som jag tycker att man ska fundera över. 
Erik:  Jag tänker så här: Det kan man säkert göra och få bättre resultat 

på den uppgiften. Men jag tycker inte att det leder till målet för 
den lektionen. 

Pernilla:  Mina tankar är helt tvärt om. Jag funderar på om det inte finns 
någon koppling ändå. Alltså om man har svårt att förstå noll-
komma-två i ett och om man i stället ser det som tiondelar eller 
två tiondelar, blir det lättare att förstå då? 

Bengt: [……………] Erik tog upp många samband med tiondelar, 
hundradelar och tusendelar och så men i den här gruppen så 
skulle en del klara det men vissa hänger inte med alls. Man måste 
skala av det mycket mer. 

Pernilla:  Jag menade inte att vi var tvungna att göra precis så som vi 
gjorde i Eriks grupp utan lyfta det på något annat sätt. 

Erik:  Nä, jag tycker inte att vi ska blanda in det i den här gruppen. 
Bengt, Carina: Näe 
 
 

I slutet av transkriptet är Erik, Bengt och Carina enade om att ämnesin-

nehållet, som vi diskuterade, inte skulle behandlas under nästa lektion 

eftersom det anses att vissa av eleverna ”inte skulle hänga med alls”. Med 

transkriptet vill jag således belysa att jag inte hade en mer framträdande 
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roll än lärarna och heller inget ”övertag”. Som ett sätt att minska en even-

tuell problematik med ojämlikhet mellan olika expertområden betonades 

studiens grundläggande princip vid ett flertal tillfällen: Det är lärarna som 

tar beslut om vilket lärandeobjekt som ska undersökas samt om lektions-

design och lektionsrevideringar.  

Förutom dessa beslut, har lärarna blivit involverade på fler sätt. I början 

av LS I ställde jag frågor om elevernas möjligheter till lärande utifrån ett 

variationsteoretiskt perspektiv i större utsträckning än lärarna. Under 

studien kom detta att ändras till ett mer jämlikt förhållande. Detta kan 

bero på att lärarna utvecklade variationsteoretiska insikter allt eftersom 

studien pågick och att teorin, så att säga blev deras ”egen”. Möjligtvis 

bidrog även sättet varpå lektionsanalyserna genomfördes till ett mer jäm-

likt förhållande. Efter varje lektion analyserade jag det iscensatta- och det 

erfarna lärandeobjektet i syfte att vara förberedd inför de gemensamma 

analysträffarna. Detta bidrog till att intressanta undervisningssekvenser 

identifierades och att ett antal frågor om undervisning och lärande upp-

stod. Det är viktigt att påpeka att denna individuella analys inte resulte-

rade i att jag fann svaret på vad eleverna behöver lära. De identifierade 

undervisningssekvenserna blev däremot en utgångspunkt för en fortsatt 

gemensam undersökning med fokus på vad eleverna behöver lära. Möj-

ligtvis bidrog detta till att lärarna blev mer aktiva och jämlika i analysen 

av hur innehållet behandlades under lektionerna.  

4:6 GILTIGHET 

När det gäller giltighet i en kvalitativ studie är forskarens hantverksskick-

lighet och förmåga att ifrågasätta sina överväganden, tolkningar och re-

sultat avgörande. Kvale (1997) menar att ett kritiskt ifrågasättande måste 

löpa som en röd tråd genom hela arbetet och inte bara som en kontroll 

i slutet av forskningen. En nyckel till att diskutera en studies giltighet kan 

vara utifrån begreppet intern validitet (Bryman, 2002). Med intern vali-

ditet avses huruvida resultaten verkligen representerar den verklighet 

som har studerats. Det är nödvändigt att ställa sig frågan om man har 

lyckats fånga det som undersökningen syftar till att beskriva. 
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Det finns begränsningar med klassrumsstudier eftersom ett klassrum 

måste betraktas som en komplex miljö där det är svårt att kontrollera 

olika variabler (Collins m.fl., 2004). Exempelvis kan variabler som skol-

miljö, elevernas förutsättningar, tid, finansiella resurser, närvaro, admi-

nistrativ support och engagemang påverka studiens resultat. Förelig-

gande avhandlingsstudie faller inom ramen för en sådan begränsning. I 

den här studien har vissa delar av begränsningen hanterats genom att 

beskriva aktuella variabler och de olika val och etiska överväganden som 

har gjorts.  

Men å andra sidan finns det också fördelar förknippade med att genom-

föra studier i verkliga komplexa miljöer som ett klassrum. En sådan för-

del är att det är möjligt att studera interaktionen mellan lärare och elever 

(Collins m.fl., 2004). Om elevernas lärande enbart hade varit av intresse 

hade det varit möjligt att grunda en sådan studie på exempelvis under-

visningsfilmer i en mer kontrollerad miljö utanför klassrummet, i syfte 

att begränsa variabler som kan påverka resultatet. Men för den här stu-

diens del, där lärare undersöker relationen mellan undervisning och lä-

rande, har det varit avgörande att studera vad som händer i samspelet 

mellan lärare och elev i autentiska undervisningssituationer. Föremål för 

analys hade uteslutande kunnat handla om hur lärare planerar och pratar 

om undervisning men i föreliggande avhandling ses klassrummet som ett 

laboratorium där kunskap om undervisning och lärande genereras (Elli-

ott, 2012). Följaktligen blir resultatet från en studie om vilken kunskap 

lärare utvecklar då de prövar antaganden om undervisning och lärande i 

sin egen praktik, giltigt då både planering, genomförande och reflekt-

ioner över undervisning och lärande studeras och analyseras. 

Att beskriva tillvägagångssättet i en studie på ett tydligt sätt kan vara ett 

sätt att underlätta en studies replikerbarhet. En studies replikerbarhet 

faller inom ramen för begreppet reliabilitet (Bryman, 2002) och innebär 

att andra ska kunna genomföra en likadan studie, vilken då ska generera 

samma resultat. Resultaten i den här avhandlingen har bland annat dis-

kuterats på seminarium inom LGK-projektet. Det har då konstaterats att 

de övergripande resultatet från den här studien stämmer väl överens med 

de andra delstudierna.  
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En fråga som också kan ställas är hur personliga erfarenheter påverkar 

analysen i en studie. Enligt Thomas Kuhns begrepp inkommensurabili-

tet (Chalmers, 1994) påverkas perceptionen av det paradigm man befin-

ner sig i. Detta betyder att en tolkning eller observation aldrig kan vara 

objektiv eftersom förförståelsen påverkar ens sätt att se och förstå något. 

Som doktorand i det här projektet har jag befunnit mig i någon form av 

”lärar-forsknings-paradigm” och där min förförståelse handlar om vari-

ationsteori och learning study. Hur har då min förförståelse påverkat tro-

värdigheten i mina tolkningar? Jag vill understryka att jag inte gör några 

anspråk på att skriva fram någon objektiv verklighet utan tolkningarna 

har gjorts med hjälp av de erfarenheter jag har fått från delstudierna. 

Samtidigt måste jag framhålla att jag medvetet har försökt att distansera 

mig till empirin genom att förhålla mig ensidigt till mina analysfrågor. I 

detta val bidrog avhandlingens teoretiska inramning till distanseringen. 

Den verklighet jag har studerat är oerhört komplex och min intention 

har inte varit att spegla hela den komplexa verkligheten utan endast kun-

skap om kritiska aspekter i relation till två specifika lärandeobjekt i ämnet 

matematik.  

 

En studie med ett begränsat urval deltagare, en begränsad datainsamling 

och en specifik kontext kan inte ha några absoluta generaliseringsan-

språk. Det är därför inte möjligt att hävda att kunskapsprodukten, i ter-

mer av kritiska aspekter, som genereras från avhandlingens delstudier är 

giltiga i alla kontexter. Giltighet i kvalitativ forskning kan emellertid dis-

kuteras utifrån de delar, mönster eller strukturer som kan kännas igen i 

nya situationer (Larsson, 2009). Utifrån denna förståelse kan det vara 

svårt att förutsäga var studiens resultat kan gälla. Men man kan ana att 

de går att använda i undervisning för vissa elevgrupper. Tidigare forsk-

ning har också visat att resultat från learning studies kan användas ku-

mulativt (Kullberg, 2010, Runesson & Gustafsson, 2012). Det är vanligt 

förekommande att kritiska aspekter beskrivs i likhet med ett ämnesinne-

håll som eleverna behöver eller måste lära, detta kan uppfattas som att de 

är absoluta, slutgiltiga och generella. I föreliggande avhandling används 

också uttrycket behöver lära, detta ska förstås i termer av vad studiens del-

tagande elever behöver lära. Följaktligen innebär detta att kritiska 

aspekter är kontextuella men samtidigt kan de anses vara dynamiska och 
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kumulativa i betydelsen av en kunskapsprodukt som det går att bygga 

vidare på (Kullberg, 2012; Runesson & Gustafsson, 2012). Men det kan 

också vara möjligt att göra ett större generaliseringsanspråk med avse-

ende på kritiska aspekter som en kunskapsprodukt. Vad jag menar med 

detta är att en elev som kan bemästra ett specifikt lärandeobjekt har, ut-

ifrån ett variationsteoretiskt perspektiv, redan urskilt alla nödvändiga 

aspekter av lärandeobjektet (Marton, 2015). För den eleven är lärande-

objektets aspekter inte kritiska, men troligtvis har de varit kritiska i ett 

tidigare skede. För de elever som ännu inte har urskilt lärandeobjektets 

nödvändiga aspekter så är dessa aspekter däremot kritiska och behöver 

urskiljas. Utifrån generaliseringsfrågor skulle det därför kunna vara bättre 

att prata om nödvändiga aspekter av ett lärandeobjekt, vilket innebär att 

de är kritiska för några men inte för alla. 
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KAPITEL 5 

RESULTAT: LEARNING STUDY I  

Lärandeobjektet i LS I var att förstå varför kvoten kan bli större än talet i 

täljaren. Detta innebar att lärargruppen ville att eleverna skulle över-

komma missuppfattningen att division alltid resulterar i att svaret blir 

mindre. Analysen av avhandlingens empiri visar att det fanns antaganden 

om lärandeobjektets kritiska aspekter i inledningen av studien. Dessa an-

taganden samt på vilka grunder lärandeobjektet avgränsades redovisas un-

der rubrik 5:1 nedan. I och med att gruppen analyserade lektioner samt 

för- och eftertest urskildes nya detaljer beträffande det kritiska, under stu-

diens gång. Denna process resulterade i att gruppens initiala och vaga an-

taganden kom att förändras till att bli mer precisa beskrivningar. Denna 

förändringsprocess redovisas från och med rubrik 5:2 och strukturen för 

resultatbeskrivningen är sådan att preciseringen av varje kritisk aspekt be-

skrivs under egna rubriker. Det är därför inte möjligt att följa learning 

study-processen cykliskt från första till sista träffen, ej heller på vilket sätt 

varje lektion förändrades. För att erhålla en helhetsbild av lektionerna hän-

visas till en sammanfattande beskrivning i bilaga 3.
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5:1 AVGRÄNSNING AV LÄRANDEOBJEKTET 

OCH ANTAGANDEN OM KRITISKA ASPEKTER 

Innan LS I hade lärarna identifierat att flertalet elever ansåg en divisions-

uppgift som felräknad om svaret blev större än talet i täljaren15. I likhet 

med tidigare kända missuppfattningar (Vergnaud, 1980) föreföll det som 

att dessa elever uppfattade att ”multiplikation alltid ger ett svar som är 

större” och att ”division alltid ger ett svar som är mindre”. Lärarna ville 

att eleverna skulle komma över dessa missuppfattningar, vilket blev en ut-

gångspunkt för diskussioner om vad som skulle kunna utgöra ett lärande-

objekt. Det visade sig emellertid vara svårt att specificera och avgränsa ett 

lärandeobjekt eftersom det fanns flera förmågor som man ville att eleverna 

skulle utveckla. Gruppen ville till exempel att eleverna skulle få en djupare 

förståelse för division för att de ”instinktivt” (excerpt 1, rad 2) skulle 

kunna ”förstå att det blir mer vid division” (rad 2) samt att de skulle ut-

veckla sin uppskattningsförmåga så som att ”kunna avgöra storleken på 

kvoten” (rad 2). Både Erik och Nina menade att lärandeobjektet skulle 

kunna innebära ett fokus på metoder för att utföra korrekta beräkningar, 

vilket följande excerpt visar: 

EXCERPT 1. Planeringsmöte 1 

1.  Nina: De måste kunna se det instinktivt eller om man nu kan  
kalla det instinktivt. Och sen så måste man ju ändå ha en 
metod så att man kan försäkra sig om att det man gjorde 
i alla fall var rätt. 

2. Erik: Ja, de ska på något vis kunna avgöra om de här talet blir  
tio eller hundra eller två hundra eller noll-komma-sjuttio-
fem. Ja, de ska kunna avgöra storleken på kvoten och 
storleksordna. Och självklart är det jätteviktigt med me-
toderna med. Men det vi pratade om först det var ju det 
här att de ska kunna förstå att det kan bli mer vid division. 
Eftersom de är åttor så kan det handla om både att ha en 
uppfattning och om metoder. Det är väl inte orimligt? 

 

                                                      

15 Till exempel 
10

0,5
 = 20 
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Gruppen enades emellertid om att eleverna skulle kunna förstå att en kvot 

kan vara större än talet i täljaren. Lärandeobjektets beskaffenhet problemati-

serades ytterligare genom att lärargruppen diskuterade innebörden av be-

greppet förstå. Några av lärarna menade att förstå handlade om att utveckla 

elevernas strukturella förståelse av division och hävdade att ”det är inte 

uträkningen som är det viktiga utan att det är relationer [mellan täljare, 

nämnare och kvot]” som är viktiga att behandla i undervisningen. Erik 

betonade att det också var viktigt att eleverna skulle kunna beräkna ett 

exakt svar och menade att det inte går att särskilja strukturell och operat-

ionell förståelse: 

Erik:  Det känns som det hänger ihop ändå. Varför utesluter det 
[relationer mellan täljare, nämnare och kvot] att beräkna? Jag 
är helt inne på den här relationen och förståelsen men varför 
kan inte eleverna också förstå exakt vad det blir? Vad är det 
för konstigheter med att jobba med 4 dividerat med 0,2? 

Parallellt med försöket att avgränsa och specificera lärandeobjektet karak-

täriserades den gemensamma diskussionen av vad eleverna behöver lära 

sig och således vad som kan tänkas vara kritiska aspekter. Till exempel 

antog lärarna utifrån tidigare undervisningserfarenheter att det kan vara 

nödvändigt för eleverna att urskilja innehålls- och delningsaspekter av di-

vision. När detta kopplades till diskussionen om strukturell och operation-

ell förståelse blev det möjligt att avgränsa lärandeobjektet. Det som blev 

avgörande för avgränsningen var att gruppen ansåg att innehållsdivision 

skulle kunna vara centralt för att förstå varför en kvot kan bli större än talet 

i täljaren i ett uttryck som 4 /0,2. Utifrån tidigare undervisningserfaren-

heter samt att man hade tagit del av matematikdidaktisk forskning (Bell, 

m.fl., 1984; Ma, 1999) menade man att eleverna måste förstå division i 

termer av ”hur många gånger får 0,2 plats i 4”. Gruppen hade i likhet med 

dessa forskningsresultat identifierat att det föreföll som om flertalet av de 

aktuella eleverna uppfattade division synonymt med delning, vilket resul-

terade i att de endast använde sig av metaforen ”att dela upp i högar”.  

Diskussionen mynnade ut i att gruppen ansåg att förlängning skulle kunna 

skymma elevernas möjlighet att urskilja innehållsdivision och följaktligen 

varför en kvot kan bli större än talet i täljaren. Med detta menades att om 

uttrycket ovan förlängs med 10, så ändas uttrycket till att endast bestå av 
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heltal16. Lärargruppen ansåg att det vore högst relevant om eleverna skulle 

förstå detta som ”40 delat i två högar”. En sådan beräkning ger en kvot 

(20) som inte är större än talet i täljaren (40). Båda uttrycken kan represen-

tera både strukturella och operationella aspekter men gruppen framhöll att 

förstå i lärandeobjektets formulering innebar att man skulle lyfta fram och 

fokusera på strukturell förståelse, till exempel kvotens storlek i relation till 

talet i täljaren.  

Efter lärandeobjektets precisering och avgränsning tog diskussionen om 

kritiska aspekter fart på nytt. Antaganden om kritiska aspekter diskutera-

des utifrån kunskaper om ämnets struktur i termer av vilket ämnesinnehåll 

som ansågs kunna ingå i lärandeobjektet. Diskussionen karaktäriserades av 

ett fokus på matematikinnehållet och det fanns ett för givet tagande om 

vad de kritiska aspekterna innebar. Detta resulterade i att de antaganden 

som gruppen hade blev förhållandevis vaga och oprecisa.  Till exempel 

antogs tal mellan 0 och 1 vara kritiskt, eftersom en nämnare mellan dessa 

tal är en förutsättning för att ett divisionsuttryck ska resultera i en kvot 

som är större än talet i täljaren. Men vad eleverna skulle förstå mer exakt 

beträffande tal mellan 0 och 1 diskuterades aldrig. 

Antaganden om kritiska aspekter var även grundade i vad lärarna trodde 

sig veta om elevernas kunskaper utifrån tidigare erfarenheter. Positionssy-

stemet var ett matematiskt innehåll som ansågs vara kritiskt eftersom detta 

tidigare hade identifierats som en svårighet. Carina menade att ”det finns 

olika delar som tiondelar, hundradelar och tusendelar, ja alla elever förstår 

inte detta fullt ut”. Utifrån forskningsresultat (Clark & Roche, 2009) som 

diskuterades i gruppen ansåg man att det kunde vara kritiskt för eleverna 

att förstå relationerna mellan täljare, nämnare och kvot. Vad detta innebar 

problematiserades inte heller i egentlig mening.  

Inför konstruktionen av förtestet hade lärargruppen således antaganden 

om vad som skulle kunna vara kritiska aspekter för att förstå varför en 

kvot kan bli större än talet i täljaren. Dessa var grundade i lärarnas egna 

                                                      

16   
4

0,2
 = 20  

4·10

0,2·10
 = 

40

2
 = 20 
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matematikkunskaper, kända missuppfattningar och vad lärarna trodde sig 

veta om elevernas kunskaper. De kritiska aspekterna var i detta skede be-

skrivningar av ett matematiskt innehåll som ansågs vara nödvändigt för 

eleverna att urskilja. En sammanfattning över dessa antaganden framgår 

av tabell 3. Med syfte att undersöka hur eleverna uppfattade ämnesinne-

hållet och för att undersöka om de antaganden man hade var riktiga eller 

ej, konstruerades ett skriftligt test bestående av 12 uppgifter (bilaga 4). 

Gruppens analys av förtesten resulterade i att de antaganden gruppen hade 

om kritiska aspekter bekräftades. Men analysen av lektionerna och efter-

testen resulterade i att insikterna om vad som var kritiskt förändrades och 

preciseras. Under följande rubriker beskrivs den här utvecklingen. Struk-

turen är sådan att lärandeobjektets kritiska aspekter redovisas var för sig. 

Tabell 3. Antaganden om kritiska aspekter inför förtestkonstruktionen 
Antaganden om kritiska aspekter 

Att urskilja innehålls- och delningsaspekter av division 

Att urskilja tal mellan 0 och 1 

Att urskilja relationer mellan täljare, nämnare och kvot 

Att urskilja positionssystemet för tal i decimalform 

5:2 DEN KRITISKA ASPEKTEN: ”ATT URSKILJA 

INNEHÅLLS- OCH DELNINGSASPEKTER AV 

DIVISION” PRECISERADES 

Inför konstruktionen av förtestet hade gruppen ett antagande om att det 

kunde vara kritiskt för eleverna att förstå både innehålls- och delningsdi-

vision. Detta antagande var grundat i tidigare undervisningserfarenheter 

och matematikdidaktisk forskning (Bell m.fl., 1984; Ma, 1999). Uppgif-

terna 5, 6, 8, 9 och 11 (bilaga 4) konstruerades i syfte att utröna elevernas 
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förståelse av bland annat innehållsdivision. På förtestet svarade en så stor 

andel som 69 procent av eleverna rätt på uppgift 11. Då uppgiften analy-

serades mer noggrant upptäcktes att flertalet elever förkortade talen 9000 

och 3000 genom att stryka nollor (figur 9), vilket resulterade i uttrycket 

9 ÷ 3. Detta förfarande tolkades som att eleverna inte löste uppgiften ge-

nom att tänka ”hur många gånger får 3000 plats i 9000”. Gruppen menade 

att det föreföll mer troligt att eleverna i stället löste uppgiften med del-

ningsdivision i likhet med ”9 delat i 3 högar”. 

Analysen av uppgifterna 5, 6, 7 och 9 visade på en stor variation beträf-

fande andelen rätta svar (bilaga 5). Det visade sig emellertid att andelen 

rätta svar generellt var lägre i två av undervisningsgrupperna. För de fyra 

aktuella uppgifterna var medelvärdet av andelen rätta svar i dessa två grup-

per 26 procent medan de andra två gruppernas medelvärde på samma upp-

gifter var 73 procent. 

 

Figur 9. Flera elever förkortade talen 9000 och 3000 i uppgift 11. 

På uppgifterna 5 och 9 var elevernas motiveringar väldigt skiftande och 

därför diskuterades det i gruppen huruvida innehålls- och delningsdivision 

var en kritisk aspekt eller inte. Till exempel noterades det att flera elever 

som svarade rätt på uppgift 5 motiverade sitt svar i likhet med ”0,002 är 

ett väldigt litet tal och det får plats många gånger i 4”. Motiveringen tolka-

des som att dessa elever hade urskilt innehållsdivision vilket verkade bidra 

till förståelsen att en kvot kan bli större än talet i täljaren.  
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Figur 10. En elev motiverar varför 4 ÷ 2 resulterar i den största kvoten. 

Analysen visade också att flera elever inte gjorde några motiveringar över 

huvud taget samt att flera elever motiverade sitt svar i likhet med ”Det 

första talet kommer bli helt, de andra mindre, eftersom de har ett komma-

tecken blir de mindre” (figur 10). Denna motivering gav upphov till tolk-

ningen att flertalet elever inte verkade ha urskilt innehållsaspekter av divis-

ion. Analysen resulterade i att det tidigare antagandet att eleverna behöver 

urskilja både delnings- och innehållsdivision bekräftades. Gruppen ansåg 

att innehållsdivision måste vara viktigt för ”att få några fler med på tåget”. 

Carina hävdade till exempel att ”Det handlar om en känsla och hos en del 

elever finns inte innehållsdivisionen med. Den måste finnas, för så länge 

den inte finns får vi ingen utveckling av divisionsbegreppet anser jag. Då 

stannar vi på mellanstadiet och bara delar.”  

Den kritiska aspekten att urskilja både innehålls- och delningsdivision be-

handlades under den första lektionen genom att läraren startade med att 

skriva uttrycket 10 / 2 =  5 på tavlan. Läraren berättade att ”man kan 

tänka på två olika sätt när man löser en divisionsuppgift”. Delningsdivis-

ion förklarades med orden ”att dela tio i två högar” och innehållsdivision 

förklarades med orden ”så många tvåor det får plats i tio”. Då gruppen 

analyserade lektionen upptäcktes det att de två metaforerna egentligen inte 

behandlades utan läraren redogjorde bara för dem muntligt. I en jämfö-

relse mellan för- och eftertest visade det sig att andelen rätta svar på hela 

testet hade ökat med 8 procentenheter vilket inte ansågs vara tillräckligt. 

Gruppen fann det svårt att säga om den korta inledningen på lektionen 

bidrog till detta resultat eller ej. Däremot, med grund i variationsteorin, 
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reflekterades det över om ämnesinnehållets behandling kunde förändras i 

något avseende för att göra det möjligt för eleverna att urskilja både inne-

hålls- och delningsdivision. 

5:2:1 ATT SÄRSKILJA METAFORERNA ”ATT MÄTA” OCH 

”ATT DELA IN I HÖGAR”  

Under de återstående lektionerna var intentionen att göra det möjligt för 

eleverna att urskilja de olika metaforerna och inte bara berätta om dem. 

Planen var att separera innehållsaspekter från division genom att använda 

uttrycket 10/2. Under lektion 3 ritade läraren upp 10 äpplen på tavlan, 

vilka delades in i två högar. Samma uttryck användes även för att belysa 

innehållsdivision som en skillnad till det mer vanliga sättet att uppfatta 

division. När lektionen analyserades upptäckte gruppen att den undervi-

sande läraren blandade ihop de olika metaforerna, vilket också verkade 

förvirrande för eleverna. I stället för att förklara delningsdivision med me-

taforen ”Du har tio äpplen och ska dela upp dem i två högar, hur många 

blir det i varje hög” sa läraren ”Du har tio äpplen och delar upp dem i 

högar om två” samtidigt som detta ritades på tavlan. Innehållsdivision å 

andra sidan förklarades med ”Du har tio äpplen och delar upp dem i två 

högar”. Läraren illustrerade även detta på tavlan med bilder av äpplen i två 

högar. 

  

Förväxlingen och de två olika metaforerna blev en utgångspunkt för en 

diskussion om vad i ämnesinnehållet som egentligen var kritiskt. Gruppen 

ansåg att det var nödvändigt för eleverna likväl som för lärarna att urskilja 

skillnaden mellan innehålls- och delningsdivision och man funderade över 

hur detta skulle kunna behandlas. Gruppen ansåg till exempel att om in-

nehålls- och delningsdivision behandlades med för lite variation, kunde 

det skymma möjligheterna att urskilja skillnaden. Erik menade att metafo-

rerna blev för lika varandra eftersom man använde ordet ”högar” i båda 

fallen. Med stöd i variationsteorin förespråkade Erik att metaforerna måste 

variera på ett tydligare sätt. Han menade att delningsdivision handlar om 

att ”tänka i högar” och att innehållsdivision måste få innebörden av att 

mäta en mindre kvantitet mot en större, i termer av ”uppräkning” eller 

”hur mycket det ryms i” (excerpt 2, rad 3). Han argumenterade därför för 
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att ”man inte ska tänka i högar överhuvudtaget på innehållsdivision” (rad 

1) och att man i stället ska ”tänka sig en tallinje”. 

EXCERPT 2. Analysmöte 3. 

1. Erik:  Man ska inte tänka i högar överhuvudtaget på innehålls-
 division tycker jag. I delningsdivision då tänker jag att jag  

har tio och delar i två högar och får fem i varje. Innehålls-
division då tänker man sig en tallinje. Då ska man inte tänka 
högar menar jag. Då blandar man lätt ihop det. 
[. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ] 

2. Carina: Nä, för då är det ju risk att man som elev inte förstår de  
 skilda sätten. 

3. Erik:  Nä, då menar jag att man ska ha lite mer variationsteori här.  
Att du ska ha tydliga skillnader mellan de här två sätten. På 
det ena sättet tänker man att man ska dela upp i högar och 
på det andra sättet är det mer en uppräkning, hur mycket 
det ryms i. 

 

Lärargruppens mer precisa insikter om det kritiska beträffande delnings- 

och innehållsdivision innebar nya tankar om hur detta skulle iscensättas. 

Under lektion 4 behandlades innehållsdivision med metaforen ”att mäta” 

genom att en mindre kvantitet (talet 2) jämfördes med en större kvantitet 

(talet 10) på en tallinje (figur 11).  Delningsdivision behandlades med me-

taforen ”10 äpplen som delades upp i två högar” 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figur 11. Delningsdivision behandlades genom att tio äpplen delades upp i två högar. 
Innehållsdivision behandlades med mätning i termer av hur många gånger talet två får 
plats i tio. 
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Sammanfattningsvis, hade gruppen ett antagande om att eleverna behöver 

behärska både innehålls- och delningsdivision och därför betraktades detta 

vara kritiskt. Detta antagande var grundat i lärarnas matematikkunskaper, 

tidigare undervisningserfarenheter samt forskningsresultat som man hade 

tagit del av. Antagandet blev sedan bekräftat i och med analysen av fört-

estet. När lektion 3 analyserades identifierade gruppen att det var svårt 

både för elever och lärare att särskilja innehållsaspekter från räknesättet 

division på grund av för lite variation. Det föreföll i stället vara nödvändigt 

att särskilja metaforerna ”att dela in i högar” och ”att mäta”.  

5:3 DEN KRITISKA ASPEKTEN: ”ATT URSKILJA 

TAL MELLAN 0 OCH 1” PRECISERADES  

I studiens första fas fanns det ett antagande om, att förstå vad ett tal mellan 

0 och 1 är, skulle kunna vara kritiskt för att förstå lärandeobjektet. Detta 

antagande grundade sig ett resonemang utifrån kunskaper om matematik-

ämnets struktur. Tal mellan 0 och 1 ansågs vara kritiskt eftersom en näm-

nare mellan dessa tal är en förutsättning för att ett divisionsuttryck ska 

resultera i en kvot som är större än talet i täljaren. Emellertid var det out-

talat vad man ville att eleverna skulle få syn på beträffande tal mellan 0 

och 1 eller på vilket sätt eleverna skulle förstå talområdet. Uppgift 1 i för-

testet var konstruerad i syfte att undersöka om tal mellan 0 och 1 var kri-

tiskt eller ej (figur 12). Analysen av förtestet visade att mindre än 10 pro-

cent av eleverna i två av undervisningsgrupperna svarade rätt på uppgift 

1. I de andra två grupperna var andelen rätta svar 76 procent. 

 

 

 

 

 

 

Figur 12. Exempel på en lösning på uppgift 1 i förtestet. 
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Svaret på uppgiften bedömdes vara fel om eleven inte hade ringat in alla 

tal mellan 0 och 1. Den mer kvalitativa analysen av hur eleverna förstod 

uppgiften och det matematiska innehållet förblev något ytlig. Man konsta-

terade att det mest förekommande felet var att talet 
1

6
 och/eller talet 

8

9
 inte 

var markerade som tal mellan 0 och 1 (figur 12) samt att de flesta elever 

ändå markerade alla tal mellan 0 och 1 som var skrivna i decimalform. Ut-

ifrån detta konstaterande diskuterade lärargruppen om tal mellan 0 och 

1 kunde anses vara kritiskt eller ej. Carina menade att ”uppgift 1 är rörig 

och att de missar på grund utav att uppgiften innehåller tio tal” medan 

Nina menade att eftersom flera elever inte markerade talen i bråkform, var 

det detta som var kritiskt. Diskussionen resulterade inte i att man fick en 

klar bild över vad eleverna egentligen behöver lära för att förstå lärande-

objektet. Följaktligen var innebörden av den kritiska aspekten fortfarande 

vag eller för givet tagen då den första lektionen planerades.  

I lektionsmomentet som beskrevs under rubriken 5:2 behandlades inne-

hållsdivision i ett uttryck med heltal vilket resulterade i ett för eleverna 

redan känt fenomen, att kvoten blir mindre än talet i täljaren. För att ele-

verna skulle kunna förstå det omvända framhöll gruppen att det var nöd-

vändigt att behandla innehållsdivision i relation till tals delbarhet. Med 

detta menade man att ett tal successivt kan delas upp i mindre och mindre 

delar, så som tiondelar, hundradelar osv. Gruppen hade inte stöd för att 

tals delbarhet var kritiskt då detta inte hade testats i förtestet utan antagan-

det var ett resultat av förtestanalysen i kombination med ett resonemang 

om vilket ämnesinnehåll man ville att eleverna skulle förstå.  

Under de första lektionerna i studien behandlades tal mellan 0 och 1 ge-

nom att läraren ritade upp två tallinjer på tavlan. Den ena tallinjen i inter-

vallet mellan 0 till 1 och den andra i intervallet 0 till 0,1 (figur 13). 
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Figur 13. Tallinjens uppdelning i tiondelar mellan 0 och 1 samt olika representationer 
av en tiondel. 

 
Under lektionen diskuterades tallinjen och indelningen av talet 1 med ele-

verna. Tiondelar och hundradelar benämndes som ”komma-tal” vilket in-

nebar att 0,1 uttrycktes som ”noll-komma-ett”, 0,2 uttrycktes som ”noll-

komma-två” och så vidare. Den tallinje som var ritad i intervallet mellan 

0 och 0,1 behandlades på samma vis men den delades i stället in i hund-

radelar. Delarna benämndes då som ”noll-komma-noll-ett”, ”noll-

komma-noll-två” osv. I nästa skede skrevs talet 0,1 upp på tavlan och va-

riationen av hur talet kan uttryckas i tiondelar, hundradelar och tusendelar 

i decimalform och i bråkform behandlades. Om momentet beskrivs i ter-

mer av variation och invarians betyder det att intervallet på tallinjerna va-

rierade likväl som delarnas storlek medan representationen var invariant. 

Ett annat variationsmönster karaktäriserades av att talet som till exempel 

en tiondel var invariant och representationerna varierade genom att läraren 

skrev talet i bråk- och decimalform (figur 13). I en jämförelse mellan för-

test och eftertest på analysträffen efter lektion 2 noterade gruppen att an-

delen rätta svar på uppgift 1 var oförändrad. Man började därför utifrån 

ett variationsteoretiskt perspektiv kritiskt granska de variationsmönster 

som hade iscensatts under lektionen.  
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5:3:1 EVENTUELL KRITISK ASPEKT: ATT SÄRSKILJA 

BENÄMNINGEN PÅ ETT TAL MELLAN 0 OCH 1 FRÅN 

”KOMMA-TAL” TILL FOKUS PÅ DECIMALERNAS VÄRDE 

Den kritiska granskningen indikerade på att delar av lektionssekvensen där 

tal mellan 0 och 1 behandlades var ett sidospår. Det aktuella variations-

mönstret möjliggjorde för eleverna att urskilja olika skriftliga representat-

ionsformer vilket ansågs kunna vara underlag för en helt annan lektion 

och ett helt annat lärandeobjekt. Erik ansåg att ”vi kan fortsätta den här 

diskussionen [om representationsformer] med eleverna men hjälper det 

dem att bli bättre på att förstå division med tal mindre än ett”. Huruvida 

tal mellan 0 och 1 kunde anses vara en kritisk aspekt med betydelse för 

lärandeobjekt problematiserades ytterligare. Till exempel diskuterades 

forskningsresultat om hur talens benämningar kan leda till övergenerali-

seringar (Irwin, 1996; Kullberg, 2004). Forskningsresultaten gav insikter 

om att benämningar av tal mellan 0 och 1 som ”komma-tal” kunde ge 

associationer till heltalen. Med ”komma-tal” syftade man på den vanligt 

förekommande benämningen av exempelvis talet 0,5 som ”noll-komma-

fem”. Forskningsresultaten gav gruppen insikter om att benämningen 

kunde föra tankarna till heltalet 5 vilket skulle kunna leda till att konser-

vera missuppfattningen ”division gör svaret mindre”. Man insåg även att 

benämningen ”fem tiondelar” i större utsträckning belyser talets värde och 

att det är en del av något. Sättet varpå lärarna benämnde talen mellan 0 och 

1 var något man ville förändra men det visade sig emellertid att dessa in-

tentioner var svåra att iscensätta. Successivt under studien fokuserade 

gruppen mer och mer på talens benämning under analysträffarna och man 

menade att eleverna behöver urskilja tal mellan 0 och 1 med fokus på dess 

värde till skillnad från ”noll-komma-tal”. Det var aldrig möjligt att få vet-

skap om detta var kritiskt eller ej då denna skillnad aldrig testades i någon 

uppgift i för- eller eftertesten. Lärarna behandlade inte denna skillnad på 

lektionerna heller, utan skillnaden på talens benämning stannade som dis-

kussioner och reflektioner. Tal mellan 0 och 1 var dock ett ämnesinnehåll 

som kom att få betydelse tillsammans med andra kritiska aspekter i ett 

annat moment av lektion (se rubrik 5:5:1). 
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5:3:2 ATT SÄRSKILJA ETT TAL SOM EN STRÄCKA FRÅN 

ETT TAL SOM EN PUNKT  

Under studiens sista analysmöte förändrades insikterna om vad som 

egentligen var kritiskt beträffande tal mellan 0 och 1. På lektionen frågade 

läraren ”hur många noll-komma-ett (0,1) finns det här då” samtidigt som 

hon pekade på tallinjen som var graderad med tiondelar i intervallet 0-1 

(figur 14). Flera elever svarade 9 på frågan, någon elev svarade 10 medan 

ytterligare några menade att det fanns 11 tiondelar. Läraren bad då ele-

verna att räkna unisont samtidigt som hon pekade på mellanrummen mel-

lan varje tiondel som var markerad som en punkt på tallinjen. Elevernas 

olika svar blev föremål för en reflektion över hur de förstod det aktuella 

ämnesinnehållet.  

 

 
 
 

 

 

 

Figur 14. Under lektion 4 delades talet 1 in i tiondelar varpå lärarna identifierade att 
flera elever endast urskilde tal som punkter på en tallinje och inte som en sträcka. 

Att identifiera elevernas felsvar visade sig vara lätt men att förstå hur ele-

verna uppfattade ämnesinnehållet i termer av vad de redan hade urskilt 

och vad de ännu inte hade urskilt visade sig vara svårare. Att förstå varför 

eleverna svarade 10 (excerpt 4, rad 1) på frågan var självklart, eftersom 

detta var det rätta svaret. Däremot var det inte lika lätt att förstå och tolka 

varför eleverna svarade 9 eller 11. Till exempel menade Carina att ”jag är 

inte med på att det kan bli 9” (rad 4) och Erik uttryckte att ”11 är ju däre-

mot lurigare” (rad 3).  

 
EXCERPT 4. Analysmöte 4. 

1. Erik:  9 går ju att förstå, det står ju 0,9 där på tallinjen. Det går ju  
 att fatta. Och 10 det är ju rätt så det går att förstå. 

2. Pernilla:  Mmm 
3. Erik:  11 är ju däremot lurigare. 
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4. Carina:  Nä, jag är inte med på att det kan bli 9. 
5. Erik:  Det står ju på tavlan, det står ju 0,9 det står ju inte 1,0. 
6. Carina:  Nä, nä just det….men 11 det är ju… 

 
Den gemensamma tolkning av varför eleverna svarade 9 var att de urskilde 

de markerade tiondelarna 0,1 till 0,9 som punkter mellan talen 0 och 1 på 

tallinjen (rad 1, 5 och 7). Följaktligen föreföll det som om dessa elever inte 

hade urskilt att tal kan ses som en sträcka mellan två punkter. Samma tolk-

ning att eleverna urskilde tal som punkter applicerades även på elevsvaret 

11. ”Det är 9 punkter mellan 0 och 1 men det kan ju faktiskt bli 11 punkter 

om man börjar på 0 och räknar till 1” (rad 7).  

7. Pernilla:  Alltså jag tänker så här, de här eleverna har ju inte klart för  

sig vad mätning är. För de ser det som punkter på en tall-

linje. Du sa ju 0,9. Det är 9 punkter mellan 0 och 1 men det 

kan ju faktiskt också bli 11 punkter om man börjar på 0 och 

räknar till 1. Det blir 11 punkter. 

8. Erik:  Jaa, så blir det. 
9. Pernilla:  De ser ju inte mätning och att man liksom har en enhet  

 som man jämför mot en annan. 

 

Diskussionen och analysen av elevernas olika uppfattningar om hur många 

tiondelar det finns mellan 0 och 1 bidrog alltså till att det kritiska precise-

rades. Tolkningen innebar att eleverna behöver urskilja ett tal som en 

sträcka till skillnad från ett tal som en punkt på tallinjen, för att kunna 

förstå att ett minde tal får plats i ett större tal och följaktligen varför en kvot 

kan bli större än talet i täljaren. Men eftersom detta identifierades under 

den sista lektionsanalysen blev det aldrig heller möjligt att behandla.     

5:4 EN NY KRITISK ASPEKT IDENTIFIERADES 

OCH PRECISERADES: ”ATT URSKLIJA LIKHETER 

OCH SKILLNADER MELLAN DIVISION OCH 

MULTIPLIKATION”  

I lärargruppen fanns en medvetenhet om missuppfattningen att ”multipli-

kation alltid leder till att svaret blir större” och att ”division alltid leder till 

att svaret blir mindre” (Vergnaud, 1980). I inledningen av studien antogs 
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inte detta vara en kritisk aspekt utan man ansåg att undervisning om läran-

deobjektet var synonymt med att eleverna skulle komma över missupp-

fattningen. Med uppgift 9 (figur 15) i förtestet ville gruppen ändå under-

söka hur utbredd denna missuppfattning var. Analysen av förtestet visade 

att endast 10 respektive 27 procent i två av undervisningsgrupperna sva-

rade rätt på uppgiften. I de andra två undervisningsgrupperna var andelen 

rätta svar på samma uppgift 75 respektive 82 procent. Vid en närmare 

analys av elevernas motiveringar hittades två intressanta fynd. För det 

första visade det sig att flera av de elever som svarade rätt på a-uppgiften 

inte gav några motiveringar. Gruppen funderade därför över i vilken ut-

sträckning dessa elever enbart hade chansat på a-uppgiften och att de på 

så vis hade lyckats att svara rätt, eller om de inte hade fördjupade kun-

skaper om division och därför inte kunde förklara. 

 

 

 

 

Figur 15. Exempel på ett elevsvar där divisionsuttrycket och multiplikationsuttrycket 
anses resultera i samma svar. 

Det andra fyndet innebar att gruppen fick syn på att elevers uppfattningar 

om division och multiplikation var mer komplexa än vad vi tidigare hade 

trott. Det visade sig att det fanns elever som uppfattade att divisionsut-

trycket resulterade i samma värde som multiplikationsuttrycket (figur 15). 

Dessa svar var vanligast i de undervisningsgrupper som hade flest andel 

rätta svar på förtestet. Excerpt 5 visar att elevernas uppfattningar upptäck-

tes samt att det fanns ett för givet tagande om elevernas kunskaper i två 

av undervisningsgrupperna (rad 3). 

EXCERPT 5. Planeringsmöte 3. 

1. Erik:  Här har jag ett underbart svar. Han menar att det blir 

 samma resultat! 100 · 0,05 är precis det samma som 100 ÷  
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 0,05. 
2. Pernilla:  Ja, det är fem personer som skriver så. Så han är inte en 

 sam. 16 personer menar att gånger blir mer än division. 
3. Erik: Men visst är det hemskt att inte alla dina [Carina] och  

 mina elever svarar rätt här?  

Analysen av förtestet bekräftade att de två kända missuppfattningarna 

”multiplikation ger alltid ett större svar” och ”division ger alltid ett mindre 

svar” existerade bland de aktuella eleverna. Analysen resulterade även i att 

gruppen identifierade missuppfattningen ”multiplikation och division ger 

lika svar”. Den nya missuppfattningen indikerade att eleverna inte hade 

urskilt skillnader mellan räknesätten multiplikation och division med tal 

mellan 0 och 1. Följaktligen ansågs detta vara en kritisk aspekt men man 

preciserade inte vilka skillnader mellan räknesätten man syftade på. Till 

den första lektionen planerades en uppgift där en serie divisionsexempel 

skulle kontrasteras med en serie multiplikationsexempel. Idén var att räk-

nesätten skulle variera samtidigt som talen i varje divisionsexempel och 

dess motsvarande multiplikationsexempel skulle hållas invarianta. På så vis 

skulle det bli möjligt för eleverna att urskilja att storleken på kvoten skiljer 

sig från storleken på produkten (figur 16).  

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figur 16. Uppgiften som behandlades på tavlan under lektion 1. Multiplikationsex-
emplen i den tredje kolumnen skrevs aldrig upp på tavlan utan de illustrerar de skill-
nader och likheter mellan division och multiplikation som läraren muntligt behandlade. 
 

  100 · 20 = 2000  
100

20 
 = 5   5 · 20 = 100 

 100 · 4 = 400 
100

4
 = 25  4 · 25 =100 

 100 · 2 = 200 
100

2
 = 50  2 · 50 =100 

 100 · 1 = 100 
100

1
 = 100  1 · 100 = 100 

 100 · 0,5 = 50 
100

0,5
 = 200  0,5 · 200 = 100 

 100 · 0,1 = 10 
100

0,1
 = 1000  0,1 · 1000 = 100 
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En annan idé var att exemplen skulle bidra till att eleverna skulle urskilja 

att division ”kan ge ett större svar” och att multiplikation ”kan ge ett 

mindre svar”. För att möjliggöra detta planerades ett variationsmönster 

där värdet på den ena faktorn och värdet på nämnaren varierade från 20 

till 0,1 samtidigt som det andra talet, 100, i varje exempel hölls invariant. 

 

Under lektion 1 skrev Carina upp den planerade uppgiften i två kolumner 

på tavlan (exemplen i svart färg, figur 16). Hon bad eleverna beräkna varje 

exempel och när svaren var noterade på tavlan frågade hon ”Hur kan man 

tänka då när man ska lösa 100 delat på 20” (excerpt 6, rad 1). Med denna 

fråga ville hon få eleverna uppmärksammade på sambandet mellan räkne-

sätten multiplikation och division. Det vill säga att om kvoten multiplice-

ras med nämnaren i de uträknade divisionsexemplen, är produkten den 

samma som täljaren. På detta sätt kan man ”kontrollera” om divisionsex-

emplet är rätt uträknat. 

 

EXCERPT 6. Lektion 1. 

1. Carina: Förut så sa jag att multiplikation och division hänger ihop.  
Hur kan man tänka då när man ska lösa 100 delat på 20? 
[pekar på talen i första divisionsuppgiften]. Jo, självklart ser 
ni ju att det är 5. Men med hjälp av talet 5 och 20…. Hur 
kan man resonera för att koppla ihop de här räknesätten? 

2. Elev: 20 gånger 5. 
 

Dialogen med eleverna fortsatte sedan på samma vis då de övriga ut-

trycken diskuterades. Varje divisionsexempel blev ”kontrollerad” genom 

att använda multiplikation för att avgöra om divisionsexemplen var rätt 

uträknade (exemplen i blå färg, figur 16). Vid analysmötet efter den första 

lektionen diskuterade gruppen relationen mellan det planerade och det 

iscensatta lärandeobjektet. Till exempel upptäcktes det att multiplikations-

kolumnen till vänster inte behandlades mer än att svaren noterades på tav-

lan. Man menade därför att lektionen hade misslyckats med att göra det 

möjligt för eleverna att urskilja skillnaden mellan kvot och produkt då man 

opererar med samma tal. Om iscensättandet av den kritiska aspekten be-

skrivs i termer av variation och invarians ser man att produkterna i den 

tredje kolumnen var invarianta och att talen samt räknesätten mellan ko-

lumn 2 och 3 varierade. I uppföljningen av lektionen relaterade Carina 
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ämnesinnehållets behandling till egna matematikkunskaper. Hon menade 

att eleverna behöver behärska både delnings- och innehållsdivision men 

att de också måste kunna se sambandet mellan de inversa räknesätten: ”Ju 

mer jag tänker på det så växer det fram ett tredje sätt att tänka på det här… 

och det handlar om … att man använder multiplikation när man löser en 

division”. Utifrån detta resonemang diskuterades det huruvida multiplikat-

ion som en metod för att finna svaret i en divisionsberäkning var betydel-

sefullt att behandla i relation till lärandeobjektet.  

Gruppen var enig om att variationsmönstret som belyste inversa operat-

ioner ”fungerade som en svt-triangel17”. Med detta syftade man på en for-

mel för beräkning av storheterna sträcka, hastighet eller tid som ofta 

åskådliggörs i ett triangelformat diagram. I ett sådant framgår även relat-

ionen mellan multiplikation och division. På samma sätt som i en svt-tri-

angel hade läraren behandlat täljare, nämnare och kvot och hur dessa re-

laterar till faktor, faktor och produkt för att visa att multiplikation är en 

metod för att finna en kvot. Gruppen menade att ämnesinnehållets be-

handling bidrog till att beräkningsstrategier hamnade i förgrund till förmån 

för det planerade lärandeobjektet att förstå varför en kvot kan bli större än 

talet i täljaren. Nina menade till exempel att uppgiften var tvungen att ut-

vecklas ”för det är ju det här med hur kan det komma sig att det bli större? Det 

är ju det som är vår grej.” Hennes idé var att ”vi måste markera på något 

vis där det vänder” och syftade med detta på betydelsen av att kontrastera 

divisionsuttryck där kvoten blir större än talet i täljaren mad divisionsut-

tryck där talet blir mindre än talet i täljaren. När det sedan gjordes en jäm-

förelse mellan för- och eftertest för lektion 1 såg man att medelvärdet av 

andelen rätta svar på hela testet endast hade ökat med 8 procentenheter. 

Detta ansågs vara en marginell ökning och man menade att ämnesinnehål-

lets behandling borde förändras för att komma åt lärandeobjektet bättre. 

                                                      

17  

 t v 

s 

121



Kapitel 5 
 

122 

 

5:4:1 ATT SÄRSKILJA DIVISIONSUTTRYCK MED EN 

NÄMNARE STÖRRE ÄN 1 OCH DIVISIONSUTTRYCK MED 

NÄMNARE MELLAN 0 – 1, I KONTRAST TILL 

MULTIPLIKATION 

Under lektion 2 användes samma uppgift som i lektion 1. Under den andra 

lektionen frågade läraren också efter svaren på exemplen, som i likhet med 

den första lektionen redovisades på tavlan. Men under lektion 2 genom-

förde Erik en analys med eleverna där flera olika relationer mellan och 

inom multiplikations- och divisionsexemplen behandlades (figur 17). Han 

uppmanade eleverna att ”titta efter mönster” och efter ”likheter och skill-

nader” (excerpt 7, rad 1).  

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figur 17. Uppgift på tavlan under lektion två. Pilarna inom varje kolumn visar relat-
ionen mellan divisionsuttryck där kvoten blir ”större och större” och mellan multipli-
kationsuttryck där produkten blir ”mindre och mindre”. Pilarna mellan kolumnerna 
visar på kontrasten mellan divisions- och multiplikationsexemplen som behandlades. 
Exemplen under den röda linjen visar att kvoten är större då nämnaren är ett tal 
mellan 0 och 1 och över linjen finns kvoter som är mindre då nämnaren är större än 1. 
 

En elev identifierade då relationen mellan svaren i exemplen i varje ko-

lumn (pilar mellan exemplen i varje kolumn, figur 17) samt skillnaden mel-

lan produkt och kvot i termer av att ”om man dividerar med stora tal så 

s 
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blir svaret mindre och mindre” (rad 4) och ”i multiplikationsuppgifterna 

så blir det mer när man räknar med stora tal” (excerpt 7, rad 4 och pilar 

mellan kolumnerna i figur 17). Erik bekräftade elevens påstående men 

vände på resonemanget för att belysa att kvoten blir större ju mindre talet 

är i nämnaren samt att produkten blir mindre ju mindre den ena faktorn är 

(excerpt 7, rad 5 och blå pilar mellan exemplen i varje kolumn i figur 17). 

Skillnaden mellan räknesätten behandlades genom att Erik uppmanade 

eleverna att jämföra kolumnerna med varandra i syfte att de skulle få möj-

lighet att urskilja skillnaden mellan produkt och kvot som att ”det går åt 

olika håll” och ”det är ju en stor skillnad” (rad 7) när man opererar med 

samma tal (se blå pilar mellan kolumnerna i figur 17). 

 
EXCERPT 7. Lektion 2 

1. Erik:  Vilka likheter och skillnader finns? Vilka mönster kan ni  
 se? 

2. Elev 1: Ju längre ner man går desto fler gånger får det ena talet  
 plats i det andra. 
3. Erik: Ja det stämmer, något annat? 
4. Elev 2: I multiplikationsuppgifterna så blir det mer när man  

 räknar med stora tal. Och när man dividerar med stora  
 tal så blir svaret minde och mindre. 

5. Erik: Ja, ju mindre tal man använder när man multiplicerar  
desto mindre blir svaret…produkten. Men om man gör 
samma sak här [pekar på divisionskolumnen]. Ju mindre 
tal man använder när man dividerar desto större blir kvo-
ten. Ser ni det allihop?  

6. Elever: Mmmmmmm. 
7. Erik:  Det är ju en stor skillnad, eller hur? Det går åt olika håll.  

  Förstår ni? Det är ju väldigt olika varandra det här. Det  
  går åt olika håll.  

8. Elever: Jaaa! 

 
Lektionsmomentet fortsatte sedan med att ytterligare relationer och skill-

nader behandlades. Man hade i lektionsanalysen efter den första lektion 

identifierat att det föreföll vara viktigt att behandla brytpunkten för när 

kvoten blir större än eller mindre än talet i täljaren. I inledningen av studien 

fanns även ett antagande om att tal mellan 0 och 1 och relationerna mellan 

täljare, nämnare och kvot var kritiska aspekter. Tal mellan 0 och 1 behand-

lades i ett tidigare skede av lektionen (se avsnitt under rubrik 5:3). I det 

lektionsmomentet kom man inte riktigt åt vad det var man ville behandla 
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och följaktligen inte heller hur det kritiska skulle kunna iscensättas. I det 

här aktuella lektionsmomentet kom emellertid tal mellan 0 och 1 tillsam-

mans med relationerna mellan täljare, nämnare och kvot att spela en av-

görande roll för möjligheten att peka ut brytpunkten för när kvoten blir 

större än eller mindre än talet i täljaren.  

 

Erik pekade på den översta divisionsuppgiften och frågade ”Är kvoten 

mindre än täljaren” (rad 9). Han fortsatte sedan till uttrycken under och 

frågade ”här då” (rad 11) i syfte att få eleverna uppmärksammade på att 

de tre översta uppgifterna resulterade i kvoter som var mindre än talet i 

täljaren. För att göra eleverna uppmärksammade på hur kvotens storlek 

förhåller sig till talet i täljaren och hur detta relaterar till om nämnaren är 

ett tal som är större än 1 eller ett tal mellan 0-1 drog han en linje under 

uppgifterna 100 · 1 och 100 ÷ 1 (figur 17) och ställde frågan ”vid ett då är 

det något som händer, är ni med på det” (rad 15). Eleverna svarade att 

kvoten blev större än täljaren enligt följande: 

 
9. Erik:  Vi kan titta på en annan sak. Här [pekar på kvoten och  

täljaren i översta divisionsuppgiften] är kvoten mindre än 
täljaren?  

10. Klassen: Jaa 
11. Erik: Här då? [pekar på kvoten och täljaren i den andra divisions- 

 uppgiften]. Fortsätter det så? 
12. Klassen:  Jaa [några svarar näe]. 
13. Elev 1: Nä inte alltid.  

 [……………………] 
14. Elev 3: Inte när det är decimaltal. 
15. Erik:   Ja, jag förstår hur du tänker men ett decimaltal kan ju vara  

över ett som ett komma tolv [1,12] är ju ett decimaltal 
men jag förstår hur du tänker…… Ja men vid ett då är det 
något som händer [drar ett streck under uppgiften 

100÷1]. Är ni med på det? När vi dividerar med ett tal 
mellan 0 och 1 så blir kvoten större än? 

16. Elever: Täljaren. 

 
Efter detta behandlades skillnaden mellan produkt och kvot ytterligare en 

gång. För att belysa skillnaden mellan räknesätten då man opererar med 

tal mellan 0 och 1 ställde Erik frågan ”men vad händer vid multiplikation 

då vid samma ställe”. Elevernas svar var att ”produkten blir mindre än en 
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av faktorerna”. Om ämnesinnehållets behandling beskrivs i termer av va-

riation och invarians var de opererande talen i varje par av exempel under 

linjen invarianta. Likväl var nämnaren och den ena faktorn i dessa exempel 

ett tal mellan 0 och 1. Relationen mellan täljare och kvot samt en faktor 

och produkt varierade i termer av ”det blir mer i division” och ”det blir 

mindre i multiplikation”. I jämförelse med exemplen ovanför linjen var de 

opererande talen också invarianta men skillnaden var att nämnaren och 

den ena faktorn i stället var ett tal större än 1. Relationen mellan täljare 

och kvot samt en faktor och produkt varierade i termer av ”det blir mindre 

i division” och ”det blir mer i multiplikation”, vilket ställdes i kontrast till 

variationen innan.  

 

Sammanfattningsvis visade analysen att antagandet om att urskilja likheter 

och skillnader mellan multiplikation och division preciserades. Emellertid 

var detta möjligt genom att aspekterna tal mellan 0 och 1 samt relationer 

mellan täljare, nämnare och kvot behandlades samtidigt. Samtidigheten 

möjliggjorde således för eleverna att urskilja skillnaden mellan divisionsut-

tryck som resulterar i att kvoten blir större än eller mindre än talet i tälja-

ren. I kontrast till detta stod skillnaden mellan multiplikationsuttryck som 

resulterar i att produkten blir större än eller mindre än den ena faktorn.  

Under analysmötet efter lektion 2, då för- och eftertest jämfördes, fann 

gruppen stöd i att de förändringar som hade gjorts efter första lektionen 

var gynnsamma. Ökningen av andelen rätta svar mellan för- och eftertest 

var 20 procent för lektion 2 och för lektion 1 var ökningen av andelen 

rätta svar 12 procent.  

5:4:2 ATT SÄRSKILJA INNEHÅLLS- OCH 

DELNINGSDIVISION FÖR DIVISIONSUTTRYCK MED EN 

KVOT STÖRRE ÄN TÄLJAREN 

Under analysmötet efter lektion 2 gjordes några intressanta fynd vilka 

ledde till att både en kritisk aspekt och lärandeobjektet preciserades. Grup-

pen noterade att Erik i slutet av lektionen gick tillbaks till den beskrivna 

uppgiften i figur 17 och behandlade ytterligare en aspekt, innehålls- och 

delningsdivision. Han började med det översta divisionsexemplet och frå-

gade eleverna ”hur kan man tänka när man löser 100 dividerat med 20”. 

Tänker ni ”hur många gånger får 20 plats i 100” eller ”100 uppdelat i 20 
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högar”. Han fortsatte sedan med att ställa liknande frågor för varje exem-

pel där nämnaren var ett tal över 1. Beroende på storleken på talen i upp-

gifterna menade eleverna att de ibland föredrog att använda innehållsdi-

vision och ibland delningsdivision. Men när brytpunkten i uppgiften pas-

serades, det vill säga när exemplen innehöll en nämnare mellan 0 och 1, 

föredrog eleverna enbart innehållsdivision som ett sätt att tänka. Under 

lektion 1 hade läraren bara försökt att särskilja innehålls-  och delningsdi-

vision i ett divisionsuttryck (10 ÷ 2 = 5) med heltal i nämnaren. Det ex-

emplet resulterade i att kvoten blev mindre än talet i täljaren. Skillnaden 

under lektion 2 var således att det gjordes möjligt för eleverna att urskilja 

skillnaden mellan innehålls- och delningsstrategier för divisionsuttryck där 

kvoten var större än talet i täljaren. 

 

Den ovan beskrivna analysen bidrog till diskussioner huruvida innehålls-

division kan möjliggöra en fördjupad förståelse för lärandeobjektet. Det 

diskuterades till exempel om strategin kunde anses vara relevant för att 

lösa en divisionsexempel med hundradelar eller tusendelar i nämnaren (ex-

cerpt 8, rad 1 och rad 5). Diskussionen bidrog än en gång till att frågor om 

innebörden av lärandeobjektet uppstod. Nina menade att metoden ”för-

längning” (rad 1) kanske ändå vore att föredra när nämnaren är ett mindre 

tal. Anledningen till detta var att beräkningsproceduren ”hur många 0,01 

som ryms i 500” ansågs vara mer krävande än beräkningsproceduren att 

förlänga uttrycket 500 ÷  0,01 med 100 till 50000 ÷  1. Några i grup-

pen såg emellertid innehållsdivision som en förutsättning för att eleverna 

skulle kunna urskilja mer strukturella aspekter av lärandeobjektet (rad 2 

och 3).  Man betonade således att det indirekta lärandeobjektet handlade 

om att eleverna skulle utveckla en fördjupad förståelse för varför kvoten 

kan bli större än talet i täljaren (rad 5) i termer av vad som sker då man 

dividerar med tal mellan 0 och 1. 

 

EXCERPT 8. Analysmöte 3. 

1. Nina:   Det funkar ju med 0,5 men ger du mig en annan uppgift
  som 500 dividerat men 0,01 så måste jag ju fundera ett  

tag…….för jag tar det inte direkt i huvudet. Men med 
penna och papper hade jag ju givetvis använt förlängning. 

2. Carina: Nä, men det vi vill det är ju att de ska inse att det blir ett  
 stort tal. 
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3. Erik:  Ja det var ju det som var vår målsättning. Den var ju inte  
 att de skulle räkna ut, utan det var ju storleksuppfattning. 

4. Nina: Näe 
5. Erik: Men självklart går gränsen någonstans där vid 0,02 eller  

 0,01. Vid tusendelar börjar det bli svårt att begreppsmässigt  
få ihop det. Jag tycker fortfarande att det finns ett stort 
värde med innehålldivision. Det skapar ändå en förståelse 
för varför svaret blir stort. 

 
Diskussionen om lärandeobjektets innebörd resulterade i att lärargruppen 

tydliggjorde för varandra att det indirekta lärandeobjektet handlade om att 

eleverna skulle utveckla sin förståelse om varför en kvot kan bli större än 

talet i täljaren. Som en följd av detta menade gruppen att beräkningsstra-

tegier i syfte att komma fram till rätt svar på en uppgift skulle få så lite 

utrymme som möjligt på lektionen. Insikten ledde till en minskad variation 

mellan siffrorna i talen i jämförelse med uppgiften som behandlades under 

lektion 2 (figur 18 jmf med figur 17).  

 

 

 

 

 

 

 

Figur 18. De ändrade exemplen som behandlades under lektion 3. 

Eftersom lärandeobjektet inte innebar att eleverna skulle utveckla sin för-

måga att utföra korrekta beräkningar menade man att de nya exemplen i 

uppgiften kunde bidra till att eleverna skulle ”se svaret utan att göra några 

beräkningar”. Genom att jämföra exemplen inom varje kolumn med 

varandra skulle risken med beräkningsproblem också reduceras. Detta an-

sågs vara nödvändigt eftersom den tredje lektionen skulle genomföras i en 

100 · 50 = 5000  
100

50
 = 2 

100 · 5 = 500  
100

5
 = 20 

100 · 1 = 100  
100

1
 = 100 

100 · 0,5 = 50  
100

0,5
 = 200 

100 · 0,1 = 10  
100

0,1
 =1000 
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grupp där andelen rätta svar på förtestet var lägre än i de två tidigare grup-

perna. 

Under lektion 3 behandlade Bengt de fyra aspekterna i) tal mellan 0 – 1 ii) 

relationerna mellan täljare, nämnare och kvot iii) skillnader mellan multi-

plikation och division iiii) innehålls- och delningsdivision i likhet med lekt-

ion 2. Då resultaten mellan för- och eftertest jämfördes i slutet av studien 

noterades att för lektion 3 ökade andelen rätta svar från 38 till 66 procent. 

Gruppen fann också att ökningen av andelen rätta svar mellan för- och 

eftertestet tillhörande lektion 2 var bättre än ökningen av andelen rätta 

svar för lektion 1. Under lektion 4 behandlades emellertid inte dessa 

aspekter samtidigt och andelen rätta svar ökade endast från 46 till 49 pro-

cent.  

5:5 DEN KRITISKA ASPEKTEN: ”ATT URSKILJA 

RELATIONER MELLAN TÄLJARE, NÄMNARE OCH 

KVOT” PRECISERADES 

Inledningsvis i studien hade lärargruppen ett antagande om att relationer 

mellan täljare, nämnare och kvot skulle kunna vara en kritisk aspekt. Detta 

antagande föranleddes av den gemensamma diskussionen om vilken ma-

tematik som kunde tänkas vara lärandeobjektet beståndsdelar och följakt-

ligen vad man antog att eleverna behöver urskilja. Då förtestet konstrue-

rades var avsikten att undersöka elevernas förståelse av relationerna mellan 

täljare, nämnare och kvot med hjälp av uppgift 4a – 4d (bilaga 4 och figur 

19). I förtestanalysen upptäcktes att lösningsfrekvensen var lägst på upp-

gift 4d, vilken också var den enda av uppgifterna som innehöll en kvot 

som var större än talet i täljaren. Flera elever hade heller inte svarat på 

uppgiften, varpå lärarnas möjligheter att tolka elevernas förståelse var be-

gränsad.  

 

Gruppen var enad om att intervjuer skulle genomföras med några elever 

för att utröna på vilket sätt de resonerade när de löste uppgiften. Intervju-

erna skulle eventuellt hjälpa oss att identifiera kritiska aspekter. Intervjun 
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visade att eleverna hade urskilt en relation mellan division och multiplikat-

ion i termer av att de använde multiplikation som metod för att finna talet 

i nämnaren. Vad de däremot inte hade urskilt var på vilket sätt räknesätten 

division och multiplikation relaterar till varandra.  

 

Figur 19. En elev använde sina multiplikationskunskaper för att finna den eftersökta 
nämnaren. 
 
Till exempel menade några elever att faktorerna i multiplikationsuttrycket 

5 ·  10 =  50 kunde användas för att finna nämnaren i ett divisionsex-

empel med en kvot som var lika stor som produkten (uppgift 4a och d i 

figur 19). På liknande sätt använde eleven kunskapen att 8 ·  5 =  40 för 

att finna nämnaren i uppgift 4a. Men då täljaren var 800 i det aktuella ex-

emplet, ansågs det vara nödvändigt att ”lägga till två nollor” så att talet 5 

”omvandlades” till 500. Tolkningen av elevsvaren på uppgift 4a och 4d 

var att eleverna inte hade urskilt skillnaden mellan multiplikation och di-

vision. Fastän intentionen med intervjun var att utröna om relationen mel-

lan täljare, nämnare och kvot var kritiskt eller ej, fick man i stället ytterli-

gare bekräftelse på att urskilja skillnaden mellan multiplikation och divis-

ion var kritiskt.  

 

Men analysen visade också att det verkade vara nödvändigt att urskilja hur 

täljare, nämnare och kvot relaterar till varandra för att förstå lärandeobjek-

tet. Relationer mellan täljare, nämnare och kvot behandlades emellertid 

samtidigt med andra kritiska aspekter i lektionsmomentet som är beskrivet 

under rubrik 5:4:1. Men från början i studien, då den första lektionen pla-

nerades, hade gruppen en idé om att eleverna skulle få möjlighet att urskilja 

relationer mellan täljare, nämnare och kvot i en annan del av lektionen och 
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med en mer elevaktiv uppgift. Tanken var att behandla relationerna mellan 

täljare, nämnare och kvot samtidigt med tal mellan 0 och 1. Uppgiften 

kom till med inspiration av en klassrumsaktivitet som bygger på att bråk- 

och divisionsuttryck jämförs med talen 0, 0,5 och 1 (Clarke & Roche, 

2009). Under lektionerna blev eleverna uppmanade att kombinera olika tal 

för att skapa kvoter av olika karaktär (figur 20). 

 
 

 
 

Figur 20. Uppgiften bestod i att tal skrivna på lappar skulle kombineras för att skapa 
kvoter av olika karaktär. Uppgifterna 4-6 var endast extrauppgifter. 
 
Under första lektionen arbetade eleverna parvis och flertalet av dem an-

vände sig av miniräknarfunktionen på sina mobiltelefoner för att skapa 

den största och den minsta kvoten (figur 20). Förefallande slumpmässigt 

dividerade flertalet elever olika tal med varandra och jämförde sedan kvo-

terna med varandra. Några elever storleksordnade först talen, prövade se-

dan vilka tal som skulle placeras ovanför eller under bråkstrecket på ett 

mer systematiskt vis. Vanligt förekommande var också att eleverna för-

längde talen på lapparna. Förhoppningen var att eleverna i detta skede 

skulle ha utvecklat sådana kunskaper att de med lätthet skulle kunna lösa 

uppgiften. Man tänkte sig att eleverna skulle plocka ut det största och 

minsta talet och kombinera dessa på två skilda sätt för att få fram den 

största och den minsta kvoten. Men under den första lektionsanalysen 

upptäckte gruppen att så inte var fallet. Förlängningsstrategin och den 

slumpmässiga miniräknarstrategin verkade skymma förståelsen av läran-

deobjektet. Man ville därför ändra nästa lektion så att förståelsen av varför 
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kvoten kan bli större än talet i täljaren, skulle hamna i lektionens förgrund 

i stället för korrekta beräkningar.  

5:5:1 ATT SÄRSKILJA TÄLJARENS OCH NÄMNARENS 
VÄRDE 

Lektionsanalysen och den gemensamma diskussionen om uppgiften 

”skapa kvoter av olika karaktär” resulterade i att lärargruppen kunde pre-

cisera vad det var man ville att eleverna skulle få syn på beträffande relat-

ioner mellan täljare, nämnare och kvot. Man hade identifierat några elever 

som, under den första lektionen, tog sig an uppgiften ”skapa största kvo-

ten” (figur 20) genom att först ordna alla tal från det minsta till det största. 

Därefter tog de direkt fram det minsta och största talet och motiverade 

valet med att ”det minsta talet får plats flest gånger i det största”. Denna 

iakttagelse resulterade i att gruppen reflekterade över vad dessa elever hade 

urskilt till skillnad från de elever som slumpmässigt slog in tal på miniräk-

naren och de elever som först förlängde talen.  

 

Reflektionen resulterade i insikter om att det föreföll som om dessa elever 

hade urskilt skillnaden mellan täljarens och nämnarens värde. En förut-

sättning för att förstå varför kvoten kan bli större än talet i täljaren ansågs 

vara att eleverna måste förstå att nämnaren ska vara ett så litet tal som 

möjligt och täljaren ett så stort tal som möjligt. I de efterföljande lektion-

erna uppmanade den undervisande läraren eleverna att ordna alla tal från 

det minsta till det största, innan de tog sig an uppgiften. Under lektion 3 

till exempel, arbetade eleverna först i par och sedan fördes en gemensam 

diskussion i hela klassen. Bengt frågade: ”Hur gjorde ni för att få en så stor 

kvot som möjligt?” och ”Varför valde ni så, hur resonerade ni?” Talen 50 

och 0,05 valdes av en elev som också menade att ”det minsta talet får plats 

flest gånger i det största”. Divisionsuttrycket noterades på tavlan utan att 

läraren frågade efter svaret på uppgiften (figur 21). På samma vis behand-

lade läraren kontrasten till att skapa en så stor kvot som möjligt men uti-

från frågeställningen ”Hur gjorde ni då för att få en så liten kvot som möj-

ligt?” 
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Figur 21. Kontrasten mellan en så stor kvot och en så liten kvot som möjligt behand-
lades under lektion 3.  
 

Diskussionen utmynnade i att läraren ringade in uttrycken 50 ÷ 0,05 och 

0,05 ÷ 50 och sammanfattade med att säga att ”den minsta kvoten kan 

skapas med samma tal som används för att skapa den största kvoten under 

förutsättning att talens placering ändras”. Ämnesinnehållets behandling 

innebar att eleverna fick möjlighet att urskilja skillnaden mellan täljarens 

och nämnarens värde men läraren använde ytterligare en dimension av 

variation. Med utgångspunkt i uttrycket 50 ÷ 0,05 varierade Bengt talet i 

täljaren och skrev upp uttrycket 30 ÷ 0,05 på tavlan. Han uppmanade inte 

eleverna att göra beräkningar utan frågade enbart om ”kvoten blir den 

större eller mindre än täljaren”. Eleverna svarade att detta uttryck också 

gav en kvot som är större än täljaren. I nästa skede varierades talet i näm-

naren från talet 0.05 till ett heltal och uttrycket 50 ÷ 20 skrevs upp (figur 

21). Detta uttryck behandlades emellertid inte i någon egentlig mening på 

grund av tidsbrist och diskussionen med eleverna kom att handla om nå-

got helt annat.   

 

I en jämförelse mellan förtest och eftertest då tredje lektionen analyserades 

fann man att medelvärdet för andelen rätta svar hade ökat från 38 procent 

till 66 procent på hela testet. Gruppen ansåg att ökningen kunde bero på 

flera av de förändringar som hade genomförts under lektion 3. Det var 

emellertid förvånande att uppgift 4d hade ökat med 60 procentenheter 

från förtest till eftertest. Ökningen jämfördes med lektion 1 och 2 där an-

talet rätta svar på samma uppgift hade ökat med 13 respektive 21 procen-

tenheter (andelen rätta svar på uppgiften låg emellertid högre på förtestet 

i grupperna tillhörande lektion 1 och 2 än i gruppen för lektion 3). Även 

om inte alla elever hade angett rätt svar (0,1) på uppgift 4d i eftertestet 

efter lektion 3 ansågs det ändå att iscensättandet av den kritiska aspekten 

132



Learning study 1 

 

133 

 

hade lyckats väl. Detta berodde på att de elever som hade svarat fel ändå 

svarade med ett annat tal mellan 0 och 1, vilket tolkades som att eleverna 

hade urskilt att nämnaren måste vara ett tal mellan 0 och 1 för att kvoten 

ska bli större än talet i täljaren. 

5:6 ”ATT URSKILJA POSITIONSSYSTEMET FÖR 

TAL I DECIMALFORM” AVFÄRDADES SOM 

KRITISK ASPEKT  

Inledningsvis i studien fanns ett antagande om att positionssystemet för 

tal i decimalform kunde vara en kritisk aspekt. Detta antagande föranledd-

des av den gemensamma diskussionen om vad eleverna behöver lära för 

att förstå lärandeobjektet. Uppgift 2 och 3 i förtestet konstruerades i syfte 

att undersöka elevers förståelse av positionssystemet för tal i decimalform 

(bilaga 4). Analysen av förtestet visade att andelen rätta svar på uppgift 3 

för de fyra undervisningsgrupperna låg mellan 80 till 100 procent. På upp-

gift 2 förekom en större spridning mellan grupperna med avseende på 

svarsfrekvensen. Andelen rätta svar låg i intervallet 36 till 86 procent (bi-

laga 5). Utifrån resultatet på dessa två uppgifter diskuterade gruppen 

huruvida positionssystemet skulle anses vara en kritisk aspekt eller ej. Upp-

gift 3 ansågs inte speciellt intressant att analysera mer djupgående eftersom 

andelen rätta svar var över 80 procent. Då uppgift 2 studerades mer ingå-

ende hittades inget mönster i elevernas felsvar. Det föreföll emellertid som 

om flera elever verkade ha glömt något av de sex tal som skulle ordnas i 

storlek från det minsta till det största. Gruppen ansåg att det fanns en svå-

righet i uppgiftens konstruktion som kunde förklara varför eleverna sva-

rade fel. Svårigheten bestod av att eleverna skulle placera sex givna tal i 

decimalform i storleksordning utan att det fanns markeringar, exempelvis 

rutor eller linjer, där talen skulle placeras. Detta tolkades som en förklaring 

till varför flera elever hade utelämnat eller missat något tal.  

 

Emellertid såg man att uppgift 8 ställde till problem för eleverna (bilaga 4 

och figur 22). Andelen rätta svar på den uppgiften var i de olika undervis-

ningsgrupperna 10, 27, 33 respektive 55 procent. Ett vanligt förekom-

mande felsvar på uppgiften var att 
3

0,085
 ger den största kvoten i jämförelse 
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med 
3

0,2
 och 

3

0,08
. Syftet med uppgiften var att undersöka hur eleverna 

uppfattade division men utifrån elevernas svar insåg man att uppgiften 

även testade elevernas taluppfattning. Till exempel reflekterade gruppen 

över vad eleverna hade urskilt och vad de ännu inte hade urskilt beträf-

fande positionssystemet och talens värde. För att undersöka hur eleverna 

uppfattade skillnaden mellan talen 0,08 och 0,085 beslutade man att inter-

vjua några elever. Uppgift 8 (figur 22) lades därför till elevintervjun där 

även uppgift 4 ingick. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figur 22. Elevsvaret ”ju fler decimaler desto mindre tal” tolkades som ett uttryck för 
en missuppfattning som innebär att kunskaper om positionssystemet för heltalen gene-
raliseras till positionssystemet för tal i decimalform. 
 
Analysen av elevintervjuerna visade att fem elever uppfattade talet 0,085 

som mindre än talet 0,08. De motiverade detta i likhet med ”Ju fler deci-

maler desto mindre tal”. Det föreföll som om dessa elever gav uttryck för 

missuppfattningen ”fler decimaler ger ett mindre tal” (Resnick m.fl., 1989; 

Steinle & Stacy, 1998). Men då eleverna, i intervjun, ombads att förklara 

varför de menade att talet 0,085 var ett mindre tal än 0,08 visade det sig 

att några av dem ändrade sig och påstod att 0,085 var fem tusendelar större 

än talet 0,08. Med utgångspunkt i att de var så få elever som gav uttryck 

för missuppfattningen och att några av dem ändå ändrade sig då de om-

bads motivera sitt svar, avfärdades positionssystemet för tal i decimalform 

som en kritiska aspekt.  

8. Vilken av följande kvoter är 

störst? 

8. Vilken av följande kvoter är störst? 
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5:7 SAMMANFATTNING AV DE KRITISKA 

ASPEKTERNAS FÖRÄNDRING 

De antaganden som lärargruppen hade om de kritiska aspekterna i inled-

ningen av studien var ett resultat grundat i lärarnas kunskaper om mate-

matikämnets struktur, vad de av erfarenhet hade identifierat som svårig-

heter för eleverna samt forskningsresultat man hade tagit del av. I den 

inledande fasen fanns fyra antaganden om kritiska aspekter (tabell 3). 

Dessa prövades i ett förtest vilket resulterade i att ett antagande om kri-

tiska aspekter avfärdades medan de andra bekräftades. I tabell 4 visas vilka 

antaganden som fanns i delstudiens inledning (vänstra kolumnen). Ana-

lysen av förtestet bidrog till att en ny kritisk aspekt likheter och skillnader 

mellan multiplikation och division (rad 3, mittersta kolumnen) identifierades. 

En fördjupad variationsteoretisk analys av lektioner och eftertest resulte-

rade i att gruppen identifierade detaljer om elevernas förståelse av mate-

matikinnehållet, vilket bidrog till att insikterna om de kritiska aspekterna 

förändrades och preciserades. Preciseringen innebar att man fann speci-

fika skillnader i ämnesinnehållet som ansågs nödvändiga att behandla. I 

vissa fall delades ett antagande om en kritisk aspekt upp till två kritiska 

aspekter. Ett exempel på detta är antagandet urskilja innehålls- och delnings-

division som preciserades till att särskilja metaforerna ”att mäta” och ”att dela in 

i högar” samt att särskilja innehålls- och delningsdivision för uttryck med en kvot 

större än talet i täljaren (I tabell 4 illustreras detta med pilar från den vänstra 

till den mittersta kolumnen på rad 1). På samma vis förändrades och pre-

ciserades antagandena tal mellan 0 och 1 (rad 2) samt relationer mellan täljare, 

nämnare och kvot (rad 4). Men undersökningen av lärandeobjektets beskaf-

fenhet innebar även att flera antaganden som behandlades samtidigt ”ba-

kades ihop” till något nytt. Den kritiska aspekten att särskilja ett divisionsut-

tryck med en nämnare större än 1 och ett divisionsuttryck med en nämnare mellan 0 

och 1 (rad 3, mittersta kolumnen) var en precisering av fyra antaganden 

som behandlades samtidigt. Dessa fyra antaganden var; likheter och skillna-

der mellan multiplikation och division (rad 3), tal mellan 0 och 1 (rad 2), relationer 

mellan täljare, nämnare och kvot (rad 4) samt innehålls- och delningsdivision (rad 

1). I den högra kolumnen i tabell 4 framkommer hur de kritiska 

aspekterna iscensattes. 
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Tabell 4. Tabellen visar hur antaganden om kritiska aspekter preciserades eller av-
färdades under studien gång samt hur de iscensattes. Variationsmönstren som iscen-
sattes beskrivs med förkortningarna i (invarians) och v (variation). 

Antaganden om 
kritiska aspekter 
innan förtestet 

Precisering av kritiska 
aspekter eller nya identifie-
rade kritiska aspekter  

Iscensattes under någon av 
lektionerna 

1.  
 
 
Att urskilja inne-
hålls- och del-
ningsaspekter av 
division. 

Att särskilja metaforerna ”att 
mäta” och ”att dela in i hö-
gar”. 
 

Att särskilja innehålls- och 
delningsdivision för uttryck 
med en kvot större än talet i 
täljaren. 
 

i: divisionsuttrycket 
10

2
 = 5  

v: delnings- och innehållsaspekter 
”Hur många äpplen är det i varje 
hög” och ”Hur många gånger får 2 
plats i 10” 
 

i: 
100

0,5
 

v: innehålls- och delningsaspekter 

2. 
 
Att urskilja tal 
mellan 0 och 1. 

Att särskilja värdet på ett tal 
mellan 0 och 1 och benäm-
ningen ”komma-tal”. 

 
Att särskilja ett tal som en 
sträcka och som en punkt. 
 

Iscensattes aldrig 
 
 
 
Iscensattes aldrig 

3. Att urskilja likheter och 
skillnader mellan division 
och multiplikation precise-
rades till: 
 
 
 
Att särskilja divisionsuttryck 
med en nämnare större än 1 
med ett divisionsuttryck med 
nämnare mellan 0-1, i kon-
trast till multiplikation. 

i: täljaren och räknesättet division 
v: Relationen mellan kvot och täljare 
med fokus på om kvoten är större 
än eller mindre än täljaren. Relat-
ionen mellan kvot och nämnare 
med fokus på om nämnaren är ett 
tal mellan 0-1 eller större än 1: 

100

0,5
 = 200    

100

5
= 20  

I kontrast till multiplikation: 
i: Den ena faktorn och räknesättet 
multiplikation 
v: Produkt som är större än eller 
mindre än faktorn i relation till om 
den andra faktorn är större än 1 el-
ler mellan 0-1:   

100 · 0,5 = 50   100 · 5 = 500 
4. 
Att urskilja relat-
ioner mellan  
täljare, nämnare 
och kvot. 

Att särskilja täljarens och 
nämnarens värde. 
 
 
 

i: talen 50 och 0,05 
v: talens placering på täljarens re-
spektive nämnarens plats. 
50

0,05
    

0,05

50
 

5. 
Att urskilja posit-
ionssystemet för 
tal i decimalform. 

Avfärdades  
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KAPITEL 6 

RESULTAT: LEARNING STUDY II 

 

I LS II utforskades ett lärandeobjekt med innehållet räta linjens ekvation. I 

mer konkreta termer innebar detta att eleverna skulle förstå olika represen-

tationsformer av konstanterna k och m i räta linjens ekvation 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚. Ana-

lysen av avhandlingens empiri visar att insikterna om lärandeobjektets kri-

tiska aspekter förändrades då gruppen utforskade relationen mellan det 

planerade, det iscensatta och det erfarna lärandeobjektet. Antaganden om 

de kritiska aspekterna var inledningsvis grundade i tidigare undervisnings-

erfarenheter, matematikkunskaper samt forskningsresultat man hade tagit 

del av.  I likhet med LS I urskilde gruppen även i den här studien nya 

detaljer beträffande lärandeobjektets kritiska aspekter. Under studiens 

gång kom insikterna om de kritiska aspekterna att bli mer explicitgjorda 

och specificerade i relation till elevernas förståelse av ämnesinnehållet. 

Strukturen för resultatredovisningen är sådan att först redovisas de anta-

ganden om lärandeobjektets kritiska aspekter som förekom innan fört-

estet samt på vilka grunder dessa antaganden gjordes. Sedan beskrivs varje 

kritisk aspekt för sig samt hur dessa reviderades och preciserades. 
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6:1 AVGRÄNSNING AV LÄRANDEOBJEKTET 

OCH ANTAGANDEN OM KRITISKA ASPEKTER 

Inför LS II hade lärarna noterat att den nya kursplanen i matematik (Skol-

verket, 2011) lyfte fram funktioner och räta linjens ekvation som ett 

centralt innehåll. Lärarnas undervisningserfarenheter var att detta innehåll 

var förknippat med svårigheter både vad gäller undervisning och elever-

nas lärande. Detta var en utgångspunkt då man beslutade sig för att ut-

forska ett lärandeobjekt om räta linjens ekvation under studie II. En cen-

tral fråga då lärandeobjektet planerades var huruvida räta linjens ekvation 

var ett för omfattande och komplext begrepp för en tänkt studie eller ej. 

Utifrån tidigare erfarenheter menade lärarna att det krävs flera lektioner 

för att undervisa om räta linjens ekvation vilket skulle kunna försvåra lä-

randeobjektets avgränsning. Ytterligare en försvårande omständighet var 

att eleverna inte hade undervisats om begreppet tidigare och därför kunde 

det vara svårt att ringa in elevernas förförståelse.  

 

I den gemensamma diskussionen kom lärarna ändå fram till att tidigare 

undervisning hade berört ett ämnesinnehåll med relevans för lärandeob-

jektet. Tidigare undervisning om till exempel proportionalitet, formler, 

ekvationer, koordinatsystem och acceleration ansågs på ett för givet taget 

sätt relatera till elevernas förkunskaper, utan reflektioner om eller vad ele-

verna hade lärt sig. Elevernas förförståelse i termer av att de hade mött 

innehållet i tidigare undervisning var emellertid en startpunkt för att 

komma vidare i att planera och avgränsa lärandeobjektet. Parallellt med 

att lärargruppen försökte att formulera och avgränsa ett lärandeobjekt, 

diskuterades vad eleverna behöver lära för att förstå räta linjens ekvation. 

Till exempel ansågs det att eleverna ”måste förstå riktningskoefficienten 

𝑘 och konstanttermen 𝑚” eftersom dessa bokstavssymboler ingår i ut-

trycket för räta linjens ekvation (𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚).   

 

Först när den gemensamma diskussionen berörde det indirekta lärande-

objekt, det vill säga vilket kunnande man ville utveckla hos eleverna, var 

det möjligt att göra en avgränsning. Intentionen som växte fram i diskuss-

ionen var att eleverna skulle utveckla en förtrogenhet med matematikens 

uttrycksformer. Detta innebar att eleverna skulle förstå att konstantterm 
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och riktningskoefficient kunde representeras med tre olika uttrycksfor-

mer. Beskrivningen av lärandeobjektet var inledningsvis: Att förstå rikt-

ningskoefficient och konstantterm i räta linjens ekvation - att se samban-

det mellan linje, funktionsuttryck och verklig händelse18. Eftersom lekt-

ionen skulle fungera som en introduktion av ett nytt begrepp, hade man 

inte för avsikt att lyfta fram operationella aspekter. Gruppen ansåg att 

risken med att introducera ett nytt begrepp, som räta linjens ekvation, 

med fokus på operationella aspekter skulle kunna leda till ett lärande där 

eleverna endast manipulerade med tal och symboler i en formel. Således 

planerade man inte att behandla beräkningar av riktningskoefficienten i 

termer av en kvot mellan skilda värden av två punkter på en linje19. Där-

emot var intentionen, precis som i den första studien, att betona mer 

strukturella aspekter av lärandeobjektet. Detta medförde ett fokus på att 

eleverna skulle utveckla förmågan att tolka innebörden av riktningskoef-

ficient och konstatterm.  

 

Efter att lärandeobjektet hade preciserats, aktualiserades återigen frågor 

om vad det innebär att kunna det aktuella lärandeobjektet och följaktligen 

vad som kunde tänkas vara kritiskt. Utifrån ett resonemang om ämnesin-

nehållet antog lärargruppen att konstanttermen 𝑚 i uttrycket 𝑦 = 𝑘𝑥 +

𝑚 var kritisk eftersom ”den gör att räta linjen skiljer sig från proportion-

ella samband”. Andra antaganden som gjordes utifrån ämnets struktur var 

att koordinatsystem och att rita grafer var kritiskt (excerpt 9, rad 2 och 6). 

Dessa antaganden gjordes till synes med avsaknad av reflektioner om vad 

eleverna behöver urskilja eller hur eleverna kunde tänkas förstå ämnesin-

nehållet. Erik menade till exempel att förförståelsen av koordinatsystem 

är mindre viktig ”det är ändå en kritisk aspekt” (rad 2). Att skapa uttryck 

och variabler (rad 4 och 6) ansågs vara kritiskt eftersom att detta sedan 

tidigare hade identifierats som en svårighet. Till exempel framhöll Erik att 

                                                      

18 Med verklig händelse syftade man på en språklig uttrycksform t.ex. en muntlig 

eller skriftlig beskrivning av en vardaglig situation som kan uttryckas med räta 

linjens ekvation. 

 

19 𝑘= 
𝑦₂−𝑦₁

𝑥₂−𝑥₁
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”det är svårt att förstå att 𝑥 är något som kan ha olika värden” (rad 6). 

Bengt (rad 5) menade att skapa uttryck var en kritisk aspekt eftersom hans 

elever hade problem med detta.  

EXCERPT 9, Planeringsmöte 2:2 
1. Nina: Men koordinatsystem det är en förförståelse som mina  

 grupper har stött på. 
2. Erik: Ja om de har stött på det eller inte, det är ändå en kritisk  

 aspekt. 
3. Nina:   Mmm 
4. Erik:   Skapa uttryck det måste vara en kritisk aspekt. 
5. Bengt: Absolut! Och det har de problem med hos mig kan jag  

 säga. 

6. Erik:  Sen att 𝑥 kan anta olika värden är också en kritisk aspekt.  
 För det vet vi ju att när man börjar med det i åttan så vet  

 vi ju att det är svårt att förstå att 𝑥 är något som kan ha  
 olika värden. Det är också en kritisk aspekt enligt mitt  
 tycke. Det har jag lagt till själv. Det har vi inte pratat om.  
 Och sen är väl en kritisk aspekt att kunna rita en graf? 

7. Nina:  Mmm, det är det.  
 

Riktningskoefficienten ansågs tidigt vara en kritisk aspekt men till skillnad 

från tidigare antaganden om kritiska aspekter, fördes ett något mer för-

djupat och detaljerat samtal om vad det innebär att kunna något om rikt-

ningskoefficienten. Excerpt 10 illustrerar hur detta fördjupade samtal såg 

ut. Man menade till exempel att eleverna var tvungna att förstå att rikt-

ningskoefficienten anger ”linjens lutning, eller hur fort 𝑦 ökar i förhål-

lande till 𝑥” (rad 2) och ”ju mer värde koefficienten har, desto mer lut-

ning. Det är ju något man så småningom vill att de ska förstå” (rad 3). 

 
EXCERPT 10, Planeringsmöte 2:1 
 
1. Pernilla: [……….…] och så handlar det om koefficienten. Vad  

 är det man måste förstå med den? Vad innebär det? 
2. Erik: Ja, det är ju lutning, det avgör ju hur fort priset stegras.  

 Eller hur fort 𝑦 ökar i förhållande till 𝑥. Alltså relati- 

 onen mellan 𝑦 och 𝑥. 
3. Carina: Och mer grafiskt så handlar det om ju större tal, ju mer 

värde koefficienten har desto mer lutning. Det är ju nå-
got man så småningom vill att det ska förstå eller se då.  
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Ur samtalet om riktningskoefficienten som en möjlig kritisk aspekt kom 

antagandet om att axlarnas gradering i ett koordinatsystem kunde vara 

kritiskt för att förstå vad en rät linje illustrerar. Av erfarenhet visste lärarna 

att en del elever brukar avläsa fel information ur diagram beroende på 

axlarnas gradering. Gruppen funderade än en gång över vad man ville 

komma åt med lärandeobjektet och det gjordes överväganden om det fo-

kuserades på för många kritiska aspekter. I ett vändande och vridande 

försökte gruppen sålla bland tänkbara kritiska aspekter och det reflekte-

rades över om lärandeobjektet kunde begränsas genom att endast foku-

sera på riktningskoefficienten. Till slut enades gruppen emellertid om att 

det kunde vara en fördel för elevernas lärande om riktningskoefficienten 

behandlades tillsammans med konstanttermen. Men man ansåg ändå att 

det var nödvändigt att begränsa lärandeobjekt vilket gjordes utan reflekt-

ioner om vad det skulle kunna innebära för elevernas lärande. Man ansåg 

till exempel att det var tillräckligt att endast behandla räta linjer i koordi-

natsystemets första kvadrant. Detta medförde att endast positiva värden 

på konstanttermen var aktuella. En annan begränsning innebar att rikt-

ningskoefficienten endast skulle behandlas med positiva värden.  

 

När lärargruppen i ett senare skede i planeringsfasen återigen diskuterade 

ordet förstå i lärandeobjektet, relaterades detta till innehållet i artikeln Pe-

dagogical representations to teach linear relations in Chinese and U.S: classrooms: 

Parallel or hierarchical? (Huang & Cai, 2011) som man hade tagit del av. 

Författarna till artikeln menar att linjära funktioner kan uttryckas verbalt, 

med tabell, grafiskt, numeriskt och algebraiskt och att olika representat-

ionsformer verkar bidra till att utveckla olika lärande. Artikeln blev en 

källa för reflektion vilket påverkade förändringen av lärandeobjektet. Lä-

randeobjektet preciserades till: förstå olika representationsformer av konstanterna 

k och m i räta linjens ekvation 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚. Representationsformer avsågs i 

detta skede i) en räta linje i koordinatsystemet ii) det algebraiska uttrycket 

𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚 iii) numeriska uttryck där bokstavssymbolerna 𝑘 och 𝑚 re-

presenteras av tal som till exempel 𝑦 = 2𝑥 + 5 iiii) språklig uttrycksform, 

det vill säga en skriftlig uppgift eller muntlig beskrivning av en situation 

med funktionsinnehåll iiiii) tabellform som ett redskap för att bestämma 

räta linjens koordinater. 
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De antaganden om lärandeobjektets kritiska aspekter som gruppen hade 

inför förtestets konstruktion sammanfattas i tabell 5. Dessa formulerades 

i innehållsliga termer och var grundade i tidigare erfarenheter om elevers 

svårigheter och egna kunskaper om matematikämnets struktur. Insikterna 

om de kritiska aspekterna kom att utvecklas och preciseras senare i stu-

dien. 

 
Tabell 5. Antaganden om lärandeobjektets kritiska aspekter inför förtestets konstruktion. 

Antaganden om kritiska aspekter 

Att urskilja bokstavssymbolen 𝒙 som en beteckning för en variabel samt 

att urskilja att ett uttryck som 𝟐𝟎𝒙 innebär 20 multiplicerat med 𝒙. 

Urskilja att riktningskoefficienten k representerar räta linjens lutning 
samt att ett ökat värde på riktningskoefficienten leder till att linjens lut-
ning ökar. Detta innebär även att eleverna ska urskilja förhållandet mel-

lan 𝒚 och 𝒙 i betydelse av hur mycket 𝒚 ökar i värde i förhållande till 𝒙 
utan att använda en formel för att beräkna detta förhållande. 

Att urskilja att värdet på konstanttermen m i uttrycket för räta linjens ek-

vation är linjens skärningspunkt av 𝒚-axeln. 

Att urskilja axlarnas gradering i koordinatsystemet 
 

Att urskilja koordinaternas inbördes relation (𝒙, 𝒚) så att eleverna kan 
läsa av och markera koordinater i ett koordinatsystem.  
 

6:2 DEN KRITISKA ASPEKTEN: ”ATT URSKILJA 

BOKSTAVSSYMBOLEN 𝑥 SOM EN BETECKNING 

FÖR EN VARIABEL” PRECISERADES 

Utifrån tidigare erfarenheter var lärarna medvetna om att en svårighet för 

en del elever var att förstå att en bokstavssymbol som 𝑥 kan vara en be-

teckning för en variabel. Därför antogs det i inledningen av studien att 

detta kunde vara kritiskt. Utifrån tidigare erfarenheter var lärarna också 

medvetna om att det var vanligt förekommande att eleverna hade svårig-

heter med att utföra beräkningar med bokstavssymboler. Ett exempel på 
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en sådan svårighet var att förstå att ett uttryck som 20𝑥 innebär 20 mul-

tiplicerat med 𝑥. Därför antogs även detta vara kritiskt. Med uppgifterna 

5, 6 och 7 i förtestet (bilaga 7) var avsikten att undersöka huruvida dessa 

antaganden var korrekta eller ej. När förtestet analyserades upptäcktes att 

lösningsfrekvensen var 84 procent på uppgifterna 5 och 6. På uppgift 7 

var lösningsfrekvensen 88 procent i två av undervisningsgrupperna. 

Dessa resultat gav indikationer på att det var möjligt att avfärda de anta-

ganden man hade om det kritiska. Emellertid noterade gruppen att ande-

len rätta svar på uppgift 7 i de övriga två undervisningsgrupperna var 41 

procent. Vad dessa elever inte hade urskilt visade sig vara svårt att identi-

fiera eftersom det förekom en alldeles för stor variation av felsvar. Emel-

lertid kom uppgift 11 (figur 23) att få större betydelse i en mer fördjupad 

analys trots att den inte var planerad att undersöka elevernas förståelse av 

variabelbegreppet.  

 

Figur 23. En elev ger uttryck för att bokstavssymbolen 𝑚 står för en förkortning av 
meter. 

Uppgiften var främst konstruerad i syfte att undersöka om eleverna upp-

fattade att uttrycket skilde sig från proportionalitet i termer av att bok-

stavssymbolen 𝑚  står för en grundavgift som är konstant i båda ut-

trycken. Den gemensamma analysen visade att flera elever inte alls gav 

någon motivering på uppgiften, samt att en grupp elever motiverade med 

att räkna ut ett värde på bokstavssymbolen 𝑚 och svarade därför 50 kro-

nor. Tolkningen av detta förfarande var att eleverna var vana vid att lösa 

förstagradsekvationer, där en bokstavssymbol står för ett okänt tal med 

ett specifikt värde.  
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Gruppens fokus riktades även mot svar där eleverna gjorde motiveringar 

som relaterade till enheter och storheter, till exempel att 𝑚 är en beteck-

ning för meter eller moms. I detta skede av studien hade man tagit del av 

artiklarna A is for apple: mnemonic symbols hinder the interpretation of algebraic 

expressions (Mc Neil m.fl., 2010) och Children’s understanding of numerical va-

riables (Küchemann, 1978), vilka tar upp missuppfattningar om bokstavs-

symbolers olika innebörder. Detta påverkade analysen av uppgift 11. 

Tolkningen av elevsvaret på uppgift 11 (figur 23) var att det föreföll som 

om eleven inte urskilde innebörden av bokstavssymbolen 𝑚 som en be-

teckning för grundavgiften för kanothyran. I stället verkade det troligt att 

eleven hade urskilt bokstavssymbolen 𝑚 som en förkortning av enheten 

meter. Efter analysen av förtestet menade man att, det verkade mer kri-

tiskt för eleverna att urskilja en bokstavssymbol som en beteckning för en 

variabel än att urskilja att 20𝑥 är det samma som 20 gånger 𝑥. Dessa in-

sikter resulterade i att gruppen preciserade sitt antagande om vad som var 

kritiskt. Man menade nu att eleverna behöver få möjlighet att urskilja skill-

naden mellan ekvation och funktion eftersom bokstavssymbolens inne-

börd skiljer sig åt i de olika uttrycken (excerpt 11, rad 1 och 3).  

 

EXCERPT 11, planeringsmöte 2:3. 

1. Carina:  Det är alltså kopplingen med en ekvation som de är 
ganska förtrogna med att lösa […] och sen då att man 

skulle visa på att det här är en ekvation [pekar på 11 =
2𝑥 + 3] och det här är en funktion [pekar på 𝑦 = 𝑘𝑥 +
𝑚]. 

2. Erik: Ja det är jättebra! 
3. Carina: Ja, skillnaden dem emellan. Ja det måste vi ju faktiskt ha  
  med. Det är ju en kritisk aspekt. 
 

Utifrån insikten om att det föreföll vara kritiskt för eleverna att urskilja 

skillnaden mellan bokstavsymbolernas betydelse i en funktion respektive 

ekvation planerade gruppen att starta lektionen med att behandla en ek-

vation, något som eleverna hade stött på tidigare. Därefter skulle det nya 

ämnesinnehållet, uttrycket för räta linjens ekvation, behandlas. Nina, som 

undervisade den första lektionen, presenterade följande exempel på 

whiteboarden: 
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Figur 24. En förstagradsekvation som eleverna var vana vid kontrasterades mot räta 
linjens ekvation i lektion 1. I det första fallet var bokstavssymbolen x en beteckning 

för ett okänt tal med ett specifikt värde. I det andra fallet var bokstavssymbolen 𝑥 en 
beteckning för en varibel. 

Nina bad eleverna att lösa ekvationen 2𝑥 + 3 = 11 och noterade elever-

nas lösning på tavlan. Hon avslutade uppgiften med att konstatera att 

”Detta är ju en ekvation och nu har vi ju listat ut vad 𝑥 är för någonting”. 

I nästa skede visade hon på det nya uttrycket genom att skriva 𝑦 = 2𝑥 +

3 på tavlan (figur 24) och en ny fråga ställdes ”Här är en ny bokstav och 𝑥, 

vad gör vi nu?”. En diskussion inleddes med eleverna och sammanfatta-

des så småningom med ”Här vet jag inte vad svaret ska bli, för jag vet inte 

vad jag ska gångra med. Det här en funktion, det vill säga att den här kan 

ju anta flera olika värden.” I nästa steg behandlades den linjära funktionen 

genom att Nina varierade olika värden på 𝑥 för uttrycket 𝑦 = 2𝑥 + 3. En 

värdetabell användes som ett redskap för att visa relationen mellan vari-

ablerna 𝑥 och 𝑦, vilket resulterade i talparen: 

  {(0, 3), (1, 5), (2, 7), (4, 11)} 

I den uppföljande analysen efter lektion 1 noterade lärargruppen att an-

delen rätta svar på uppgifterna 5 och 6 hade sjunkit något i jämförelse 

med förtestet (bilaga 8). På uppgift 7 låg svarsfrekvensen kvar på samma 

höga nivå. Trots att dessa uppgifter egentligen inte testade om eleverna 

urskilde skillnaden mellan en ekvation (där bokstavssymbolen 𝑥  är ett 

okänt tal med ett specifikt värde) och en funktion (där samma bokstavs-

symbol har innebörden av en variabel) började gruppen att ifrågasätta 

huruvida detta ämnesinnehåll var kritiskt eller ej. I stället började man 
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fundera över om det kunde vara mer framgångsrikt att behandla skillna-

den mellan en oberoende och en beroende variabel. 

6:2:1 ATT SÄRSKILJA EN BEROENDE OCH EN 
OBEROENDE VARIABEL 

Lektion 2 startade med att variabelbegreppet presenterades utifrån en 

uppgift om relationen kvantitet och pris. Idén var att skapa möjligheter 

för eleverna att urskilja att oberoende och beroende variabler inte enbart 

förekommer i räta linjens ekvation, utan också i uttryck som redan var 

kända för eleverna. Uppgiften som behandlades var ”Om man köper äpp-

len som kostar 25 kronor per kilo och man köper 1 kilo, då blir kostnaden 

25 kronor. Men vad blir kostnaden om man köper 2 kilo, om man köper 

5 kilo eller okänt antal kilon?” Bengt som höll lektionen, uppmanade ele-

verna att svara och förklara hur de räknade ut detta. Beräkningarna redo-

visades på whiteboarden (figur 25) och Bengt frågade sedan eleverna 

”Hur kan man skriva ett matematiskt uttryck som beskriver den här hän-

delsen?” Detta resulterade i att kostnaden för köpet betecknades med 

bokstavssymbolen 𝑦 och antal kilo betecknades med bokstavssymbolen 

𝑥. Relationen mellan kostnad och kvantitet beskrevs med uttrycket 𝑦 =

25𝑥. 

Figur 25. Begreppet funktion behandlades med två exempel, ett matematiskt uttryck 
för ett problem, som eleverna hade arbetat med tidigare samt räta linjens ekvation. 

I nästa steg varierades benämningen uttryck och funktion. Bengt pekade på 

uttrycket 𝑦 = 25𝑥 och sade ”Det här kan vi faktiskt också kunna kalla en 

funktion”. Han fortsatte sedan med ”𝑥 kan anta olika värden här och då 

blir det olika värden på 𝑦” samtidigt som han pekade på bokstavssymbo-

lerna 𝑥  och 𝑦  och värdena (1, 25) , (2, 50)  och (5, 125) . Skillnaden 
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mellan oberoende och beroende variabel behandlades också i räta linjens 

ekvation, vilket var nytt för eleverna: ”Nu ska vi titta på en annan funktion 

som ser lite annorlunda ut och det är 𝑦 = 2𝑥 + 3. Den här funktionen 

kallas för räta linjens ekvation”. I likhet med exemplet i den första upp-

giften användes talen 1, 2 och 5 som värden för den oberoende variabeln 

𝑥 vilket resulterade i olika värden för den beroende variabeln 𝑦 (1, 5), 

(2, 7), (5, 13). 

I analysen efter lektion 2 diskuterades och problematiserades det över 

vilka möjligheter till lärande som lektionsmomentet bidrog till. Gruppen 

var inte enig om vad som skulle lyftas fram och därmed inte heller hur 

ämnesinnehållet borde behandlas. I lektion 1 försökte läraren att göra det 

möjligt för eleverna att förstå skillnaden mellan bokstavsymbolens olika 

betydelse i en ekvation som eleverna hade stött på i tidigare undervisning 

respektive räta linjens ekvation. När lektion 2 analyserade insåg man att 

det skapades möjligheter för eleverna att förstå att variabler kan anta olika 

värden. Man syftade då på den variation som förekom på den oberoende 

och beroende variabeln i det för eleverna redan kända uttrycket. Den obe-

roende variabeln varierade med talen 1, 2, 5 samt bokstavssymbolen 𝑥 

och den beroende variabeln varierade med talen 25, 100, 125 samt bok-

stavssymbolen y. Detta generaliserades sedan i uttrycket för räta linjens 

ekvation. I jämförelse med det första uttrycket var talen på den oberoende 

variabeln invarianta men den beroende variabeln varierade. Då eftertestet 

jämfördes med förtestet konstaterade gruppen att eleverna presterade 

bättre på uppgifterna 5 och 6 efter lektion 2 än efter lektion 1. Revide-

ringen ansågs därför vara bra. Eftersom eleverna i den tredje och den 

fjärde undervisningsgruppen redan på förtestet hade presterat bra på 

samma uppgifter beslutades det att förändringen skulle vara kvar till lekt-

ion 3 och 4. 

Sammanfattningsvis förändrades och specificerades insikterna om vad 

som var kritiskt angående variabler och bokstavssymboler. Antagandet, 

som från början var grundat i tidigare erfarenheter om elevers svårigheter, 

innebar att det ansågs vara kritiskt att dels urskilja multiplikation med en 

bokstavssymbol (exempelvis att uttrycket 20𝑥 är synonymt med 20 mul-

tiplicerat med 𝑥) och dels att urskilja att en bokstavssymbol kan vara en 
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beteckning för en variabel. Analysen av förtest samt forskningsresultat 

som man tog del av resulterade i att multiplikation med bokstavssymboler 

avfärdades som kritiskt. Analysen av eftertestet och lektionsanalysen med 

fokus på vad som görs möjligt för eleverna att lära resulterade i nya anta-

ganden om det kritiska. Detta innebar ett fokus på skillnaden mellan en 

oberoende och en beroende variabel i olika funktionsuttryck. 

6:3 DEN KRITISKA ASPEKTEN: ”ATT URSKILJA 
RIKTNINGSKOEFFICIENTEN” PRECISERADES 

Inför förtestkonstruktionen var lärargruppen i viss mån detaljerade i sina 

antaganden om vad som kunde vara kritiskt beträffande riktningskoeffi-

cienten. Man menade att eleverna behöver urskilja att riktningskoeffici-

enten k representerar räta linjens lutning samt att ett ökat värde på rikt-

ningskoefficienten leder till att linjens lutning ökar. Detta innebar även att 

eleverna behöver urskilja förhållandet mellan variablerna 𝑦 och 𝑥 utan att 

använda en formel för att beräkna detta förhållande. Uppgift 3 och 8 i 

förtestet (bilaga 7) konstruerades i syfte att utröna elevernas förståelse av 

riktningskoefficienten 𝑘. Det visade sig att just dessa uppgifter ställde till 

en hel del problem för eleverna. Andelen rätta svar på uppgift 3 och 8 var 

31 procent respektive 11 procent. En närmare analys av elevernas moti-

veringar på uppgift 3 (figur 26) resulterade i att en missuppfattning om 

lutning identifierades.  

 
 

 

 

 

 

Figur 26. Exempel på elevlösning på uppgift 3 på förtestet som berör den kritiska 
aspekten om riktningskoefficienten.  
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Motiveringar i uppgiften, som till exempel ”𝑏 lutar mest” och ”𝑎 lutar 

lite” (figur 26), tolkades som att eleverna uppfattade ”att lutning utgår 

från 𝑦-axeln” (excerpt 12, rad 1) och att de följaktligen inte hade urskilt 

𝑥-axeln som referenslinje för linjens lutning. Tolkningen ansågs vara ”jät-

teintressant” (rad 5) och fick stor betydelse för att medvetandegöra ett för 

givet tagande om hur eleverna kunde uppfatta lutning, vilket illustreras i 

excerpt 12: 

EXCERPT 12, Planeringsmöte 2:3  

1. Erik: Sen så har vi ju det här med att lutning det utgår från 𝑥- 
axeln. Det är ju jätteintressant att du har sett det i fört-

estet att några tänker att lutningen utgår från 𝑦-axeln. Det 
hade jag aldrig tänkt på annars. 

2. Bengt: Näe, inte jag heller. 
3. Carina:  Ja, du menar att de tycker att det lutar mer så [visar lut- 

  ning där 𝑦-axeln är en referenslinje]? 
4. Pernilla:  Mmm 
5. Erik: Ja detta är ju självklart för oss men det är det  
  ju inte. Det är ju jätteintressant! 
 

Efter att missuppfattningen var identifierad ansåg gruppen att eleverna 

behöver lära sig att 𝑥-axeln är referenslinje för linjens lutning. Uppgift 8 

(figur 27) som berörde negativ lutning analyserades inte överhuvudtaget 

trots att andelen rätta svar endast var 11 procent. Anledningen till detta 

var att man fann uppgiften som överflödig då det redan i planeringsskedet 

var beslutat att lärandeobjektet skulle begränsas genom att negativ lutning 

inte skulle behandlas. 

 

 

 

 

Figur 27. Uppgift 8 ansågs inte intressant att analysera trots att andelen rätta svar 
på förtestet endast var 11 procent. 
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Intentionen inför den första lektionen var att behandla en variation av 

riktningskoefficienter i räta linjens ekvation i syfte att eleverna skulle få 

möjlighet att urskilja linjers olika lutning. Under lektion 1 behandlades 

uttrycken: 𝑦 = 2𝑥 + 3, 𝑦 = 2𝑥 + 5, 𝑦 = 4𝑥 + 3.  Relationen mellan va-

riablerna 𝑥 och 𝑦 behandlades i värdetabeller, en tabell för varje funktion. 

Punkterna för 𝑦 = 2𝑥 + 3  var  {(0,3), (2,7), (3,9), (4,11), (5,13)},  för 

𝑦 = 2𝑥 + 5  blev punkterna {(0,5), (1,7), (2,9), (3,11), (4,13)}  och 

för 𝑦 = 4𝑥 + 3 blev punkterna {(0,3), (1,7), (2,11)}.  Alla punkter 

markerades i samma koordinatsystem och bands ihop till linjer i olika fär-

ger (figur 28). När de tre linjerna var uppritade på whiteboarden uppma-

nade Nina eleverna att titta efter likheter och skillnader mellan linjerna. 

Intentionen med detta var att skapa möjligheter för eleverna att urskilja 

linjernas olika lutning och hur detta relaterade till värdet på riktningsko-

efficienten i de numeriska uttrycken. 

 

 

 

 

 

 

Figur 28. Lektion 1. Uttrycken 𝑦 = 4𝑥 + 3, 𝑦 = 2𝑥 + 5 och 𝑦 = 2𝑥 + 3 

behandlades i värdetabeller vilket resulterade i koordinater som markerades i ett ko-

ordinatsystem och visualiserades som linjer.  

Under lektion 1 frågade Nina: 

EXCERPT 13, Lektion 1  

1. Nina: Om man säger så här: Vilken av de här blå, grön eller röd  
 lutar mest? [se figur 28] 

2. Elev 1: Blå och röd. 
3. Nina: Den blåa och den röda tycker du lutar mest. Varför tycker  

 Du att de lutar mest? 
4. Elev 1: För de gör ju det ser du väl eller!?! 
5. Nina:  Jag önskar att jag kunde hålla med dig med det gjorde jag  
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faktiskt inte. Jag kan tycka att alla linjer lutar men vilken 
lutar mest. 

6. Elev 2:  Grön 
7. Nina: Varför lutar grön mest då? 
8. Elev 2: Den står mer upp. 
9. Elev 1: Ja men den lutar ju inte. 
10. Nina: Den står mer upp?! 
11. Elev 1: Näe jag vet inte. 

 

En elev (excerpt 13, rad 2, 4 och 9) ansåg att den blå och röda linjen med 

riktningskoefficienten 2 lutade mer än den gröna linjen vilken hade rikt-

ningskoefficienten 4. Nina var i och med förtestanalysen medveten om 

missuppfattningen där 𝑦-axeln sågs som referenslinje för linjens lutning i 

stället för 𝑥-axeln. Hon hade således en beredskap att behandla det kri-

tiska. Den gemensamma idén var att man skulle använda sig av metaforen 

”cykla i en uppförsbacke” för att belysa 𝑥-axelns betydelse. Excerpt 14 

illustrerar hur cykelmetaforen användes för att behandla linjernas olika 

lutning. 

EXCERPT 14, lektion 1  
1. Nina: Ni vet att om man cyklar. Här kommer jag på min lilla 

cykel [ritar en cykel på den blåa linjen, figur 29] och så är 
det i uppförsbacke. Om jag nu sitter och trampar på min 
cykel. Vilken backe tycker jag då lutar mest? Den blåa 
backen eller den gröna eller den röda? 

2. Elev 2: Ja, då hade jag ju rätt. 
3. Elev 1:  Men den […] man lutar ju inte snett, man lutar ju inte om  

man är rakt upp då typ eller?!! 
4. Nina: Men om vi nu tänker att jag cyklar här då, om detta är  

vägen upp för ett berg [lägger linjalen mer parallellt mot 
y-axeln] så lutar ju inte den så mycket. 

5. Elev 1: Jo men då är det fel ord i så fall! För titta nu lutar min  
mapp typ [eleven håller först upp mappen vertikalt och 
sedan horisontellt]. Den lutar väl inte om den är så eller 
[håller upp mappen vertikalt igen]? 

6. Nina:  Men titta här, den lutar lite uppåt [håller linjalen mot  
tavlan för att symbolisera en backe]. Helt plötsligt kom-
mer jag och cyklar där i stället [ändrar vinklingen på linja-
len så att lutningen ökar]. Lutar den mer uppåt eller 
mindre uppåt? 

7. Elev 1: Snart är den rakt upp. 
8. Nina:  Den lutar mer uppåt för snart är den rakt upp. För ju  

 brantare i så fall desto mer lutar den ju då. 
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9. Elever:  Då kan man ju säga vilken som är brantast i så fall. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

Figur 29. Under lektion 1 behandlades linjers olika riktningskoefficienter med hjälp 
av metaforen ”en cyklist i uppförsbacke”. De blå linjerna är markeringar där lära-
ren med meterlinjalen visade en tänkt linje som en backe. 
 
Då lärargruppen analyserade eftertestet efter lektion 1, visade det sig att 

antal rätta svar med önskvärda motiveringar på uppgift 3 inte hade ökat 

nämnvärt. På a-uppgiften ökade förvisso andelen rätta svar från 11 till 78 

procent. Men andelen rätta svar minskade från 33 till 22 procent på b-

uppgiften och på c-uppgiften låg andelen rätta svar på en oförändrad nivå, 

22 procent. Med utgångspunkt i resultatet på eftertestet reflekteras det i 

analysträffen över vilka möjligheter till lärande som hade skapats under 

lektionen.  

När lektionen analyserades upptäcktes det att elev 1 (excerpt 14, rad 3, 5 

och 7) fortfarande menade att den linje som är mest horisontell lutar mer 

än den linjen som är mest vertikal. Utifrån ett variationsteoretiskt per-

spektiv menade man att cykelmetaforen förvisso innebar en variation av 

linjernas lutning men att detta inte hade gett eleverna möjlighet att urskilja 

en variation beträffande referenslinjer. Elevens svar ”man lutar ju inte om 

man är rakt upp” (excerpt 14, rad 3) tolkades som att eleven uppfattade 

ordet lutar som något som avviker från det vertikala i likhet med en per-

son som är böjd och framåtlutad eller lutande tornet i Pisa. Eftersom or-

det även har betydelsen av något som avviker från det horisontella så som 

sluttande mark ansågs det att ordet lutar till och med verkade ha skymt 

möjligheten för eleverna att förstå lutning där 𝑥-axeln är referenslinje. I 
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slutet av lektionen (excerpt 14, rad 9) använde Nina ordet brantare vilket 

verkade öppna upp möjligheten för eleverna att associera begreppet lut-

ning i förhållande till horisontalplanet. Flera elever menade till och med 

att ordet brantare var bättre att använda än lutning då de utbrister ”Då 

kan man ju säga vilken som är brantast i så fall” (rad 11).  

6:3:1 ATT SÄRSKILJA 𝑥-AXELN OCH 𝑦-AXELN SOM 
REFERENSLINJE FÖR LINJENS LUTNING 

Lektionsanalysen efter den första lektionen bidrog till att gruppen kunde 

precisera det kritiska beträffande linjens lutning. Man ansåg att det före-

föll betydelsefullt om eleverna kunde urskilja skillnaden mellan 𝑥-axeln 

och 𝑦-axeln som referenslinje för linjens lutning. Under lektion 2 behand-

lades samma uttryck som under lektion 1. På liknande sätt som under 

lektion 1 användes värdetabeller för att bestämma koordinaterna vilka se-

dan markerades i ett koordinatsystem. Detta resulterade i att tre linjer ri-

tades upp på tavlan. Bengt, som undervisade den andra lektionen, ställde 

också frågan ”vilken linje lutar mest”. Trots att han fick rätt svar från en 

elev beskrev han begreppet lutning på två skilda sätt. Dels pratade han 

om lutning utifrån en vertikal referenslinje i termer av ”hur man är van 

att tänka om lutning”. Som en skillnad till detta sätt att uppfatta lutning 

pekade han på de uppritade linjerna i koordinatsystemet och sa ”att när 

man i stället tittar på lutningen på en graf i ett koordinatsystem, så jämför 

man alltid med 𝑥-axeln, hur mycket den lutar. Och då kan man ju se att 

den gröna avviker ju mer från 𝑥-axeln än den blå. Därför har den gröna 

en större lutning.”  

Under den efterföljande lektionsanalysen noterade gruppen att resultatet 

på uppgift 3a-c hade ökat avsevärt i jämförelse med eftertestet för lektion 

1. Svarsfrekvensen ökade från 78, 22 respektive 22 procent till 100, 90 

respektive 90 procent (bilaga 8). Då elevernas motiveringar på uppgiften 

granskades noterade gruppen att det inte förekom en enda formulering 

som kunde relateras till missuppfattningen att linjens lutning refererar till 

𝑦-axeln.  
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6:3:2 ATT SÄRSKILJA POSITIV OCH NEGATIV LUTNING 
FRÅN EN LINJE UTAN LUTNING 

Inledningsvis i studien tog man förgivet att negativa värden på riktnings-

koefficienten skulle ”röra till det för eleverna”. Gruppen menade att lä-

randeobjektet behövde avgränsas på något sätt och därför beslutades det 

att negativa värden på riktningskoefficienten inte skulle behandlas. Men 

under analysmötet efter lektion 2 började gruppen reflektera över om ne-

gativa värden kunde hjälpa eleverna att förstå innebörden av riktningsko-

efficienten. Man uttryckte inte negativa värden på riktningskoefficienten 

som en ny kritisk aspekt utan diskussionen handlade om nödvändigheten 

av att urskilja skillnaden mellan positiv och negativ lutning. Under lektion 

3 prövades idén om negativa värden på riktningskoefficienten. Carina frå-

gade om ”𝑘-värdet kan vara minus ett”. Utifrån denna fråga behandlades 

skillnaden mellan en linje med 𝑘-värdet 1 och en linje med 𝑘-värdet 

−1 genom att två linjer visualiserades med en linjal som vinklades från 

horisontalplanet (figur 30): 

Figur 30. Under lektion 3 behandlades fler värden på riktningskoefficienten. Carina 

visade linjer med riktningskoefficienten 𝑘 = 1 och 𝑘 = −1 med hjälp av linjalen. 

När resultaten på för- och eftertest jämfördes med varandra efter lektion 

3 upptäckte gruppen att andelen rätta svar på uppgift 8 låg kvar på 6 pro-

cent. I en jämförelse med lektion 2 visade det sig att andelen rätta svar på 

samma uppgift var 30 procent. Man jämförde även resultatet på uppgift 

3 mellan för- och eftertest och mellan lektion 2 och 3. Erik menade då att 

”lektionen har blivit sämre” (excerpt 15, rad 3) eftersom klass 3 presterade 
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sämre på eftertestet än klass 2, trots att klass 3 hade presterat bättre på 

förtestet.  

EXCERPT 15, analysmöte 2:3  
1. Erik: Här är det ju något intressant som vi stöter på nu. För  

tittar vi på vad som händer med uppgift 3 efter lektion 2... 
Alltså lektion 1 [Ninas] följer samma mönster som lektion 
3 [Carinas]. Man klarar 3a men annars är det rätt svagt på 
3b och 3c. Det är liksom ”what ever”. Men efter lektion 2 
[Bengts] har vi hundra procent på 3a och sedan 91 och 91 
procent. 

2. Carina: Ja det är ju riktigt bra. 
3. Erik: Och då har lektionen blivit sämre. För du har bättre ele- 

ver som klarar det sämre och vad är det då som har blivit 
sämre? 

 

Frågan ”vad är det då som har blivit sämre” (rad 3), resulterade i en jäm-

förelse mellan lektion 2 och lektion 3 med avseende på hur linjens lutning 

hade behandlats. Lärargruppen fann då två intressanta skillnader. Under 

lektion 2 hade en linje utan lutning behandlats för att synliggöra skillnaden 

mellan linjer med och utan lutning. Under lektion 2 jämfördes även olika 

linjers lutningar med det algebraiska uttrycket 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚. Dessa skill-

nader resulterade i att det kritiska preciserades till att eleverna behöver få 

möjlighet att urskilja skillnaden mellan linjer med positiv och negativ lut-

ning samt en linje utan lutning. Gruppen ansåg även att eleverna knappt 

hade fått möjlighet att urskilja negativa värden på riktningskoefficienten 

under lektion 3 eftersom endast en linje med negativ lutning behandlades.  

Under lektion 4 utökades variationen av värdet på riktningskoefficienten.  

Erik skrev upp uttrycket 𝑦 = 3 på tavlan (figur 31) vilket sedan jämfördes 

med det algebraiska uttrycket 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚 i syfte att få eleverna upp-

märksammade på att 𝑘-värdet var 0. Detta möjliggjordes genom en vari-

ation varpå 𝑦 = 3 även uttrycktes som 𝑦 = 0𝑥 + 3.  En linje utan lut-

ning ritades upp på tavlan och användes sedan som en skiljelinje mellan 

positiv och negativ lutning (blå linje i figur 32).  
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Figur 31. Funktionsuttrycket 𝑦 = 3 

behandlades under lektion 4. Formerna 

för hur samma uttryck kunde skrivas 

varierade i syfte att uppmärksamma ele-

verna på att k-värdet var 0. 

 

Figur 32. En linje utan lutning, 𝑦 =
0𝑥 + 3 var utgångspunkt för en 
diskussion om positiv och negativ 
lutning. Erik visualiserade linjer med 

en linjal genom att variera värdet på 𝑘 

från 0 till 1, 2, 3 och 4 samt från 0 

till  −1, −2, −3 och −4. 

 

I nästa skede visualiserade Erik tänkta linjer med olika 

riktningskoefficienter, både med positiva och negativa värden, genom att 

variera lutningen på en linjal i förhållande till den horisontella linjen 𝑦 =

3. Excerpt 16 illustrerar hur negativa värden på riktningskoefficienten 

behandlades. 

EXCERPT 16, lektion 2:4  
 

1. Erik: Vad är lutningen nu [vrider ner linjalen så att den visar  
 negativ lutning]? 

2. Elever: Minus. 
3. Erik: Om detta är minus ett. Då är detta minus [vrider linjalen  

 ytterligare för att visa 𝑘-värdet -2]? 
4. Elev 1: Minus två. 
5. Erik: Ja, och detta är minus tre och detta är minus fyra [vrider  

linjalen ytterligare för att visa tänkta linjer med 𝑘-värdet -
3 och -4]. Är ni med på det att det också finns negativ 
lutning? 

 

Det iscensatta variationsmönstret innebar att värdet på riktningskoeffici-

enten varierade från 0 till positiva värden som 1, 2, 3, 4 och från 0 till 

negativa värden som −1, −2, −3, −4. Analysen av eftertestet indikerade 

1 3 

2 
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att ämnesinnehållets behandling i lektion 4 hade varit framgångsrik i ter-

mer av att elevernas resultat ökade mellan förtestet och eftertestet. Grup-

pen såg att andelen rätta svar på uppgift 3 a-c ökade från 67, 42 respektive 

29 procent till 100, 88 respektive 88 procent. På uppgift 8 ökade andelen 

rätta svar från 10 till 42 procent (bilaga 8). Då eftertestet för lektion 4 

jämfördes med eftertestet för lektion 3 sågs också en förbättring. Förbätt-

ringen ansågs bero på att läraren under lektion 4, till skillnad från lektion 

3, hade behandlat en linje utan lutning samt att han använde en större 

variation av negativa värden på riktningskoefficienten.  

6:3:3 ATT SÄRSKILJA RIKTNINGSKOEFFICIENTEN FRÅN 

RIKTNINGSVINKELN 

Då lärargruppen analyserade lektion 4 identifierades en ny detalj av hur 

eleverna uppfattade riktningskoefficienten vilket ledde till att det kritiska 

preciserades än en gång. Detta skedde då man analyserade en sekvens av 

lektionen där en variation mellan positiva och negativa värden på 

riktningskoefficienten behandlades. Erik, som undervisade, illustrerade 

linjer med riktningskoefficienter från  −4 till 4 med hjälp av en linjal 

(excerpt 16). En elev reflekterade då över vilket 𝑘-värde en vertikal linje 

har. Eleven uttryckte detta som ”vad är det om den är rakt ner” (excerpt 

17, rad 1 och rad 5). 

 
EXCERPT 17, lektion 2:4 
1. Elev 2: Men vad är det om den är rakt ner då? 

2. Erik: Om vi har minus ett här [vrider linjalen så att det visar en  

linje med 𝑘-värdet -1], då har vi minus.…..[vrider linjalen 

ytterligare så att 𝑘-värdet är -2]? 
3. Elev 2: 2 
4. Erik:  Här då? Minus 10 kanske? Minus 27, minus 38, minus 107 

[vrider linjalen mer och mer så att den är så gott som 

parallell med 𝑦-axelns negativa del]. 
5. Elev 2: Ja men när den är rakt ner?! 

 

Erik bemötte elevens fråga genom att variera 𝑘-värdet ytterligare och vi-

sade tänkta linjer med riktningskoefficienterna −10, − 27, − 38 och − 

107 (rad 4). Eftersom eleven ändå inte verkade nöjd och ställde samma 

fråga ytterligare en gång, bemötte Erik detta genom att ställa frågan ”ja 
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vad är den då” till eleven (rad 6). Frågan resulterade i en stor variation av 

svar där det mest förekommande svaret var ”nittio” (rad 7). 

 

6. Erik: Ja vad är den då? 
7. Elever: Nittio, hundra, noll, oändlig, nittio, nä, nittio [mumlar och  

 kommer med olika förslag]. 

8. Erik: 𝑘-värdet kan ju bli hur stort som helst. Men det blir ju  

 bara närmare och närmare och närmare 𝑦-axeln va. 
9. Elev 2:  Jaha så det ökar? Och blir större än …. 
10. Erik: Vänta lite. Här hade vi ju 1 [visar nu positiv lutning på  

linjen med 𝑘-värdet 1] , här hade vi 2, här hade vi 4. Och 
sen så kan du ju fortsätta så här som vi gjorde förut, och 
du kan komma hur nära som helst. [Visar tänkta linjer 

med 𝑘-värdet 2, 4, 27, 38 och 107 och vinklar linjalen 

närmare och närmare 𝑦-axeln.] Ända tills du kommer till? 

11. Elev 6: 𝑦 
12. Erik: Oändligheten. 
 
 

Svaret, som Erik gav på elevernas olika funderingar över vilket värde rikt-

ningskoefficienten har när linjen är vertikal, blev att ”𝑘-värdet kan bli hur 

stort som helst men det blir ju bara närmare och närmare och närmare 𝑦-

axeln”. Han illustrerade återigen olika linjer med riktningskoefficienter 

från 1 till 107 (rad 10) genom att vrida linjalen så att de tänkta linjerna 

successivt närmade sig y-axeln (figur 33). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figur 33. Under lektion 4 behandlades en större variation med positiva och negativa 

värden på riktningskoefficienten, vilket innebar att k-värdet var större än 90 samt 

mindre än -90. Den röda markeringen visar att eleven fokuserade på en riktnings-

vinkel på 90 grader. 
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I lektionsanalysen efter lektion 4 identifierade gruppen att det föreföll 

som om några elever menade att det högsta värdet som riktningskoeffici-

enten kan anta är 90. Nina tolkade detta som att eleven ”vill hänga upp 

det på geometri, ja när 𝑘 är 90 då är linjen vertikal, som en rät vinkel”. 

Nina tolkade elevens frågor som att riktningskoefficienten inte hade ur-

skilts, utan att eleven i stället hade urskilt riktningsvinkeln (den vinkel som 

bildades mellan den horisontella linjen 𝑦 = 3 och den linjen som nästan 

var vertikal som läraren visade med linjalen, se röd markering i figur 33). 

Utifrån elevernas missuppfattningar antog gruppen att det var kritisk för 

eleverna att urskilja skillnaden mellan riktningskoefficient och riktnings-

vinkel. Om ämnesinnehållets behandling beskrivs i termer av variation 

och invarians kan man se att värdet på riktningskoefficienten varierade 

från 0 till tal större än 90 och från 0 till tal mindre än −90. 

 

Gruppen reflekterade aldrig över vad variationsmönstret erbjöd eleverna 

att lära eller huruvida det var betydelsefullt att eleverna fick möjlighet att 

se att 𝑘-värdet kan vara större än 90 och mindre än – 90. Det gick inte 

heller att utröna om lektionen bidrog till att eleverna förstod vad ett oänd-

lig värde på riktningskoefficienten innebär, då detta aldrig testades i något 

eftertest. Däremot såg man att andelen rätta svar på uppgifterna 3 och 8 

ökade i jämförelse med tidigare eftertest (samma resultat som under förra 

rubriken). 

6:4 DEN KRITISKA ASPEKTEN: ”ATT URSKILJA 

KONSTANTTERMEN” PRECISERADES 

Inför förtestet hade gruppen ett antagande om, att det var kritiskt för ele-

verna att urskilja att värdet på konstanttermen i uttrycket för räta linjens 

ekvation är linjens skärningspunkt av 𝑦-axeln. Detta antagande var grun-

dat i ett resonemang utifrån kunskap om matematikämnets struktur. Med 

uppgift 4 (figur 34) i förtestet ville man ta reda på vilka kunskaper och 

uppfattningar eleverna hade om konstanttermen 𝑚 för att kunna bekräfta 

eller avfärda antagandet. Ett medelvärde av andelen rätta svar på uppgift 

4 a-c, för alla fyra undervisningsgrupper, var 44 procent (bilaga 8). Moti-

veringarna på uppgiften skilde sig åt och endast några få svar relaterade 
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till konstanttermen. Ett exempel på en motivering som relaterade till kon-

stanttermen var ”𝑦 = 2𝑥 + 4 hör ihop med linje B för den startar på 4”.  

 

 

 

 

 

 

Figur 34. Exempel på hur en elev löste uppgift 4 på förtestet. Eleverna skulle para 
ihop linjerna med rätt funktionsuttryck. 

Lärargruppen identifierade att det föreföll som om flera elever urskilde 

linjens längd och relaterade detta till de numeriska uttrycken. Elevens mo-

tivering ”A är kortast, B i mitten och C är längst” (figur 34) tolkades i 

gruppen som att eleven fokuserade på termernas värde i uttrycken. På 

grund av detta parades sedan den längsta linjen C ihop med uttrycket 𝑦 =

2𝑥 + 12 som innehöll större tal än de andra uttrycken. Gruppen var i 

detta läge oeniga om linjens längd var en kritisk aspekt eller inte. Linjens 

längd som betydelse för lärandeobjektet avfärdades av Nina med ”Skriver 

de så? Det kan inte vara mina” (excerpt 18, rad 2). Carina (rad 4) menade 

ändå att det var betydelsefullt medan Erik tog för givet att undervisningen 

skulle leda till att elevernas felaktiga föreställningar förändrades även om 

ämnesinnehållet inte explicit skulle behandlas (rad 5). 

 
EXCERPT 18, planeringsmöte 2:3 
1. Pernilla: Och sen så har vi ju några som menar att den längsta linjen 

hör ihop med den funktion som har det största värdet. 
2. Nina: Skriver de så? Det kan inte vara mina. 
3. Pernilla:  Ja, de skriver så men sen så är det ju väldigt många som 

inte skriver alls och då menar jag att […] det kan finnas 
många som tänker så här fast inte skriver.  

4. Carina: Ja, det är ju något att utgå ifrån. 
 [………………….] 
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5. Erik: Då tänker jag att när vi har hållit på med det här en lektion 
så faller det sig rätt naturligt, att de inte tänker så längre. 

 

Samma funktionsuttryck (𝑦 = 4𝑥 + 3 , 𝑦 = 2𝑥 + 3  och 𝑦 = 2𝑥 + 5), 

som användes för att analysera olika riktningskoefficienter användes även 

för att analysera olika konstanttermer. En skillnad var emellertid, att när 

konstanttermen behandlades fokuserade läraren på uttrycket  𝑦 = 2𝑥  i 

stället för 𝑦 = 3. Syftet med detta var att behandla ett uttryck med 𝑚 =

0 eftersom att det fanns ett antagande om att eleverna kunde uppfatta 

uttrycket som att konstanttermen saknades. Under lektion 1 bad Nina 

sina elever att de skulle titta på likheter och skillnader mellan de aktuella 

uttrycken, både vad gäller numeriska och grafiska representationsformer: 

 

EXCERPT: 19, Lektion 1  
1. Nina:  Vad har den gröna och blå gemensamt [figur 28]? 
2. Elev 1: De plussar med tre. 

3. Nina:  [Ringar in 3:orna i uttrycken 𝑦 = 4𝑥 + 3 och 

  𝑦 = 2𝑥 + 3] Vad innebär det? Vad händer i bilden? 
4. Elev 2:  De börjar på samma. 
5. Nina:  Titta här! De här har siffran 3 [pekar på uttrycken och 3  

på 𝑦-axeln]. Därför börjar de på tre. Kan det stämma? 
Stämmer det om vi nu tittar på den röda? Vad har den 

röda för värde där i så fall? [Ringar in 5 i uttrycket 𝑦 =
2𝑥 + 5] Var börjar den? 

6. Elev 3: Fem. 

7. Nina: Det är ju det här som är 𝑚 då i den här funktionen  

[pekar på 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚]. Beroende på vad 𝑚 är så kan jag 
se om linjen startar på tre eller fem. 

 
Vid analystillfället efter första lektionen då förtestet jämfördes med efter-

testet reflekterades det över elevernas något försämrade resultat på upp-

gift 4 (figur 34) efter lektionen. Jämförelsen visade att andelen rätta svar 

på uppgiften sänktes från 44 och 33 procent till 33 respektive 22 procent 

(bilaga 8). Lärargruppen reflekterade därför över vilka möjligheter till lä-

rande som hade iscensatts. Man ansåg då att variationsmönstret där värdet 

på konstanttermen varierade var en förutsättning för att eleverna skulle 

kunna urskilja olika skärningspunkter. Men man menade också att det fö-

reföll som om ordvalen börjar som användes av en elev (excerpt 19, rad 4) 
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och startar som användes av Nina (rad 5 och 7) skymde elevernas förstå-

else av konstanttermen 𝑚. Gruppen menade att orden kunde vara en or-

sak till en tidigare känd missuppfattning, att 𝑦-axeln ses som en startpunkt 

för en stråle (Lobato m.fl., 2003). Under lektionsanalysen diskuterades det 

om startpunkten för en stråle kunde kopplas ihop med vad som tidigare 

hade identifierats då förtestet analyserades. Gruppen hade tidigare i stu-

dien uppmärksammat att flera elever menade att det fanns ett samband 

mellan linjernas längder och termernas värde i uttrycken för räta linjens 

ekvation. Detta ansågs då inte vara kritiskt utan man menade att ”det 

skulle falla sig rätt så naturligt att eleverna inte skulle se linjens längd”. 

Under första lektionsanalysen reflekterades det över vad det egentligen 

var som var kritiskt angående konstanttermen. Utifrån lektionsanalysen 

ansåg gruppen att det verkade betydelsefullt om eleverna kunde urskilja 

grafen i koordinatsystemet som en linje till skillnad från en stråle. Man 

beslutade sig därför att till nästa lektion använda sig av ordet skär i stället 

för börjar.  

 

Under lektion 2 använde Bengt ordet skär på följande vis: ”var skär linjen 

𝑦-axeln” och ”vilken av bokstäverna är det som talar om var grafen kom-

mer att skära 𝑦-axeln”. Det visade sig emellertid att detta inte var tillräck-

ligt för elevernas lärande. För att kunna rita upp den grafiska representat-

ionen av funktionsuttrycken 𝑦 = 4𝑥 + 3, 𝑦 = 2𝑥 + 4 och 𝑦 = 2𝑥 + 3 

användes värdetabeller precis som i lektionerna innan. Variationsmönst-

ret som användes innebar att 𝑥-värdena varierade från 1 till och med 4 i 

samtliga funktionsuttryck. Detta resulterade i att de tre olika funktionsut-

trycken erhöll koordinaterna: 

 

{(0, 3), (4, 11)}, {(0, 4), (4, 12)} och {(0, 3), (4, 19)} 

 

Bengt ritade sedan upp linjerna med start i den första koordinaten och 

med stopp i den andra koordinaten vilket resulterade i tre linjer som såg 

ut som en lång och två korta sträckor i koordinatsystemet (figur 35). 
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Figur 35. Under lektion 2 ritades tre linjer upp i samma koordinatsystem. För att 
beräkna koordinaterna använde läraren samma x-värden för alla tre ekvationerna, 
vilket bidrog till att linjerna såg ut som olika långa sträckor. 
 
När linjerna var uppritade frågade Bengt ”vad ser ni för likheter och skill-

nader”. Avsikten med frågan var att få eleverna att se linjernas olika skär-

ningspunkter och relatera dem till värdet på konstanttermerna i de nume-

riska uttrycken. Några elever beskrev likheten som att ”alla linjerna slutar 

på samma ställe” och skillnaden som att ”två av dem är korta och en är 

lång”. Gruppens tolkning av elevernas påståenden under lektionsanalysen 

innebar att eleverna urskilde linjernas längder i stället för skärningspunk-

terna på 𝑦-axeln (excerpt 20), trots att Bengt använde termen skärnings-

punkt i stället för börjar eller startar. Möjligheter till lärande problemati-

serades utifrån det iscensatta variationsmönstret (rad 2).  

 
EXCERPT 20, analysmöte 2:2. 
1. Carina:   Kan det vara så att … för han får inte det genomslaget att 

de vet vad 𝑚 är helt fullt ut. Nu är han ju väldig tydlig här 

och förklarar att +3 det är ju +𝑚 och +4 det är ju +𝑚. 
Men i och med att han inte ritar upp två av funktionerna 
ända upp till whiteboarden tar slut, att han inte gör det, 
det betyder att man flyttar elevfokus till något helt annat. 
Och så är hjärnan och deras tankeverksamhet helt inne på 
två korta och en lång. Så fokus flyttas från skärningspunk-
ten. 

2. Erik:   Men om man teoretiserar det du säger här nu då, så är det 
ju så här att det som varierar det är längden på graferna. 
Ja, alltså det man kan lära. 
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Insikterna om att det föreföll som om variationen av linjernas längder 

bidrog till att ”man flyttar elevfokus till något helt annat” (rad 1) och att 

”fokus flyttas från skärningspunkten” bidrog till att gruppen började att 

reflektera över lärandeobjektets avgränsning. Avgränsningen, som gjor-

des i början av studien, handlade om att endast behandla räta linjens ek-

vation i koordinatsystemets första kvadrant. Denna avgränsning ansågs 

nu vara en orsak till att linjerna inte drogs ut genom koordinatsystemet 

och att eleverna därför inte fick möjlighet att se linjens skärning av 𝑦-

axeln. Nina menade att ”Det är inte så tydligt med bara en kvadrant för 

man säger skär men linjen slutar eller startar på 𝑦-axeln, det syns inte att 

det skär.” I en jämförelse mellan förtestet och eftertest såg man också att 

andelen rätta svar på uppgift 4 a-c hade ökat från 30, 50 respektive 20 

procent till 80, 90 respektive 80 procent (bilaga 8). I jämförelse med ef-

tertestet tillhörande lektion 1 var detta en klar förbättring. Trots detta re-

flekterades det alltså över vad eleverna haft möjlighet att lära och vad som 

kunde revideras. 

6:4:1 ATT SÄRSKILJA RÄTA LINJEN FRÅN EN STRÄCKA 

Under lektion 4 räknades flera koordinater ut för varje funktion. Läraren 

startade med att välja 0 som det lägsta värdet på den oberoende variabeln 

𝑥, därefter fick eleverna komma med förslag på andra värden. Detta re-

sulterade i att man erhöll linjer som ”startade” på 𝑦-axeln och hamnade 

en bit utanför den första kvadranten i koordinatsystemet, beroende på 

vilka tal som valdes för respektive uttryck. När till exempel uttrycket 𝑦 =

2𝑥 + 3 behandlades ritades linjen från koordinaten (0,2) till (4,11). Ef-

tersom Erik var medveten om att eleverna kunde uppfatta en linje som 

en sträcka20 med start och slutpunkt frågade han ”tar grafen slut här” (ex-

cerpt 21, rad 1) och ”hur långt fortsätter det tror ni”. Intentionen var att 

kontrastera en graf som såg ut som en sträcka med innebörden av en linje 

i termer av en oändlig fortsättning i båda riktningarna. 

 

EXCERPT 21. Lektion 4. 
1. Erik:   Jag vill bara visa er en sak. Tar grafen slut här? 

                                                      

20 De aktuella funktionsuttrycken har en definitionsmängd som inte är begränsad. 
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2. Elev 1:  Nä den går vidare till den negativa sidan. 
3. Erik:  Ja den negativa sidan och det har vi ju inte riktigt bekym- 

  rat oss om än. Men jag ritar ut dem här så att ni ser att det  
 tar ju inte slut här, utan det fortsätter ju. Hur långt fortsät- 
 ter det tror ni? 

4. Elever:  Oändligt! 
5. Erik:  Och åt det hållet då [pekar på linjens högsta punkt]? 
6. Elever:  Oändligt! 

 
I lektionsanalysen såg gruppen att det eventuellt öppnades upp för ele-

verna att se linjen som en representation av en oändlig samling punkter. 

En elev påpekade att ”punkterna bildar en linje” och att ”punkterna fort-

sätter i samma takt uppåt och nedåt”, samt att detta inte var samma sak 

som en sträcka. Då eftertesten analyseras ansåg gruppen att resultatet på 

uppgift 4 a-c var mer än bra. Andelen rätta svar hade ökat från 38, 67 

respektive 38 procent till 100 procent på alla tre deluppgifter. Antagandet 

om det kritiska var inledningsvis grundat i lärarnas egna kunskaper i ma-

tematik, vilket innebar att det ansågs vara kritiskt att urskilja linjens skär-

ningspunkt av 𝑦-axeln. När förtest och lektioner analyserades identifie-

rade gruppen att eleverna kunde uppfatta de grafiska representationerna 

som en sträcka. Detta resulterade i att det kritiska preciserades till att ur-

skilja skillnaden mellan en rät linje och en sträcka. 

6:5 EN NY KRITISK ASPEKT IDENTIFIERADES: 

”ATT SÄRSKILJA KONSTANTTERM OCH 

RIKTNINGSKOEFFICIENT” 

Successivt under studien upptäckte lärargruppen att en del elever urskilde 

andra aspekter än vad som var planerat. Den tidigare texten har illustrerat 

hur eleverna till exempel urskilde linjernas längder och 90-gradersvinklar 

i stället för konstantterm och riktningskoefficient. Denna upptäckt bidrog 

till att gruppen reflekterade över vilka variationsmönster som iscensattes 

under lektionerna. En analys av de tre första lektionerna visade att en 

otydlig uppmaning i kombination med ett specifikt variationsmönster inte 

verkade gynnsamt för elevernas lärande. Man syftade då på de grafiska 

representationerna av de tre olika funktionsuttrycken (figur 28) och upp-

maningen till eleverna att titta på ”likheter och skillnader” mellan dem. 
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Intentionen med detta förfarande var att göra det möjligt för eleverna att 

urskilja hur olika riktningskoefficienter och konstanttermer förändrar en 

linje i koordinatsystemet. Emellertid föreföll det som att ämnesinnehållets 

behandling inte gjorde det möjligt för eleverna att lära det som var avsett. 

 

Gruppen identifierade även att flera elever blandade ihop riktningskoef-

ficient och konstantterm när den sista delen av lektionen analyserades. 

Intentionen med den lektionsdelen var att använda variationsmönstret 

fusion för att möjliggöra en djupare förståelse av lärandeobjektet. Detta 

innebar att riktningskoefficient och konstantterm behandlades samtidigt, 

med ett fokus på det språkliga uttrycket21. Eleverna var i den här delen av 

lektionen indelade i grupper och blev tilldelade tre textuppgifter ned-

skrivna på kort (figur 36).  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figur 36.  Tre textuppgifter som behandlades i den sista delen av lektionerna. 
 

Uppgiften innebar att eleverna skulle para ihop varje textuppgift med en 

rät linje och ett uttryck som fanns på andra kort (figur 37). Under den 

första lektionen parade eleverna ihop korten relativt lätt genom att de tit-

tade på talen som förekom i textuppgifterna, uttrycken och på axlarnas 

gradering i koordinatsystemen, utan att de reflekterade över vad talen stod 

för. 

 

                                                      

21 Med språkligt uttryck åsyftas en textuppgift med ett funktionsinnehåll. 

Elektrikerproblemet 
En elektriker kommer hem till dig och gör ett arbete. Han tar 200 kronor för att 
komma hem till dig och därefter 300 kronor i timmen. 

Äppleproblemet 

Kalle köper 4 kg äpplen och får betala 80 kronor. 

Bordproblemet 
Sara planerar för ett stort kalas. Hon har ett 6-kantigt bord, där sex personer får 
plats. Hon funderar över hur många fler bord hon måste skaffa, och gör en enkel 
bild. För varje nytt bord hon ställer fram så får ytterligare fyra personer plats. 
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Figur 37. I gruppuppgiften skulle eleverna para ihop varje textuppgift med rätt linje 
och rätt funktionsuttryck. 
 
I analysen efter den första lektionen ställde Nina frågan ”lärde de sig det 

vi trodde att de skulle” (excerpt 22, rad 1). Detta grundade sig i att man 

hade identifierat hur eleven ”Jenny” och andra elever använde sig av ”ute-

slutningsmetoden” vilket ”gjorde att det gick lätt” (excerpt 22, rad 1). Ute-

slutningsmetoden innebar att de kort som inte innehöll tal som eftersök-

tes kunde uteslutas av eleverna, utan att de behövde fundera över vad som 

var riktningskoefficient eller konstantterm.  

 

EXCERPT 22, analysmöte 2:1  
1. Nina:  Men frågan är, lärde de sig det vi trodde att de skulle?  

Den här första var ju väldigt lätt för Jenny. Hon parade 

ihop grafen där 𝑚 var 200. Det var ju så lätt, det fanns ju 
inget annat att ta. Uteslutningsmetoden gjorde att det gick 
lätt. 

2. Erik: Ja, det är ju viktigt det som ni är inne på här. Det skulle ju  

ha funnits en 𝑦 = 200𝑥 + 300 och en 𝑦 = 300𝑥 + 200, 
för att man inte ska ta den så fort. 

3. Nina: Ja, för hon tog den bara på 𝑚.  
   

Gruppens tolkning av hur eleven handskades med uppgiften var att 

”elektrikerproblemet” parades ihop med den enda ”grafen där 𝑚  var 

200” (rad 1) och det enda uttrycket som innehöll talet 200 (𝑦 = 300𝑥 +

200).  Bengt hade under sin lektion uppmärksammat att det rådde en osä-

kerhet om bokstavssymbolerna 𝑚 eller 𝑘 var en beteckning för kostant-

termen eller riktningskoefficienten. Med grund i detta menade gruppen 

att det kunde vara betydelsefullt om eleverna fick urskilja konstanterna 

samtidigt under förutsättning att de redan hade separerat dem. 
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Inför den sista lektionen bestämde sig gruppen för att använda ett mer 

begränsat variationsmönster för att försöka separera riktningskoefficient 

och konstantterm. Först varierades endast värdet på riktningskoefficien-

ten i två uttryck (𝑦 = 2𝑥 + 3 och 𝑦 = 4𝑥 + 3), vilka också represente-

rades som linjer på tavlan. Under tidigare lektioner hade den öppna frågan 

”vad ser ni för likheter och skillnader” ställts i samband med att klassen 

analyserade tre olika linjer där både riktningskoefficient och konstantterm 

varierade. Under den sista lektionen ställdes i stället den mer specifika 

frågan ”Vad var det vi ändrade på nu i den här funktionen” (excerpt 23, 

rad 1): 

 

EXCERPT 23, lektion 4  

1. Erik: 𝑦 = 4𝑥 + 3. Vad var det vi ändrade nu i den här  

funktionen [endast två linjer är uppritade 𝑦 = 2𝑥 + 3 och 

𝑦 = 4𝑥 + 3]? 

2. Elev 1:  𝑘 

3. Erik: 𝑘-värdet! Från? 
4. Elever:  Från 2 till 4. 
5. Erik: Vad hände då med grafen? 
6. Elev 2: Den blev brantare. 

 
På liknande sätt begränsades variationen då konstanttermen behandlades. 

De aktuella funktionsuttrycken var då i stället 𝑦 = 2𝑥 + 3 och 𝑦 = 2𝑥 +

6 och Erik frågade ”vad hände nu med 𝑚 när jag ändrade från 3 till 6 

men höll 𝑘-värdet konstant” och ”vad hände då med funktionens graf”. 

Inga elever gav uttryck för att de urskilde andra aspekter än de avsedda 

under lektion 4 och när gruppen analyserade lektionsmomentet under det 

efterföljande mötet menade man att ”vi har ju skräddarsytt det här”. Med 

detta åsyftades den konkreta frågeställningen samt det begränsade variat-

ionsmönstret som föreföll fungera effektivt i syfte att separera riktnings-

koefficienten och konstanttermen, både från varandra och från andra 

aspekter.   

Inför den sista lektionen gjordes ytterligare en revidering men i syfte att 

behandla konstantterm och riktningskoefficient samtidigt. Variations-

mönstret i uppgiften med korten förändrades så att antalet valmöjligheter 

ökade. Om detta beskrivs i termer av variation och invarians betyder det 

att talen i varje textuppgift hölls invarianta men att det lades till fler kort 
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med uttryck och linjer som var möjliga att välja mellan. Till exempel revi-

derades ”Elektrikerproblemet” 𝑦 = 300𝑥 + 200, så att även uttrycken 

𝑦 = 200𝑥 + 200 och 𝑦 = 200𝑥 + 300 fanns som möjliga val. Som ett 

möjligt val till ”äppelproblemet” med tillhörande grafiska uttryck 𝑦 =

20𝑥 lades ett nytt kort till med den horisontella linjen 𝑦 = 20. ”Bordpro-

blemet” utökades med fler uttryck, vilket gjorde att det var möjligt att 

välja mellan 𝑦 = 4𝑥 + 6, 𝑦 = 6𝑥 + 4, 𝑦 = 6𝑥 + 6 och 𝑦 = 4𝑥 + 2.  

I den uppföljande analysträffen diskuterade gruppen det aktuella lektions-

momentet. Att eleverna var mer aktiva i termer av att de tvingades att 

”stötas och blötas” mer när de tog sig an uppgiften ansågs vara positivt. 

Man syftade då på att eleverna inte enbart ”fick rätt svar” genom att titta 

på talen och använda uteslutningsmetoden. I stället var de faktiskt 

tvungna att ta hänsyn till både riktningskoefficient och konstantterm sam-

tidigt.  Den kritiska aspekten att urskilja skillnaden mellan riktningskoef-

ficient och konstantterm var inte ett antagande som fanns med i inled-

ningen av studien. Antagandet var heller inte grundat i tidigare erfaren-

heter eller utifrån ett logiskt resonemang om matematikämnets struktur. 

Antagandet om den kritiska aspekten utvecklades under studiens gång ut-

ifrån att gruppen hade identifierat att eleverna blandade ihop riktningsko-

efficient och konstantterm samt att de urskilde andra aspekter som man 

inte på förhand hade räknat med. Huruvida eleverna verkligen urskilde 

skillnaden mellan riktningskoefficient och konstantterm kunde inte be-

kräftas eftersom ingen av uppgifterna i testet berörde denna skillnad. Där-

emot noterades att andelen rätta svar på uppgifterna 2−11 i eftertestet 

efter lektion 4 var 92 procent. För motsvarande uppgifter i eftertestet ef-

ter lektion 3 var andelen rätta svar 85 procent. 

6:6 ”ATT URSKILJA AXLARNAS GRADERING I 

KOORDINATSYSTEMET” AVFÄRDADES SOM EN 

KRITISK ASPEKT 

Innan förtestet genomfördes fanns ett antagande om att det kunde vara 

kritiskt för eleverna att urskilja axlarnas gradering i ett koordinatsystem. 

Detta antagande var ett resultat av att lärarna, i tidigare undervisning, hade 
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identifierat en missuppfattning beträffande grafer i ett sträcka-tid-dia-

gram. Denna missuppfattning innebar att eleverna ansåg att en brant linje 

alltid visualiserar hög hastighet, vilket således innebär att eleverna inte tar 

hänsyn till axlarnas gradering för att avgöra sambandet mellan sträcka och 

tid. Lärarna hade också erfarenheter av att elever kunde uppfatta en linje 

i ett diagram som en skillnad mellan värden av endast en storhet i stället 

för förhållandet mellan skillnaden av 𝑥 - och 𝑦 -värden (Lobato m.fl., 

2003). Uppgift 10 i förtestet konstruerades i syfte att undersöka om anta-

gandet om det kritiska stämde eller ej (bilaga 7). En analys av förtestet 

visade att eleverna klarade uppgiften bra. Eftersom svarsfrekvensen var 

79 procent ansåg gruppen att axlarnas gradering inte verkade vara kritiskt 

för att förstå lärandeobjektet. Man menade att det i stället verkade ha 

större betydelse för ett lärandeobjekt med fokus på att bestämma och ut-

föra beräkningar av riktningskoefficienten utifrån en linje i ett koordi-

natsystem. 

6:7 ”ATT URSKILJA KOORDINATERNAS 

INBÖRDES RELATION” AVFÄRDADES SOM EN 

KRITISK ASPEKT 

I inledningen av studien fanns det en hypotes om att det kunde vara kri-

tiskt för eleverna att läsa av och markera koordinater i ett koordinatsy-

stem. Hypotesen var grundad i tidigare undervisningserfarenheter där lä-

rarna hade sett att elever ibland förväxlade 𝑥- och 𝑦-koordinaterna. Upp-

gift 1 a-b i förtestet (bilaga 7) konstruerades för att utröna huruvida anta-

gandet stämde eller ej. Analysen av förtestet visade att medelvärdet av 

andelen rätta svar på uppgiften var 82 procent. Gruppen avfärdade därför 

koordinaternas inbördes relation som kritiskt. Vid en närmare analys av 

elevernas felsvar upptäcktes det att det fanns några få elever, framför allt 

i en av undervisningsgrupperna som förväxlade 𝑥- och 𝑦-koordinaterna. 

Gruppen menade förvisso att koordinaternas inbördes relation var en 

grundförutsättning för att förstå lärandeobjektet. Men man menade sam-

tidigt att koordinaternas inbördes relation var ett ämnesinnehåll som var 

på en sådan grundnivå, att det inte kunde läggas någon tid på att behandla 
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detta under de aktuella lektionerna. Gruppen bestämde därför att genom-

föra aktiviteten sänka skepp22 innan learning study-lektionerna i syfte att 

utveckla denna förståelse hos alla elever. 

6:8 SAMMANFATTNING AV DE KRITISKA 

ASPEKTERNAS FÖRÄNDRING 

I inledningen av studien hade lärargruppen fem antaganden (tabell 5) om 

kritiska aspekter. Dessa var, i likhet med aspekterna i LS 1, innehållsliga 

och grundade i kunskaper om matematikämnets struktur, vad lärarna av 

erfarenhet hade identifierat som svårigheter för eleverna samt forsknings-

resultat man hade tagit del av. I tabell 6 visas också de antagna kritiska 

aspekterna (vänstra kolumnen, rad 1-3 och 5-6). Lektions- och eftertesta-

nalyser gjorde det möjligt för gruppen att urskilja nya och fler detaljer av 

elevernas förståelse i relation till det matematiska innehållet. Detta bidrog 

till att antagandet om att urskilja bokstavssymbolen x… (rad 1) samt att ur-

skilja värdet av konstanttermen… (rad 3) förändrades och preciserades till att 

särskilja en beroende och en oberoende variabel samt att särskilja räta linjen från en 

sträcka (se pilar från den vänstra till den mittersta kolumnen) vilket preci-

serades till att särskilja räta linjen från en sträcka (punkt 3a). Antagandet om 

att urskilja att riktningskoefficienten k representerar linjens lutning … (rad 2) för-

ändrades och ”delades upp” i tre kritiska aspekter: att särskilja 𝑥-axeln från 

y-axeln som referenslinje för linjens lutning, att särskilja positiv och negativ lutning 

från en linje utan lutning och att särskilja riktningskoefficienten från riktningsvin-

keln. Precis som i LS I karaktäriserades förändringen av att learning study- 

processen genererade nya insikter om vad eleverna behöver särskilja för 

att lära. Två av de antaganden som förekom i inledningen av studien av-

färdades i och med analysen av förstet (rad 5 och 6). Insikten om att det 

var kritiskt för eleverna att särskilja konstantterm och riktningskoefficient (rad 

4) växte fram successivt under studiens gång som ett resultat av flera lekt-

ionsanalyser. 

                                                      

22 Ett spel som går ut på att hitta och sänka motståndarens skepp genom att ange 
koordinater. 
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Tabell 6. Tabellen visar hur antaganden om kritiska aspekter preciserades eller avfär-
dades under studien gång samt hur de iscensattes. Variationsmönstren som iscensattes 
beskrivs med förkortningarna i (invarians) och v (variation). 

Antaganden om kritiska 
aspekter innan förtestet 

Precisering av kritiska 
aspekter eller nya identifi-
erade kritiska aspekter 

Iscensattes under nå-
gon av lektionerna 

1.  
Att urskilja bokstavssymbo-

len 𝒙 som en beteckning 
för en variabel samt att ur-
skilja att ett uttryck som 

𝟐𝟎𝒙 innebär 20 multiplice-

rat med 𝒙. 

 
Att särskilja en beroende 
och en oberoende variabel. 

v: antal termer i uttrycken 

𝑦 = 25𝑥 och 𝑦 = 2𝑥 + 3 

i: oberoende värdet 𝑥 i 
båda funktionsuttrycken 
v: beroende värdet y, tex: 

(1,25)     (1,5) 

2.  
Urskilja att riktningskoeffici-
enten k representerar räta 
linjens lutning samt att ett 
ökat värde på riktningskoeffi-
cienten leder till att linjens 
lutning ökar. Detta innebär 
även att eleverna ska urskilja 

förhållandet mellan 𝒚 och 𝒙 i 

betydelse av hur mycket 𝒚 
ökar i värde i förhållande 

till 𝒙 utan att använda en for-
mel för att beräkna detta för-
hållande. 

Att särskilja 𝑥-axeln och 𝑦-
axeln som referenslinje för 
linjens lutning.  

 

Att särskilja positiv och ne-
gativ lutning från en linje 
utan lutning. 

Att särskilja riktningskoef-
ficienten från riktningsvin-
keln. 

v: vertikal referenslinje 
som ”ett vanligt sätt att 
tänka” och horisontell re-
ferenslinje för räta linjen. 
i: begreppet lutning 
 

v: värdet på 𝑘  varierades 
från 0 till positiva tal och 
från 0 till negativa tal. 

i: värdet på 𝑚 
 

v: värdet på 𝑘 varierades 
från 0 till tal större än 90 

och till tal mindre än −90 

i: värdet på 𝑚 
3.  
Att urskilja att värdet på 
konstanttermen i uttrycket 
för räta linjens ekvation är 
linjens skärningspunkt av 

𝒚-axeln. 

 
Att särskilja räta linjen från 
en sträcka. 

v: längden på räta linjen, 
från en linje i första kva-
dranten till att förlängas åt 
två håll 

i: värdet på 𝑘. 

4.  Att särskilja konstantterm 
och riktningskoefficient   

v: 𝑘 och 𝑚 varierades 
samtidigt 
i: uppgiften, tex elektri-
kerproblemet 

5.  
Urskilja axlarnas gradering 

 
Avfärdades 

 

6.  
Urskilja koordinaternas in-
bördes relation 

Avfärdades 
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KAPITEL 7 

KONKLUSION: ATT FÅ SYN PÅ 

AVGÖRANDE SKILLNADER  

De två tidigare resultatkapitlen har visat en kunskapsgenererande pro-

cess då lärargruppen undersökte två lärandeobjekt. Det visade sig att lä-

randeobjektets kritiska aspekter hade en dynamisk karaktär vilket gör det 

möjligt att belysa en förändrad kunskapsgestalt. Ett exempel som illu-

strerar denna förändring är hämtad från LS II. För att förstå olika represen-

tationsformer av konstanterna k och m i räta linjens ekvation 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚, ansåg 

gruppen under inledningsfasen att eleverna bland annat behöver: 

 Urskilja att riktningskoefficienten 𝑘  representerar räta linjens 

lutning samt att ett ökat värde på riktningskoefficienten leder till 

att linjens lutning ökar. 

I slutet av studien menade man i stället att eleverna behöver: 

 Särskilja på 𝑥-axeln och 𝑦-axeln som referenspunkt för räta lin-

jens lutning. 
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Syftet med det här kapitlet är att forma en mer fördjupad konklusion 

genom att fokusera på skillnaden mellan kunskapsgestalterna samt att 

diskutera varför kunskapen förändrades. Konklusionen är grundad i den 

syntes som gjordes då resultaten från kapitel 5 och kapitel 6 jämfördes 

med varandra. Under rubrik 7.1 beskrivs den kunskap som genererades 

under delstudiernas inledningsfaser och under rubrik 7.2 beskrivs på hur 

och varför kunskapen förändrades.  

7.1 ATT FÅ SYN PÅ VAD ELEVERNA BEHÖVER 

URSKILJA 

Termen ”unpacking” (Ball m.fl., 2005; Davis & Renert, 2014; Ma, 1999) 

belyser en aspekt av lärares unika kunskap och används i syfte att besk-

riva lärares analyser av matematiska begrepp eller specifika matematikin-

nehåll. Sådana analyser innebär till exempel att ett matematiskt begrepp 

”packas upp” eller ”plockas isär” för att identifiera den matematik som 

relaterar till begreppet och som därför bör behandlas i undervisningen. 

Termens innebörd har många likheter med aktiviteten under de båda 

delstudiernas inledningsfaser.  

De inledande analyserna i delstudierna utgjordes av en kunskapsgenere-

rande process där gruppen försökte ringa in och medvetandegöra läran-

deobjektet och dess kritiska aspekter, för sig själva och för varandra. Ut-

gångspunkten för de båda delstudierna var att komma till rätta med pro-

blem som lärarna tidigare hade identifierat. I LS I handlade det om att 

hjälpa eleverna att utveckla kunskap om division med tal mellan 0 och 1 

eftersom lärarna sedan tidigare visste att eleverna hade svårt med detta. 

I LS II handlade det i stället om att lärarna tyckte att det var svårt att 

undervisa om räta linjens ekvation. En förutsättning för att överkomma 

dessa problem var att försöka ringa in och definiera vad eleverna behö-

ver lära. Under denna fas analyserades och diskuterades lärandeobjektet 

och vad som skulle kunna tänkas vara kritiska aspekter. Analysen innebar 

att lärandeobjekten ”plockades isär” till mindre beståndsdelar som sam-

manställdes i punktlistor i likhet med ingredienser i ett recept. I denna 

fas talade man om kritiska aspekter i ämnesinnehållsliga termer i likhet 
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med hur en matematikterm definieras eller hur ett matematikinnehåll be-

skrivs i grundskolans kursplan. 

Den kunskapsgenererande processen drevs av variationsteoretiska frå-

geställningar som till exempel vad innebär lärandeobjektet, vad behöver eleverna 

urskilja och vad är lärandeobjektets kritiska aspekter. I denna process gjordes 

antaganden om kritiska aspekter utifrån första ordningens perspektiv. 

Detta innebar att lärarnas egna kunskaper var referensram för de anta-

ganden som gjordes och att elevernas sätt att erfara samma innehåll, i 

stor utsträckning, var satt inom parentes. Med egna kunskaper åsyftas 

kunskap om i) matematikämnets karaktär och uppbyggnad ii) om elevers 

svårigheter utifrån tidigare erfarenheter iii) ämnesdidaktiska forsknings-

resultat. 

Att ett antagande om kritiska aspekter var grundat i kunskap om matema-

tikämnets karaktär och uppbyggnad innebar att ämnesinnehållets struktur 

analyserades och beaktades i termer av hur olika begrepp och delar rela-

terar till varandra utan större hänsyn till elevernas förståelse. I studien 

om räta linjens ekvation (LS II) antogs det till exempel att konstanttermen 

och att rita grafer var kritiskt. Hur eleverna kunde tänkas förstå matema-

tiken var inte föremål för reflektioner utan antaganden gjordes utifrån 

ett logiskt resonemang om ämnesinnehållets uppbyggnad. Detta resulte-

rade i att lärandeobjektets beståndsdelar också betraktades vara kritiska. 

De antaganden som gruppen hade om kritiska aspekter undersöktes i ett 

förtest. Analysen av de frågor som till exempel testade hur eleverna för-

stod konstanttermen visade att flera elever urskilde linjernas längder i 

stället för skärningspunkten. Trots denna upptäckt förändrades inte in-

sikterna om vad som var kritiskt. Man bedömde elevernas urskiljande av 

linjernas längder mot bakgrund av egna ämneskunskaper och avfärdade 

elevernas uppfattningar med ”Skriver de så? Det kan inte vara mina” och 

”när vi har hållit på med det här en lektion så faller det sig rätt naturligt, 

att de inte tänker så längre”. 

På liknande sätt satte gruppen, i samma studie, parentes om elevernas 

eventuella förförståelse av koordinatsystem och hävdade att begreppet ko-
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ordinatsystem var kritisk, eftersom det relaterade till räta linjens ekvat-

ion. Koordinatsystem betraktades alltså enbart som en beståndsdel i för-

hållande till ett matematikinnehåll och således inte i relation till elevernas 

förståelse, i denna fas. I divisionsstudien (LS I) pekades lärandeobjektets 

beståndsdelar också ut, utifrån kunskap om matematikämnets uppbygg-

nad. Beståndsdelarna sågs vara synonyma med kritiska aspekter och nå-

got som eleverna därför behöver lära. Detta resulterade exempelvis i att 

tal mellan 0 och 1 ansågs vara kritiskt, eftersom en nämnare mellan dessa 

tal är en förutsättning för att ett divisionsuttryck ska resultera i en kvot 

som är större än talet i täljaren. 

Exempel på kunskap om elevers svårigheter utifrån tidigare erfarenheter innebar 

att ämnesinnehållsliga beståndsdelar av lärandeobjektet antogs vara kri-

tiska aspekter utifrån vad man i gruppen tidigare hade sett att eleverna 

generellt brukar ha svårt med. Till exempel var gruppen i LS I enig om 

att positionssystemet för tal i decimalform var en beståndsdel som ele-

verna behöver urskilja. Antagandet var grundat i tidigare undervisnings-

erfarenheter där lärarna hade observerat att eleverna hade svårigheter 

med att förstå värdet på siffrorna i talen. Ett annat exempel, från LS II, 

var när en av lärarna hävdade att ”skapa uttryck” och variabler var kri-

tiskt samtidigt som han refererade till att hans elever hade haft svårt med 

detta tidigare. Ytterligare ett exempel som belyser vad eleverna behöver 

lära i termer av en matematisk beståndsdel var att urskilja att bokstavssym-

bolen 𝑥 kan anta olika värden. Detta antagande gjordes också utifrån tidi-

gare erfarenheter om elevers svårigheter: ”För det vet vi ju att när man 

börjar med det i åttan, så vet vi ju att det är svårt”.  

Det kan tyckas som om antaganden om kritiska aspekter grundade i er-

farenheter om elevers svårigheter är gjorda med hänsyn till elevers erfa-

rande och således inte alls relaterar till första ordningens perspektiv. Men 

eftersom svårigheterna bedömdes mot bakgrund av gruppens egna ma-

tematikkunskaper karaktäriserades analysen och diskussionen av ett kon-

staterade att eleverna svarade eller gjorde fel. En djupare diskussion om 

hur de erfor ämnesinnehållet saknades, således kom kritiska aspekter att 

betraktas som en ämnesinnehållslig komponent skild från elevernas för-

ståelse av ämnesinnehållet. Vid andra tillfällen gjordes emellertid djupare 
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analyser av elevernas förståelse, till exempel när resultaten av förtesten 

undersöktes. Detta resulterade ofta i att insikter om det kritiska föränd-

rades och att gruppen tog hänsyn till elevernas uppfattningar. Men trots 

en mer fördjupad analys och en ökad medvetenhet om elevernas interna 

relation till ämnesinnehållet, togs inte detta tillvara i undervisningen 

ändå, under de inledande faserna i delstudierna. Till exempel identifiera-

des att flertalet elever hade svårt att avgöra vilken linje som lutar mest. 

En annan upptäckt var att eleverna kunde uppfatta räta linjens lutning 

från två olika referenslinjer, 𝑥- och 𝑦-axeln. Trots insikten om elevernas 

uppfattningar blev dessa satta inom parentes då lektionen planerades. 

Elevernas uppfattningar bedömdes enbart som ett fel och påverkade inte 

antagandet om vad eleverna behöver lära. Tolkningen av elevernas svar 

på testet bidrog i stället till att det tidigare antagandet urskilja att värdet på 

riktningskoefficienten är räta linjens lutning samt att ett ökat värde leder till att 

linjens lutning ökar bekräftades. 

Under de båda studierna tog lärargruppen del av ämnesdidaktiska forsk-

ningsresultat, vilka i stor utsträckning berörde elevers missuppfattningar. 

På samma sätt som ovan bedömdes dessa utifrån första ordningens per-

spektiv. I divisionsstudiens inledningsfas betraktades tillexempel miss-

uppfattningen ”division är synonymt med delning” (Bell, 1984; Ma, 

1999) som ett fel i termer av att det var ett ofullständigt sätt att resonera. 

Utifrån missuppfattningen fördes sedan en vidare diskussion om vad el-

ler vilka beståndsdelar av lärandeobjektet eleverna behöver urskilja, vil-

ket resulterade i att ett enbart matematiskt ämnesinnehåll som eleverna 

behöver lära pekades ut. I det aktuella fallet ansågs både innehålls- och del-

ningsaspekter av division vara beståndsdelar av lärandeobjektet och således 

kritiska för eleverna att urskilja. I och med analysen av förtestet bekräf-

tades det att missuppfattningen även förekom bland de egna eleverna. 

Trots detta lyckades läraren ändå inte göra det möjligt för eleverna att 

lära det som var avsett under den första lektionen. Först när lektionen 

analyserades upptäckte gruppen att de inte utgick från elevernas förstå-

else av ämnesinnehållet, varken när lektionen planerades eller genomför-

des. Därför är det möjlig att även föra detta exempel till att första ord-

ningens perspektiv var gällande. 
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Kunskapen om lärandeobjektens kritiska aspekter kan sammanfattas i en 

kunskapsgestalt som karaktäriseras av ämnesinnehållsliga beståndsdelar. 

I figur 38 illustreras kunskapsgestalten med en svart cirkel. Två faktorer 

som bidrog till att utforma kunskapsgestalten var variationsteoretiska 

frågeställningar och första ordningens perspektiv, vilket illustreras i figur 

38 med två pilar. Variationsteoretiska begrepp och frågeställningar som 

”vad ska eleverna urskilja” och ”vad är kritiskt” användes för att medve-

tandegöra, definiera och ”packa upp” lärandeobjektet.  

 

 

 

 

 

  

 

 

Figur 38. Kunskapsgestalten under delstudiernas inledningsfaser. Utifrån första ord-
ningens perspektiv och variationsteoretiska frågeställningar betraktades kritiska 
aspekter enbart som ett ämnesinnehåll i termer av vad eleverna behöver urskilja. 
Kunskapsgestalten relaterade endast minimalt till undervisningsaspekter och elevers 
erfarande. 

Att första ordningens perspektiv var gällande i den inledande analysen 

innebar att de egna kunskaperna var dominerande för vad som ansågs 

vara kritiska aspekter samtidigt som elevernas förståelse av ämnesinne-

hållet var satt inom parentes. En konsekvens av första ordningens per-

spektiv var att kunskapsgestalten i stor utsträckning var skild från 

aspekter som elevers erfarande och undervisning. Ibland var emellertid 
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fokus i diskussionerna riktade mot de egna elevernas förståelse av ämne-

sinnehållet, tidigare erfarenheter om elevers svårigheter och kända miss-

uppfattningar. Men då tolkningen och bedömningen i stor utsträckning 

gjordes utifrån frågor om rätt eller fel, påverkades inte tidigare antagan-

den om vad eleverna behöver lära. Elevernas erfarande av ämnesinne-

hållet och vad man ansåg att eleverna behöver lära var således två skilda 

entiteter som endast minimalt relaterade till varandra.  

Som en följd av att matematikämnets karaktär och struktur fanns i för-

grund och elevernas erfarande av ämnesinnehållet fanns i bakgrund för 

de antaganden som gjordes, blev elevernas erfarande av ämnesinnehållet 

endast i ringa omfattning en utgångspunkt för undervisningsplanering. 

Däremot är det möjligt att belysa att det matematiska ämnesinnehållet 

relaterade till undervisningsaspekter, eftersom att gruppen inför den 

första lektionen diskuterade och planerade på vilket sätt de antagna kri-

tiska aspekterna skulle behandlas.  

7.2 ATT FÅ SYN PÅ VAD ELEVERNA BEHÖVER 

SÄRSKILJA  

Emellertid visade det sig att det inte var tillräckligt att enbart definiera 

och ”plocka isär” lärandeobjektet för att eleverna skulle lära sig det som 

var avsett. Först när gruppen undersökte lärandeobjektet och elevernas 

lärande i den egna praktiken förändrades kunskapen om de kritiska 

aspekterna. Denna förändrade kunskapsgestalt karaktäriserades av ett 

samtidigt fokus på en matematisk beståndsdel, elevernas erfarande av 

ämnesinnehållet samt undervisningsaspekter. Samtidigheten belyser vad 

eleverna behöver särskilja i stället för vad de behöver urskilja. 

Eftersom kunskapen i den här avhandlingsstudien utvecklades inom ra-

men för learning study bör detta arrangemang ses som en förutsättning 

för varför kunskapsgestalten förändrades. Av detta följer att det är rele-

vant att anta faktorer som kollegialt arbete, iterativa processer, handled-

ning, val av lärandeobjekt har påverkat resultatet. Men eftersom aspekter 
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av elevers erfarande och undervisning kom att sammanvävas med mate-

matikinnehållet måste några faktorer betraktas som mer avgörande för 

varför kunskapen förändrades. Dessa nyckelfaktorer är: i) ett perspektiv-

skifte från första ordningens perspektiv till andra ordningens perspektiv 

ii) en fördjupad användning av det variationsteoretiska verktyget iii) ana-

lys av den egna undervisningen. 

För att illustrera varför dessa faktorer kan betraktas som nyckelfaktorer 

används ett exempel från den andra delstudien. Lärandeobjektet i LS II 

var att utveckla elevernas förmåga att förstå olika representationsformer av 

konstanterna k och m i räta linjens ekvation 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑚. Den inledande ana-

lysen av lärandeobjektet resulterade i en lista med antaganden om kritiska 

aspekter. Dessa antaganden gjordes, som tidigare har beskrivits, utifrån 

första ordningens perspektiv och med grund i variationsteoretiska be-

grepp, till exempel kritiska aspekter och urskiljning.  

För att återgå till nyckelfaktorerna för kunskapsgestaltens förändring så 

innebar perspektivskiftet att lärarna kom att betrakta kritiska aspekter 

utifrån ett andra ordningens perspektiv, i stället för att betrakta dem ut-

ifrån ett första ordningens perspektiv. De två perspektiven beskrivs van-

ligen som kompletterande eftersom man utifrån dem intresserar sig för 

olika forskningsobjekt (Marton & Booth, 1997).  I den här studien kan 

de två perspektiven också beskrivas som kompletterande, men med den 

skillnaden att lärargruppen intresserade sig för samma forskningsobjekt, 

elevernas lärande av ett specifikt lärandeobjekt. Det är däremot möjligt 

att tala om dem som kompletterande i bemärkelsen att de var ”överlap-

pande”. Med överlappande syftas här på att perspektivskiftet, från första 

till andra ordningens perspektiv, skedde gradvis och inte alltid fullt ut.  

För att vidareutveckla detta resonemang är det nödvändigt att påpeka att 

gruppen riktade mer och mer uppmärksamhet på frågor om elevernas 

erfarande av ämnesinnehållet, allt eftersom studierna fortskred. I ana-

lyser av lektioner och test undersöktes den interna relationen mellan den 

erfarande och ämnesinnehållet. Detta innebar att gruppen tog mer hän-

syn till på vilket sätt eleverna förstod ämnesinnehållet eller vad eleverna 

urskilde. Vid en första anblick kan detta tyckas vara identiskt med att 
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vara medveten om elevers svårigheter eller redan kända missuppfatt-

ningar. Men åtskillnaden är följande: Att ta hänsyn till elevernas interna 

relation till ämnesinnehållet innebar att det egna erfarandet av ämnesin-

nehåll och undervisning sattes inom parentes. På så sätt bedömdes inte 

elevernas erfarande som fel som de oproblematiskt skulle komma över 

med undervisning. Att ta elevernas erfarande på större allvar innebar 

däremot att elevernas förståelse blev en utgångspunkt för att diskutera 

vad som var kritiskt och hur ämnesinnehållet skulle behandlas.  

I det tidigare beskrivna exemplet fann gruppen att den matematiska be-

ståndsdelen riktningskoefficienten k representerar räta linjens lutning och cykel-

metaforen inte hjälpte dem i att utveckla elevernas kunskaper. Denna 

insikt bidrog till ett perspektivskifte från första till andra ordningens per-

spektiv. Eftersom att gruppen i detta skede identifierade att flera elever 

fortfarande urskilde 𝑦-axeln som referenslinje för räta linjens lutning in-

såg man att det var denna interna relation som borde behandlas i under-

visningen. I jämförelse med studiens inledningsfas var detta en stor skill-

nad. Ett utmärkande drag var då att lärarnas egen förståelse av ämnesin-

nehållet var i förgrund för vad som betraktades vara kritiskt. Även om 

det fanns ett medvetande om elevernas förståelse av ämnesinnehållet då, 

påverkade inte detta insikterna om det kritiska. 

En annan nyckelfaktor för den förändrade kunskapsgestalten innebar att 

lärargruppen använde det variationsteoretiska verktyget på ett mer för-

djupat sätt än tidigare. Först när undervisningen analyserades insåg man 

att ämnesinnehållets behandling inte alltid möjliggjorde ett önskat lä-

rande. Den variationsteoretiska principen om lärande vi kan inte förstå nå-

got utan att urskilja det mot bakgrund av något annat kom successivt i förgrund 

för reflektioner om relationen undervisning och lärande. I större ut-

sträckning än i inledningsfaserna diskuterades frågor som ”på vilket sätt 

kan elevers erfarande användas i undervisningen för att möjliggöra lä-

rande” och ”på vilket sätt hanterar vi ämnesinnehållet så att det är möjligt 

för eleverna att lära det vi avser”. Mer ingående än tidigare användes 

variationsteorin som en guidande princip för att reflektera över olika va-

riationsmönsters begränsningar och möjligheter. I det aktuella exemplet 

om riktningskoefficienten diskuterade gruppen vilka distinktioner som 
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kunde vara användbara. Till exempel diskuterades vad som skulle variera 

och vad som skulle vara invariant, för att eleverna skulle få syn på att räta 

linjens lutning har 𝑥-axeln som referenslinje. Med grund i variations-

teorin ställde sig gruppen kritiska till cykelmetaforen. Variationsmönstret 

i metaforen innebar att lutningen varierade mellan två räta linjer och att 

referenspunkten var invariant, följaktligen gjordes det inte möjligt för 

eleverna att urskilja olika referenslinjer. Eftersom gruppen ville att ele-

verna skulle förstå att en rät linje lutar i förhållande till 𝑥-axeln och inte 

𝑦-axeln, menade man att det var nödvändigt att variera referenslinjerna. 

I stället för att betrakta det kritiska endast som en ämnesinnehållslig 

komponent hade gruppen nu fått syn på vad som var en kritisk aspekt: 

att särskilja 𝑥-axeln och 𝑦-axeln som referenslinje för räta linjens lutning. 

I figur 39 illustreras den förändrade kunskapsgestalten som innebar en 

samtidig fokusering på matematiska beståndsdelar, elevernas erfarande 

av ämnesinnehållet och undervisningsaspekter. Den översta cirkeln sym-

boliserar den ämnesinnehållsliga beståndsdelen (urskilja att riktningskoeffi-

cienten k representerar räta linjens lutning samt att ett ökat värde på riktningskoef-

ficienten leder till att linjens lutning ökar) som enbart betraktades som kritiskt 

i inledningsfasen. Utifrån andra ordningens perspektiv upptäcktes ele-

vernas interna relation till ämnesinnehållet vilket påverkade insikterna 

om vad som var kritiskt. Elevernas interna relation till ämnesinnehållet 

symboliseras genom att cirklarna ämnesinnehållet och elevernas erfa-

rande till viss del överlappar varandra. Elevernas interna relation till äm-

nesinnehållet ”y-axeln är referenspunkt för räta linjens lutning” sågs som 

en specifik detalj som föreföll vara avgörande att behandla.  

Figur 39 visar även att det inte bara var entiteterna ämnesinnehållet och 

elevernas erfarande som kom att stå i relation till varandra. Det variat-

ionsteoretiska verktyget var en nyckelfaktor i lektionsanalysen som bi-

drog till att undervisningsaspekter kom att vävas in i den nya kunskaps-

gestalten. Detta innebar att den specifika detaljen ”𝑦-axeln är referens-

punkt för räta linjens lutning” togs på större allvar eftersom den blev en 

utgångspunkt för undervisningsplanering. 
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Figur 39. Den förändrade kunskapsgestalten som ett tvärsnitt mellan ämnesinnehåll, 
elevernas erfarande och undervisningsaspekter.  

Gruppen reflekterade över variationsmönster och vilka distinktioner 

som kunde bidra till att eleverna skulle förstå att räta linjens lutning 

har 𝑥-axeln som referenspunkt och inte 𝑦-axeln. I figur 39 illustreras 

detta genom att cirkeln undervisningsaspekter till viss del överlappar de 

andra två entiteterna. I tvärsnittet där de tre entiteterna överlappar 
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varandra synliggörs den förändrade kunskapsgestalten: Att särskilja x-ax-

eln från y-axeln som referenslinje för räta linjens lutning. Den förändrade kun-

skapen om vad som var kritiskt belyser således ett specifikt ämnesinne-

håll såväl som elevers erfarande av ämnesinnehållet och på vilket sätt 

detta kan hanteras i undervisningen för att eleverna ska lära det som är 

avsett.  

Under de båda delstudierna förändrades kunskapen om andra kritiska 

aspekter på samma vis som i exemplet ovan men det förkom emellertid 

en viss variation. Ett sådant exempel kommer från LS I. I början av stu-

dien plockades lärandeobjektet ”isär” till mindre beståndsdelar. Under 

denna fas tog man del av forskningsresultat vilket tillsammans med tidi-

gare undervisningserfarenheter, bidrog till ett ökat medvetande om miss-

uppfattningarna ”multiplikation leder alltid till ett större svar” och ”di-

vision leder alltid till ett mindre svar”. Utifrån missuppfattningarna gjor-

des ett antagande om att det kunde vara kritiskt för eleverna att urskilja 

likheter och skillnader mellan multiplikation och division. Detta belyser en äm-

nesinnehållslig komponent som ansågs vara nödvändig för eleverna att 

urskilja och illustreras som den översta cirkeln i figur 40. 

Men då en djupare analys av förtestet gjordes och när lärargruppen stu-

derade undervisningen blev andra ordningens perspektiv mer gällande. I 

figur 40 illustreras elevernas erfarande ”att uttrycken 100 ·  0,5  och 

100 ÷  0,5 resulterar i samma svar”, genom att cirklarna ämnesinnehål-

let och elevernas erfarande överlappar varandra. Gruppen satte i detta 

skede parentes om sitt eget sätt att förstå matematikinnehållet och ele-

vernas interna relation till ämnesinnehållet kom därför att påverka vad 

som betraktades vara kritiskt. Man menade i detta skede att eleverna be-

höver urskilja att kvoten skiljer sig från produkten när man opererar med samma 

tal. Under den första lektionen behandlades emellertid inte denna skill-

nad. I stället behandlades sambandet mellan multiplikation och division 

i termer av att räknesättet multiplikation kan användas för att utvärdera 

och kontrollera att en divisionsuppgift är rätt beräknad. Således är det 

möjligt att tala om undervisning som en entitet skild från elevernas in-

terna relation till ämnesinnehållet.  
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Under den uppföljande analysen av lektionen insåg lärargruppen att den 

innehållsliga behandlingen inte gjorde det möjligt för eleverna att urskilja 

det avsedda. Med grund i variationsteorin menade man att variations-

mönstret där multiplikation användes för att utvärdera divisionsexemp-

len, berörde sambanden mellan räknesätten och inte elevernas erfarande. 

Variationsteorin var en nyckelfaktor som bidrog till fördjupade reflekt-

ioner om vilka distinktioner som eventuellt kunde bidra till att belysa ”att 

kvoten skiljer sig från produkten när man opererar med samma tal”. Un-

der lektion 2 användes ett variationsmönster (figur 17) som gjorde det 

möjligt för eleverna att se skillnad mellan räknesätten i termer av ”att 

kvoten blir större desto mindre talet är i nämnaren” men för multiplikat-

ion gäller det omvända ”att produkten blir mindre desto mindre den ena 

faktorn är”.  

En skillnad från det tidigare illustrerade exemplet är att denna kunskaps-

gestalt växte fram genom att andra kritiska aspekter behandlades samti-

digt. Det fanns sedan tidigare i studien antaganden om att relationer mellan 

täljare, nämnare och kvot och tal mellan 0 och 1 kunde vara kritiskt. Dessa 

aspekter behandlades under andra delar av lektionen men kom också att 

behandlas och vävas samman med att kvoten skiljer sig från produkten när 

man opererar med samma tal. Den samtidiga behandlingen illustreras i figur 

40 genom att de tre kritiska aspekterna finns med i cirkeln ämnesinne-

hållet. Tidigare analys av lektion och eftertest bidrog till att gruppen insåg 

att det inte var tillräckligt att behandla ”att kvoten blir större” och ”pro-

dukten blir mindre desto mindre tal man opererar med”. Eftersom lä-

randeobjektet handlade om att eleverna skulle förstå varför en kvot kan 

bli större än talet i täljaren, menade gruppen att det var viktigt att belysa 

relationen mellan täljare och kvot i förhållande till om talet i nämnaren 

är större än 1 eller mellan 0 och 1. Med grund i elevernas erfarande att 

ett divisions- och multiplikationsuttryck kan resultera i samma svar ville 

man även belysa hur detta skiljer sig från multiplikation när den ena fak-

torn är ett tal över 1 eller mellan 0 och 1.  

Under lektionen gjordes det därför även distinktioner mellan divisions-

uttryck där kvoten blev mindre än, lika stor som och större än talet i 

täljaren. För att möjliggöra dessa distinktioner behövdes även skillnaden 
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mellan en nämnare större än 1, lika med 1 och mellan 0 och 1 belysas. 

Under lektionen frågade läraren ”är kvoten mindre än eller större än täl-

jaren”, ”vid 1 är det något som händer, är ni med på det” och ”vad hän-

der med kvoten när man dividerar med ett tal mellan 0 och 1”. I syfte att 

göra det möjligt för eleverna att urskilja skillnaden mellan räknesätten 

kontrasterades varje divisionsexempel med ett multiplikationsexempel.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figur 40. Den förändrade kunskapsgestalten som ett tvärsnitt bestående av ämnes-
innehåll, elevers erfarande och aspekter av undervisning. 
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Följande frågor användes i detta syfte: ”Är produkten mindre än eller 

större än den ena faktorn?”, ”Vad händer när man multiplicerar med 1?”, 

”Vad händer med produkten när man multiplicerar med ett tal mellan 0 

och 1?” och ”Hur skiljer sig division från multiplikation?”. Den föränd-

rade kunskapsgestalten innebar att det ansågs vara kritiskt att särskilja 

divisionsuttryck med en nämnare större än 1 med ett divisionsuttryck med nämnare 

mellan 0-1, i kontrast till multiplikation. I figur 40 överlappar de tre cirklarna 

varandra och bildar ett tvärsnitt. Detta tvärsnitt illustrerar en samtidig 

medvetenhet om matematiska beståndsdelar, elevers erfarande av ämne-

sinnehållet och undervisningsaspekter. 

Sammanfattningsvis pekar studiens resultat på att kunskapen om kritiska 

aspekter ändrade gestalt. Detta innebar: 

1) att det inte var tillräckligt att betrakta kritiska aspekter enbart som en 

ämnesinnehållslig beståndsdel av lärandeobjektet.   

2) att en variationsteoretisk analys av undervisningen och perspektivskif-

tet från första till andra ordningens perspektiv var nyckelfaktorer i det 

undersökande arbetet.  

3) att den nya kunskapen karaktäriserades av vad eleverna behöver sär-

skilja istället för vad de behöver urskilja, vilket innebar att lärarna var 

medvetna om ämnesinnehållsliga beståndsdelar, elevernas erfarande av 

ämnesinnehållet och undervisningsaspekter samtidigt.  
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KAPITEL 8 

DISKUSSION 

Alla studier har sina begränsningar, så även denna. Den komplexitet som 

är förknippad med undervisning och lärande är betydande och jag vill 

därför understryka att i en studie som denna har komplexiteten reducerats 

till ett fåtal aspekter. Det är därför viktigt att komma ihåg att studiens 

resultat och bidrag, så gott som uteslutande, bara kan diskuteras utifrån 

en sådan förutsättning. Detta kapitel startar i en diskussion om avhand-

lingens bidrag och övergår sedan till en kritisk reflektion över studiens 

teoretiska utgångspunkt och metod. Kapitlet avslutas med en diskussion 

kring fortsatt forskning. 

8:1 KUNSKAP OM LÄRANDEOBJEKTET  

Den här avhandlingsstudien har visat vilka kritiska aspekter studiens lärar-

grupp identifierade i relation till två lärandeobjekt (kapitel 5 och 6) samt 

hur kunskapen om de kritiska aspekterna förändrades och utvecklades 

(kapitel 7). Under processen planering-genomförande-analys förfinades 
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och specificerades de antaganden man hade i förhållande till eleverna, och 

en ny kunskapsgestalt växte fram (figur 39 och 40). Men vad är detta för 

slags kunskap? Vilken kunskap om lärande och undervisning i matematik 

utvecklade lärargruppen? Med utgångspunkt i den egna förståelsen av ma-

tematik och erfarenheter om elevers förståelse och undervisning utveck-

lade lärarna en kunskap om lärandeobjektet och vad det innebär att kunna 

detta i termer av vad eleverna behöver särskilja eller vilka distinktioner 

eleverna måste göra. Detta ser jag som en kunskap av ett helt annat slag 

än den förståelse och kunskap som var lärarnas utgångspunkt och kan ses 

som ett bidrag om vad PCK kan vara. I relation till det matematikdidak-

tiska fältet kan fynden från varje learning study bidra med viktig kunskap 

om vad det innebär att förstå varför en kvot kan bli större än talet i täljaren 

och vad det innebär att förstå olika representationsformer av konstan-

terna 𝑘 och 𝑚 i räta linjens ekvation. 

För att illustrera vad jag menar med en kunskap ”av något helt annat slag”, 

vill jag återvända till citatet om att PCK är en kunskapsaspekt som är spe-

cifik för lärare: ”that special amalgam of content and pedagogy that is 

uniquely the province of teachers, their own special form of professional 

understanding (Shulman, 1987, s. 8). Ordet amalgam, i citatet, kan relate-

ras till kemiska reaktioner: När kvicksilver och en annan metall, till exem-

pel silver, reagerar med varandra bildas legeringen amalgam. Denna pro-

dukt har helt andra egenskaper än silver och kvicksilver och får därför 

andra användningsområden. En legering är en förening och till skillnad 

från en heterogen blandning kan inte de ursprungliga ämnena urskiljas i 

en legering. I en heterogen blandning däremot är substanserna inte 

bundna till varandra och de olika ämnena kan urskiljas. Om nu denna 

metafor används i relation till lärares kunskap, menar jag att kunskaps-

komponenter som matematik, elevers (miss)uppfattningar och erfaren-

heter om undervisning kan liknas vid substanser i en heterogen blandning. 

De är alltså inte förenade, möjligtvis är de blandade med varandra. Däre-

mot ser jag den kunskap som lärarna utvecklade om lärandeobjektet som 

en legering och min poäng är att denna kunskapslegering har helt andra 

egenskaper och därför kan den sägas vara mer än summan av delarna. 

Med detta menar jag att legeringen består av de ovan nämnda kunskaps-

komponenterna och bildar en kunskap som belyser kunnandets natur 
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(Carlgren m.fl., 2014). Under learning study-processen undersökte lärar-

gruppen vad det innebär att kunna ett specifikt lärandeobjekt. Detta in-

nebar en ökad lyhördhet för elevernas uppfattningar av ämnesinnehållet 

samt en ökad medvetenhet om vilka variationsmönster som föreföll vara 

effektiva i syfte att utveckla elevernas lärande. Resultatet av detta är en 

kunskapslegering som belyser vad eleverna behöver särskilja eller vilka 

distinktioner eleverna måste göra.  

Men varför behövs kunskap om lärandeobjektet? Räcker det inte att för-

stå lärares specifika kunskap för undervisning i termer av olika kompo-

nenter av MKT eller PCK (Ball m.fl., 2008; Shulman, 1986), i likhet med 

profound understanding of fundamental mathematics (Ma, 1999) eller 

profound understanding of emergent mathematics (Davis & Renert, 

2014)? Räcker det inte att lärare tar del av tidigare ämnesdidaktisk forsk-

ning?  

8:1:1 VARFÖR BEHÖVS KUNSKAP OM 

LÄRANDEOBJEKTET? 

I avhandlingens delstudier tog lärarna del av matematikdidaktiska forsk-

ningsresultat med fokus på division med tal mellan 0 och 1 samt räta lin-

jens ekvation. I vissa avseenden kan kunskap om lärandeobjekt likna 

forskningsresultat om elevers missuppfattningar och svårigheter, vilket 

kan ses som komponenter av PCK eller MKT. Lobato m.fl. (2003) visar 

i sin studie att det är vanligt förekommande att elever uppfattar 𝑚 som 

en startpunkt för en linje och inte som en skärningspunkt av 𝑦-axeln. 

Pang (2008) visar i sin studie att eleverna uppfattade riktningskoefficien-

ten som en vinkel mellan en rät linje i ett koordinatsystem och 𝑥-axeln 

samt att de uppfattade att en lång linje i koordinatsystemet lutade mer än 

kort linje. Dessa missuppfattningar identifierades också under de två 

delstudierna och kan således sägas bekräfta tidigare forskningsresultat.  

 

Men i den här studien användes identifierade (miss)uppfattningar som en 

utgångspunkt för att göra antaganden om kritiska aspekter i syfte att un-

dersöka vad eleverna behöver lära för att utveckla kunskaper om specifika 

lärandeobjekt. Lärargruppen tog även del av och använde forskningsre-

sultat om elevers svårigheter och (miss)uppfattningar i samma syfte. Till 
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exempel kände man till att elever kan ha svårigheter med att tolka bok-

stavssymboler (Küchemann, 1978; McNiel m.fl., 2010; Sfard & Linchev-

ski, 1994), att elever kan uppfatta att ett tal blir mindre, ju fler decimaler 

ett tal innehåller (Resnick m.fl., 1989) och att elever kan uppfatta att mul-

tiplikation leder till att produkten blir större och att division leder till att 

kvoten blir mindre (Bell m.fl., 1989;  Vergnaud, 1980).  

 

Lärargruppen tog även del av matematikdidaktisk forskning med fokus 

på undervisning. Under LS I användes kunskap om referenspunkter 

(Clarke & Roche, 2009), om strukturell och operationell förståelse (Bell 

m.fl., 1984; Hiebert & Wearne, 1986; Kinda, 2013; Ma, 1999; Okazaki & 

Koyoma, 2005; Son & Senk, 2010) samt om delnings- och innehållsa-

spekter av division (Bell m.fl., 1984; De Corte & Verschaffel, 1996; Fisch-

bein m.fl., 1985; Kinda, 2013; Ma, 1999; Ni & Zhou, 2010). Under LS II 

tog man del av forskning som visar att många elever aldrig utvecklar en 

strukturell förståelse (Kieran, 1992; Sajka, 2003), som rekommenderar 

analys av olika parametrar i räta linjens ekvation och funktionsuttryck (Ki-

eran, 1992; Pang, 2008), som visar att olika representationer av räta linjen 

relaterar till skilda sätt att förstå. Sammanfattningsvis vill jag påstå att 

gruppen hade relativt goda insikter i elevers missuppfattningar och mate-

matikdidaktisk forskning. Till detta kan tilläggas att alla hade en gedigen 

yrkeserfarenhet. Trots detta var det inte tillräckligt för att eleverna skulle 

lära det som var avsett alla gånger.  

 

Detta kan uppfattas som en stark kritik mot lärarna. Utifrån min erfaren-

het är det inte helt ovanligt med kommentarer från lärarutbildare och 

forskare i stil med ”gör lärarna bara som vi säger så blir det bra”. Jag 

menar att det är fullt möjligt att förklara otillräckligheten som ett tecken 

på något helt annat. Det problematiseras inte över kunnandet och vad det 

innebär att lära specifika lärandeobjekt. I den här studien har lärarna de-

signat undervisning utifrån ämnesdidaktiska forskningsresultat och vad 

de sedan tidigare ansåg vara bra metaforer och exempel. Till exempel an-

vändes en uppgift med flera divisions- och multiplikationsexempel (LS I) 

och cykelmetaforen (LS II) i de första lektionerna i respektive delstudie. 

I detta skede var inte lärargruppen på det klara med vad det innebär att 

kunna de specifika lärandeobjekten. Därför visste man heller inte vilket 
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ämnesinnehåll som skulle ställas i relation vad, vilket medförde att meta-

foren och exemplen inte fungerade utifrån intentionerna. Däremot reflek-

terades det över kunnandet och lärandet under processens gång. Dessa 

reflektioner gav insikter om att cykelmetaforen inte var bäst lämpad samt 

att det var nödvändigt att revidera divisionsuppgiften för att ge bättre 

möjligheter för eleverna att lära. 

Just detta, att problematisera kunnandet, lyser med sin frånvaro i den 

mesta forskningen om den specifika kunskap lärare behöver för att un-

dervisa. Både Shulman (1986) och Ball m.fl. (2008) beskriver att lärares 

specifika kunskap om undervisning inkluderar kännedom om elevers 

missuppfattningar och vad som är de bästa exemplen, metaforerna eller 

representationerna för att ämnesinnehållet ska bli förståeligt för andra. 

Men hur ska man kunna veta vilka som är de bästa metaforerna om man 

inte vet vad eleverna behöver lära eller vilka distinktioner de måste göra? 

Därför vill jag argumentera för nödvändigheten av att diskutera PCK i 

termer av kunskap om lärandeobjektet. 

Kunskapsaspekterna profound understanding of emergent mathematics 

(Davis & Renert, 2014) och profound understanding of fundamenatal 

mathematics (Ma, 1999) tangerar kunskap om lärandeobjektet. Ma (1999) 

visar att de kinesiska lärarna i hennes studie kunde ”packa upp” matema-

tiska begrepp. Detta bidrog till att de med exakthet kunde peka ut vad, i 

termer av vilket ämnesinnehåll, de skulle behandla i undervisningen för 

att eleverna skulle lära sig något specifikt. Davis och Renerts (2014) kun-

skapsaspekt syftar på att individuella matematikkunskaper kan utvecklas 

till en ny kollektiv kunskap med fokus på ett speciellt område i matema-

tiken. Denna kunskapsaspekt har en dynamisk karaktär och bygger på er-

farenheter, inkluderar formella matematikkunskaper och aktiviteter som 

till exempel att ”packa upp” matematiska begrepp. I inledningsfaserna i 

avhandlingens delstudier genomfördes en analys av lärandeobjektet som 

byggde på en aktivitet där ämnesinnehållet ”packades upp”. Jag vill påstå 

att denna analys har potential för undervisning och elevers lärande, ef-

tersom den bygger på erfarenheter om både undervisning och elevers för-

ståelse. Att analysen var grundad i erfarenheter gör att den har likheter 

med den analys som de kinesiska lärarna och concept study-lärarna ge-

nomförde. Det är fullt möjligt att bygga vidare på begreppet ”packa upp” 
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genom att inkludera analys av autentisk undervisning. När lärargruppen i 

den här studien analyserade den egna undervisningen intog de andra ord-

ningens perspektiv vid ett flertal tillfällen. Detta bidrog till att en mer kva-

lificerad kunskap om lärandeobjektet genererades, vilken inte enbart hade 

potential utan också visade sig vara mer gynnsam för elevernas lärande. 

Att packa upp lärandeobjektet innebar således att komma till insikt om 

vad det innebär att kunna ett specifikt lärandeobjekt för en speciell elev-

grupp. I avhandlingens delstudier utvecklades en mer kvalificerad kun-

skap om lärandeobjekten i) att förstå varför kvoten kan bli större än talet 

i täljaren och ii) att förstå olika representationsformer av konstanterna 𝑘 

och 𝑚 i räta linjens ekvation. Eftersom dessa distinktioner är specifika för 

varje lärandeobjekt menar jag att den genererade kunskapen från varje 

learning study också är ett bidrag till det matematikdidaktiska fältet. Davis 

& Renert (2014) ställer frågan: Hur måste lärare kunna matematik för att 

den ska komma till uttryck i undervisningen? Mitt svar är att lärare måste 

ha kunskap om lärandeobjektet. 

8:1:2 ETT VARIATIONSTEORETISKT BIDRAG 

Holmqvist (2011) visar i sin studie att lärare utvecklar en förmåga att dis-

kutera ämnesinnehållet i relation till elevernas förståelse samt att diskutera 

ämnesinnehållets behandling på en mer detaljerad nivå. Till exempel re-

flekterade lärarna i hennes studie över huruvida det var fördelaktigt att 

behandla en kritisk aspekt i taget eller flera kritiska aspekter samtidigt. 

Den här studien visar också att lärarna utvecklade sådana förmågor. Men 

den kunskap som lärargruppen utvecklade om kritiska aspekter i den här 

studien är detaljerad på ett annat sätt också, vilket skulle kunna bidra med 

en allmän beskrivning av vad en kritisk aspekt kan vara.  

 

Marton (2015) menar ett lärandeobjekt kan beskrivas på tre olika nivåer 

i) som ämnesinnehåll ii) som lärandemål iii) som kritiska aspekter. I den 

här studien började lärargruppen varje delstudie med att beskriva läran-

deobjekten i termer av lärandemål och ämnesinnehåll. Gruppen diskute-

rade det indirekta och det direkta lärandeobjektet under de inledande mö-

tena, vilket resulterade i en punktlista med antaganden om kritiska 

aspekter, formulerade i innehållsliga termer. Men under processens gång 
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förfinades förståelsen av vad en kritisk aspekt kan vara. Man fokuserade 

på vad eleverna ännu inte hade urskilt och tog hänsyn till elevernas för-

ståelse och hur förståelsen skulle kunna utvecklas. Detta resulterade i en 

kunskap om vad som behöver särskiljas, eller vilka distinktioner eleverna 

måste göra för att lära. Detta sätt att beskriva kritiska aspekter kan ses 

som ett variationsteoretiskt bidrag. Det är inte vanligt förekommande att 

kritiska aspekter beskrivs på detta vis men det förekommer, exempelvis 

skillnaden mellan vanlig muskelspänning och extra muskelspänning (Hol-

mqvist Olander & Bergentoft, 2014) och skillnaden mellan symbolen för 

ett negativt tal och för subtraktion (Kullberg, 2012).  

 

Utifrån ett variationsteoretiskt perspektiv ser jag att det också kan finnas 

en vinst i att kommunicera skillnaden mellan antaganden och vad man 

faktiskt fann vara kritiskt. Min ståndpunkt i relation till detta är att en 

mottagare bättre kan förstå vad lärandeobjektet innebär genom att jäm-

föra det med vad det inte är. I samband med detta vill jag understryka att 

varken de listor eller tabeller, som finns redovisade i kapitel 5 och 6, är en 

oföränderlig konstruktion färdig att användas i nya kontexter. Forskare 

har tidigare betonat den dynamiska karaktären av lärares kunskapspro-

dukt (Blanco, 2004; Cochran, 1993; Davis & Renert, 2013; Davis & 

Simmt, 2006; Runesson & Gustavsson; 2012). Min studie bekräftar att 

kunskapen om lärandeobjektet och dess kritiska aspekter är föränderlig 

eftersom den är relativ elevernas förståelse. Möjligtvis kan tabellerna 5 

och 7 bidra med att ytterligare peka på det dynamiska, genom att de inne-

håller beskrivningar av hur kunskapen förändras under processen. Samti-

digt förstår jag att reducerade resultat i form av sammanfattningar är svåra 

att kommunicera och att en hel beskrivning av en studie är att föredra. 

8:2 REFLEKTIONER ÖVER STUDIENS 

TEORETISKA UTGÅNGSPUNKT 

I den här avhandlingen har variationsteorin använts eftersom den möjlig-

gör analys av undervisning och lärande i kommensurabla termer. Detta 

innebar att lärargruppen använde variationsteorin som ett verktyg för att 
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planera och analysera undervisning och lärande samt för att designa upp-

gifter till elevtesten. Men variationsteorin har inte endast varit ett ramverk 

för delstudierna utan samma teori har även använts för studiens övergri-

pande analys. Att uteslutande använda en och samma teoretiska utgångs-

punkt i studien kan naturligtvis ifrågasättas.  

Vad gäller det teoretiska valet för avhandlingens delstudier, gjordes det 

utifrån tidigare forskningsresultat som visar att variationsteorin hjälper lä-

rare att analysera och designa undervisning (Lo m. fl, 2005; Marton & 

Tsui, 2004; Pang & Marton, 2003; Pang & Lo, 2012), att ju bättre lärare 

kan utnyttja variationsteoretiska principer när de planerar lektioner desto 

bättre för elevernas lärande (Holmqvist, 2011; Holmqvist Olander & Ber-

gentoft, 2014; Pillay, 2013) samt att lärare själva uppfattar att variations-

teorin hjälper dem att fokusera på ämnesinnehållet, elevers lärande och 

elevers svårigheter (Andrew, 2012; Pillay, 2013). På detta sätt har även de 

deltagande lärarna i den här studien haft hjälp av teorin. Dessutom ser jag 

tecken på att de tillägnade sig en gemensam begreppsapparat som de 

framförallt använde i den sista delstudien. Utifrån detta vill jag påstå att 

valet av teori fungerade mycket bra. En fråga som ändå kan vara intres-

sant att lyfta är, om valet av teori har haft någon negativ inverkan på 

delstudierna. 

 

Jag ser i likhet med andra studier att det är en stor utmaning för lärare att 

identifiera lärandeobjektets kritiska aspekter (Pillay, 2013). Det krävs både 

en del tankemöda och ett systematiskt prövande för att komma till insikt 

om hur kritiska aspekter kan behandlas i undervisningen (Lo & Marton, 

2012; Pillay, 2013) samt att det kan vara svårt att manifestera kritiska 

aspekter i undervisningen (Wernberg, 2009). Men jag ser också att lekt-

ionsplaneringarna hade en tendens att bli långa och tekniska. Troligtvis 

berodde detta på att den första lektionen i varje studie, planerades utifrån 

antaganden om kritiska aspekter. Det är egentligen inget konstigt med 

detta men varje antagande tenderade att bli isolerade öar i lektionen. För-

klaringen kan vara att det i studiernas inledningsfaser var oklart vad som 

verkligen var kritiskt samt att alla antaganden uppfattades vara lika viktiga, 

vilka därför fick lika stort utrymme. Under processens gång kom man till 
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nya insikter, några antaganden avfärdades, andra förändrades och nya la-

des till. Men det problematiska är att den första lektionsplanen hade stort 

inflytande på de efterföljande revideringarna. Så här i efterhand ser jag att 

vissa kritiska aspekter och sekvenser av lektionerna förefaller vara mer 

betydelsefulla än andra. Att döma av detta borde mindre viktiga delar av 

lektionen minimerats mer än vad som gjordes.  

 

Möjligtvis kan det också uppfattas som en nackdel att lärarna endast an-

vände en enda lärandeteori. Det ska emellertid påpekas att andra aspekter 

med betydelse för undervisning och lärande beaktades i viss mån. Det 

togs till exempel hänsyn till tidsåtgång för lärarledd undervisning kontra 

eget arbete, vilka uppgifter som kunde tänkas vara intressanta, om ele-

verna skulle arbeta i grupp eller individuellt, om eleverna skulle anteckna 

eller enbart delta i de lärarledda diskussionerna. Men dessa aspekter prio-

riterades i mindre omfattning, eftersom det mest centrala i detta arbete 

har varit lärares kunskap om lärandeobjektet och hur det kan manifeste-

ras.  

 

Betydelsen av en explicit teori är också värd att uppmärksamma. Hade 

lärargruppen kunnat komma fram till samma sak med enbart ämneskun-

skaper, erfarenheter och samarbete? Jag är benägen att svara att variat-

ionsteorin har varit nödvändig. Förutom att teorin fungerade som ett pe-

dagogiskt verktyg, bidrog teorin också med att utmana tidigare undervis-

ningserfarenheter vilket möjliggjorde att lärarna kunde identifiera kritiska 

aspekter. De tydligaste exemplen är cykelmetaforen (LS I) och metoden 

multiplikation för att lösa divisionsexempel (LS II). Metaforen och meto-

den hade lärarna tidigare undervisningserfarenheter av och dessa behand-

lades under de första lektionen i de båda delstudierna. Det visade sig emel-

lertid att varken metaforen eller metoden bidrog till ett önskat lärande. I 

de uppföljande analyserna användes variationsteorin på ett mer fördjupat 

sätt, vilket innebar att gruppen ställde frågor som: Har vi behandlat en 

kritisk aspekt eller något annat ämnesinnehåll? Varför lär sig inte eleverna 

det vi avser? Ska vi använda ett annat variationsmönster? Vad är det som 

verkligen är kritiskt? I relation till annan forskning (Chokshi & Fernandez, 

2004; Elliott, 2012; Nuthall, 2004; Pang & Lo, 2012) är min uppfattning 
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att ett gemensamt teoretiskt ramverk behövs för att utmana tidigare erfa-

renheter och för att hjälpa lärare att fokusera på planering, undervisning 

och lärande. 

Att använda variationsteorin som ett analytiskt verktyg i relation till av-

handlingens syfte var inte lika självklart. När jag satt med all empiri fram-

för mig, hade jag till exempel kunnat välja att fokusera på lärares kunskap 

med utgångspunkt i de sex olika kunskapskomponenter av PCK som Ball 

m.fl. (2008) beskriver. Jag hade också kunnat inkludera andra faktorer så 

som klassrumskontext, motivation, identitet, undervisningsmaterial, 

kommunikation och värdegrund. Men eftersom mina forskningsfrågor 

var av variationsteoretisk art, behövdes variationsteorin för att kunna fo-

kusera på lärandeobjektet och dess kritiska aspekter. I mer konkreta ter-

mer innebar det att analysen inriktades på lärares kunskap om vad som ska 

läras i termer av vad lärargruppen urskiljer vara kritiskt för elevernas lä-

rande, samt på vilket sätt denna kunskap utvecklades. Utifrån ett variat-

ionsteoretiskt perspektiv förklaras lärande som en process där en odiffe-

rentierad helhet förändras till en ny mer differentierad helhet genom att 

nya detaljer urskiljs (Lo, 2012; Marton 2015; Marton & Booth, 1997; Mar-

ton & Tsui, 2004). Avhandlingens empiri behandlades utifrån denna prin-

cip, vilket bidrog till en analys på mikronivå. Man kan givetvis ifrågasätta 

om detta fokus leder till att helheter går om intet? En tydlig negativ effekt 

är att undervisningskontexten kommer i skymundan i betydelsen av att 

försöka fånga och beskriva lektionerna i sin helhet. I syfte att försöka 

åstadkomma i vart fall en inramning för detaljerna, kompletterades resul-

tatet med sammanfattande beskrivningar av lektionerna (bilaga 3 och 6). 

En annan fråga om missade helheter gäller den förändrade kunskapsge-

stalten. Att beskriva en kritisk aspekt som något som behöver särskiljas, 

eller de distinktioner eleverna måste göra, kan tolkas som att en kritisk 

aspekt endast behandlades med kontrast (Marton & Tsui, 2004; Marton, 

2015). På ett sätt är detta en riktig tolkning men på samma gång är det en 

felaktig tolkning. I de flesta fall kan ordet särskilja tolkas i likhet med att 

en aspekt kontrasterades mot en annan aspekt. Detta gäller till exempel att 

särskilja ett tal som en sträcka från ett tal som en punkt och att särskilja riktnings-

koefficienten från riktningsvinkeln. Dessa exempel och flera andra exempel 

från kapitel 5 och 6 belyser inte samtidighet, vilket enligt variationsteorin 
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ofta är en förutsättning för att förstå något på ett nytt mer kvalitativt sätt. 

För att återkoppla till diskussionen om differentiering, finner jag det vik-

tigt att peka på att samtidighet användes vid några tillfällen. I LS I exem-

pelvis, preciserades en kritisk aspekt till att särskilja divisionsuttryck med en 

nämnare mellan 0 och 1 med ett divisionsuttryck med en nämnare större än 1, i kon-

trast till multiplikation. Förändringen var ett resultat av att lärarna urskilde 

att det var fördelaktigt att aspekterna tal mellan 0 och 1, relationer mellan 

täljare, nämnare och kvot samt skillnaden mellan multiplikation och di-

vision behandlades samtidigt. 

 

Min konklusion är att studiens teoretiska utgångspunkt har hjälpt mig att 

uppnå en studie som bidrar med insikter om den kunskap lärare utvecklar 

om lärandeobjektet, i betydelsen av vilka distinktioner eleverna måste 

göra och således vad det innebär att kunna det specifika lärandeobjektet. 

Detta kan ses som en precisering av vad PCK kan vara, på en mer allmän 

nivå. Fokuserar man enbart på det specifika lärandeobjektet och dess di-

stinktioner kan resultatet ses som ett ämnesdidaktiskt bidrag. Men di-

stinktionerna ger också en större inblick i vad kritiska aspekter är, eller 

rättare sagt kan vara, vilket gör det möjligt att tala om ett variationsteore-

tiskt bidrag. 

8:3 REFLEKTIONER ÖVER METOD 

I metodkapitlet har jag beskrivit mina överväganden och val i samband 

med studiens genomförande. Men i förhållande till avhandlingens resultat 

uppstår nya reflektioner över metodens betydelse. Jag har i den här av-

handlingsstudien forskat med lärare inom ramen för learning studies. Hur 

avgörande är detta val för studiens resultat? Learning study har tidigare 

beskrivits som ett arrangemang som har många likheter med både lesson 

study och concept study. Både lesson och learning study bygger på re-

flektioner över undervisning och lärande men en skillnad är att en explicit 

lärandeteori används i learning study. Variationsteorins betydelse för stu-

diens resultat har tidigare diskuterats i detta kapitel och diskuteras därför 

inte här. Likheten mellan learning study och concept study har också dis-

kuterats. I detta sammanhang pekade jag på att den systematiska under-
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sökningen av undervisningen har haft betydelse för studiens resultat. Där-

för jämförs inte arrangemangen ytterligare. Där emot finner jag det nöd-

vändigt att diskutera studiens metod utifrån lärarnas medverkan i forsk-

ningen. Hur hade mina resultat sett ut om vi hade uteslutit en gemensam 

lektionsanalys och om lärarna hade haft en mindre framträdande roll?  

8:3:1 GEMENSAMMA ANALYSER AV UNDERVISNING 

I den här avhandlingsstudien har jag som doktorand varit involverad i de 

två delstudierna. Jag har arbetat tillsammans med lärarna och undersökt 

de två lärandeobjekten. Det betyder att jag har deltagit fullt ut i analyser 

av undervisning och lärande. I detta ligger en problematik. I metodkapitlet 

har jag redan diskuterat min påverkan och eventuella styrning.  Men man 

kan också fundera över om lärarna hade kunnat göra den här studien utan 

inblandning av en handledare/doktorand? Vi har varit fem deltagare i tea-

met, där ingen av oss på förhand hade svaret på de frågor som vi hade. 

Detta betyder att både jag och de andra deltagarna har haft en inverkan 

på resultatet. Min kunskap om learning study och variationsteori har med 

allra största sannolikhet påverkat studiens resultat. Detta syns tydligast 

om LS II jämförs med provstudien som genomfördes innan LS I. Under 

planerings- och analysmöten i förstudien lades det mycket tid på att dis-

kutera och att ”undervisa” om variationsteori och de olika faserna i en 

learning study. Under LS II förekom inte sådana diskussioner alls. I detta 

skede användes variationsteorin mer som ett gemensamt språk då lekt-

ioner och elevers lärande analyserades. 

Jag vill påstå att det har varit otroligt viktigt med en design där lärarna har 

varit medforskare. Deras frågeställningar, erfarenheter och elevgrupper 

har varit byggstenar i de båda delstudierna. Deras medverkan har också 

möjliggjort att autentisk undervisning kunde studeras och spelas in. Jag 

har tidigare pekat på att den här studien visar att det inte är tillräckligt med 

gemensamma analyser av ämnesinnehållet för att identifiera kritiska 

aspekter. Det kan säkert finnas flera olika förklaringar till denna otillräck-

lighet men utifrån avhandlingens empiri och i likhet med exempelvis Kull-

bergs (2012) studie, kan man med säkerhet säga att interaktionen mellan 

elever och lärare är viktig att studera. Till exempel visar avhandlingens 
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resultat att elevernas frågor och svar under lektionerna vid ett flertal till-

fällen korrelerade till någon specifik detalj av ämnesinnehållet, som grup-

pen hade tagit för-given.  

Utgångspunkten för den här avhandlingsstudien bygger på att människors 

kunskap återspeglas både i deras påståenden om något och i deras hand-

lingar (Marton & Booth, 1997). Utifrån den utgångspunkten räcker det 

därför inte med att enbart studera undervisningen, i en studie som denna. 

Dataunderlaget i den här studien inkluderar även gemensamma analyser 

och djupa reflektioner om undervisning och lärande. Alla fem deltagare i 

lärargruppen har bidragit med olika erfarenheter och kunskaper. Detta 

har påverkat de gemensamma besluten om lektionsdesign och på vilka 

grunder lektionerna skulle revideras. Jag vill därför påstå att både under-

visning och lärare behöver vara en del av forskningsprocessen.  

 

I en diskussion som denna kan det tyckas som om processen i vilken 

lärarna utvecklade kunskaper om lärandeobjektet och dess kritiska 

aspekter var enkel och självklar. Så var det inte alls! För det första gav 

lärarna uttryck för att det var otroligt arbetskrävande att analysera läran-

deobjektet och att göra antaganden om vad eleverna behöver lära. För 

det andra tyckte lärarna många gånger att det var tidskrävande och svårt 

att analysera lektioner och elevers lärande. Man ska också komma ihåg 

att lärarna, i den här studien, ofta hade goda idéer om hur de skulle be-

handla ämnesinnehållet under sina diskussioner men att korrelation mel-

lan det planerade och det iscensatta lärandeobjektet ibland inte var så 

stark. Detta berodde exempelvis på att en lärare fick en egen idé innan 

lektionen som hon ville testa (lektion 1, LS I) eller att en lärare på grund 

av sjukdom inte deltog på analysmötet före den egna lektionen (lektion 

4, LS I). Men när lärarna under uppföljande möte analyserade dessa lekt-

ioner kom man till insikt om vad det var som inte möjliggjorde elevernas 

lärande.  

8:3:2 ELEVTEST OCH KRITISKA ASPEKTER 

De gemensamma analyserna av ämnesinnehållet under delstudiernas in-

ledningsfaser gjordes med grund i ämneskunskaper, undervisningserfa-
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renheter och forskningsresultat som man tog del av. I detta skede analy-

serades även skriftliga elevtest i syfte att försöka identifiera kritiska 

aspekter. Det bör påpekas att dessa test är förknippade med viss proble-

matik, som till viss del också har behandlats i metodkapitlet. Men ef-

tersom avhandlingens resultat visar att både kritiska aspekter och läran-

deobjektet är dynamiska, menar jag att det är viktigt att kritiskt förhålla 

sig till testresultaten i studien. För det första finns det en orimlighet in-

byggd i betydelsen av skriftliga test i en learning study. Eftersom lärarnas 

kunskap om vad som ska läras inte är känd i förväg, är det omöjligt att 

konstruera ett förtest som ska mäta det man kommer fram till i slutet av 

en studie. Man bör därför verkligen fundera över om frågorna i testen 

mäter det som är avsett.  

I den här studien konstruerades uppgifterna till förtesten utifrån antagan-

den om kritiska aspekter. Detta betyder att testen i de bästa fall mäter 

dessa antaganden och inte vad man kom fram till. Eftertesten var i stor 

utsträckning identiska med förtesten, trots att insikterna om de kritiska 

aspekterna förändrades. Under de båda delstudierna gjordes jämförelser 

mellan för- och eftertest och jag vill verkligen påpeka att resultaten av 

dessa jämförelser måste tolkas med försiktighet. Jämförelser mellan test-

resultat användes inte i den här avhandlingen som bevis på lärande, utan 

för att ge indikationer på om lektionerna borde revideras eller ej. I syfte 

att försöka förstå elevernas lärande kompletterades analyser av test med 

lektionsobservation och analys av inspelade lektioner. I detta avseende vill 

jag än en gång argumentera för nödvändigheten av att inkludera under-

visningen. 

I de två delstudierna var fokus riktat mot elevers lärande och dessa ord är 

också flitigt använda i den här avhandlingen. Innebörden av orden är 

emellertid något problematiska eftersom det är oklart om ordet syftar på 

alla elevers lärande eller några elevers lärande. I en learning study är det 

vanligt förekommande att fokusera på kritiska aspekter på gruppnivå. Så 

är fallet även i denna avhandling. Avhandlingens empiri visar emellertid 

att det är något missvisande och kanske även olyckligt att tala om kritiska 

aspekter på gruppnivå. Jag menar inte att de ska betraktas som individu-

ella. Men det som är kritiskt för en elev är inte nödvändigtvis kritiskt för 
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en annan. Analysen av förtesten visar till exempel att två av de fyra grup-

perna hade lägre resultat än de andra två grupperna. Utifrån denna skill-

nad kan det konstateras att det gjordes fler antaganden om kritiska 

aspekter utifrån en analys av testresultaten för de två grupper som preste-

rade sämst. Det är därför rimligt att anta att det som var kritiskt för många 

elever i dessa grupper inte var kritiskt för alla elever i de två andra grup-

perna. Betyder detta att lektionerna var bäst för de elever som fick minst 

antal rätta svar på förtestet?  

Vid jämförelse av den procentuella ökningen av andelen rätta svar mellan 

för- och eftertest för de olika lektionerna framgår det att den största ök-

ningen sker efter lektion 3 i LS I och efter lektion 2 i LS II. Dessa två 

lektioner genomfördes med de två grupper som presterade sämst på för-

testet. Det kan tyckas självklart att resultatet ökade mer i en grupp som 

låg lågt på testet i jämförelse med en grupp som låg högt på samma test. 

Undervisning leder så att säga till att eleverna lär. Men analysen av testen 

visar också att andelen rätta svar på eftertestet inte ökade lika mycket i de 

två grupperna med sämst resultat på förtestet. Vad beror detta på? Min 

förklaring är att alla de kritiska aspekter som identifierades under studien 

inte behandlades under den ena lektionen. I relation till detta kan man 

påstå att resultatet på testet inte ökade trots att eleverna blev undervisade.  

Det är också värt att fundera över om det var onödigt att låta alla elever 

delta i studien. Eftersom många elever presterade bra redan på förtesten, 

menar jag att det är rimligt att anta att undervisningen inte bidrog med så 

mycket nytt för några elever. Men empirin visar att detta kan förstås på 

ett annat sätt. De elever som presterade väldigt bra på förtesten bidrog i 

allra högsta grad till att kritiska aspekter preciserades eller identifierades. 

Till exempel i LS II frågade en av dessa elever ”vad är riktningskoeffici-

enten om linjen är rakt ner”. Denna fråga samt en fortsatt diskussion med 

eleven bidrog till att lärarna kom till insikt om att det var kritiskt att sär-

skilja riktningskoefficienten från riktningsvinkeln. Detta exempel illustre-

rar att det ändå kan vara viktigt att låta alla elever medverka i en studie 

trots att de presterar bra på förtestet.  

Under nästan en hel termin undersökte lärargruppen ett och samma lä-

randeobjekt men frågan om de kom åt alla kritiska aspekter är inte lätt att 
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svara på. Som doktorand i det här projektet har jag haft förmånen att 

analysera all data djupare, efter att delstudierna var genomförda. I efter-

hand ser jag att det förefaller att fler aspekter än de som identifierades kan 

vara kritiska för vissa elever. Detta är tydligast i de två grupper som pre-

sterade sämst på förtestet. Vad dessa aspekter innebar undersöktes aldrig 

men det är troligt att anta att andra kritiska aspekter kan identifieras eller 

att de aspekter som identifierades kan specificeras ytterligare i nya sam-

manhang med andra elever. Under LS I till exempel gjordes intervjuer 

med några elever eftersom förtestet endast gav en vag bild av hur elever-

nas förstod ämnesinnehållet. I intervjuerna framkom att dessa elever an-

vände en relation mellan räknesätten multiplikation och division på ett 

felaktigt sätt när de skulle lösa divisionsuppgifter. I studien togs det hän-

syn till elevernas förståelse i viss mån, vilket resulterade i att man antog 

att det var kritiskt för eleverna att urskilja likheter och skillnader mellan 

multiplikation och division. Men en djupare analys hade säkert bidragit 

med en mer detaljerad bild av vad som verkligen var kritiskt för dessa 

elever. I en pågående learning study har lärarna mer avsatt tid för reflekt-

ioner och analyser av elevers förståelse och lärande i jämförelse med van-

lig planerings- och undervisningstid. Trots detta vill jag påpeka att tiden 

inte är obegränsad i en lerning study heller, vilket bland annat betyder att 

överväganden om tid för fördjupade reflektioner och analyser måste gö-

ras.  

 

Ett annat exempel kommer från delstudie II. Där framkom att det var 

kritiskt för eleverna att särskilja räta linjen från en sträcka. Detta innebar 

insikter om att räta linjen inte bör ritas med en startpunkt på 𝑦-axeln. Det 

kan ändå vara relevant att ställa sig frågan om eleverna fick möjlighet att 

förstå en linje som en representation av en mängd punkter. Skulle detta i 

så fall kunna vara en kritisk aspekt? Under den sista lektionen varierade 

läraren längden på linjerna, genom att förlänga korta linjer i första kva-

dranten till linjer som drogs genom hela koordinatsystemet. Hade det va-

rit nödvändigt att ytterligare variera de x-värden som prövades i varje 

funktionsuttryck så att även tal i decimalform testades? Att eleverna för-

stod den räta linjen som en mängd punkter togs för givet och testades 

aldrig. Ej heller diskuterades detta i lärargruppen eller med eleverna på 

lektionerna.  
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8:4 FORTSATT FORSKNING 

Avhandlingsstudien pekar på att det inte var tillräckligt att göra antagan-

den om kritiska aspekter utifrån en analys av ämnesinnehållet. Kun-

skapen om de kritiska aspekterna utvecklades från ett matematikinnehåll 

till att olika komponenter som elevers uppfattningar och undervisnings-

aspekter sammanvävdes till en ny produkt – kunskap om lärandeobjek-

tet. Resultatet har tidigare beskrivits som något förvånande, vilket har 

gett upphov till att jag ser flera möjligheter till fortsatt forskning. Till att 

börja med vill jag lyfta fram problematiken med generaliseringsanspråk 

utifrån den här studien. Kvalitativ forskning resulterar ofta i nya förkla-

ringsmodeller, begrepp, teoretiska konstruktioner eller gestalter som inte 

kan överföras till andra kontexter i exakt samma form. Däremot kan ge-

neralisering förstås i bemärkelsen att mönster av sådana resultat kan 

känns igen i nya kontexter (Larsson, 2009). De deltagande lärarna och 

eleverna, den deltagande doktoranden samt de valda lärandeobjekten är 

faktorer som troligtvis har påverkat avhandlingsstudiens resultat. Jag vill 

därför lyfta fram behovet av fler studier som undersöker lärares kunskap 

i relation till andra lärandeobjekt, andra ämnen och till andra skolkon-

texter. Sådan forskning kan ge en mer generell förståelse för lärares PCK 

och hur den kan utvecklas.  

Ytterligare en fråga värd närmare studier i relation till generalisering är i 

vilken utsträckning kritiska aspekter kan anses vara generella. Tidigare 

forskning har visat att kritiska aspekter inte är helt generaliserbara (Kull-

berg, 2010, Runesson & Gustafsson, 2012). I en av studierna har resulta-

tet i termer av kritiska aspekter kommunicerats till andra lärare som i sin 

tur har genomfört en ny studie (Runesson & Gustafsson, 2012). I den 

andra studien har kommunicerade kritiska aspekter använts i undervis-

ning av lärare som inte genomförde learning studies (Kullberg, 2010). 

Den här studien visar att kritiska aspekter inte bara kan identifieras från 

en ämnesinnehållslig analys utan att hänsyn måste tas till elevers förståelse 

av ämnesinnehållet Ett förslag för fortsatt forskning skulle därför kunna 

vara att undersöka ett och samma lärandeobjekt i ett större antal parallella 

learning studies, i syfte att fokusera på generaliserbarheten av kritiska 
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aspekter. En sådan vidgad studie skulle kunna bygga på resultat från av-

handlingens delstudier där man går vidare och undersöker samma läran-

deobjekt men i andra kontexter.  

Resultatet från den här avhandlingen pekar på vikten av att låta lärare stu-

dera sin egen undervisningspraktik. Detta inbegriper moment där lärare 

tillsammans och utifrån en lärandeteori planerar undervisning och lärande 

samt där de reflekterar, analyserar och reviderar undervisningen. De stu-

dier som jag har handlett i här projektet samt övriga learning studies som 

jag har handlett, har gett mig insikter om att det finns hinder för att ge-

nomföra nya studier efter ett projektslut. Sådana hinder är ofta förknip-

pade med tid som till exempel brist på planeringstid och svårigheter med 

att finna gemensam tid för kontinuerlig planering och analys. Andra hin-

der är bristande variationsteoretiska kunskaper och eventuella vikarie-

kostnader. Jag ser därför ett behov av mindre tidskrävande arrangemang 

som bygger på kollegialt lärande men som ändå innehåller moment som 

exempelvis lektionsobservationer och uppföljande analys utifrån en läran-

deteori. Ett sådant genomförande kan inte jämföras med samma systema-

tik och detaljrika lektionsanalys som i en learning study. Det vore ändå 

intressant att titta lite närmare på hur ett sådant arrangemang skulle kunna 

se ut, för att passa en skolpraktik där mycket konkurrerar om lärarnas tid. 
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ENGLISH SUMMARY 

INTRODUCTION 

This thesis has arisen out of a personal interest in better understanding 

the relationship between teaching and learning mathematics. It is a com-

mon view that teachers need more than content knowledge in order to 

make the content accessible to learners. They also need pedagogical content 

knowledge, or PCK (Shulman, 1986; Shulman, 1987). At the heart of PCK 

lies the notion that there is a unique professional knowledge that distin-

guishes the understanding of the teacher from that of the content special-

ist. In the 1980s, Shulman (1987) defined PCK as “that special amalgam 

of content and pedagogy that is uniquely the province of teachers, their 

own special form of professional understanding” (p. 8). Since then, others 

have extended the notion of PCK in relation to teaching mathematics 

(Depaepe, Vershaffel & Kelchtermans, 2013). It has been suggested that 

different teacher collaboration approaches can support teachers’ devel-

opment of PCK (Chapman, 2013; Davis & Renert, 2013; Kieran, 2007; 

Kuntze, 2012; Steele & Rogers, 2012). Those suggestions highlight the 

need to allow teachers to observe each other’s lessons, to analyse how the 

subject matter is handled and understood by their students and to recon-

sider their earlier knowledge. One such approach of teacher collaboration 

is learning study (Marton & Pang, 2003; Lo, Pong & Chick, 2005). In a 

learning study, teachers examine what is critical for their students’ learn-

ing something specific, the object of learning. The arrangement, framed 

within a theory of learning, consists of repeated activities such as lesson 

planning, teaching and lesson observations, lesson analysis, and lesson re-

visions. Four teachers of mathematics, and I, participated in the learning 

studies reported on in this thesis. In the learning studies the group exam-

ined what the students need to learn in order to i) understand that dividing 

with a denominator larger than 0 and less than 1 yields a quotient larger 

than the numerator and ii) understand different representations of the 

constants 𝑚 and 𝑏 in the equation of the straight line. 
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PURPOSE 

The thesis relates to previous research on teachers’ PCK and on how 

PCK can be developed. The purpose of the study is to provide insights 

into the kind of knowledge about teaching and learning mathematics 

teachers develop through their participation in learning studies. The re-

search questions that frame the study are as follows: 

1. What do teachers identify as critical aspects for their students’ 

development of knowledge in relation to two specific objects 

of learning? 

2. In what way does the teachers’ knowledge about critical aspects 

change and develop? 

WHAT KNOWLEDGE DO TEACHERS NEED TO HAVE IN 

ORDER TO TEACH MATHEMATICS? 

It is an accepted view that teachers of mathematics need deep understand-

ing of mathematics and pedagogical content knowledge, or PCK (Ball, Thames 

& Phelps, 2008; Chazan, Yerushalami & Leikin, 2008; Davis & Renert, 

2014; Ma, 1999; Shulman, 1986). PCK is that unique category of 

knowledge that teachers need in order to teach. “For the most regularly 

taught topics in one’s subject area, [PCK includes] the most useful forms 

of representation of those ideas, the most powerful analogies, illustra-

tions, examples explanations, and demonstrations- in a word, the ways of 

representing and formulating the subject that make it comprehensible to 

others” (Shulman 1986, p. 9). Hence, PCK highlights a special kind of 

knowledge that is more than subject matter knowledge. But how can a 

teacher know which examples, analogies or illustrations are best if the 

teacher does not know what the students must know? 

 

Within the field of mathematics education research, the notion of PCK 

has been expanded and developed into finer-grained conceptualisations. 

One such conceptualisation widely used is the practice-based theory of 

mathematical knowledge for teaching (MKT) of Ball et al. (2008). This 

theory is developed through empirical studies and emphasizes the im-
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portance of understanding teachers’ knowledge as “knowledge-in-ac-

tion”. In their empirical studies, Ball et al. (2008) and Hill, Rowan and 

Ball (2005) identified subdomains within pedagogical content knowledge 

and content knowledge for instance, knowledge of content and students. 

That special kind of mathematical knowledge that is identified in teaching 

practice is not to be understood in terms of “knowing more mathemat-

ics”. According to Davis and Renert (2014), “knowing differently” illus-

trates the meaning of this knowledge more correctly. Unpacking mathe-

matical ideas (Ma, 1999; Ball, Hill & Bass, 2005) can be seen as an example 

of “knowing differently”. Unpacking requires being able to unpack com-

pressed knowledge such as key ideas, understandings and connections 

and to make those accessible for teaching.  

 

It is a widely held recommendation that different approaches of teacher 

collaboration can support teachers’ development of PCK and MKT 

(Chapman, 2013; Davis & Renert, 2013; Kieran, 2007; Kuntze, 2012; 

Steele & Rogers, 2012). It has been shown that the concept study ap-

proach supports teachers’ development of profound understanding of emergent 

mathematics (Davis & Renert, 2014). Based on their experiences, teachers 

in concept studies jointly unpack mathematical concepts through a sys-

tematic investigation of images, analogies, metaphors and tasks with the 

aim of supporting student learning. Learning study is an approach that is 

similar in many respects to concept study. Therefore, it is reasonable to 

assume that learning study can be used to develop teachers’ PCK. One 

significant difference between the two approaches is that learning study 

includes both observations of actual in-class instruction and lesson anal-

ysis framed within a theory of learning. What would the consequences be 

for our understanding of PCK if the relationship between students’ learn-

ing and instruction were a driving force for professional development? 

LEARNING STUDY   

Learning study is a collaborative research approach in which teachers, 

and usually a researcher, explore what the students need to learn in order 

to understand a specific object of learning as well as how to teach this 

object of learning. (Lo et al., 2005; Runesson, 2008). This exploration is 

carried through in an iterative process comprising a set of different steps. 
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The first step is to choose and define an object of learning (Marton & 

Tsui, 2004), normally something the students find difficult to learn or 

the teachers find difficult to teach. The next step is to investigate and 

evaluate the students’ prior knowledge of the object of learning. For this 

purpose written tests or interviews are commonly used. A formative 

evaluation of the test results and students’ answers is used to gain 

knowledge about what is to be learned and hence about what might be 

critical aspects (Runesson, 2008; Vikstöm, Billström, Falezi, et al., 2013). 

Throughout the process the team is guided by research reports and var-

iation theory (Marton & Tsui, 2004). The formative evaluation, research 

findings, and variation theory are tools for designing the first lesson (var-

iation theory is discussed in more depth in the theoretical framework 

section). The lesson is then carried out by one of the teachers on the 

team, and the lesson is video-recorded. In order to provide an insight 

into whether and how the students’ understanding of the object of learn-

ing has changed, a post-test is given after the lesson. In a follow-up meet-

ing, the team analyses the relationship between the students’ outcomes 

and the teaching they received. As the analysis is framed within variation 

theory, the team focuses on what is possible for the students to learn; 

how the critical aspects are handled in terms of variations, invariants and 

simultaneity; whether there are any new critical aspects; and how the les-

son design might change to support student learning. Based on this anal-

ysis the lesson is revised and the second teacher teaches the new lesson 

in a new class. The procedure of post-testing, analysis, revision and 

teaching is repeated in new cycles. 

 

There have been different research questions connected to learning 

study. The first learning studies focused on the use of variation theory 

in lesson studies (Pang & Marton, 2003; Lo et al., 2005). Later studies 

have concerned students’ and teachers’ learning from learning studies 

(Gustavsson, 2008; Holmqvist, 2011; Marton & Tsui, 2004; Runesson, 

2008) and whether the results from learning studies can be used by other 

teachers (Kullberg, 2012; Runesson & Gustafsson, 2012). Recently, there 

have been studies about the meaning of the object of learning (Carlgren, 

2012; Carlgren, Ahlstrand, Björkholm & Nyberg, 2014) and about 

knowledge production from a learning study (Carlgren, 2012; Runesson 
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& Gustafsson, 2012). Learning study can be understood from an eman-

cipatory perspective (Kemmis, 1995). The teachers and the researcher 

involved share the same research question and they systematically and 

critically analyse teaching and learning to produce knowledge about the 

object of learning. However, Adamson and Walker (2011) highlight that 

participating in learning studies can be challenging because of the differ-

ence between teachers’ and researchers’ rolls. In this thesis, the teachers 

formulated the research questions about the objects of learning, and they 

made crucial decisions about lesson plans and lesson revisions as well, 

whereas I had more knowledge of the approach and the theoretical 

framework. It is important to highlight, however, that the teachers and I 

jointly explored the meaning of two objects of learning. This implied a 

shared interest in finding the meaning of the objects of learning 

(Carlgren et al., 2014) in terms of identifying the critical aspects, or what 

the students need to learn in order to grasp the object of learning. None 

of us knew this in advance.  

LEARNING STUDY I: DIVISION WITH NUMBERS BETWEEN 

0 AND 1 

As mentioned above, the object of learning in the first learning study was 

about division with decimal numbers. The teacher wanted their students 

to understand that when the denominator is a decimal number between 

0 and 1, the quotient is larger than the numerator (for example, 10/0.5 =

20). Previous research shows that division with decimal numbers is diffi-

cult to teach and to learn. For instance, the misconception “multiplication 

always makes bigger and division always makes smaller” arises because 

students overgeneralise rules valid in the domain of natural numbers 

(Vergnaud, 1980; Verschaffel, Greer & De Corte, 2007). The research lit-

erature shows that instructions for teaching must contain activities with a 

balance between conceptual and procedural knowledge (Bell, Fischbein, 

& Greer, 1984; Hiebert & Wearne, 1986; Kinda, 2013; Ma, 1999; Son & 

Senk, 2010). Without an understanding of the underlying structure of di-

vision with decimal numbers and too much teaching in terms of “invert 
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and multiply”23 and “multiply by 10 to make a number between 0 and 1 

into a whole number”24 can lead to mere memorized knowledge where 

students are just manipulating numbers (Ball 1990; Dilley & Rucker, 1979; 

Okazaki & Koyoma, 2005).  

 

Further, it is widely known that students (De Corte & Verschaffel, 1996; 

Drath & Wernvik, 2012; Kinda, 2013) as well as teachers (Ball 1990; Ma 

1999; Okazaki & Koyoma, 2005) tend to use ideas of “partitive division” 

(10/2 seen as 10 partitioned into 2 groups) in preference to ideas of 

“measurement division” (seen as how many times 2 is contained in 10). 

The two conceptualisations are not supposed to be contradictory: on the 

contrary, they are complementary under a more sophisticated understand-

ing of division. 

LEARNING STUDY II: THE EQUATION OF THE STRAIGHT 

LINE 

The object of learning, in the second learning study, concerned the equa-

tion of the straight line. The teachers wanted their students to understand 

different representations of the constants 𝑚 and 𝑏 in the slope-intercept 

form 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏. The equation of the straight line is considered a com-

plex subject matter because of its relationship to different concepts such 

as algebra, variables, proportionality, graphs, etc. The research literature 

shows several misconceptions about variables (Küchemann, 1978; 

McNeil Weinberg, Hattikudur, Stephens, Asquith, Knuth & Alibali, 2010; 

Sfard & Linchevski, 1994), graphical representations (Clement, 1995; 

Dreifus & Eisenberg, 1982; Lobato, Burns Ellis & Munoz, 2003), and 

constants (Lobato et al., 2003; Pang, 2008).  

 

It is known that students may perceive slope as an angle of inclination 

with the 𝑥-axis (Pang, 2008). According to Lobato et al. (2003), students 

may also interpret slope as a difference rather than a ratio, if they form 

                                                      

23 For example, 
6

8
 / 

1

4
 = 

6

8
 · 

4

1
 

24 For example, 
10

0.2
 = 

10

0.2
 · 

10

10
 = 

100

2
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their understanding of slope on the basis of a change in single quantities. 

The “goes up by” language is considered a reason for the misconception. 

The terms are used by both teachers and students for different referents, 

such as the ratio or different values on either the 𝑥-axis or the 𝑦-axis. It 

is also known that students may interpret the 𝑦-intercept as a starting 

point on the 𝑦-axis (Lobato et al., 2003; Pang, 2008) or may consider a 

longer line steeper than a shorter line (Pang, 2008).  

 

The teachers’ intension in the study was to develop their students’ con-

ceptual understanding of the equation of the straight line. It is known that 

graphical representations in mathematics instruction are important for 

students’ conceptual understanding (Huang & Cai, 2011). One activity 

that may support such understanding is the analysis of straight lines with 

different constants 𝑏 and 𝑚 (Kieran, 1992; Sajka, 2003). 

THEORETICAL FRAMEWORK 

It has been claimed that teachers only occasionally understand how their 

classroom activities relate to what their students learn (Nuthall, 2004): 

teachers therefore “require an explanatory theory of how different ways 

of managing the classroom and creating activities are related to student 

learning outcomes” (p. 276). 

In this thesis variation theory has been used as such an explanatory the-

ory, since it is known that the theory can support teachers’ interpretation, 

understanding and explanation of student learning outcomes in relation 

to how the content is structured in their lessons (Elliott, 2012; Pang & 

Lo, 2012; Pang & Marton, 2003). Consequently, the theory enables an 

analysis of teaching and learning in commensurable terms.  

Variation theory has developed from the phenomenographic research tra-

dition (Marton, Dahlgren, Svensson & Säljö, 1977). Phenomenographic 

studies explore what people learn, not how or how much they learn. A 

statement within the tradition is that learning is always about something. 

The results of phenomenographic studies are commonly viewed as de-

scriptions of qualitatively different ways people experience and under-

stand something (Marton & Booth, 1997). How is it possible that people 
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can understand things differently? Marton and Tsui (2004) explain as fol-

lows: 

If one person discerns certain aspects of something and an-

other person discerns partly or wholly different aspects, we 

say that the two people see the same thing in different ways. 

So, a way of seeing something can be defined in terms of the 

aspects that are discerned at a certain point in time. (p. 9) 

From a variation theory perspective, learning implies a person’s becoming 

able to see something in a new, more qualitative way by experiencing as-

pects that the person has not experienced before. In other words, learning 

is becoming able to discern critical aspects of an object of learning, and 

to be aware of these aspects simultaneously (Marton & Booth, 1997; Mar-

ton & Tsui, 2004). “The object of learning is the answer to the question 

What is to be learned?” (Marton, 2015, p. 22) and it can be formulated in 

terms of i) content, ii) educational objectives, and iii) critical aspects. 

If the student has not discerned a specific, necessary aspect of an object 

of learning, then it is a critical aspect. Therefore, what is of decisive im-

portance for the teacher, is to find the critical aspects. Marton and Tsui 

(2004) claim that the critical aspects “[have,] at least in part, to be found 

empirically – for instance, through interviews with learners and through 

the analysis of what is happening in the classroom – and they also have 

to be found for every object of learning specifically” (p. 24). However, it 

is not enough to point out or to tell the critical aspects to the students: 

the critical aspects must be discerned by the students themselves. To 

make such discernment possible, and hence to enhance learning, the 

teacher must structure the content (the critical aspects) in terms of pat-

terns of variation and invariance (Lo et al., 2005; Maron & Tsui, 2004). Var-

iation theory states that what varies is most likely to be discerned. 

The ontological assumptions within the phenomenographic approach 

and within variation theory can be described from a non-dualistic point 

of view. This implies that person and world, or subject and object, are not 

seen as isolated entities. On the contrary, human consciousness is an in-

ternal relationship between the person and the world (Gurwich, 1964; 

213



 

214 

 

Marton, 1981; Marton & Booth, 1997). The non-dualistic perspective is 

the basis for observing and studying things from a second-order view-

point (Marton & Booth, 1997). For instance, when we are trying to un-

derstand the way someone perceives something, we explore the internal 

relationship between that person and the object. Hence, we are trying to 

see things through the eyes of another person. On the other hand, if we 

take a first-order viewpoint, we observe things in relation to established 

knowledge (Marton, 1981). The research reported in this thesis is con-

ducted from a second-order viewpoint, in that it examines critical aspects 

as experienced by the teachers. I am not making statements about the two ob-

jects of learning, but rather about teachers’ ideas of those objects. The 

two different viewpoints also have significant consequences for the teach-

ers’ perceptions of critical aspects during their participation in the learn-

ing studies. 

 

The thesis discusses, further distinctions in relation to the object of learn-

ing, namely, the intended, the enacted and the lived objects of learning 

(Häggström, 2008). The intended object of learning is the teachers’ inten-

tion of what the students should learn. The enacted object of learning is 

what is possible to learn during the lessons. What the students actually 

learn is the lived object of learning.  

COLLECTION OF DATA AND ANALYSIS 

The research in this thesis is based on data collection from two learning 

studies (LS I and LS II), each of which lasted for approximately four 

months. During each learning study, data was gathered from four video-

recorded lessons (55 to 60 minutes each), two written student tests, 8 stu-

dent interviews (5 to 10 minutes each) and seven recorded sessions (3 to 

4 hours each) during the team analysed their teaching instructions and the 

students’ learning.  

Four teachers of mathematics participated in the two learning studies. 

They were all experienced teachers and they worked at the same second-

ary school in a small town in Sweden. Their 74 students were in grades 8 

to 9 (aged 15-16). The teachers volunteered to participate in the project, 

and the students had written consent from their parents. Each student 
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was also invited to give us oral permission to tape the lessons. One se-

mester before the collaboration started, the teachers were informed about 

the learning study approach and variation theory. At that time, they also 

conducted a learning study with the aim of testing all the different steps. 

The analysis was conducted in three separate phases. In the first phase 

the group analysed the relationship between the intended, enacted and 

lived objects of learning. For this, variation theory (Marton & Tsui, 2004) 

was used as a guiding principle (Lo et al., 2005). The foremost aim of 

this analysis was to enhance students’ learning and to gain knowledge 

about what the students must learn in relation to the specific objects of 

learning. In the second phase of analysis, the same data as in the first 

phase was used in addition to tape recordings of the meetings. This en-

abled an exploration of the teams’ knowledge of the object of learning 

and its critical aspects, as it appeared in teaching activities and as it ap-

peared in thorough reflections about the relationship between teaching 

and learning. The following questions were the foundation for this anal-

ysis: 

 What is considered a critical aspect? 

 How does the team plan to manifest the critical aspects? 

 What pattern of variation do the teachers use in order to enact 

and manifest the critical aspects? 

 On what grounds does the team revise their lesson plans? 

 What are the differences between the separate cycles in each 

learning study in regard to the questions above? 

 

In the last phase, the results from LS I and LS II were juxtaposed and 

compared to each other in order to identify patterns of a more general 

character. During this process I worked with the following question: 

Which components are embedded in the knowledge about critical as-

pects?  
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RESULTS 

In LS I, the teachers wanted their students to understand that dividing 

with a denominator greater than zero and less than 1 yields a quotient 

larger than the numerator. During the first meetings, the team analysed 

the object of learning based on their mathematical knowledge, their fa-

miliarity with mathematics education research reports, and their experi-

ences of teaching and student difficulties. The analysis resulted in four 

presumed critical aspects: 

 discern partitive and measurement features of division  

 discern numbers between 0 and 1 

 discern relations between denominator, numerator and quo-

tient   

 discern the positioning system for numbers between 0 and 1 

 

These presumed critical aspects were a starting point for designing a pre-

test to identify the students’ knowledge of the object of learning and to 

examine whether or not the presumptions were correct. Although the 

group analysed the students’ answers to the different questions in the test, 

they did not seek to identify the way or the different ways in which the 

students understood the content. At this point, the teachers perceived and 

discussed the critical aspects as features of mathematics from the point 

of view of their own understanding.   

During the different steps in the learning study process, the participants’ 

perceptions of what constituted the critical aspects changed increasingly. 

This was due to their discernment of details from the repeated analyses 

of the video material of the lessons and a more thorough use of the vari-

ation theory. The meanings of the presumed aspects were revised and 

they became more and more specified in relation to the students’ under-

standing of the mathematics. This meant that the group identified specific 

distinctions their students had to make in order to learn what was in-

tended, and hence what distinctions the teachers must handle during the 

lessons. The meaning of the object of learning in this study can be de-

scribed as being able to:  
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 distinguish “measurement” and “partitioning” as metaphors 

for division by whole numbers 

 distinguish measurement division and partitive division in ex-

amples where the quotient is larger than the denominator 

 distinguish the names of numbers between 0 and 1 (0.1 is 

“one tenth” and not just “zero-point-one”) 

 distinguish a number on the number line as a point and as a 

distance of that number from 0 on the number line 

 distinguish a division example where a whole number is di-

vided by a number between 0 and 1 and an example where a 

whole number is divided by a number greater than or equal 

to 1, in contrast to multiplication 

 distinguish the value of the denominator and the numerator 

 
 

The object of learning in LS II was to understand different representa-

tions of the constants 𝑏 and 𝑚 in the equation of the straight line,  

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏. Initially in the study, the team had five presumptions of 

critical aspects. Similar to LS I, those were formulated in subject-specific 

terms. Additionally, they were grounded in the teachers’ mathematical 

knowledge, their knowledge about misconceptions and their experiences 

of teaching and student learning. The presumptions were the following: 

 discern the letter 𝑥, in the slope–intercept form, as a symbol for 

a variable and that an expression such as 20𝑥 means 20 times 𝑥 

 discern the letter 𝑚, in the slope–intercept form, as the slope of 

the straight line in the coordinate system, and further, discern 

that the greater the 𝑚-value is the steeper is the line  

 discern the letter 𝑏 as a symbol for the 𝑦-intercept 

 discern the scale of the axis in the coordinate system 

 discern that coordinates are a set of 𝑥- and 𝑦-values, which can 

be labeled as points in the coordinate system 

 

As in LS I, the team explored the object of learning through the different 

steps in the learning study process. Through this process they gained 

knowledge about students’ different ways of understanding the equation 
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of the straight line. Furthermore, they reflected on and tested different 

ways of handling the content, iteratively and systematically. This resulted 

in a new and different knowledge of what the critical aspects actually were 

and hence of what distinctions the students had to make. Some of the 

presumed aspects were refined and divided into more detailed knowledge 

about what was actually critical, and some of them were dismissed: 

 

 distinguish the input (𝑥) and the output (𝑦) 

 distinguish the 𝑥-axis and the 𝑦-axis as benchmarks for the incli-

nation of the straight line 

 distinguish an increasing (𝑚˃0) and a decreasing (𝑚˂0) slope 

from a horizontal line (𝑚 = 0) 

 distinguish the slope from the angle between the straight line and 

the 𝑥-axis 

 distinguish the slope and the 𝑦-intercept 

 distinguish the straight line and a line segment 

CONCLUSION 

In LS I and LS II the critical aspects of the two objects of learning were 

refined and specified. There were significant differences between the pre-

sumed critical aspects and the explored critical aspects at the end of the 

studies. This enables a discussion about different forms of knowledge. I 

will point to the importance of emphasising that critical aspects, or what 

must be learned, cannot just be derived from the content or from math-

ematics education research reports or teaching experiences. The learners’ 

ways of experiencing the object of learning must also be taken into con-

sideration. I will illustrate and argue for this statement by using just one 

example from LS II.  

Initially, the team analysed the nature of the object of learning in terms 

of what the students must learn. At this stage the analysis was character-

ized by an unpacking activity (Ma, 1999; Hill et al., 2005; Davis & Renert, 

2014) in which the teachers perceived critical aspects as features of math-

ematics and as constituent parts of the object of learning. The analysis 

resulted in a bulleted list, much like ingredients in a recipe. One of the 
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presumed critical aspects in that bulleted list was discern the letter 𝑚, in the 

slope–intercept form, as the slope of the straight line in the coordinate system, and 

further, discern that the greater the 𝑚-value is the steeper is the line. At the end of 

the study, this presumption was changed and refined. Instead, the team 

realized that distinguish the slope from the angle between the straight line and the 𝑥-

axis was a critical aspect. Why? 

The presumption was tested in a pre-test, and when the group analysed 

the test, they became aware of their students’ difficulties in matching dif-

ferent slope–intercept forms with straight lines in a coordinate system. 

The interpretation of this was that the students must learn that the letter 

𝑚 denotes the slope of the straight line. Because their interpretation was 

in line with their earlier presumption, the presumed critical aspect was 

confirmed at this stage. The teachers’ intention was to develop the stu-

dents’ understanding, but at this stage of the process, the teachers did not 

seek to identify the way or the different ways the students understood the 

content. Furthermore, in that the teachers perceived and discussed the 

critical aspect more as a feature of mathematics from the point of view of 

their own understanding, the teachers’ analysis was conducted from a 

first-order perspective (Marton & Booth, 1997).   

During the lessons, the teachers contrasted straight lines with different 

slops in a coordinate system. During lesson 4, the last lesson in LS II, one 

student asked, “What is the value of the slope when the line is vertical?” 

The team had not planned for a question like this, but they had decided 

that they would listen carefully to what the students said or asked because 

the teachers had found it necessary during the learning study process to 

identify students’ perceptions and make use of them. So the teacher in 

lesson 4 did not just answer the question but asked a counter question: 

“Yes, what is the greatest value of the slope then?” The most common 

answer to that question was “90”. After the lesson, when the team ana-

lysed it, they discussed why “90” was a common answer. During the dis-

cussion the teachers tried to understand how the students perceived the 

mathematical content, or to put it differently, they took their students’ 

internal relation to the content into account. Thus, they noticed that many 

students focused on the space between the 𝑥-axis and an almost vertical 
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line in the coordinate system. The 𝑥 -axis and the almost-vertical line 

formed a figure similar to the two arms of a 90° angle. The awareness of 

this figure affected the teachers’ perceptions of what was actually critical, 

and this awareness was the result of a change from a first-order to a sec-

ond-order perspective. The critical aspect was then changed to distinguish 

the slope from the angle between the straight line and the 𝑥-axis. This new form of 

teachers’ knowledge, compared to the first presumption, is more refined 

and specialized in relation to their students’ perceptions. This new form 

of knowledge includes features of mathematics, students’ perceptions, 

and teaching aspects, and it highlights what the students must differenti-

ate in order to grasp the intended object of learning.  

DISCUSSION  

This thesis has revealed the critical aspects of two different objects of 

learning identified by the participants as well as how the teachers’ 

knowledge about those critical aspects gradually changed and became 

more refined in relation to student understanding. To sum up: the teachers 

learned to see distinctions. But what kind of knowledge about learning and 

teaching mathematics is it? It is knowledge of the meaning of the object 

of learning (Carlgren et al., 2014); that is, it is knowledge of what must be 

learned in order to grasp a specific object of learning. The identification 

of this type of refined knowledge of the meaning of the object of learning 

can be seen as a contribution to the way PCK can be understood. In 

relation to the field of mathematics education research, the findings from 

each learning study can also contribute to important information con-

cerning the meaning of the two objects of learning. 

Shulman (1987) stressed that PCK is “that special amalgam of content 

and pedagogy that is uniquely the province of teachers, their own special 

form of professional understanding.” (p. 8) Shulman used the word amal-

gam as a metaphor for highlighting a different aspect of knowledge con-

sisting of content and pedagogy. This metaphor can also be used for de-

scribing the teachers’ developed knowledge about the object of learning 

in this thesis. Amalgam is an alloy, which is something new since its es-

sence is completely different compared to its components for instance, 

mercury and silver. The teachers’ initial knowledge in the studies can be 
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seen as different components, such as formal content knowledge, 

knowledge of student misconceptions, and knowledge based on teaching 

experiences. Such kinds of knowledge are commonly viewed as compo-

nents of PCK or MKT (Ball et al., 2008; Cengiz, Kline & Grant, 2011; 

Mitchell, Charalombous & Hill, 2014; Shulman, 1986; Wilkie, 2013). Ini-

tially in this study, those components were mixed together to some extent; 

but in my view, this mix cannot be regarded as an alloy. I would argue 

that the refined knowledge of the object of learning, on the other hand, 

is an alloy. This alloy of knowledge consists of the above-mentioned com-

ponents and shapes something new and of a different quality. During the 

learning study process, the teachers examined what is to be learned. 

Thanks to the systematic and repeated analyses, the teachers became 

more and more aware of their students’ perceptions in relation to the 

content; they were also able to verify different patterns of variation with 

regard to student learning. This process of analysis and revision resulted 

in a new kind of knowledge that pinpoints the meaning of the object of 

learning in terms of the distinctions the students must make.   

Why is knowledge about the object of learning important? Is it not good 

enough to understand teachers’ specific knowledge for teaching in terms 

of components of PCK or MKT? Is it not sufficient that teachers are 

informed by mathematics education research reports? 

The teachers in this study did read research reports (for instance, Ball, 

1990; Huang & Cai, 2011; Küchemann, 1978; Lobato et al., 2003; Son & 

Senk, 2010; and Vergnaud, 1980). Those findings, as well as their own 

mathematical knowledge and teaching experiences, were the foundation 

for analysing the object of learning and discussing what the critical aspects 

might be. The first lesson in each study was designed and conducted 

based on those presumed critical aspects. The initial analysis was very 

much similar to the activity of “unpacking” mathematical concepts de-

scribed by Mas (1999) and Davis and Renart (2014). I would say that the 

presumed critical aspects had a teaching–learning potential. However, it 

was shown in LS I and in LS II that the presumptions were not sufficient 

for the students’ learning. Why? Initially, the teachers did not problema-

tize the meaning of knowing the object of learning, or to put it differently, 

what the students must learn. Consequently, the teachers did not know 
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which aspects of the content they needed to address simultaneously; 

therefore, the metaphors and examples used in the first lessons were not 

satisfactorily effective. Knowledge of the best examples and the most 

powerful metaphors and illustrations is considered an aspect of PCK (Ball 

et al., 2008; Shulman, 1986). This thesis shows that, if the teachers do not 

know what the students must learn, they cannot know what the most 

powerful examples or metaphors will be. Therefore, I would like to point 

to the importance of extending the notion of unpacking by adding anal-

yses of authentic, in-classroom teaching. Doing so offers an answer to the 

question posed by Davis and Renart (2014): How must teachers know 

mathematics for it to be activated in the moment and in the service of 

teaching? The answer, from my point of view, is that teachers must have 

knowledge of the object of learning. 

The results in this thesis can also be seen as a contribution to variation 

theory. Marton (2015) states that the object of learning can be formulated 

in terms of i) content, ii) educational objectives, and iii) critical aspects. 

The increasing refinement of the formulation and understanding of the 

critical aspects shown in this thesis follows these three different ways of 

formulation. The teachers discussed the object of learning in terms of 

content and educational objectives during the first steps in the learning 

study. The discussion resulted in a bulleted list of presumed critical as-

pects. Over the course of the learning study cycle, the knowledge of the 

critical aspects changed and became more and more refined and specified. 

The result of this was a type of knowledge about critical aspects formu-

lated in terms of the distinctions the students must make. As this way of 

formulating critical aspects is not common, it can thus be seen as a con-

tribution to variation theory.  
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SAMMANFATTNING AV LEKTIONERNA I LS I 

Lärandeobjektet i learning study I var att eleverna skulle förstå varför en kvot 
kan bli större än talet i täljaren. Detta lärandeobjekt undersöktes under fyra 
lektioner där ämnesinnehållets behandling skilde sig åt mellan lektionerna. Men 
på ett övergripande plan var alla lektioner uppbyggda efter en liknande struktur: 

Innehålls- och delningsdivision behandlades med ett uttryck bestående av heltal 

(10 ÷ 2 = 5). Uttrycket illustrerade, ett för eleverna redan känt fenomen, att 
kvoten är mindre än talet i täljaren. Under lektion 4 behandlades skillnaden mellan 
metaforerna ”att dela in i högar” och ”att mäta”. 

Syftet med detta moment var att skapa möjligheter för eleverna att urskilja tal 
mellan 0 och 1. Divisionsuttryck med en kvot större än talet i täljaren som till 

exempel 1 ÷ 0,1 = 10 behandlades. Uttrycken visualiserades med hjälp av tall-
linjer där fokus var på tals delbarhet (att ett tal som till exempel 1 kan delas in i 
tiondelar osv.) samt innehållsdivision (till exempel så många tiondelar det ryms i 
1). I olika utsträckning behandlades även olika representationsformer för några 
tal mellan 0 och 1. Successivt under studien insåg man att detta lektionsmoment 
var ett sidospår. Momentet karaktäriserades av att läraren ställde frågor som ele-
verna svarade på.  

Efter förtestanalysen hade man identifierat att det föreföll vara kritiskt för ele-
verna att urskilja likheter och skillnader mellan multiplikation och division. Detta 
moment innehöll en serie divisionsexempel med kvoter som var mindre än, 
större än samt lika stor som talet i täljaren. I kontrast till detta stod en serie mul-
tiplikationsexempel, där de opererande talen var samma som de opererande talen 
i divisionsexempel. I olika utsträckning under lektionerna fördes en analys och 
diskussion med eleverna på klassnivå. Under lektion 2 och 3 behandlades tre 
kritiska aspekter samtidigt vilket resulterade i att man gjorde en ny precisering av 
det kritiska: Att särskilja divisionsuttryck med en nämnare större än 1 med ett divisionsut-
tryck med en nämnare mellan 0 och 1, i kontrast till multiplikation. 
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I detta moment arbetade eleverna i par med att konstruera en så stor och en så 
liten kvot som möjligt med hjälp av tal som fanns givna på nio olika kort. Kvo-
terna skapades genom att ett tal placerades på täljarens plats och ett annat tal 
placerades på nämnarens plats under bråkstrecket. Efter grupparbetet förde lära-
ren i olika utsträckning ett resonemang med eleverna om vilka tal de hade använt 
och varför. 

I den sista delen av lektion gjordes en sammanfattning genom att man behandlade 
några nya divisionsuttryck med tal i nämnaren som var större än 1 och som var 
mellan 0 och 1. Man startade med samma uttryck som hade behandlats i intro-

duktionen (10 ÷ 2 = 5) och fortsatte sedan med att behandla nya uppgifter ge-

nom att endast ändra nämnaren till 0,2; 0,02 och 0,002. Dessa uttryck visuali-
serades med tallinjer för att illustrera att innehållsdivision innebär att ett mindre 
tal jämförs och mäts med ett större tal. I olika utsträckning under de olika lekt-
ionerna, fördes ett resonemang med eleverna om att multiplikation är det inversa 
räknesättet till division i termer av att kvoten multiplicerat med nämnaren resul-
terar i en produkt som är samma som nämnaren. Konklusionen i den avslutande 
delen av lektionen blev ”när man dividerar med tal mellan 0 och 1 så blir kvoten 
större än talet i täljaren”.  
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SAMMANSTÄLLNING FÖR- OCH EFTERTEST LS 1   

Andelen rätta svar anges i absoluta tal (inom parentes) samt i procent. I ef-
tertestet för lektion 1 och 2 var uppgifterna 2, 3 och 7 borttagna. Resultat 
på dessa uppgifter har ej varit underlag för jämförelser mellan för- och ef-
tertest samt mellan klasser. 

  
 L 1 

f-test 
N=22 

L 1 
e-test 
N=22 

L 2 
f-test 
N=24 

L 2 
e-test 
N=24 

L 3 
f-test 
N=10 

L 3 
e-test 
N=10 

L 4 
f-test 
N=11 

L 4 
e-test 
N=11 

1 (16)73 (19)86 (19)79 (19)79 (1) 10 (2) 20 (1) 9 (0) 0 

2 (19)86 EJ  (20)83 EJ  (6) 60 (9) 90 (4) 36 (4) 36 

3 (22)100 EJ  (24)100 EJ  (8) 80 (9) 90 (10)91 (10)91 

4A (19)86 (22)100 (19)79 (23)96 (4) 40 (4) 40 (10)91 (6) 55 

4B (21)95 (22)100 (22)92 (24)100 (7) 70 (8) 80 (7) 64 (7) 64 

4C (17)77 (20)91 (20)83 (22)92 (4) 40 (6) 60 (5) 45 (6) 55 

4D (14)64 (17)77 (18)75 (23)96 (2) 20 (8) 80 (2) 18 (2) 18 

5 (20)91 (22)100 (23)96 (23)96 (4) 40 (9) 90 (6) 55 (10)91 

6 (18)82 (18)82 (16)67 (22)92 (2) 20 (6) 60 (2) 18 (6) 55 

7 (19)86 EJ  (24)100 EJ  (10)100 (10)100 (9) 82 (9) 82 

8 (12)55 (17)77 (8) 33 (21)88 (1) 10 (6) 60 (3) 27 (3) 27 

9 (18)82 (21)95 (18)75 (23)96 (1) 10 (7) 70 (3) 27 (9) 82 

10 (21)95 (17)77 (18)75 (22)92 (7) 70 (9) 90 (8) 73 (6) 55 

11 (20)91 (22)100 (21)88 (24)100 (5) 50 (8)80 (5) 45 (5) 45 

12A (19)86 (21)95 (22)92 (24)100 (2) 20 (5) 50 (6) 55 (4) 36 

12B (13)59 (13)59 (17)71 (20)83 (1) 10 (5) 50 (4) 36 (2) 18 

12C (4) 18 (4) 18 (11)46 (12)50 (0) 0 (1) 10 (1) 9 (2) 18 
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SAMMANFATTNINIG AV LEKTIONERNA I LS II 

 
Lärandeobjektet i learning study II var räta linjens ekvation - att förstå olika 

representationsformer av konstanterna 𝑘 och 𝑚 i räta linjens ekvation. Detta 
lärandeobjekt undersöktes under fyra lektioner där ämnesinnehållets behandling 
skilde sig åt mellan lektionerna. Men på ett övergripande plan var alla lektioner 
uppbyggda efter en liknande struktur, vilken visas nedan.  

Lektionerna inleddes utifrån något som eleverna redan kände till, till exempel en 
förstagradsekvation eller ett uttryck för förhållande mellan pris och vikt. Det väl 
kända ställdes i kontrast till räta linjens ekvation, som var ett nytt begrepp för 
eleverna. Den här delen av lektionen syftade till att eleverna skulle få möjlighet 

att urskilja att bokstavssymbolen 𝑥 kan vara en beteckning för en variabel. Under 

den första lektionen behandlades skillnaden mellan en förstagradsekvation (2𝑥 +
3 = 11) där bokstavssymbolen 𝑥 är en beteckning för ett okänt tal med ett spe-

cifikt värde och räta linjens ekvation (𝑦 = 2𝑥 + 3) där bokstavssymbolen 𝑥 är 
en beteckning för en variabel. Under lektion 2-4 behandlades ett för eleverna 

redan känt uttryck (𝑦 = 25𝑥) och räta linjens ekvation (𝑦 = 2𝑥 + 3).  

Tre linjära uttryck behandlades med fokus på oberoende och beroende variabel. 

Värdetabeller användes i syfte att beräkna värdet på 𝑦 utifrån givna värden på 𝑥, 
vilket resulterade i fem olika talpar för varje ekvation. Varje serie talpar markera-
des i ett koordinatsystem och beskrevs som punkter som tillsammans bildar en 
linje.   

 𝒌 𝒎

Då tre linjer var uppritade i koordinatsystemet genomfördes en diskussion och 
analys på klassnivå. Intentionen var att eleverna skulle få möjlighet att urskilja 

hur olika värden på riktningskoefficienten 𝑘 och konstanttermen 𝑚 förändrar 
linjens placering i kordinatsystemet. Under de tre första lektionerna använde lä-
rarna frågan ”vilka likheter och skillnader ser ni mellan linjerna och mellan ut-
trycken”. Denna ”öppna” fråga resulterade i att eleverna urskilde andra aspekter 
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än vad man hade räknat med. I syfte att separera riktningskoefficient och kon-
stantterm från andra aspekter gjordes en förändring till lektion 4. Först behand-
lade man endast två uttryck med olika riktningskoefficienter och dess grafiska 
representationer och sedan två uttryck där endast konstanttermerna varierade. 
Under lektion 2 behandlades en linje där värdet på riktningskoefficienten var 0 
och under lektion 4 behandlades skillnaden mellan linjer med positiv och negativ lutning 
samt en linje utan lutning. Under lektion 2 och 4 behandlades skillnaden mellan 𝑦-
axeln och 𝑥-axeln som referenslinje för linjens lutning. 

Under den sista delen av lektionen ville man åstadkomma en mer komplex situ-
ation i syfte att fördjupa eleverna lärande. Man önskade även att skapa en mer 
elevaktiv uppgift. Under de tidigare delarna av lektionen hade uttrycksformerna 
graf, tabell, numeriskt- och algebraiskt uttryck använts. Under den sista delen av 
lektionen var syftet att behandla räta linjens ekvation utifrån ett språkligt uttryck. 
Lektionsmomentet bestod av en gruppövning där eleverna skulle para ihop olika 
textuppgifter med funktionsinnehåll (språkligt uttryck) med rätt numeriskt ut-
tryck och graf. Successivt från lektion 2 hade eleverna möjlighet att urskilja skill-
naden mellan riktningskoefficient och konstantterm. Först under lektion 4 hade man 
gjort det möjligt för eleverna att först separera riktningskoefficient och konstant-
term från andra aspekter vilket sågs som en förutsättning för att urskilja skillnad 
mellan riktningskoefficient och konstantterm. 
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SAMMANSTÄLLNING FÖR- OCH EFTERTEST LS 1I 

Andelen rätta svar anges i absoluta tal (inom parentes) samt i procent. I ef-
tertestet för lektion 1 och 2 var uppgifterna 2, 3 och 7 borttagna. Resultat 
på dessa uppgifter har ej varit underlag för jämförelser mellan för- och ef-
tertest samt mellan klasser. 
 

 L 1 
f-test 
N=9 

L 1 
e-test 
N=9 

L 2 
f-test 
N=10 

L 2 
e-test 
N=10 

L 3 
f-test 
N=18 

L 3 
e-test 
N=18 

L 4 
f-test 
N=24 

L 4 
e-test 
N=24 

1a 
 

(6) 67 (7) 78 (8) 80 (9) 90 (17)95 (17)95 (23)96 EJ 

(5) 56 (5) 56 (7) 70 (10)100 (17)95 (17)95 (22)92 EJ  

(5) 56 (5) 56 (7) 70 (9) 90 (17)95 (17)95 (23)96 EJ  

(7) 78 (7) 78 (9) 90 (9) 90 (17)95 (17)95 (22)92 EJ 

(8) 89 (7)78 (6) 60 (9) 90 (17)95 (17)95 (22)92 EJ 

(7) 78 (5)56 (4) 40 (9) 90 (18)100 (17)95 (21)88 EJ 

a
(4) 44 (7)78 (7) 70 (7) 70 (18)100 (18)100 (24)100 (24)100 

b (5) 56 (5)56 (4) 40 (8) 80 (16)89 (18)100 (21) 88 (23)96 

c (5) 56 (7)78 (7) 70 (8) 80 (18)100 (18)100 (23)96 (24)100 

(1)11 (7)78 (2) 20 (10)100 (11)61 (16)89 (16)67 (24)100 

(3)33 (2)22 (2) 20 (9) 90 (7)39 (11)61 (10)42 (21)88 

(2)22 (2)22 (1) 10 (9) 90 (4)22 (10)56 (7)29 (21)88 

(4)44 (3)33 (3) 30 (8) 80 (9)50 (16)89 (9)38 (24)100 

(3)33 (2)22 (5) 50 (9) 90 (12)67 (15)83 (16)67 (24)100 

(4)44 (2) 22 (3) 30 (9) 90 (7)39 (14)78 (9)38 (24)100 

a
(6)67 (6) 67 (7) 70 (8) 80 (18)100 (16)89 (23)96 (23)96 
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b (6)67 (6) 67 (7) 70 (9) 90 (18)100 (16)89 (22)92 (23)96 

6 (6)67 (5) 56 (8) 80 (7) 70 (18)100 (16)89 (23)96 (23)96 

7 

a 

(5)56 (7) 78 (4) 40 (8) 80 (18)100 (18)100 (24)100 (23)96 

b (5)56 (7) 78 (6) 60 (9) 90 (17)95 (17)95 (22)92 (23)96 

c (1)11 (5) 56 (5) 50 (5) 50 (17)95 (16)89 (17)71 (20)83 

d (2)22 (4) 44 (3) 30 (4) 40 (16)89 (17)95 (14)58 (20)83 

8 (1)11 (3) 33 (1) 10 (3) 30  (1) 6 (4) 17 (10)42 

 9 (7)78 (5) 56 (7) 70 (9) 90 (18)100 (18)100 (20)83 (24)100 

Fia (6)67 (6) 67 (8) 80 (10)100 (16)89 (18)100 (22)92 (24)100 

Gö

sta 

(3)33 (6) 67 (4) 40 (9) 90 (14)78 (18)100 (22)92 (22)92 

10 (7)78 (7) 78 (6) 60 (6) 60 (14)78 (17)95 (24)100 (22)92 

11 (3)33 (5) 56 (4) 40 (4) 40 (10)56 (12)67 (12)50 (17)71 
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Att få syn på avgörande skillnader

ISBN 978-91-628-9288-3

A
tt få syn på avgörande skillnader

PERNILLA MÅRTENSSON

Lärares kunskap om lärandeobjektet

Lärare som undervisar i matematik förväntas kunna mer avancerad matematik än vad de undervisar 

om. Men formell matematikkunskap anses inte vara tillräckligt för att lärare ska kunna undervisa så 

att ämnesinnehållet blir begripligt för eleverna, de behöver även pedagogical content knowledge (PCK). 

Begreppet belyser en speciell form av ämneskunskap för undervisning och skiljer sig från den 

matematikkunskap som används av andra välutbildade vuxna. Det har föreslagits att olika 

arrangemang av kollegialt och praktikbaserat lärande kan utveckla lärares PCK. Ett exempel på ett 

sådant arrangemang är learning study. Den här avhandlingen handlar om den kunskap om lärande 

och undervisning i matematik som studiens lärare utvecklar då de deltar i learning studies och 

utforskar sin praktik utifrån ett variationsteoretiskt perspektiv. Det yttersta syftet med en learning 

study är att utveckla elevernas lärande om specifika lärandeobjekt, genom att undersöka vad som kan 

vara kritiskt för elevernas lärande. I ett samarbetsprojekt med fyra högstadielärare genomfördes två 

learning studies i matematik, under ett år. Lärargruppen undersökte vad eleverna behöver lära för att 

de ska förstå i) varför en kvot kan vara större än talet i täljaren och ii) olika representationer av 

konstanterna k och m i räta linjens ekvation. Under learning study-arrangemangets olika steg samlades 

studiens empiri in och denna består av filmade lektioner, inspelade möten där lärargruppen planerade 

och analyserade undervisning och elevers lärande, skriftliga elevtest samt elevintervjuer. Studien har 

en variationsteoretisk utgångspunkt, vilket innebär att lärande förklaras ske när en person ser något 

på ett nytt och mer kvalitativt sätt, genom att personen urskiljer aspekter som han/hon inte tidigare 

har urskilt. Studien visar de två lärandeobjektens kritiska aspekter samt hur de kritiska aspekterna 

gradvis förändrades och specificerades. Förändringen var ett resultat av att lärargruppen fick syn på 

avgörande detaljer om på vilket sätt eleverna förstod ämnesinnehållet samt hur skilda sätt att förstå 

kunde användas i undervisningen för att utveckla elevernas lärande. Där av titeln att få syn på avgörande 

skillnader. Denna form av utvecklad kunskap om lärandeobjektet kan ses som ett bidrag om PCK och 

vad det kan vara. 

 




