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Abstract

Symbols have always been an important part of mathematics, which is why learning the
symbolic language is necessary in order to acquire a full understanding of the subject.
This study aims to investigate the use of the symbolic language in the Swedish upper
secondary school from a linguistic perspective. The data for this study consists of samples
from 52 student solutions from a mathematical test, together with one transcribed group
interview, where two students participated. The analysis is based on theories about the
metalinguistic awareness and symbols’ semiotic and epistemological functions. The role
of the mathematical symbolic language described in the steering documents has also been
considered in the study. From the mistakes made in the test, it was possible to visualise
the importance of the metalinguistic awareness and the semiotic mediation in algebra
learning. In the end, it also became clear that the mathematical symbolic language needs

a more explicit role in the Swedish mathematics education.

Key words: mathematical symbols, symbolic language, natural language, metalinguistic
awareness, semiotic function, epistemological function, secondary education, didactics of

mathematics

Sammanfattning

Symboler har alltid varit en viktig del av matematik, darfor dr det inte konstigt att kun-
skaper om symbolspraket behovs for att uppna en full forstaelse av &mnet. Den hér studien
syftar darfér pa att utreda anvindningen av det symboliska spraket i den svenska gym-
nasiala undervisningen ur ett sprakvetenskapligt perspektiv. Empirin till det héar arbetet
bestar av 52 elevlosningar till ett test i matematik samt transkribering av en parintervju.
Det insamlade materialet har analyserats utifran teorier om den metalingvistiska medve-
tenheten samt symbolernas semiotiska och epistemologiska funktioner. Det matematiska
symbolsprékets roll i styrdokumenten har ocksa belysts i det har arbetet. Fran elevernas
fel i testet var det mojligt att askadliggora vikten av den metalingvistiska medvetenheten
och den semiotiska medlingen i algebrainlarningen. Slutligen blev det &ven tydligt att det
matematiska symbolspraket behéver en mer explicit roll i den svenska matematikunder-

visningen.

Nyckelord: matematiska symboler, symbolsprak, naturligt sprak, metalingvistisk med-
vetenhet, semiotisk funktion, epistemologisk funktion, gymnasieutbildning, matematikdi-

daktik



Forord

Jag skulle vilja tacka lararna och eleverna fran min gamla gymnasieskola for samarbetet
vid datainsamlingen till det hér arbetet. Jag skulle ocksé vilja tacka vinner och familj
som har varit ett stod under hela skrivprocessen. Men framfor allt vill jag tacka min
handledare, Constanta Olteanu, for all talamod hon har visat mig samt alla bra tips som
jag har fatt.

Tack!

ii



We have no ability to think without signs.

Charles Peirce (citerad i Steinberg, 2006)

Aliquid stat pro aliquo.

Thomas av Aquino
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Kapitel 1
Inledning

“|E]very mathematics teacher must also be a language teacher” (Lager, 2006, sid. 193). Som
blivande matematik- och spraklérare kan jag bara instdmma. Det finns fler likheter mellan
matematik och sprak dn vad de flesta ménniskorna forsoker inbilla sig. Vid en noggrannare
observation kan det &ven konstateras att inldrningsprocessen av det matematiska &mnet
kan jamforas med den av ett frimmande sprak (Lager, 2006).

Genom att ha en sadan d&mneskombination har jag haft mdojligheten att erfara och
uppleva likheterna mellan &mnena. Till skillnad fran vad som tidigare troddes betrak-
tas matematik som ett av de mest sprakberoende dmnena i dagens skola (Lager, 2006;
Schleppegrell, 2007). Av den anledningen vore det intressant att genomfora ett arbete som
studerade matematik ur ett sprakvetenskapligt perspektiv.

Nar matematik studeras som ett sprak ar det vanligt att dela upp det i tva olika sprak:
det naturliga spraket och det symboliska spraket (Lager, 2006; MacGregor & Price, 1999;
Schleppegrell, 2007; Osterholm, 2006). Det forstnimnda syftar pa det sprak som anvinder
ord och meningar for att beskriva en matematisk tanke: i Sverige dr det svenska som
géller. Det sistndmnda, ddremot, bestar av alla de tecken och symboler som kénnetecknar
matematiken.

Till det hdr arbetet har jag valt att fokusera pa det symboliska spraket. Den frimsta
anledningen grundar sig pa mina erfarenheter, bade som lararstudent och som amanuens
(lararassistent), dér hanteringen av symboler brukar uppfattas som ett av de svaraste
momenten i matematik. Den andra anledningen har istéllet sina grunder i mitt intresse

att se pa matematik ur en sprakvetenskaplig synvinkel.

1.1 Syfte och fragestallningar

Det hér arbetet har som syfte att understka gymnasieelevernas kunskaper inom det mate-
matiska symbolspraket ur ett sprakvetenskapligt perspektiv. Med kunskaper menas, i det
har fallet, formagan att 6versdtta meningar och pastaenden fran det naturliga spraket till
det matematiska symbolspraket samt att kunna beskriva och forklara symboler med hjélp

av text. Dessutom raknas dven formagan att tolka och forsta nya symboler med hjilp av



tidigare kiinda symboler.

For att uppnéa syftet kommer foljande fragor att besvaras:

e Hur synliggors elevernas metalingvistiska medvetenhet i anvindningen av det sym-

boliska spraket?
e Vilka strategier tillampar eleverna for att hantera saval kéinda som okdnda symboler?

e Hur kan elevernas tolkningsprocess av matematiska symboler visualiseras vid 16s-

ningen av uppgifter?

Metalingvistisk medvetenhet &r ett begrepp som anviands inom sprakvetenskap for att
studera inlérningsprocessen av ett nytt sprak (Tunmer, Herriman & Nesdale, 1988). Det
héir arbetet anvénder sig istéllet av forfattarna MacGregor & Prices (1999) egen definition
av begreppet med fokus pa algebrainldarningen. Ett eget avsnitt dgnas at detta begrepp
under Teoretisk bakgrund.



Kapitel 2
Forskningsbakgrund

Den hér studien ar inte en unik utredning av elevers kunskaper om det matematiska spra-
ket, framforallt symbolspréaket. Forskare runtom i vérlden har undersékt barn och ungdo-
mar i olika aldrar i syftet att kartlagga och forsta de fel som kan uppsta vid kontakt med
det matematiska symbolspréket. Nedan beskrivs tva studier som anses vara relevanta for
det hér arbetet. Den forsta studien genomfordes i Australien med elever fran grundskolan
och undersokte sambandet mellan sprakfiardigheten och algebra. Den andra studien utfor-
des i Sverige med bade gymnasie- och hogskoleelever och redde ut symbolernas paverkan

1 lasforstaelsen av matematiska texter.

2.1 Sprakfardigheten i algebrainlarningen - Australien

“An Exploration of Aspects of Language Proficiency and Algebra Learning” heter den ve-
tenskapliga artikel som skrevs av Mollie MacGregor och Elizabeth Price i tidskriften Jour-
nal for Research in Mathematics Education (1999). Dar beskriver forfattarna sina resultat
och slutsatser fran ett experiment genomfért i Australien, vars syfte var att underscka
eventuella kopplingar mellan elevernas sprakfardigheter i engelska, deras modersmal, och
algebrainlérning. De diskuterar dven skolalgebras roll i undervisningen.

Forfattarna diskuterar likheterna i processen for lasinlarning hos barn och algebrainlér-
ningens utvecklingsgang hos de yngre eleverna. Begreppet “metalingvistisk medvetenhet”
introduceras och paralleller dras till den algebraiska kontexten. Fokuset laggs pa tre kogni-
tiva komponenter, namligen den symboliska medvetenheten, den syntaktiska medvetenheten
samt medvetenheten for potentiell ambiguitet. En detaljerad forklaring av dessa begrepp
presenteras i nasta kapitel pa4 den har uppsatsen.

Experimentet bestod av tvéa studier dar 6ver 1500 elever mellan aldrarna 11 och 15
studerades. Den forsta studien fokuserade mest pa lasforstaelsen och sambandet mellan
text och algebraiska uttryck medan den andra studien gick djupare in pé forstaelsen av
sprakliga metaforer och omformuleringar av algebraiska uttryck. Fragorna fran bada stu-
dierna anvindes som inspiration under skapandet av nuvarande arbetets test i matematik

(se Metod och genomforande).



Trots skillnader i resultaten fran de tva studierna konstaterades en betydelsefull detalj
som var gemensam i bada fallen: “there were considerable numbers of students with high
language scores and low algebra scores. In contrast, there was no instance |. . .| of a student
with a low language score and a high algebra score” (MacGregor & Price, 1999). Detta
visade sig vara oberoende av elevernas alder och stadium i algebrainlarningen.

Under diskussionsdelen presenterar forfattarna sin hypotes om att lag metalingvistisk
medvetenhet kan vara ett hinder for algebrainlarningen. Dock ar de noga med att tillagga
att mer forskning behovs for att bekréafta detta antagande. De beskriver &ven kopplingen
mellan sina resultat och teorin om att en viss spraklig kompetens kravs for att lyckas
med studier. Avslutningsvis uppmuntrar de framtida forskningar om nyare och effektivare
tillvigagangssitt att bemdota elever med svarigheter med algebraisk uppfattning.

Denna australienska undersékning star till grunden for den metalingvistiska analysen
av nuvarande arbetets insamlade data. Eftersom arbetens syften och studerade grupper
skiljer sig avsevéart fran varandra kommer resultaten inte att jamforas i den hér uppsatsen.
Daremot kommer deras teorier och slutsatser att anvindas till analysen samtidigt som

deras hypotes diskuteras i slutet av det hér arbetet.

2.2 Lasforstaelsen av matematiska texter - Sverige

Ar 2006 publicerades en artikel om en svensk studie i den internationella tidskriften
“Educational Studies in Mathematics”. Characterizing Reading Comprehension of Ma-
thematical Texts, skriven av Magnus Osterholm, presenterar en undersckning om ung-
domarnas lisforstaelse av matematiska texter. Osterholm, nuvarande docent i matema-
tikdidaktik vid Umea Universitetet, fokuserar sitt arbete pa de matematiska symbolernas
inverkan i lasprocessen och jamfor resultatet med det av en tidigare studie inom samma
omréade.

Sjalva studien utgor en jamforelse av lasforstaelsen av tre olika texter: en historisk
text och tva matematiska texter med samma innehall, fast den ena med matematiska
symboler och den andra utan. Den historiska texten handlade om den ryska revolutionen
medan de matematiska texterna introducerade ett moment i gruppteori. Den studerade
gruppen bestod av 95 slumpmaéssigt valda ungdomar, varav 61 gick sitt tredje ar pa det
naturvetenskapliga programmet pa gymnasiet och resterande var universitetsstudenter
som tidigare hade ldst de inledande kurserna i matematik pa hogskoleniva.

Genomforandet av studien var uppdelat i ett antal moment som boérjade med att del-
tagarna svarade pa ett forkunskapstest i de tenterade omradena i historia och matematik.
Dérefter fick samtliga medverkanden den historiska texten och ett frageformulér om tex-
tens innehall som de skulle svara pa. De matematiska texterna delades ut slumpméssigt
pa ett saddant sétt att ungefir hélften fick texten med matematiska symboler och hélften
fick den utan. Efterfragorna var samma for bada grupperna.

Resultatet visade tydligt att den matematiska texten med symboler bidrog till simre

lasforstaelse hos ungdomarna &n de andra tva texterna. Likas& konstaterades att skill-



naderna mellan forstaelsen av den matematiska texten utan symboler och den historiska
texten var obefintliga. P4 motsvarande sétt var likheterna mérkvirdiga mellan resultaten
fran gymnasieeleverna och hogskolestudenterna angaende den daliga prestationen pa den
symbolrika matematiska texten.

I sin slutsats diskuterar Osterholm maéjliga forklaringar till varfor symbolerna forsvarar
lasforstaelsen av en text. Han ndmner symbolernas semantiska betydelse och jamfor detta
med den allménna tolkningen av symboler som en processuell beskrivning. Han lyfter &ven
upp fragan, utan att besvara den, om svarigheten ligger i faktumet att studenterna ldser
symboler pa ett annat satt &n vad de gor nér de laser ord, eller om det beror pa att de
anviinder sig av samma lésstrategier. I vilket fall som helst hiavdar Osterholm att det finns
ett tydligt behov av en mera explicit inldrning av ldsning och tolkning av matematiska
symboler i den svenska skolan.

Osterholms artikel dr en av grunderna till det befintliga arbetet. Ett antal ar har
passerats sedan hans studie genomfordes och darfor ar det intressant att jamfora vara
resultat och slutsatser vid ett senare tillfidlle pad den hir uppsatsen. Trots att studierna
fokuserar pa olika delar av symbolsprakets inldrning behandlar de &nda dess roll och

nérvaro i den svenska matematikundervisningen.



Kapitel 3
Teoretisk bakgrund

Det har kapitlet presenterar det teoretiska ramverket for denna uppsats. For att introduce-
ra ldsaren i det matematiska spraket borjar kapitlet med en sammanfattad presentation av
matematikens sprakliga struktur samt dess grammatik. Darefter far lasaren en detaljerad
forklaring av begreppet metalingvistisk medventenhet, som kommer att vara nérvarande
under hela analysen av det sammanstéllda resultatet. Avsnittet om symbolernas funktion i
matematik infor ett annat begrepp som ocksa ar avgoérande och forekommande i analysen,
némligen tolkningsprocess. Slutligen avslutas kapitlet med att presentera det matematiska
spraket i undervisningen. Lésaren far en inblick i varfér det &ar relevant att studera det
matematiska symbolspraket med héansyn till styrdokumenten samt de svenska elevernas

prestationer i matematik, bade i ett nationellt och i ett internationellt sammanhang.

3.1 Det matematiska spraket

Det har avsnittet kommer att behandla den sprakliga aspekten av matematiken. I sin
artikel pastar Lager (2006) att matematik har ett eget sprak som maste laras in for att hela
amnet ska bli forstatt. Schleppegrell (2007) foljer samma spar och hidvdar att matematik-
inlarningen kan jamforas med inlérningen av ett frimmande sprak. Forfattarna Gowers,
Barrow-Green och Leader (2008), ddremot, gar ett steg ldngre och beskriver matematiken

som ett sprak i sig med egen grammatik och syntaktisk struktur.

3.1.1 Det matematiska sprakets mangfald

Sprék &r inget enkelt &mne som kan beskrivas med fa ord. Beroende av den ménskliga
faktorn ar spraket ett resultat av de stdndiga forandringarna i samhéllet (Chomsky, 1978).
Utdver det ar den sprakliga strukturen minst lika komplex som spraket i sig. De sprakliga
elementen &r inte bara beroende av méanniskan utan dven av varandra och av samman-
hanget (Chomsky, 1978; Saussure, 2006). De naturliga spraken bestar av en variation av
representationsformer som oftast kompletterar varandra. Relationen mellan det skriftliga
spraket och det muntliga spraket &r den mest studerade inom sprakvetenskapen dér fragor

om semantik och syntax, men dven morfologi, tas upp (Saussure, 2006).



One cannot stress enough the fact that the values which basically make up a
language system (a morphological system), a system of signals does not consist
of either forms or meanings, of either signs or what they signl[ilfy. They consist
of the particular resolution of a certain general relationship between signs and
meanings, based on the general difference of the signs plus the general difference
of the meanings plus the previous attribution of certain meanings to certain

signs and vice versa. (Saussure, 2006, sid. 13)

Det matematiska spraket dr inget undantag i denna komplexa varld. Det bestar ocksa av
olika element som relaterar till varandra och som kan, i viss man, paverkas av méanni-
skorna och sammanhanget (Burton & Morgan, 2000; Steinbring, 2005; Steinbring 2006).
Matematiska texter uppfattas oftast som opersonliga och kontextoberoende men Burton
& Morgan (2000) &r noga med att papeka att den ménskliga faktorn spelar roll &ven dér.
Matematikens “naturliga sprak” &r en blandning av symbolisk och teknisk vokabuldr som
blandas och anvands pé olika sétt beroende pa textens forfattare, syfte och maéalgrupp
(Brown, 2001; Burton & Morgan, 2000; Sundstrom, 2007).

Som vilket annat sprak som helst omfattas matematik av ett antal olika represen-
tationsformer. Inom matematikdidaktik &r det sedan lénge vélkdnt att ett och samma
begrepp kan representeras pa varierande sétt (Bergsten, Haggstrom, & Lindberg, 1997,
Brown, 2001). Schleppegrell (2007, sid. 141) gjorde en lista pa de representationsformer

inom det matematiska spraket som &r forekommande i undervisningen:

Sarskilda drag i klassrumsmatematiken

Multipla semiotiska system

e matematiskt symbolsprak
e muntligt sprak
e skriftsprak

e grafisk och visuell representation

For att fortydliga innehallet av den ovanstaende listan foljer ett vanligt exempel som drar

nytta av det matematiska sprakets mangfald for att illustrera begreppet cirkel:

Skriftsprak: Punkterna i planet som ligger pa samma avstand till en given punkt.

Symbolsprak: (z — x9)? + (y — yo)? = r?



Grafisk representation:

Forutom med hjélp av dessa representationsformer ar det mojligt att bade forklara och
illustrera begreppet cirkel pa andra sétt. Variationen beror pa de inblandades forkunskaper
och syfte. Ett barn kanske behdver associera ordet “cirkel” med ordet “ring” som &r mer
vardagligt och nérvarande i dess liv. Emellertid kan en matematiker vélja att, inom en viss
kontext, beskriva en cirkel med hjilp av polira koordinater, till exempel 12 — 277 cos(f —
}) + 12 = a®.

Ett annat exempel som Ted Sundstrom (2007) tar upp i sin bok handlar om att skriva
ett och samma pastaede pa tre olika sdtt. Han borjar genom att skriva pastaendet endast
med hjalp av symbolspraket, for att dérefter skriva om meningen i ett blandat skriftsprak
(naturligt sprak tillsammans matematiska symboler). Till slut skriver han meningen helt

med hjalp av ord fran det naturliga spraket (hér har meningarna Gvsersatts fran engelska):

Alternativ 1: (Vz € R)(Jy € R)(x +y = 0)
Alternativ 2: For varje reellt tal = finns det ett reellt tal y sddant att x +y = 0.

Alternativ 3: Varje reellt tal har en additiv invers.

Alla tre meningar séger precis samma sak och den ena kan inte betraktas som mer ratt
an de andra. Det som avgor vilket av de tre alternativen som ska anviandas &r textens

forfattare, syfte och malgrupp; vilket redan har ndmnts.

3.1.2 Matematikens grammatiska struktur

Up to a point, one can do and speak mathematics without knowing how to
classify the different sorts of words one is using, but many of the sentences
of advanced mathematics have a complicated structure that is much easier
to understand if one knows a few basic terms of mathematical grammar.”
(Gowers, Barrow-Green & Leader, 2008, sid. 8)

Trots variationerna i representationsformerna dr den matematiska grammatiken entydig

och exakt. Den ar dessutom ndédvéndig for att kunna forstd och producera matematiska



texter. Enligt forfattarna Gowers, Barrow-Green och Leader (2008) &r den matematiska
grammatiken vésentlig for att uppna fullstdndig precision i de matematiska pastaendena.
“[T]t is not possible to achieve complete precision unless the language one uses is free of
many of the vaguenesses and ambiguities of ordinary speech” (sid. 8).

Som ett satt att kategorisera de grammatiska elementen i det matematiska spraket har
Schleppegrell (2007, sid. 141) skapat nedanstaende listan. Punkten om de engelska verben
“be” och “have” saknar motsvarighet i det svenska spréket och darfér dr den irrelevant for
det hér arbetet. De kvarstaende punkterna fortjanar dock nagon form av férklaring och

exempel:

Sarskilda drag i klassrumsmatematiken

Grammatiska monster

e verb som “being” och “having”
e teknisk vokabular

tata substantiviraser

logiska operatorer

logiska relationer

Med teknisk vokabuldr syftar Schleppegrell (2007) pa matematiska begrepp som exempelvis
“multiplikation” och “polynom”. Dessa anvénds séllan, om inte aldrig, i vardagligt sprak och
utanfor skolan, vilket innebér att de maste laras ut till eleverna péa lektionerna. Forutom
sadana begrepp ridknar forfattaren d&ven med ord som “lana” och “dela” som en del av
matematikens tekniska ordforrad. I det hér fallet kidnner eleverna till orden sedan tidigare
men dessa far andra innebdrd nér de anvinds inom ett matematiskt sammanhang.

Utover de tekniska orden, finns det de som péa engelska heter tdta substantivfraser.
Schleppegrell (2007) forklarar detta begrepp med hjéilp av exemplet “the volume of a
rectangular prism with sides 8, 10 and 12c¢m”. Liknande substantiviraser kommer alltid
tillsammans med ett tekniskt ord, i det hér fallet “prism”. I sin tur kan substantivirasen
brytas ned till mindre fraser: de innehéaller oftast ett abstrakt, men kvantifierbart, mate-
matiskt begrepp (fran exemplet: the volume of); klassificerande adjektiv (fran exemplet:
rectangular prism) och bestdmningsord som foljer efter substantivet (fran exemplet: with
sides 8, 10 and 12cm) (exempel hamtat fran Schleppegrell, 2007, sid. 143).

Nésta punkt handlar om de logiska operatorerna. Ted Sundstrom (2007) har lyckats
illustrera detta begrepp med hjélp av tabellen pa nésta, diar han anger strukturens namn,
den engelska motsvarigheten (som har Gversatts till svenska for den hir uppsatsen), den

vanligaste formen den anviands samt dess symboliska representation.



Tabell 1. De logiska operatorerna. Sundstrom, 2007, sid. 31.

Operator | Logisk konnektiv | Vanlig form | Symbolisk representation
Konjunktion och P och Q) PAQ
Disjunktion eller P eller Q PVvQ

Negation inte inte P -P

Implikation om... sa... Om P sa Q P—Q

Den sista punkten, logiska relationer, kinnetecknar den matematiska grammatikens nog-
grannhet. Denna logiska relation dr som tydligast vid anvindning av matematiska symboler
dér de tidigare ndmnda operatorerna forekommer. For att ldttare forsta ett exempel med
symbolspréaket presenteras forst ett exempel utan symboler men som &ndé belyser den lo-
giska relationen. Foljande exempel ar hdmtat ur The Princeton companion to mathematics
(Gowers, Barrow-Green & Leader, 2008, sid. 14):

Exempel. Betrakta foljande pastaenden:
1. Alla gillar en dricka, ndmligen vatten.
2. Alla gillar en dricka; jag gillar vin.

Det forsta pastaendet menar att alla tycker om en och samma dricka (i det hér fallet,
vatten) medan det andra pastaendet hévdar att alla tycker om att dricka men att smaken
varierar fran person till person. For att fanga skillnaden mellan dessa tva péstdenden pa

ett mer matematiskt sétt kommer foljande pastaenden:

1. Det finns en dricka D sadant att, for varje person P, P gillar D.

2. For varje person P finns det en dricka D sadant att P gillar D.

Det hir exemplet visar tydligt hur ordningen pa satserna i ett pastaende kan forédndra

hela pastaendets innebord. o

Foljande exempel, dar endast matematiska symboler anviands, visar en annan typ av
logisk relation och &r hédmtat fran Ted Sundstroms bok (2007, sid. 61):

Exempel. Betrakta pastaendet: (Vo € R)(z3 > 2?)

Genom att anvianda negationstecknet — kan samma pastaende omskrivas enligt féljande

utan att innebordet paverkas:

-(Vz € R)(z® > 2?) = (3z € R)~(23 > 2?)
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3.1.3 Den metalingvistiska medventenheten

Tidigare, under Forskningsbakgrunden, namndes begreppet “metalingvistisk medvetenhet”
i samband med den australienska studien genomford av Mollie MacGregor och Elizabeth
Price (1999). I sin ursprungliga betydelse definieras denna medvetenhet som férméagan
att reflektera 6ver och manipulera strukturella detaljer i talat sprak (Tunmer, Herriman
& Nesdale, 1988). Den beskriver och forklarar den omedvetna processen fran det passiva
momentet, nar barnet hor ett ord, till det aktiva, nér barnet uttalar ordet och anvinder
det i en kontext, och spelar darfor en viktig roll vid lasinlédrningen (Tunmer, Herriman
& Nesdale, 1988). For det hér arbetet &r detta dock ointressant utan fokus kommer att
laggas pa MacGregors och Prices egen variant av den metalingvistiska medvetenheten i
det matematiska spraket.

Vid analysen av elevernas kunskaper om det matematiska symbolspraket ar det tre
kognitiva komponenter som ar av intresse, i det hér fallet den symboliska medvetenheten,

den syntaktiska medvetenheten samt medvetenheten for potentiell ambiguitet.

1. Den symboliska medvetenheten dr en mycket viktig komponent for algebrain-
larningen da den handlar om kunskapen om att siffror, bokstéver och Gvriga ma-
tematiska symboler kan behandlas oberoende av sina motsvarande referenser fran
“den verkliga vérlden”, med andra ord, den icke-matematiska vérlden. Exempelvis
forlorar bokstaven z sin roll som “bokstav” och far istéllet en ny roll som en varia-
bel som kan anta olika véirden. Likasa innebédr denna medvetenhet att symboler kan
manipuleras och arrangeras om utan att det ursprungliga innebérdet gar forlorat,
vilket &r fallet med de algebraiska uttrycken. Ytterligare en aspekt av den symbolis-
ka medvetenheten ar kunskapen om att en grupp av symboler kan anvindas som en
enda meningsenhet, som néar ett uttryck anvéinds, till exempel, for att representera

rantesatsen till ett lan.

2. Den syntaktiska medvetenheten innebér igenkdnningen av den korrekta upp-
stallningen av matematiska pastaenden och algebraiska uttryck. Det géller exempel-
vis niir eleven vet att 3z + 1 = 4 < 2 = 1 ér korrekt medan 22 = 25 & oz =5
ar inkorrekt. Har ingar det dven formagan att bedéma meningen till en syntaktisk
struktur och dra slutsatser om den. Ett exempel ar att en elev vet att oma—b ==z
ar ett sant pastaende da dr det inte nédvéindigtvis sant att b — a = z. (Exemplet &r
hamtat fran MacGregor & Price, 1999, sid. 452).

3. Medvetenheten fér potentiell ambiguitet (medvetenheten av majliga tvetydlig-
heter) kraver mer forstéelse av kontexten &n de tva ovanstdende komponenterna.
Denna medvetenhet gar ut pa att kénna igen att ett uttryck, ett pastaende eller
en ekvation kan ha flera tolkningar beroende pa hur de strukturella férhallandena
uttydas. Ett klassiskt exempel dr anvindningen av parenteser i en ekvation eller i

ett uttryck: 9 — 3 + 4 &r inte samma sak som 9 — (3 +4).
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3.2 Symbolernas funktion i matematik

For matematik som vetenskap dr kommunikation ett viktigt redskap for att den matema-
tiska kunskapen ska kunna férmedlas vidare. Som en del av det matematiska spraket &ar
symbolerna darfor betydelsefulla kunskapsférmedlare och fortjanar sarskild uppmérksam-
het. Det har avsnittet forklarar tva viktiga funktioner som symbolerna har i det mate-
matiska spraket, namligen den semiotiska funktionen och den epistemologiska funktionen.
Bada begreppen, framforallt det forsta, anvinds i stor omfattning inom sprakvetenska-
pen (Camps Mundé & Milian, 2000). Semiotik dr en vetenskap som studerar tecken och
symboler, dven de icke-sprakliga, och epistemologi studerar kunskap (NE, 2013a, b). In-
om sprakvetenskapen kopplas dessa laror till inldrningsprocessen av ett nytt sprak och
sambanden mellan ord och deras betydelser (Camps Mund6 & Milian, 2000). Héar dras

paralleller till inldrningen av det matematiska spraket och symbolernas roll i processen.

3.2.1 Symbolernas semiotiska funktion

Redan i tidig skolalder lar sig barnet att de objekt som anvénds i klassrummet pa en
matematiklektion, till exempel dpplen och téndstickor, inte ar intressanta av sig sjalva
utan som representationer av en matematisk idé eller struktur (Steinbring, 2006). Senare
far de lara sig de olika matematiska tecknen och symboler som ersétter de fysiska objekten
men som anda uppfyller samma funktion.

Pa ett generellt sitt ar det mojligt att forklara den semiotiska funktionen som “négot
som star for nagot annat”. Denna funktion spelar en viktig roll inom sprakvetenskapen
dér bland annat relationen mellan symboler och deras fysiska eller abstrakta referenser
studeras. Saussure var noga med att lyfta fram svarigheterna som en sddan relation innebér
eftersom den mentala bilden, skapad av kontakten med symbolen, &r beroende av personens
egna erfarenheter och forkunskaper (Brown, 2001). Enligt honom har symbolerna ingen
mening eller betydelse av sig sjidlva utan dessa uppstéar forst nir de tolkas av “lasaren”
(Brown, 2001).

Samma resonemang tillimpas inom matematiken och dess symbolsprak. Steinbring
(2005) understryker symbolernas roll att koda den matematiska kunskapen samt att fraimja
dess manipulation och bearbetning. Samtidigt varnar han for risken att missta de matema-
tiska tecknen och symbolerna for de matematiska objekt eller relationer som de refererar
till (Steinbring, 2005, 2006). “[...| ’sign’ is to be understood as a given material object |...|,
where this sign is important, not as an object, but with regard to its function, that it
stands for or is in reference to, something else.” (Steinbring, 2005, sid. 21).

For att beskriva den semiotiska medlingen som uppstar under tolkningsprocessen av
ett matematiskt tecken eller symbol har Steinbring (2005) skissat den epistemologiska

triangeln:
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objekt/kontextreferens «—————— tecken/symbol

~

begrepp

Bild 1. Den epistemologiska triangeln. Steinbring, 2006, sid. 22.

Triangeln representerar kopplingen mellan de olika momenten i den semiotiska medlingen.
Denna féorekommer hela tiden under en matematiklektion. Exempelvis nér eleven lédser eller
skriver Pythagoras sats a® + b? = ¢? (tecken/symbol). Formeln associeras till en rétvinklig
triangel dér hypotenusan betecknas ¢ och kateterna a respektive b (objekt/kontextreferens).
Det tredje hornet, begrepp, star for klassisk geometri i det héar fallet. Det ar viktigt att

papeka att, sdsom det visas i bilden, associationen kan ga &t bada hall mellan hornen.

3.2.2 Symbolernas epistemologiska funktion

Som tidigare ndmnt ar tolkningen och forstaelsen av matematiska symboler beroende av
personerna inblandade. Detta géller dven for den epistemologiska triangeln som, enligt
Steinbring (2005), &r beroende av bade ldraren och eleven i ett klassrumssammanhang,.
Vare det sig ar skriftligt, muntligt eller som en kombination av bada &r interaktionen
mellan ldrare och elev samt eleverna emellan nédvéindig for de reciproka pilarna i triangeln
(Steinbring 2005).

Sasom den semiotiska funktionen handlar den epistemologiska funktionen om relatio-
nen mellan symbol och objekt. Dock tar den senare upp den matematiska symbolens roll
i den epistemologiska uppbyggnaden av den matematiska kunskapen (Steinbring, 2006).
Under den matematiska kunskapens utveckling kan tolkningar och val av referenser for-
andras eller generaliseras ytterligare av eleven eller lararen (Steinbring, 2005). Exempelvis

7

lar sig barnet att minustecknet “—” star for subtraktionens operator dar tecknet tolkas
som en “process” mellan tva eller flera tal. Senare i skolan far barnet lara sig att samma
tecken anvinds som en beteckning for de sa kallade negativa tal och tolkas istéllet som ett
“tillstand”.

Steinbrings epistemologiska triangel ar inte den forsta triangel som skapades for att
analysera tolkning och forstaelse av symboler. Den tyske matematikern Gottlob Frege hade
langt innan skapat en liknande triangel bestaende av “sign, sense and meaning” (Steinbring,
2005, sid. 23). Kortfattat star “sense” for den subjektiva tolkning som en person gor vid
kontakten med objektet. Detta, i sin tur, ar relaterat till “meaning” men &r féremal for
fordndringar. Slutligen &r “sign” beteckningen for den objektiva idén (Steinbring, 2005).

Oavsett vilket perspektiv eller vilka begrepp som anvinds for att forklara tolknings-
processen av matematiska symboler och deras kunskapsbéaranderoll ar det tydligt att det
inte handlar om en enkel och statisk process. Komplexiteten av den matematiska kunska-
pen kréver mer av en person én en igenomlésning av symbolerna. Som Steinbring (2006)
uttrycker det i sin artikel (sid. 136):
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Mathematical knowledge cannot be revealed by a mere reading of mathemati-
cal signs, symbols, and principles. The signs have to be interpreted, and this
interpretation requires experiences and implicit knowledge - one cannot un-
derstand these signs without any presuppositions. Such implicit knowledge,
as well as attitudes and ways of using mathematical knowledge, are essential
within a culture. Therefore, the learning and understanding of mathematics

requires a cultural environment.

3.3 Det matematiska spraket i undervisningen

Vad och hur mycket som ska laras ut i den svenska skolan bestams av de sa kallade styr-
dokumenten. Léaroplan och betygskriterier finns till for att instruera och végleda lararna
med sin undervisning. Matematik ar inget undantag fran de andra skoldmnen och har
darfor egna dokument med information om vad som anses viktigt och relevant att lara
eleverna. Men utover dessa dokument finns det &ven internationella jamforelsestudier som
ocksd anviands som referenser i matematikundervisningen. I bada fall far det matematiska

spraket sdrskild uppmérksamhet, vilket belyses i det har avsnittet.

3.3.1 Styrdokumenten

I samband med den senaste skolreformen inférdes nya laroplan och examensmal fér gym-
nasieskolan, vilka borjade gélla fran och med hostterminen 2011 (Skolverket, 2011). Ung-
domarna som borjade sin gymnasieutbildning den terminen hade sin undervisning styrd
enligt de nya dokumenten medan de dldre gymnasieeleverna fortsatte sina utbildningar en-
ligt den gamla gymnasieférordningen. Foér det har arbetet kommer uppmérksamheten att
ldggas enbart pa de senaste styrdokumenten, namligen Skolverkets Ldroplan, examensmdl
och gymnasiegemensamma dmnen for gymnasieskola 2011.

Instruktionerna i ldroplanen fér det naturvetenskapliga programmet &r tydliga med
att framhéva matematikens roll i utbildningen. Dar forklaras bland annat hur de mate-
matiska kunskaperna ar viktiga i undervisningen bade som utrdkningsverktyg och som
kommunikationsredskap: “Matematik &ar ett eget d&mne med sin sédrart, och det ar &ven
ett hjélpmedel vars begrepp och symbolsprak anvinds for att utforma modeller i avsikt
att forsta och analysera samband inom andra &mnesomraden” (Skolverket, 2011, sid. 47).
Inget annat &mne far lika mycket uppmérksamhet i laroplanen som matematik.

Vid en noggrann observation av matematikens egen d&mnesplan blir det uppenbart att
kommunikation dr ett centralt begrepp i undervisningen, eftersom “[kJommunikation med
hjalp av matematikens sprak ar likartad 6ver hela vérlden” (Skolverket, 2011, sid. 90). En-
ligt &mnesplanen ska eleverna ges férutsidttningar att utveckla férméagan att “kcommunicera
matematiska tankegangar muntligt, skriftligt och i handling” (Skolverket, 2011, s.91).

Som en del av den skriftliga kommunikationen inom det matematiska spraket ar sym-

bolerna ett viktigt moment i undervisningen. Redan under sin forsta kurs i matematik
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forvantas eleverna i det naturvetenskapliga programmet att kunna fora matematiska ar-
gumentationer med hjilp av grundldggande logik, dar implikation och ekvivalens finns
inrdknade (Skolverket, 2011). Tabellen nedan visar en sammanstallning av betygskriteri-

erna for varje kurs i matematik fran Matematik 1c till Matematik 3c 1.

Tabell 2. Betygskriterierna. Skolverket, 2011.

Betyg E

Betyg C

Betyg A

Matematik 1c

Eleven uttrycker sig
med viss sikerhet
i tal, skrift och hand-
ling med inslag av
matematiska symbo-
ler och andra repre-

sentationer

Eleven uttrycker
sig med viss sa-
kerhet i tal, skrift
och handling samt
anvander mate-
matiska symboler
och andra represen-
tationer med viss
till

syfte och situation

anpassning

Eleven uttrycker sig
med sidkerhet i tal,
skrift och i handling
samt anviander ma-
tematiska symboler
och andra represen-
tationer med god
till

syfte och situation

anpassning

Matematik 2c

Samma krav som for
Betyg E i Matematik
1C

Samma krav som for
Betyg C i Matematik
1C

Utover ovanstaende
Betyg A

ska eleven upptéc-

krav {or

ka generella sam-
band som presen-
teras med symbo-
lisk algebra i pro-

blemlGsning

Matematik 3c

ovanstaende
Betyg E

ska eleven gora om

Utover

krav for

realistiska problemsi-
tuationer till mate-
matiska formulering-
ar genom att tillam-
pa givna matematis-

ka modeller

ovanstaende
Betyg C

ska eleven gora om

Utover

krav for

realistiska problemsi-
tuationer till mate-
matiska formulering-
ar genom att vilja
och tillampa mate-

matiska modeller

Utover kraven for
Betyg C ska eleven
dven hantera flera
procedurer, inklu-
sive avancerade
och algebraiska

uttryck

'Bokstaven ¢ star for kurser i matematik inom naturvetenskapsprogrammet och teknikprogrammet.
Kurserna Matematik 1c-3c ldses under férsta och andra aret pa gymnasiet medan kurserna Matematik
4 och 5 ldses under sista aret. Har behandlas enbart de tre forsta kurserna eftersom de forsta eleverna
som borjade sin gymnasieutbildning enligt de nya styrdokumenten gar sitt andra &r under denna studies
genomforande.
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Fran tabellen ar det mojligt att se att kraven for anvindningen av matematiska symboler
véaxer infor varje betygsteg savél som infor varje kurs. I teori ska eleven kunna behérska
det matematiska symbolspraket pa ett godtyckligt satt for att kunna bli godkénd i nagon
av matematikkurserna pa gymnasiet. Emellertid kan uttryck som “med viss sdkerhet” och
“med inslag av” betraktas som relativt vaga vid rattningen och bedémningen av elevarbe-
ten. Konsekvensen blir att larare fran hela landet bedémer olika och pa olika sétt beroende
pa egen tolkning av kriterierna (Bergstrom, 2012, 13 september). Dessutom star det inte
heller explicit i ndgot av dokumenten hur varierad eleven bor vara i sin anvindning av
matematiska symboler for att f& det minsta godkénda betyget i &mnet.

Aven om kunskapen om det matematiska symbolspraket finns inrdknad bland be-
tygskriterierna &ar det fortfarande ett moment i skolmatematik som, enligt tabellen, far
lite uppmérksamhet. Symbolerna far ingen egen roll i dokumentet utan betraktas i stort
sett som en del av andra matematiska objekt, sdsom exempelvis formler och algebraiska
uttryck. Pa liknande sétt finns det inga tydliga riktlinjer i &mnesplanet som tar upp la-
randet av symbolspraket som en enskild del av kursen utan det rédknas vara underforstatt

att det ingar i alla moment i matematik.

3.3.2 Situationen i dagens skola

Ungdomarnas arliga forsdémring av matematikkunskaper har varit verklighet i den svenska
skolan i ldngre &n ett decenium (Olteanu, 2003). Eleverna avslutar sina gymnasiestudier
utan de kunskaper som kréavs for att klara av de inledande kurserna i matematik pa hog-
skoleniva (Olteanu, 2003). Till och med vid internationella studier som TIMSS (Trends
in International Mathematics and Science Study) har prestationen hos de svenska ungdo-
marna sjunkit i jamforelse med sina jamnériga fran andra lander (Skolverket, 2008).

Flera orsaker ligger bakom detta oroviickande problem men osdkerheten vid anvand-
ningen och bearbetningen av matematiska symboler ar en avgorande faktor (Olteanu,
2003). Brister i elevernas uppfattning och forstaelse av det symboliska spraket ar tydliga i
de insamlade l6sningarna fran TIMSS 2007 (Skolverket, 2008). Eleverna kunde klara av de
mekaniska utrédkningarna av formler och ekvationer men misslyckades pa de uppgifter som
krédvde en djupare forstaelse av de matematiska symbolerna och deras representationer
(Skolverket, 2008).

Missuppfattningar i hanteringen av matematiska symboler borjar aldrig pa gymnasiet
utan har sina grunder i de bristande kunskaperna i aritmetik (Kling, 2012). Eleverna tar
med sig sina missforstand fran grundskolan och lyckas tyvéarr inte vinda pa det nér de
borjar pa gymnasiet (Décker, Hollsten, Kaminski & Radvall, 2012; Kling, 2012). I sin
artikel presenterar Kling (2012) en sammanfattning av den norska forskaren Naalsunds
avhandling och belyser att undervisningen kréver en utveckling for att nagon féréndring
ska uppnéas. Detta bekréftas av lararna Déacker, Hollsten, Kaminski & Radvall (2012, sid.
56) som tar upp att “|p|rocedurinriktad undervisning, dér elever lar sig en méngd isolerade

detaljer utan inbérdes sammanhang, gynnas pa bekostnad av begreppsforstaelse”.
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Emellertid ar det viktigt att konstatera att de flesta uppgifterna om elevernas presta-
tioner i matematik genomfordes fore den senaste gymnasiereformen ar 2011. Vid det hér
arbetets skrivande ar det fortfarande ett ar kvar innan de forsta eleverna fran den nya
gymnasieférordningen tar studenten och kan paborja studierna vid en hogskola. Foljakt-
ligen kommer det att drdja ett antal ar innan resultaten och konsekvenserna fran de nya
laroplanerna i matematik synliggors. Dessutom &r det ocksa vésentligt att podngtera att
den svenska grundskolan genomgick en liknande reform vid samma tidpunkt som gymna-
sieskolan. Det innebér att flera ar kommer att passera innan det blir mo6jligt att upptéicka
nagra eventuella fordndringar i elevernas matematikkunskaper, bade ur ett nationellt och

ett internationell perspektiv.
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Kapitel 4

Metod och genomiforande

4.1 Metod och urval

Den hér studien anvénder sig av saval en kvantitativ som en kvalitativ datainsamling. Den
forstnamnda bestar av ett test i matematik medan den andra bestar av en intervju som
bygger pa elevernas resultat pa den foregdende. Tillsammans férvantas de hjélpa till att
besvara det hér arbetets fragestallningar. Testet syftar pé att ge en mer allmén inblick
i hur eleverna hanterar de matematiska symbolerna i olika sammanhang: Gversattningar
fran det naturliga spréaket till symbolspraket; textforklaringar av formler och tecken samt
manipulation och bearbetning av symboler med enbart symboler till hjéalp. Intervjun syf-
tar, i sin tur, pa att ge en djupare forstaelse av elevernas resonemang och syn pa det
matematiska symbolspraket.

Den studerade gruppen bestod av gymnasieelever som gar sitt andra ar i det natur-
vetenskapliga programmet. Anledningen bakom valet &r att eleverna i det programmet
forvantas lasa fler moment i matematik &n sina jimnariga i de 6vriga gymnasieprogram-
men. Eftersom mitt intresse var att studera ungdomar som bérjade sina gymnasiestudier
efter 2011:s gymnasiereform var mitt urval begransat till arkurserna 1 och 2. Till slut
valdes det sistndmnda d& det innebar fler valmojligheter av fragor till bade testet och

intervjun.

4.1.1 Den kvantitativa datainsamlingen

Testet innehaller nio uppgifter som &r jamt uppdelade i tre huvuddelar: “Fran text till
symboler”, “Fran symboler till text” och “Fran symboler till symboler”. Den forsta delen
syftar pa att studera elevernas férmaga att skriva om meningar och pastaenden fran det
naturliga spraket till symbolspraket med hjéalp av de kunskaper de férviantas ha efter att
ha avslutat kursen i matematik 3c. Den andra delen syftar istéllet pa att se om eleverna
kan forklara med hjdlp av det naturliga spraket pastaenden och relationer skrivna pa
symbolspraket. Slutligen syftar den tredje och sista delen pa att undersoka hur vél eleverna
hanterar bearbetning av matematiska uttryck, ekvationer och pastaenden med endast

symboler, savél kinda som okénda, till sin hjalp.
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Bland uppgifterna finns det bade typuppgifter som liknar dem fran en matematik-
kursbok eller ett matematikprov och uppgifter som bryter monstret eleverna &r vana vid.
Uppgifterna 1 och 7a-b &r typiska exempel pa uppgifter som eleverna har jobbat med
sedan tidigare. Uppgift 1 &r till och med en bearbetning av en uppgift fran ett gammalt
nationellt prov i matematik 2b-c¢ (hdmtat fran Umea Universitet, 2013). Uppgifterna 2, 3
och 7c kan inte rdknas som typuppgifter men skapades dndé utifran exempel och genom-
gangar fran kursbocker till matematik 2c och 3¢ (Szabo, 2012a, 2012b). Likasa var det vid
skapandet av uppgifterna i testets andra del. De baserades pa uppgifter som eleverna &r
vana vid att rdkna med pé ett mekaniskt sdtt men kanske inte lika vana vid att forklara
eller beskriva dem.

De mest intressanta uppgifterna ar egentligen de tva sista uppgifterna fran del 3. Upp-
gift 8 utnyttjar elevernas férvintade kunskaper om talméngder och intervall fran kurserna
1c respektive 2¢ och 3c samtidigt som den lagger till en ny symbol, ndmligen € (tillhor).
Aven sista uppgiften introducerar ett nytt tecken, @ (kompositionsregel), i samband med
en ekvation med tva variabler. Denna uppgift hdmtades i sin helhet fran MacGregor &
Prices undersokning (1999). Bada uppgifterna kriver att eleverna anvénder sig av gamla
kunskaper for att ta till sig nya och anvinda dem for att komma fram till svaret.

Utover uppgifterna fanns det dven plats for eleverna att ange svarighetsgraden till varje
uppgift och deluppgift. Pa testets framsida, bland de allménna instruktionerna om testet
och dess syfte, forklarades den anvianda skalan for bedéomningen déar 1 skulle motsvara
“mycket latt” och 5 skulle sta for “mycket svar”. Tanken bakom detta dr att anvinda den

sammanstéillda bedomningen vid analysen av elevernas 16sningar och svar pa uppgifterna.

4.1.2 Den kvalitativa datainsamlingen

Utifran elevernas testresultat skapades en semistrukturerad intervjumall som sedan an-
vandes som grund till en gruppintervju. Valet av en semistrukturerad gruppintervju beror
pa att min roll som fragestallande intervjuare minskar samtidigt som eleverna far storre
chans att ingé i diskussion utan att den roda traden tappas och intervjun forlorar sitt
syfte (Punch, 2009). Fragorna till en sadan intervju &r forbereda i forviag och har 6ppna
svarsmojligheter, vilket ger deltagarna chans att uttrycka sina tankar och synpunkter om
det debatterade d&mnet (Jacobsen, 2002; Punch 2009).

Tanken bakom intervjun var att fa eleverna att beskriva och forklara sina resonemang
och I6sningsval till nagra utvalda uppgifter. Den var ocksa tdnkt som ett tillfalle for ele-
verna att ratta till sina eventuella fel och 16sa de uppgifter som de hade misslyckats med
nédr de skrev testet. Sjélva intervjun var uppdelad pa sddant sitt att eleverna boérjade
med att svara pa allménna fragor om matematik och anvindningen av dess symbolsprak
i undervisningen samt om testet och dess uppldgg. Déarefter skulle de fa diskutera varand-
ras losningar och fa hjalp av mig om de fastnade vid nagot begrepp eller okind symbol.
Avslutningsvis skulle eleverna dela med sig av sina egna asikter om symbolsprakets roll

och vikt 1 matematiken.
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4.2 Forskningsansats

Hermeneutik, eller tolkningsldra som det ocksa heter, d&r den ram som ska utforma den
hér studien i sin helhet. Som sjidlva namnet avslojar bestdr denna forskningsvetenskap
av tolkning av innebérder hos det studerade objektet (Odman, 1979). “Konsten att gora
tolkningarna sa att de stammer med olika kunskapskallor och blir trovéirdiga ar malet for
det som vi kallar hermeneutik” (Egidius, 1986). Med hjélp av tolkningar kan forskaren 6ka
sin forstaelse for understkningsobjektet och fa ett utvidgat perspektiv pa ménniskorna
och omvirlden (Odman, 1979).

Men det &r viktigt att podngtera att tolkningar ar subjektiva och péaverkas av forska-
rens fordomar och erfarenheter (Odman, 1979). En hermeneutisk studie kan darfor aldrig
betraktas som helt neutral da analysen och slutsatsen praglas av forskarens bakgrund.
Dock behéver detta inte uppfattas som negativt eller ovetenskapligt utan istéllet som
ett bidrag av olika teorier och perspektiv till den vetenskapliga varlden. “Hermeneutiken
erkdnner namligen att det finns flera satt att forsta vérlden eller en viss foreteelse pa”
(Odman, 1979).

Analysdelen till det hir arbetet kommer darfor att bestd av tolkningar av elevernas
testresultat samt diskussioner fran intervjun. Dessa tolkningar har huvudsakligen sina
grunder i de teorier och begrepp som finns under avsnittet om den teoretiska bakgrun-
den. Den hermeneneutiska vetenskapen uppmuntrar kvalitativa insamlingsmetoder fore
de kvantitativa pa grund av mer underlag for tolkning och forstaelse av empirin (Egidi-
us, 1986; Odman, 1979). Dock forhindrar detta inte anvindningen av det matematiska
testet som en del av datainsamlingen till denna studie. Anledningen &r att testet lamnar
uttrymme for tolkning da vissa uppgifter kraver langre och mer omfattande l6sningar av

eleverna.

4.3 Plan for kvalitetssikring

For att sdkra kvaliteten av resultatet bor empirin uppfylla tva krav: den ska vara valid och
reliabel (Jacobsen, 2002; Punch, 2009). Validitet innebér att empirin ska vara giltig och
relevant, det vill sdga att det som méts ska vara av betydelse for studien och att det ska
kunna generaliseras (Jacobsen, 2002). Punch (2009) delar upp validitet i tre huvudsakliga
begrepp: content validity (innehallsvaliditet), criterion-related validity (kriteriumsvalidi-
tet) och construct validity (begreppsvaliditet). Det forstndmnda refererar till empirins re-
levans i understkningen; det andra begreppet star for jamforelsen av den insamlade datan
med ett palitligt referensmaterial och det sistndmnda redogér for den teoretiska kontexten
som relateras till empirin (Punch, 2009).

Det sammanstéllda resultatet fran den kvantitativa datainsamlingen garanteras inne-
hallsvaliditet genom att enbart elever med likvirdiga forkunskaper i matematik stude-
ras. Likvérdiga kunskaper betyder, i det hér fallet, att eleverna har ldst samma kurser i

matematik och genomgatt liknande undervisningsformer med samma innehall. Eftersom
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eleverna gar pa samma gymnasieskola forviantas deras larare ha en form av samarbete for
att minimera eventuella skillnader i undervisningen. Likasa kan den kvalitativa datain-
samlingens resultat anses vara valid d& de intervjuade eleverna parades ihop utefter sina
liknande testresultat. Med hjélp av begreppen och teorierna fran det hir arbetets teore-
tiska bakgrund etableras dven begreppsvaliditeten. Daremot kan kriteriumsvaliditet inte
sikerstéllas i den studien eftersom det anvinda materialet skiljer sig alltfér mycket fran
de vanliga examinationsformerna i matematik for att resultaten skall kunna jamforas.

Reliabilitet betyder att empirin ska vara tillférlitlig och trovérdig, vilket innebér att
understkningen maste genomforas pa ett palitligt sitt och att samma maétresultat fas vid
senare forsok (Jacobsen, 2002). Punch (2009) presenterar tva aspekter av detta begrepp,
namligen consistency over time (stabilitet) och internal consistency (intern konsistens).
Stabilitet star for liknande métresultat vid upprepade métningar och internkonsistens
betriffar hur vél olika delar av métningen méter samma sak (Punch, 2009).

Den har studien saknar tyvarr stabilitet. De studerade eleverna tillhor den forsta kullen
att g& pa gymnasiet enligt den nya gymnasiférordningen vilket innebéar att det fortfaran-
de ar mycket som kan fordndras nar det géller lektionsplanering och genomférande. De
nya riktlinjerna och laroplanerna har dnnu inte blivit en del av lararnas vardag vilket
kan paverka kursernas uppldggning. Risken finns att liknande studier som genomfors de
kommande aren visar andra resultat och andra méatningsvariabler &n dem vid nuvaran-
de studie. Emellertid etableras internkonsistensen redan i analyskapitlet samt &ven under

diskussionsdelen dar en sammanfattad analys fran bada metoderna presenteras.

4.4 Etiska overvaganden

Den har studien foljer de etiska kodexarna som géller for forskningsstudier och som finns
till for att skydda de medverkandes réttigheter och identitet (Vetenskapsradet, 2011; Wal-
lén, 1996). Deltagandet i studien var frivilligt och eleverna informerades bade skriftligt och
muntligt infor testet och intervjun. Dessutom poéngterades anonymitet for de medverkan-
de sa att inga uppgifter i det hér arbetet kan kopplas till dem (Wallén, 1996). Eleverna
fick dven information om att mojligheten finns fér dem att ta del av studiens resultat och
analys (Wallén, 1996).

En annan viktig etisk aspekt som behandlades i studien var samtycket till den in-
spelade intervjun. I Vetenskapsradets rapport (2011) star det tydligt att “[...] om barnet
ar under 15 ar ska badda vardnadshavarna samt barnet ha samtyckt till medverkan. In-
formationen bor vara sa skriven att &ven barnet kan forsta den” (sid. 43). Men eftersom
den studerade gruppen bestod av ungdomar i &ldrarna 17-18 fanns det inget behov att

kontakta vardnadshavare utan det rickte med elevernas samtycke.
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4.5 Studiens genomforande

I mitten av mars 2013 kontaktades samtliga matematikldrare pa en gymnasieskola som
undervisade elever i det naturvetenskapliga programmets andra ar. I kontaktmailet infor-
merades de om studien, dess genomforande samt syftet. 75 % av lararna visade intresse
for studien men foreslog ett senare tillfille for datainsamlingen &n det tidigare foreslagna
da eleverna férberedde sig infor slutprovet i kursen matematik 3c.

Den kvantitativa datainsamlingen skedde darfor inte forrédn i mitten av april och de
olika klasserna skrev testet vid olika tillfillen. Sammanlagt skrevs testet av 52 elever
fran tre olika klasser. Skrivtiden begrénsades till en timme men for eleverna fran de tre
klasserna rackte det med fyrtio minuter som max.

Av de 52 eleverna var det bara 4 som kunde ténka sig stdlla upp pa en gruppintervju.
Nér testets resultat hade sammanstéllts kontaktades dessa fyra elever for att bestdmma
ett datum for intervjuerna. De hade delats in i tva grupper utefter deras resultat pa
testet 1 syftet att bilda s4 homogena grupper som mdjligt. Den avgorande uppgiften for
parindelningen var testets allra sista uppgift, da tva av dem hade lyckats 16sa den medan
de andra tva hade lamnat den tomt. Tyvéarr var det bara det forsta paret som visade
ett fortsatt intresse att delta i studien. Fdéljaktligen finns det bara en gruppintervju som
underlag for analysen till det hér arbetet.

Det insamlade materialet fran den kvantitativa metoden kontrollerades och samman-
stalldes utifran svarsfrekvensen samt rétt eller fel svar. Dessutom sammanstélldes elevernas
bedémningar om uppgifternas svarighetsgrader. Tillsammans analyserades och tolkades
dessa data med hjalp av teorierna och kriterierna fran den teoretiska bakgrunden. Ana-
lysen skedde forst med hénsyn till varje huvuddel for sig for att sedan diskuteras och
jamforas som en helhet i diskussionsavsnittet. Liknande procedur anviandes vid analysen
av den transkriberade intervjun dar elevernas resonemang och diskussioner stod i centrum

for tolkningen av den insamlade empirin.
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Kapitel 5

Resultat

Det nuvarande kapitlet dgnas at presentationen av den insamlade empirin fran bada in-
samlingsmetoderna. Elevernas 16sningar och svar pa det matematiska testet framstélls och
kommenteras under kapitlets forsta del. Forekommande fel som kan vara av intresse for
denna studie kommer ocksa att uppmérksammas tillsammans med sina svarsfrekvenser.
Aven utviirderingen av uppgifternas svarighetsgrader fortjinar att nimnas hér pa grund
av deras relevans i analysen av resultatet.

Den andra delen av det har kapitlet fokuserar pa den genomfoérda parintervjun. Delar
av det transkriberade materialet anviands for att battre illustrera elevernas svar och kom-
mentarer till de berdrda fragorna. Stor vikt liggs pa elevernas resonemang vid 16sningen
av de olika uppgifterna dar det matematiska symbolspraket berors antingen pé ett implict

eller explicit sétt.

5.1 Test 1 matematik

Som det redan har ndmnts tidigare i metodkapitlet bestod testet av tre huvuddelar, ndm-
ligen “Fran text till symboler”, “Fran symboler till text” och “Fran symboler till symboler”.
Dessa finns representerade i det hér avsnittet dér elevernas resultat presenteras och kom-
menteras innan de kan bli analyserade i nésta kapitlet. Nagra losningar och svar som, av
olika anledningar, tycktes fortjana sérskild uppmérksamhet har skannats in och lagts till
i det hér arbetet.

Efter varje uppgift och deluppgift hade eleverna mojligheten att kryssa for hur svar /14tt
uppgiften var enligt dem. De hade tillgang till en skala 1-5 dar 1 stod for “mycket 1&tt”
och 5 stod for “mycket svar”. Alla uppgifter blev tyvérr inte bedémda av alla elever men
det samlades dnda in tillrdckligt manga bedémningar for att kunna fa en generell sam-
manstéllning av uppgifternas svarighetsgrader. Denna sammanstéallning finns forestélld i

tabellen pa nésta sida:
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Tabell 3. Uppgifternas svarighetsgrad enligt eleverna.

Uppgift | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6a|6b|T7a|7b]| 7c |8 |8 | 8& | 9

Bedémning | 25 (25|34 | 1,711,916 18(27(23[33|42|4,1|43]4,1

P4 liknande satt var det mojligt att sammanstéalla svarighetsgraden for varje huvuddel

fran testet, sasom det visas i f6ljande tabell:

Tabell 4. Huvuddelarnas svarighetsgrad enligt eleverna.

Huvuddel | Del 1l | Del 2 | Del 3

Bed6mning | 2,8 1,8 3,6

Informationen om hur svar eller ldtt varje uppgift samt varje del har uppfattats av eleverna
kommer att vara vésentlig for analysen och tolkningen av deras 16sningar och svar. Dessa,

i sin tur, finns presenterade i de kommande delavsnitten.

5.1.1 Del 1 - Fran text till symboler

P4 den har delen skulle eleverna skriva om olika pastaenden fran det naturliga spraket
till symbolspraket. Den forsta uppgiften gick ut pa att skriva ett uttryck med z som
variabeln och den andra handlade om att skriva ett visst intervall pa tallinjen. Den tredje
uppgiften kravde i sin tur tva olika alternativ for att skriva en och samma sak med hjalp
av matematiska symboler.

Av 52 elever var det 49 som skrev nagot pa den forsta uppgiften och 59 % av dem
angav ratt svar. Uppgiften lydde enligt f6ljande och var en modifierad kopia av en uppgift

fran 2012:s nationella prov i matematik 2b-c (Umea Universitet, 2013):
1. Sedan Peters 16neférhojning pa 3500 kronor adr hans manadslén tva och en
halv ganger s& hog som Karolines. Skriv ett uttryck fér Peters ménadslon fore

16neférhéjningen da Karolines méanadslon ar x kr.

Bland de felaktiva svaren riknas foljande som de mest férekommande med en svarsfrekvens

hogre an tva:
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Tabell 5. Uppgift 1:s vanligaste fel.

Svar Svarsfrekvens
y =25 7
2,5z + 3500 4
;
2,5(x 4 3500) 3

Utover dessa fel fanns det flera andra unika svar som &r minst lika fascinerande men som
tyvérr inte ar relevanta till den hér uppgiftens analys pa grund av den jamforelsevis laga
svarsfrekvensen. Det dr ocksé virt att podngtera att majoriteten av dem som svarade fel pa
uppgiften angav att den lag mellan “medelsvar” och “mycket 14tt” enligt svarighetsskalan.

Testets nédsta uppgift besvarades av lika manga elever som i den féregdende men bara

22% av dem lyckades ange ett korrekt svar. Uppgiften lydde s hér:

2. Pa tallinjen ar avstandet mellan en punkt x och punkten 7 mindre eller lika

med 2. Skriv om péastaendet med hjélp av matematiska symboler.

Till skillnad fran forra uppgiften fanns det tva mojliga svarsalternativ som eleverna for-
vantades kidnna till och som kunde vélja mellan, ndmligen 5 < x < 9 och |7 — z| < 2.
Det forsta alternativet anvindes av sex elever medan fem valde att svara med det andra
(hér rédknas |z — 7| < 2 som samma sak som |7 — z| < 2). Skillnaden mellan dessa &r
alltsa obetydlig. Daremot var skillnaderna stérre mellan de olika felaktiga svaren. Dessa

presenteras i nedanstéende tabell tillsammans med sina svarsfrekvenser:

Tabell 6. Uppgift 2:s vanligaste fel.

Svar Svarsfrekvens
T—x<2alt.z—-7<2 16
2<z<7 6
<2 4

Aven hér uppfattades uppgiften som antingen medelsvar eller mycket litt av de flesta
eleverna, sirskild av dem som angav fel svar.

Niasta uppgift bor behandlas pa ett lite annorlunda séitt &n de foregdenden dé den
krévde tva svar av eleverna istéllet for bara ett. Av de 46 elever som loste uppgiften var
det inte fler &n 30 som fyllde i bada svarsalternativen. Anda lyckades 50% av samtliga ha

ratt pa det ena svaret men inte fler an 37% fick ratt pa bada. Uppgiften ar foljande:
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3. Talet y ar exponenten till talet a som upphdjs till y for att bli lika med b.

Anvind dig av matematiska symboler for att skriva detta pa tva olika sétt.

Alla elever som hade minst ett ratt pa den héar uppgiften skrev a¥ = b som ett av svars-
alternativen. P& andra plats kom a = Vb f6ljd av a = bi och log,b = y pa en delad
tredje plats. De ovriga svaren féljde samma monstret och utnyttjade antingen potens-
eller logaritmlagarna.

Innan de felaktiga svaren presenteras bor det uppmérksammas redan hér att ett stort
antal av dem uppstod pa grund av uppgiftens daliga formulering. For att ligga till ett
matematiskt begrepp som “exponent” och undvika uppenbara formuleringar som “talet a
upphojd till y ar lika med b” konstruerades uppgiften pa ett sddant sétt att missuppfatt-
ningar blev oundvikliga. I det héar fallet kan péastaendet tolkas som att potensen a¥ ska
upphdjas till y for att bli lika med talet b.

Foljaktligen kommer svar som (a¥)¥ = b och log, b = y? inte att riknas med bland de
felaktiga svaren. Andock kommer felen fran bada tolkningarna av uppgiften att presenteras
och behandlas pa ett likvirdigt sitt. De som fortjanar sarskild uppmérksamhet, oberoende

av svarsfrekvensen, &r foljande:

Tabell 7. Uppgift 3:s vanligaste fel.

Svar Svarsfrekvens
L =0 4

Yy
a®¥ =b 3
y?=a 2

Forutom dessa fel dr det av intresse att papeka att tre elever angav a¥ = b och b = a¥
som tva olika sétt att skriva en och samma sak pa. Dessutom ar det minst lika intressant
att ndmna att variationen i beddmningen av uppgiftens svarighetsgrad var stérre och mer

splittrad &n i de foregaende uppgifterna.

5.1.2 Del 2 - Fran symboler till text

Den hér delen var ute efter att fa eleverna att tdnka baklénges pa det de ar vana vid.
Med detta menas att de skulle hitta ord till symbolerna istéllet for tvartom. P& den forsta
uppgiften skulle de formulera i text ett exempel som beskrevs av en viss formel. Den andra
uppgiften bad eleverna om att identifiera en formel och den tredje uppgiften gick ut pa
att tolka tva olika relationer.

Testets fjarde uppgift, som ocksa ar den hér delens forsta uppgift, l6stes av sammanlagt

46 elever. Uppgiften finns rekonstruerad pa nésta sida:
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4. Ge exempel pa ett problem dar foljande formeln anvénds:

2z + by = 37

Till skillnad fran de Ovriga uppgifterna har inte svaren klassificerats som rétt eller fel
utan de har katagoriserats utifran vilken typ av exempel som anvéndes. Elevernas svar

har delats upp enligt foljande:

Tabell 8. Uppgift 4:s olika exempeltyper.

Typ av exempel | "kopa” eller “kosta” | “vikt” | rdta linjens ekvation | 6vrigt

Svarsfrekvens 39 3 2 2

Det vanligaste svarsalternativet var utan tvekan att ge ett exempel pa ett “kopa”’ eller
“kosta” problem dér variablerna x och y star for antingen priset eller antalet varor. Nagra
fa elever stéllde upp problemet och 16ste det genom att rdkna ut véardena till bade z och y,
men majoriteten nojde sig med att beskriva situationen och avsluta med en fraga. Nedan

foljer ett exempel pa det:

soar: ROWUT_ ¥OPEC Z Zppleny ot S pacen.,
fan betalar 3T ke # At bue
m\ﬁf:%i_e‘i" kostor eft ATple oth ett DOON

Bild 2. Elevlosning med ett “kopa” eller “kosta’-exempel.

De exempelsvar som behandlade variablerna som vikt till olika objekt foljde i princip
samma monster som det féregaende exemplet. De andra tva grupperna déremot bestar av
mer forklarande exempel dar nagon form av fragestdllning saknas. Nedan presenteras ett
elevsvar dar formeln forst skrevs om till en rat linjes ekvation for att darefter anvindas
som utgangspunkt till en situation (observera att eleven skrev “ckar” trots att koefficienten

framfor x ar negativ):

20+5y =37 4§ x+3F

= ¥y : . N . " 2 .
Svar: _L q{a( Me Seljedl G T e NS > MEQ  vdglays 25 5 Weem ke

— "

~¢ | - [ A | T R
LW 580N Fluce YMe d T Ayt kO s e d =6

Bild 3. Elevlosning med en rét linjes ekvation.
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I kategorin “Gvrigt” nojde sig eleverna med att ge en generell forklaring eller exempel pa hur
och nér formeln kan anvéndas till, utan att specificera vad koefficienterna och variablerna
star for. Eleven som skrev det nedanstaende svaret drog, till exempel, paralleller mellan

formeln och produktionen hos ett foretag:

=T A 7Y A i . PR o SN P | AN b A ‘ AT e
Svar: _NAY ey d.ev. VO ol (AN NA GG

A e A 3 . g1 S0 0 P i % e = :
AN Yill 44 Waad DO Wi ¢ € LY YV Jrranstet

Bild 4. Elevlsning med ett “Gvrigt”-exempel.

Med nagra enstaka undantag var eleverna néstan eniga om att tycka att svarighesgraden
till den har uppgiften lag mellan 14tt och mycket l&tt.

Nista uppgift hade ocksé en formel som eleverna skulle utga ifran, men till skillnad fran
foregdende uppgiften forviantades eleverna identifiera vad formeln stod fér. Sammanlagt
var det 45 elever som skrev pa den hér uppgiften, inrdknat med dem som bara fyllde i

“Kommer inte ihag” som svar. Uppgiften var foljande:

5. Vad beskriver foljande formel?

z =22+ >

Hela 84% angav en korrekt tolkning av formeln. De ratta svaren till den har uppgiften kan
delas upp i tre grupper, ndmligen “Pythagoras sats” med 24 svar, “radien for en cirkel”
med 2 svar och “avstandet mellan tva punkter”, ocksa med 2 svar. Aven om ingen av de
elever som svarade enligt de tva sista grupperna specificerade att deras tolkningar enbart
gallde runt origo, betraktades &nda svaren som korrekta.

Ett antal elever identifierade aldrig formeln utan skrev istédllet en bokstavlig ldsning
av den, som till exempel “z &r lika med roten ur z? och %2. Dérutéver limnades in 10
felaktiga svar, varav 1 hade storst svarsfrekvens av alla. Aven om de andra inte forekom
mer dn en gang ar de av intresse for analysen av den har uppgiften. Samtliga felaktiga

svar finns representerade i tabellen nedan:

Tabell 9. Uppgift 5:s felaktiga svar.

Svar Svarsfrekvens
z=x4+Yy 7
z=xY 1
z=(z+y)(z+y) 1
kvoten ur 1
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Trots att majoriteten angav “latt” eller “mycket l1datt” som uppgiftens svarighetsgrad tyckte

fortfarande en tredjedel av eleverna att uppgiften lag mellan “medel” och “mycket svar”.
Andra delens sista uppgift bestod av tva deluppgifter. 50 elever 16ste bara den forsta

deluppgiften medan 48 16ste bada. Det finns inget fall dir eleven svarade pa b-uppgiften

utan att ha svarat pa a. Nedan finns hela uppgiften rekonstruerad:

6. Hur tolkar du tecknen = och < i féljande relationerna?
a.r=3=2>=9

b.Tr=21<2=3

Trots att uppgiften bad eleven om en tolkning av symbolerna var det fortfarande ett fatal
som nojde sig med att skriva “medfor att” eller “vidareutvecklar till” till = och “om och
endast om” eller “pa samma sétt som” till <. Samtidigt var det manga som l6ste bada
deluppgifterna genom att skriva hur relationerna kan utlésas vid hoglasning. Har kommer

ett exempel pa det:

(a) 2=3=22=9

Svar:

Svarighet: 1 | 28 45
(b) Tz =21« 2=38

e

Con / i sy -
Svar: Sl "/ ~

Svarighet: 1.2 3 4 5

Bild 5. Elevlosning 1 pa uppgift 6.

Andock var det betydligt manga som forsokte forklara relationerna med hjélp av text.
Av alla som 16ste uppgiften var det 46% som gav en forklaring till = jamfort med 82%
som forsokte forklara <. Néstan héalften av fallen angav eleven en nedskriven utlédsning
av implikationspilen och en fullstindig forklaring till ekvivalenspilen. Exemplet pa nésta
sida visar ett svar dar eleven “ldser ut” relationerna och ger en godtycklig forklaring till

dem samtidigt:
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(B H=8=p' =9

Svar: aWa'al b. 4 {,‘5 b R {2 C 3(2' = G[ M Ay
X'2 9  mdshe inke  x=3
Svarighet: @ A SR GRS
(b)) fz =21 & 5 =3
Svar: _Om X =72) berveler Aed O H K= 3
6% MO Xage R dr Ockssd Ix =z 21

Svarighet: (D 2 3 4 5

Bild 6. Elevlosning 2 pa uppgift 6.

Fran exemplena ovan ar det mojligt att se att bada eleverna tyckte att uppgiften inte var
sirskild svar. Med en obefintlig skillnad mellan de tva deluppgifterna uppfattades hela

uppgift 6 som antingen ldtt eller mycket 14tt av en stor majoritet.

5.1.3 Del 3 - Fran symboler till symboler

Den tredje och sista huvuddelen var tankt att vara oberoende av det naturliga spraket
och lata eleverna att enbart jobba inom det symboliska spraket. P4 den foérsta uppgiften
skulle de omskriva tre olika algebraiska uttryck och pa den andra skulle de ange alla tal
som uppfyllde vissa krav angaende intervall och talméngd. Den tredje och sista uppgiften
gick ut pa att 16sa en ekvation genom att forsta hur den inblandade operatorn fungerade.

Testets sjunde uppgift bestod av tre deluppgifter med varsitt algebraiska uttryck. Los-
ningsfrekvensen mellan de tre skiljde sig avsevért och likasa deras antal ratt respektive
fel svar. A-uppgiften 16stes av 32 elever varav hélften visade en acceptabel 16sning medan
b-uppgiften gjordes av 43 elever dar 76 % lyckades 1osa den korrekt. Den sista deluppgiften
presenterade en mycket lagre 16sningsfrekvens da enbart 20 elever forsokte sig pa den, men
samtidigt kunde 80% av dem ange en felfri 16sning. Uppgiften, tillsammans med samtliga

deluppgifter, var foljande:

7. Skriv om nedanstéende uttryck utan att deras vérden fordndras. Du kan
gora detta genom att férenkla och/eller forlinga uttrycken.
r—2
* 22 5+ 6
3b+6

15b
4a — 1
3

C.

Med nagra enstaka undantag satsade eleverna pé att forenkla uttrycket genom att fak-
torisera ndmnaren. Vissa utnyttjade faktorsatsen medan andra anvénde sig av kvadrat-

kompletteringen eller pg-formeln. Detta steg innebar inga svarigheter for de flesta utan de
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varsta felen uppstod néar de skulle forkorta och skriva det nya uttrycket. Féljande elevlos-

ning &r ett representativt exempel pa hur manga gick tillviga for att 16sa uppgiften:

(a) T2 X‘;E—___'_V 4 = X—=3
2" —8p+8 [x=3J(X>L )

Svarighet: 1(2) 3 4 5

Bild 7. Elevlosning pa uppgift 7a.

Ovanstaende felet begicks av néstan en tredjedel av dem som l6ste uppgfiten och fortjanar
darfor studeras med viss noggrannhet. Ovriga fel forekom men inte i samma utstrickning
och behdver darfor inte ndmnas hér. Samma sak géller for b-uppgiften. Av alla felaktiga

svar som skrevs pa denna deluppgift motsvarar nedanstaende exemplet 50 % av dem:

3b+6 hte (A
( ) = R | s

Svarighet: {0 2 3 4 5

Bild 8. Elevlosning pa uppgift 7b.

Uppgiftens c-del presenterade inga maéarkvardiga fel d& dessa var betydligt farre &n i de
andra tva delarna och inte alls lika repetitiva. Emellertid &r det av intresse att papeka att
eleverna som lyckades 16sa uppgiften pa ett godtagbart sétt anvinde sig av tva strategi-
er: antingen forlangde de uttrycket genom att multiplicera bade téljaren och ndmnaren
med ett heltal eller delade de upp det i tva brak. Mer &n halften tillimpade det forsta

alternativet, som kan ses nedan:

B T SO &
© 40,3 1 K ( T . / PP fw___,_.—m--

o B
Svarighet: 1 2 @)4 5 <

W,

Bild 9. Elevlosning pa uppgift 7c.

Antagligen av samma anledning som lésningsfrekvensen varierade mellan de tre deluppgif-
terna tilldelades de inte samma svéarighetsgrad av eleverna. De tva forsta fick en jamnare
fordelning mellan “mycket 1att” och “medelsvar” medan den tredje visade en storre sprid-
ning i skalan dir ungefér lika manga elever kryssade for “mycket ldtt”, "medelsvar” och

“mycket svar’”.
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Den kommande uppgiften hade den légsta svarsfrekvensen pa hela testet. Enbart 14
elever forsokte sig pa den varav 2 lyckades 16sa den helt, en svarade ratt pa de tva fors-
ta delarna och 3 hade ratt pa c-uppgiften. De Gvriga skrev bara ner en “utlédsning” av

intervallen utan att ange vilka tal som uppfyllde dem. Uppgiften lydde enligt foljande:

8. Vilka tal tillhor féljande intervall?
a.—1,4<x <3 och xz€Z
b.x<5,2 och z€N

c.2?2=-1 och zeR

Istéllet for att lamna uppgiften helt tomt uppmanades eleverna att ange vad som hindrade
dem fran att kunna l6sa den. Tva grupper formades enligt deras anteckningar: den ena
dar eleverna inte kénde till tecknet € och den andra dér ingen kénde till varken € eller
nagon av talmingderna, Z,N och R. Den forsta gruppen bestod av 14 elever medan den
andra bestod av 16.

Testets allra sista uppgift visar en forbéattring pa l6sningsfrekvensen, d&ven om den kan
uppfattas som minimal. Enbart 17 elever anstringde sig att 16sa den men si manga som

70% av dem lyckades fa fram rétt svar. Uppgiften kan ldsas nedan:

9. En operation mellan tva element (dvs. en kompositionsregel) @ definieras
av
a®b=2a+3b

Bestdm x som uppfyller 5 @ x = 22.

Anledningen till varfér s manga inte forsokte rdkna ut ekvationen uppgavs vara det nya
och okénda tecknet @. De Ovriga som testade l6sa uppgiften men som misslyckades med
att fa fram ratt svar hittade istéllet tre andra vérden pa variabeln x. Tre elever fick fram
x = 17, en réknade ut att 10 var 16sningen till ekvationen och en annan kom fram till att

58b motsvarade det sokta vardet.

5.2 Gruppintervjun

Till den hér studien finns det bara en gruppintervju att utgéd ifran dar tva elever med
nagorlunda likvirdiga kunskaper fick diskutera ett antal olika fragor. Den stérsta delen
av intervjun handlade om testet och centrererades kring elevernas l6sningar och svar till
sarskilt utvalda uppgifter. Fokuset lag pa de anvinda l6sningsstrategierna samt kunskapen
om det symboliska spraket. Det sistnamnda var ett forekommande &mne pa intervjun, bade

explicit i form av direkta fragor och implicit i diskussionerna kring uppgifterna.
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5.2.1 Sarskilt utvalda uppgifter

Under hela intervjun berérdes och diskuterades uppgifterna 3, 6, 8, 9 respektive 7c. De
fyra forsta uppgfiterna valdes ut i forviag infér intervjun och specifika fragor till dem fanns
darfor redan forberedda. Den sista uppgiften déremot foreslogs av eleverna under sjilva
intervjun och diskuterades saledes utan nagon férutbestdmd mall.

Pa testets tredje uppgift hade en av de intervjuade eleverna angivit y = % som ett

svarsalternativ utéver det gemensamma svaret, a¥ = b. Nér eleven (Elev 1) blev tillfragad

att forklara tanken bakom svaret, uppstod féljande dialog:

Elev 1- Jag har inte koll pd formlerna, hur de ser ut. Jag vet inte riktigt hur

jag kom fram till det riktigt. Jag tinkte nog att... aj, jag vet inte, helt enkelt.
Intervjuaren- Okej, men tror ni att det [svaret]| dr ratt?

Elev 1- Kan varfa]... kanske [skratt]. Jag vet inte. Ar det ritt?

Intervjuaren- Jag sédger inget forrin ni har sagt.

Elev 1- Jaa. Det kanske dr lo... alltsa inte logaritm riktigt utan lg istdllet. Jag
vet inte. Det kan det vafra/. [...] Ah, jag vet inte hur jag kom fram till det. Men
jag tror jag kom ihdg lagarna helt enkelt. Alltsd pa formelbladet ndr vi skriver

prov sa finns det en lag som sdger att det dr sa.

Eleven hade tydligen bara anvént sig av en memorerad formel utan att egentligen veta
vad den betydde eller varfor den stdmde. Foljaktligen blev det en kort genomgéng pa
logaritmlagarna under sjilva intervjun med avsikten att friska upp elevernas minne och
hjélpa dem att forsta resonemanget bakom den diskuterade formeln. Till slut kunde ele-
verna till och med inse att det var méjligt att skriva om samma formel med hjalp av andra
logaritmbaser.

Eftersom bada eleverna hade lyckats forklara de tva relationerna pa uppgift 6, ut-
manades de att komma péa flera exempel déar implikationspilen respektive ekvivalenspilen
anvands. Trots att de uttryckte att det ar lattare att hitta exempel inom matematik ly-
ckades ingen av dem att hitta pa egna matematiska relationer. Istéllet nojde de sig med

foljande fotbollsexempel:

Implikationspil, =

Elev 1- [...] [O]m Sverige vinner en fotbollsmatch sa mdste de har gjort mal,

men om de gor mal betyder det inte att de vinner.
Ekvivalenspil, <

Elev 2- [...] [M]an kan ju ta samma sak med fotbollen. Ddr att om Sverige gor
fler mél dn motstandarna vinner Sverige och om Sverige vinner sa har de gjort

fler mal dn motstandarna.
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Néar eleverna var fardiga med sina exempel gick diskussionen vidare till testets attonde
uppgift. Ingen av dem hade lyckats 16sa den utan istéllet hade de angivit att de inte kidnde
till tecknet €. Det tog inte sa lang tid innan det blev uppenbart att de inte heller visste
vilka talméngder som betecknades i uppgiften. Av den anledningen blev det ytterligare
en genomgang dér de olika mingderna repeterades. Som en konsekvens av det lyckades
eleverna lista ut det okdnda tecknets innebord pa egen hand och sedan &dven 16sa alla tre
deluppgifterna tillsammans.

Till uppgift 9 handlade fragorna mest om elevernas strategier vid kontakten med ett
okdnt tecken, i det hér fallet @. Till skillnad fran féregaende uppgiften hade bada lyckats
16sa den trots att ingen av dem hade sett tecknet férut. Sa hér forklarade de hur de gick

tillvaga for att 16sa ekvationen:

Elev 2- Man forstar att det dr en ny operator, kinns det som att... alltsd det

kdnns som att man kan dndd forsta vad det dr den gor, utan att... bli for svart.

Elev 1- Ja, men jag bara gingar for jag vet att, eller jag vet inte ens vad det
betyder men jag tinkte att jag gangar femman med tva och sedan tar 22 minus

10 och da har jag kvar tre ganger nanting som ska bli 12... 4. Tdnkte jag.
Elev 2- Njao... jag tdnkte ocksd sd. Att jag satte upp ekvationen...

Tydligen skramdes inte eleverna av att behova rdkna med en ny operator. Istillet vinde
de sig till kdnda kunskaper, i det hér fallet uttrycket 2a + 3b, for att kunna l6sa uppgiften.
Detta belyses tydligt nér fragan togs upp under intervjun:

Intervjuaren- Men tyckte ni att faktumet att det var ett nytt och okdnt tecken,

att det forsvarade uppgiften?
Elev 1- Nej, inte sa egentligen.

Elev 2- Nej, jag tyckte inte heller det utan det kindes att det var det som du
sa. Ndr man ldser, att man forstar det for att det finns ett sammanhang i det.

Det kinns som att man forstod.

Slutligen diskuterades uppgift 7c. Den ena eleven hade skrivit om uttrycket som en summa
av tva brak medan den andra hade ldmnat den tomt. Redan i borjan av diskussionen kom
de fram till att uttrycket redan var férenklat och kunde darfor bara forldngas. Problemet

visade sig istéllet ligga i att hitta ett bra satt att forlanga det pa:

Elev 1- Man kan multiplicera med... vinta, vad blir det? Ah... en tredjedel,
blir det rdtt da? Ah, eller bade ju... man gor det bade uppe och nere sa... sa

kommer det kunna ta bort trean. Jag vet inte riktigt.

Intervjuaren- Skulle du multiplicera med en tredjedel bade uppe och nere da

forsvinner trean i namnaren men da far du dnda...
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Elev 1- Nd, det far man inte gora, eller? Ah, okej. Jag vet inte vad jag skulle

gora da. Forlinga...? Jag vet inte hur man gor det, kommer inte ihag.

Elev 2- Hmm, ah, forlinga... Du, att man forlinger den med tva, sd blir det

vdl tvd... eller datta a minus tvd. Men vad hjdlper det? Eller dr det nagot?
Elev 1- Nej, kanske om man forlinger det... om man forlanger det med tre da?
Intervjuaren- Hur dd, forlinga med tre?

Elev 1- Ddr uppe blir det ett tal minus tre, ih, jag vet inte. Ja! Och sedan dela

pa tre och dd kan man bryta ut trean. Nej, dd blir det samma sak.

Eleverna visste tydligen hur de skulle forlanga uttrycket men de misslyckades dnda ef-
tersom de hela tiden stravade efter att forenkla det efter forlangningen. Inte forrdan det
forklarades for dem att forlangning motsvarade den motsatta processen till forenkling

lyckades de 16sa uppgiften felfritt.

5.2.2 Det matematiska symbolspraket i klassrummet

Under intervjun stélldes ett fatal specifika fragor som fokuserade pa det matematiska sym-
bolspraket. Dessa syftade pa att utreda savil ldrarens som elevernas anvindning av det
symboliska spréaket i undervisningen samt elevernas generella asikter om dess roll i den ma-
tematiska varlden. Enligt de intervjuade eleverna &r lararens anvindning av matematiska
symboler begransad till implikations- och ekvivalenspilar eftersom manga av de symboler
som fanns med pa testet upplevdes som bade nya och frimmande.

Till fragan om elevernas vana att skriva och 16sa uppgifter med hjéalp av symbolspraket

kom foljande svar:

Elev 1- Nej, jag skriver hellre det for hand, eller alltsa en text och forklarar.

Elev 2- Jag gor inte heller det sa. Det dr ingenting jag har lart mig och sa @

skolan.

Aven om de sjilva inte anvénder sig av det #r de dnda medvetna om vikten att lira sig
det matematiska symbolspraket. De refererar till det som ett universellt sprak dér varken
ord eller meningar behovs. De erkénner att ett sadant sprak ar nodvandigt for att det
skall vara mojligt att kommunicera med ménniskor runt om i virlden utan att onodiga
oversattningar kréavs. Efter ett forsok att formulera med ord de matematiska pastaendena
fran uppgift 8 insdg de &ven att det symboliska spraket kan underlédtta formedlingen av

den matematiska kunskapen.
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Kapitel 6
Analys

Enligt den hermeneutiska traditionen kommer det insamlade materialet att analyseras
och tolkas utifran de olika teorier som beror den hér studien. Losningarna fran det mate-
matiska testet samt diskussionerna fran gruppintervjun kommer att studeras ur ett saval
sprakvetenskapligt som didaktiskt perspektiv. Fokuset 1laggs pa elevernas metalingvistiska
medventenhet och tolkningsprocess vid 16sningen av de olika uppgifterna. Aven de tillim-
pade strategierna uppmérksammas och undersoks.

Grunden for analysen och tolkningen av empirin bestar av de olika teorier som beskrivs
i den teoretiska bakgrunden. Styrdokumentens instruktioner och upplysningar om det
matematiska symbolspréket i undervisningen utgdr ocksa en del av analysen. Likaledes
spelar de tidigare studierna fran forskningsbakgrunden en viktigt roll i tolkningen och

forstéaelsen av resultatet.

6.1 Test 1 matematik

De tre delarna i det matematiska testet syftade pa att studera olika aspekter i anvand-
ningen av de matematiska symbolerna. Pa de tva forsta delarna forvintades eleverna véxla
mellan skriftspraket och symbolspraket medan den tredje baserades néstan enbart pa den
symboliska representationen av det matematiska spraket. For en fullstindig forstaelse av
matematiken ar det vésentligt att kinna till dess grammatiska uppbyggnad och strukturer
(Gowers, Barrow-Green & Leader, 2008; Schleppegrell, 2007). Att férsta och gora sig for-
stadd med hjalp av de matematiska symbolerna &r en del av &mnet och fortjanar dérfor
uppmérksammas (Burton & Morgan, 2000).

Fran den sammanstéllda bedomningen for varje huvuddels svarighetsgrad ar det tydligt
att véxlingen fran det symboliska spraket till skriftspraket uppfattades som lattast for
de flesta eleverna. Samtidigt tyckte en stor majoritet att testets sista del, dar endast
symboler fanns till hjalp for att 16sa uppgifterna, var betydligt svarare. Paralleller kan
dras till Osterholms studie (2006) dir han belyser den bristfilliga ut- och inldrningen
av det matematiska symbolspraket i svensk undervisning. Eleverna &r uppenbarligen mer

vana vid att komma i kontakt med de matematiska symbolerna néar dessa presenteras i
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samband med meningar och pastaenden fran det naturliga spraket.

6.1.1 Del 1 - Fran text till symboler

Trots att eleverna hade kommit i kontakt med en annan variant av den forsta uppgiften vid
ett tidigare tillfalle var det fortfarande relativt manga som misslyckades med den. Ett fel
som 2, 5(x+3500) kan vara ett typiskt exempel pa en bristfillig medvetenhet for potentiell
ambiguitet. Anvindningen av parenteserna tyder pa antingen en missforstaelse av sjilva
uttrycket och dess syntaktiska struktur eller en missforstéelse av uppgiftens formulering.
Det forstndmnda kan betraktas som en konsekvens av dalig inldrning av parentesernas
betydelse i ett uttryck eller i en ekvation.

Det sistndmnda, i sin tur, kan ocksd vara en forklaring till 2,5z + 3500. Ord som
“loneférhojning” kan uppfattas som onddigt krangliga och stérande i en matematikuppgift.
Lager (2006) ar noga med att papeka att manga felaktiga 16sningar och svar kan bero pa ett
missforstand av sjélva texten, och inte nédvéndigtvis pa grund av bristande matematiska
kunskaper. I bada exemplen &ar det mojligt att eleverna antingen tolkade att skillnaden
mellan l6nerna skedde efter 6kningen pa 3500 eller, helt enkelt, missade ordet “efter”.

De andra tva felen visar istéllet tydliga brister pa savél den symboliska som den syn-
taktiska medvetenheten eftersom en djupare forstéelse av variablernas betydelser saknas
samt kopplingen mellan begreppet “uttryck” och dess symboliska representation &r brist-
fallig. Relationen mellan de olika momenten i den semiotiska medlingen visade sig vara
ofullstdndig nér vissa elever kopplade “uttryck” till en funktion, y = 2,5z, och andra
kopplade det till ett brak, %.

Aven felen i den andra uppgiften kan ha sina ursprung i bristande metalingvistisk
medvetenhet. Det dr mojligt att glomska har lett eleverna till att inte ange absolutbelopp-
stecknet i sina svar, men det ar fortfarande ett syntatiskt fel att ange 7 — x eller x — 7 som
beteckningar for avstandet mellan tva punkter. Dock kan de inkorrekta svaren aterigen
bero pa en missforstadd koppling mellan tekniska begrepp som “tallinje”, “avstand” och
“punkter”, och deras symboliska representationer i den semiotiska medlingen.

A ena sidan kan samma resonemang tillampas pa delens tredje och sista uppgift. Redan
i resultatkapitlet lyftes fram konsekvenserna av uppgiftens vaga formulering och dérfor

behdver de inte upprepas hér. Daremot &ér det relevant att poédngtera att svaren 1/“ =b

och 4?2 = a pavisar en viss okunskap for termerna “exponent” och “upphéjs till”. Den
semiotiska relationen mellan begreppen och deras symboliska motsvarigheter har tydligen
inte befésts for dessa elever.

A andra sidan dr svaret a2¥ = b ett typiskt exempel pa dalig syntatisk medvetenhet.
Eleverna har uppenbarligen inte behérskat potenslagarna och gor darfor foljande missupp-
fattning: (a¥)¥ = b < a? = b. Tva forklaringar kan ges for en saidan missuppfattning; an-
tingen tolkas den beskrivna potenslagen som summan av potenserna, namligen y+y = 2y,
eller s& grundas den pa ytterligare ett syntatiskt fel, i det héar fallet y x y = 2y.

Fran resultaten pa testets forsta del dr det mojligt att bekréfta Schleppegrells (2007)
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pastaende om att det matematiska sprakets mangfald kan vara ett hinder nér olika aspek-
ter berdrs pa en och samma gang. De fel som uppstod vid l6sningen av testets forsta
uppgifter kan bero pa att symboler, teknisk vokabular och substantivfraser behandlades
samtidigt och forsvarade forstaelsen av sjilva uppgifterna. Nar skriftspraket oversatts till
symbolsprak ar det viktigt att meningarna formuleras pé ett saddant sdtt att risken for
eventuella missforstand minimeras (Burton & Morgan, 2000).

Emellertid kan bristerna ocksa ligga hos elevernas tolkningsprocess av de matematiska
begreppen. Fel kommer att fortsétta att uppsta sa linge eleverna misslyckas med att
skapa korrekta relationer mellan begrepp och symboler enligt den semiotiska medlingen
(Steinbring, 2005). P4 samma sétt ar det néstan omojligt att ange ratt svar till liknande
uppgifter nar den metalingvistiska medvetenheten, framforallt den syntaktiska, inte har
befésts helt (MacGregor & Price, 1999).

6.1.2 Del 2 - Fran symboler till text

Testets fjarde uppgift skiljde sig fran de 6vriga eftersom inga svar kunde klassificeras som
varken ratt eller fel. Med formeln som utgangspunkt hade eleverna inga begrénsningar pa
vad de kunde vilja for exempel till uppgiften. Risken fanns att variationen pa problemex-
empel skulle motsvara antalet elever som skrev testet, men istdllet kunde de grupperas i
fyra olika grupper, dirav den ena bestod av néstan 85 % (39 av 46) av svaren.

Med tanke pa den korta tiden som adgnades at att 16sa testet i sin helhet ar det rimligt
att anta att eleverna loste uppgifterna under en viss stress. Av den anledningen skulle det
inte vara ologiskt om eleverna utgick ifran tidigare kdinda exempel for att 16sa uppgiften.
De tva vanligaste exempelgrupperna hade i hog grad manga likheter med de formuleringar
som vanligtvis hittas i kursbocker (se Szabo, 2011, 2012a, b).

De svar som verkligen fortjanar uppmérksammas dr dem dar eleverna skrev om for-
meln till en rét linjes ekvation. Uppstéllningen av ekvationen hindrade de inte fran att se
kopplingen till en forstagradsfunktion. Den syntatiska medvetenheten, tillsammans med
den symboliska, mojliggjorde omskrivningen av formeln till nagot som var mer bekant for
dem. Fragan dr dock om samma omskrivning hade skett om variablerna hade ersatts av,
exempelvis, a och b.

Nésta uppgift, som handlade om att identifiera en formel, presenterade fel som uppstod
pa grund av en bristfillig syntaktisk medvetenhet. Det mest forekommande felet, ndmligen
z = x + y, tyder pa elevernas missforstand att /= (kvadratrot) och 22 (kvadrat eller
upphojt till 2) &r motsatta processer och annullerar darfor alltid varandra. De andra svaren
foljer antagligen samma resonemang da bade kvadratroten och potensen 2 &r franvarande.

Emellertid kan det ocksa vara av intresse att erinras om att hela den hér delen handlade
om att vixla fran det matematiska symbolspraket till skriftspraket. Uppgiften skulle alltsa
besvaras med hjilp av det naturliga spraket for att beskriva den angivna formeln. Anda
fanns det elever som forgéves forsokte 16sa den med hjélp av symboler. Detta antingen for

att de viagrade ldmna in ett tomt svar trots att de inte lyckades identifiera formeln, eller
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for att de var offer till rutinen att forsoka 16sa ut en variabel nar “=" &r inblandad. Enligt
Steinbrings (2005) beskrivningar kan det sistndmnda orsakas av att symbolens semiotiska
funktion har stagnerats och kan darfor inte tolkas som annat &n en process som kraver en
utrékning.

Uppgift 6 uppfattades som lattast pa hela testet. Med nagra undantag, visade eleverna i
stort sett inga problem med att férklara de tva relationerna. Anledningen ar helt enkelt att
det star explicit i styrdokumenten om anvindningen av implikation och ekvivalens redan i
forsta aret pa gymnasiet (Skolverket, 2011). De 6vriga symbolerna i testet, med undantag
for € och @ fran uppgifterna 8 respektive 9, behandlas olika mycket i kursbéckerna fran
matematik lc-3c (Szabo, 2011, 2012 a, b), men faktumet att de inte ndmns lika tydligt i
styrdokumenten har bidragit till att de inte anses vara lika viktiga. Foljaktligen gloms de
oftast bort av eleverna néir de gar vidare till ett annat moment i matematik.

Den hér delen har visat att eleverna, i sin majoritet, behérskar det matematiska skrift-
spraket nagorlunda bra. Detta forstirks av Osterholms (2006) studieresultat dir de stu-
derade ungdomarna visade sig forstd en symbolfri matematisk text lika vdl som en hi-
storisk text. Resultatet har darfor bekréaftat att véxlingen fran det symboliska spraket
till skrifspraket uppfattas som ldttare eftersom det ligger ndrmare elevernas sprak, det
naturliga spraket (Schleppegrell, 2007; Osterholm, 2006).

Dessutom har det ocksa observerats att eleverna utgar ifran tidigare erfarenheter for
att 16sa nya utmaningar, vilket har visats ha bade positiva och negativa konsekvenser. Det
kan handla om att beskriva ett problem, som i uppgift 4, eller om att automatiskt borja

16sa en ekvation vid igenkdnnandet av likhetstecknet “=", som i uppgift 5.

6.1.3 Del 3 - Fran symboler till symboler

Den sjunde uppgiften bestod av tre olika algebraiska uttryck, vart och ett med en typ av
omskrivningssvarighet. Det forsta kriavde en faktorisering av ndmnaren innan en forenkling
kunde genomforas; det andra inneholl bokstaven b som avsiktligen hade placerats i bade
taljaren och ndmnaren pa ett sddant sidtt som inte kunde forkortas bort; och det tredje
var ett redan forenklat uttryck. Trots att de representerade olika utmaningar, handlade
samtliga om utnyttjande av den syntaktiska medvetenheten.

De mest forekommande felen i de tva forsta deluppgifterna, ﬁ = x — 3 respektive
% = g, kan enkelt forklaras som bristande syntaktisk medvetenhet. Stress och oupp-
mérksamhet kan ocksa ligga bakom dem, men for det hér arbetet &r det mer relevant
att belysa det forsta alternativet. Det forsta svaret tyder pa att eleven inte ser skillnaden
mellan att ha talet 1 i ndmnaren eller i téljaren och kan dérfér ha anvint sig av samma
resonemang som i %‘3 = z — 3. Det andra svaret, i sin tur, kan peka pa bland annat
att eleven bortsag fran additionen i téljaren vid forenklingen av uttrycket samtidigt som
sjalva forkortningsprocessen kan ha betraktats som ett sétt att ta bort s& manga termer
som mojligt.

Nar syftet ar att forenkla ett uttryck blir eleverna sa absorberade i att fa fram ett sa
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enkelt uttryck som maojligt att de glommer bort att det ursprungliga uttryckets varde ska
behallas. Men, som Kling (2012) skriver i sitt referat om Naalsunds avhandling, &r det
tyvérr inte ovanligt att elever betraktar hela processen som en meningslés manipulation av
symboler. Foljaktligen, nir de inte &r medvetna om vad de haller p4 med, och utan nagon
djupare forstaelse for den syntaktiska strukturen, dr de benégna att gora fel (MacGregor
& Price, 1999).

Svarigheten i den tredje deluppgiften lag egentligen i faktumet att eleverna inte var
vana vid att forlanga uttryck. Trots att instruktionerna i uppgiften var tydliga med att
forlangning ocksé var ett alternativ for omskrivning av uttrycken, var det bara ett fatal som
anvande den strategin. De flesta gav upp nér de insag att uttrycket redan var férenklat.
Den syntaktiska medvetenheten lag i centrum for att lyckas med uppgiften men det kravdes
dven lite medvetenhet for potentiell ambiguitet eftersom eleverna behévde inse att de var
tvungna ténka bakldnges dn vad de var vana vid.

Uppgift 8 var den storsta utmaningen pé hela testet. Syftet var att se om eleverna
kunde lista ut betydelsen av ett nytt tecken, i det hér fallet €, med hjélp av redan kénda
symboler. Talméngder studeras redan under gymnasiets forsta matematikkurs (Szabo,
2011), men eftersom deras roll i &mnet inte forstirks av styrdokumenten far de nédstan
ingen, om ens nagon, uppmaéarksamhet pa lektionerna. Konsekvensen visade sig att néstan
alla elever, med enskilda undantag, hade glomt vad dessa symboler betydde.

Den sista uppgiften, trots att den ocksa introducerade ett nytt och oként tecken, @,
presenterade ett béttre resultat &n den foregaende. Mojligtvis beror detta pé att de Gvriga
symbolerna var bekanta for eleverna och forestéllde darfor inga svarigheter. For att 16sa
den hér uppgiften krivdes en god metalingvistisk medvetenhet, dar ett samspel mellan
alla tre kognitiva komponenter var visentligt (MacGregor & Price, 1999).

Med den symboliska medvetenheten kunde eleven identifiera bokstavernas roll i ekva-
tionen som definierade det nya tecknet, a & b = 2a + 3b. Den syntaktiska medvetenheten
bidrog, i sin tur, till en korrekt utrdkning av operatorn med hansyn till de tillampade
operationerna, namligen multiplikation och addition. Slutligen behévdes medvetenheten
for potentiell ambiguitet for att eleven skulle se kopplingen mellan den ovanndmnda defi-
nitionen och ekvationen 5 @ x = 22.

De felaktiga svaren uppstod nér samspelet mellan de tre komponenterna misslyckades.
De tre elever som fick fram = = 17 betraktade det nya tecknet som ett vanligt addi-
tionstecken och tog dérfér inte hinsyn till operatorns definition. De andra tva som ocksa
svarade fel pa uppgiften sag kopplingen mellan definitionen och ekvationen men lyckades
anda inte identifiera bokstavernas roll och genomfora en korrekt utrikning av operatorn.

Den hér delen av testet krdvde mer av elevernas kunskaper och forstaelse av det ma-
tematiska symbolspraket &n de andra tva. Utan texter till hjélp spelar de kognitiva kom-
ponenterna en dnnu storre roll vid 16sningen av uppgifterna &n i vanliga fall (MacGregor
& Price, 1999). Dessutom maste eleverna ha nagon form av grundliggande kunskap om
matematikens grammatiska struktur for att kunna forsta och anvénda sig av olika strate-

gier vid behandlingen och bearbetningen av symboler (Gowers, Barrow-Green & Leader,
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2008; Lager, 2006; Schleppegrell, 2007).

6.2 Gruppintervju

Eftersom uppgifternas l6sningar och svar redan har analyserats och kommenterats under
foregaende avsnitt, kommer det har avsnittets forsta del att fokusera pé de intervjuade
elevernas resonemang. Deras diskussioner och synpunkter fran intervjun ar av stérre bety-
delse for den héar analysen dn de svar som de skrev pa testet. Darefter kommer avsnittets
andra del att behandla de fragor om det matematiska symbolspraket som &r av intresse

for studien.

6.2.1 Sarskilt utvalda uppgifter

Vid tva tillfdllen under intervjun uppstod behovet fér en kort genomgéng av moment som
eleverna redan hade studerat. Forsta gangen var det nar Elev 1 misslyckades med att
forklara sitt eget svar pa testet. Det handlade om logaritmlagarna som, enligt ldroplanen,
ingér i kursen matematik 3c (Skolverket, 2011). Trots att bada eleverna hade skrivit kurs-
provet i &mnet ett par veckor fére intervjun kunde ingen av dem utveckla den anvidnda
lagen.

Uppenbarligen hade det aldrig blivit nigon riktig forstaelse for kopplingen mellan
logaritmer och exponenter. Detta fortydligades nar eleven uttryckte osikerhet mellan valet
av In eller lg under diskussionen av uppgiften. P4 grund av formelbladet hade det aldrig
funnits nagot riktigt behov att fasta den epistemologiska relationen mellan logaritmernas
symboler och deras betydelser. Allvaret i denna bristande medling &r att eleven kan komma
i kontakt med framtida svarigheter och missférstand om inga atgéarder vidtas (Steinbring,
2005).

Under diskussionerna kring uppgifterna 6 och 7c var det méjligt att se hur eleverna tog
hjélp av tidigare erfarenheter for att klara av nya utmaningar. Pa uppgift 6 utgick Elev
2 fran Elev 1:s exempel for att forklara ekvivalensen. Pa liknande sétt ar det rimligt att
Elev 1 hdmtade sin inspiration fran nagot gammalt exempel i kursboken. P& uppgift 7c
tydliggjordes detta nar bada forsokte omskriva uttrycket med hjéalp av samma strategier
som de hade anvint pa a- och b-uppgifterna.

Nar det visade sig att bada eleverna behdvde repetera sina kunskaper om talméangderna
fran uppgift 8 blev det aterigen en kort genomgang. Trots den tillfalliga glomskan var det
tydligt att eleverna hade forstaelse for méngderna. Detta bekraftades nar de sjilva lyckades
lista ut betydelsen av det okinda tecknet € och sedan l6sa hela uppgiften. Strategin var
tydligen samma som for att 16sa den nionde uppgiften, dar de anvénde sig av kontexten
for att forsta den nya symbolen .

Som det papekades pa intervjun ar liknelsen mellan matematik och sprak tydlig hér.
Lager (2006) beskriver att samma strategier som anvinds vid sprakinlarning kan tillampas

inom matematik. Paralleller kan dérfér dras mellan MacGregors & Prices (1999) mate-
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matiska definition av metalingvistisk medvetenhet och den ursprungliga definitionen inom
sprakvetenskapen (Tunmer, Herriman & Nesdale, 1988). Med hjalp av redan kinda sym-

boler i en viss kontext ar det mojligt att identifiera och lara sig nya tecken och symboler.

6.2.2 Det matematiska symbolspraket i klassrummet

De intervjuade elevernas kontakt med det symboliska spraket visade sig vara begrénsad,
dven om de presenterade god forstaelse for spraket och dess strukturer. Trots att de var
medvetna om dess roll i den matematiska virlden valde de frivilligt att inte anvdnda
det mer #n det tillrickliga for att 16sa uppgifterna. Aven lirarna uppfattades som att
de begrénsade sin egen anvéndning av det matematiska symbolspréket utefter det som

explicit finns beskriven i styrdokumenten.
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Kapitel 7

Diskussion och slutsats

7.1 Resultat och analys

Syftet pa den hér studien var att utreda elevernas kunskaper om det matematiska sym-
bolspraket ur ett sprakvetenskapligt perspektiv. Trots sin alltfor breda mening har ordet
“kunskap”, i det hér arbetet, definierats som tre typer av formagor: att Oversdtta me-
ningar och pastaenden fran det naturliga spréket till det matematiska symbolspraket; att
kunna beskriva och forklara symboler med hjilp av text samt att tolka och forsta nya
symboler med hjélp av tidigare kéinda symboler. For att syftet skulle uppnés stélldes tre
fragestéllningar som var tdnkta att besvaras med hjélp av resultatet och analysen. Nedan

presenteras fragorna tillsammans med sina respektive svar:

Hur synliggors elevernas metalingvistiska medvetenhet © anvindningen av det symbo-

liska spriket?

Fran det sammanstéllda resultatet blev det tydligt att den metalingvistiska medvetenheten
synliggjordes som bést péa de felaktiga svaren. Genom att identifiera felet var det mdojligt
att urskilja vilken medvetenhet som brast hos eleven och, foljaktligen, upptécka dess roll
i utrdkningen av uppgiften. Denna observation forstarker MacGregor & Prices (1999)
hypotes om att la4g metalingvistisk medventenhet ar ett hinder vid algebrainlarningen. De
tre kognitiva komponenterna ar nédvéandiga for en lyckad forstaelse av den algebraiska
notationen och dess anvindning (MacGregor & Price, 1999).

Ett annat fall dér elevernas metalingvistiska medvetenhet kunde visualiseras var pa de
uppgifter som introducerade nya och tidigare okédnda symboler. Mer om detta presenteras

under nasta punkt.

Vilka strategier tillimpar eleverna for att hantera sévdl kanda som okdnda symboler?

Tolkningarna i analysen av testresultatet, tillsammans med det insamlade materialet fran
intervjun, pekade pa att eleverna oftast baserar sina losningar pa tidigare erfarenheter.
Vid hanteringen av kiinda symboler tillaimpar eleven metoder som har presenterat lyckade

resultat vid andra tillfallen. Herbel-Eisenmann & Otten (2011) framhéver att tidigare er-
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farenheter spelar en viktig roll i tolkningen av uppgifter och, darefter, utridkningen av dem.
Meningen skapas inte forran nagon form av koppling till en kind kunskap sker (Herbel-
Eisenmann & Otten, 2011).

Fran intervjun kunde det ocksa verifieras att den metalingvistiska medvetenheten var
néarvarande nar kopplingen mellan nya och gamla kunskaper uppstod. De kognitiva kompo-
nenterna var aktiva i processen att identifiera, bearbeta och assimilera de nya symbolerna.
Tydliga paralleller kan dérfér dras mellan algebra- och sprékinldrningen, déar kontexten
spelar en lika viktig roll i motet av nya och fraimmande objekt (Lager, 2006; Schleppegrell,
2007).

Hur kan elevernas tolkningsprocess av matematiska symboler visualiseras vid losningen

av uppgifter?

P4 liknande sétt som for den metalingvistiska medvetenheten tydliggjordes elevernas tolk-
ningsprocess i analysen av felaktiga svar. De existerande felen i elevernas 16sningar maj-
liggjorde identifieringen av den ofullsténdiga kopplingen mellan tva av de tre olika kom-
ponenterna i den semiotiska medlingen, namligen “begrepp” och “symbol”. Fér att uppna
ett lyckat resultat i véxlingen mellan det matematiska skriftspraket och det symboliska
krévs att eleven har en full forstaelse for den semiotiska relationen mellan begreppet och
dess symboliska representation (Brown, 2001; Steinbring, 2005, 2006).

7.2 Studiens metod och genomférande

Trots att fragestdllningarna har besvarats och syftet har uppnatts, dr detta arbete inte
befriat fran kritik. Till att borja med hade bada insamlingsmetoderna behovt revideras.
Redan i resultatkapitlet papekades hur uppgifter fran det matematiska testet hade miss-
forstatts pa grund av deras vaga formuleringar. Efter insamlingen och sammanstallningen
av det kvantitativa materialet blev det dven tydligt att mycket viktig och relevant informa-
tion hade gatt forlorad pa grund av att endast svar kravdes for de flesta testuppgifterna.
Det fanns alltsa brist pa data som kunde relateras till elevernas resonemang och 16snings-
strategier. Istéllet kunde dessa enbart gissas fram till med hjilp av tolkningar av svaren.

Inf6r intervjun skapades fragor utifran elevernas lésningar och svar pa testet. Tanken
var att de intervjuade eleverna skulle beskriva och klargora de tankegangar som lag bakom
I6sningarna samt att diskussioner skulle uppstas i samband med dem. Men fragorna upp-
fyllde tyvéarr inte sitt syfte och &ven hér samlades in alltfor lite visentlig data for att en
noggrannare analys skulle kunna genomforas.

En annan punkt som bor lyftas fram hér dr forseningen av datainsamlingen. For att
inte stora elevernas férberedelser infor ett slutprov i matematik véntades flera veckor in-
nan den forsta delen av insamlingen kunde dga rum. Darutover vintades ytterligare nagra
veckor innan den andra delen kunde genomforas. Konsekvensen blev att hela skriv- och
analysprocessen forsenades, vilket kan ha haft en negativ inverkan pa studiens slutresul-

tat. Aven faktumet att enbart tva elever stillde upp pa intervjun kan vara en foljd av
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forseningen eftersom forberedelserna till nationella provet i matematik hade dragits igang.

Slutligen ska det &ven ndmnas att en del av materialet var otillrdckligt for att en
grundlig analys skulle kunna presenteras. For det forsta var antalet elever som skrev testet
alltfor litet for att deras resultat skulle kunna vara representativt for nagon elevgrupp ur ett
nationellt perspektiv. Fér det andra fanns det bara en intervju att utga ifran, vars bidrag
inte var av sa stor betydelse for studiens analys som det hade forvantats. For det tredje, och
sista, var referensutbudet till arbetet begrinsat eftersom studier som behandlar likheterna
mellan sprak- och algebrainlédrningen &nnu inte har fatt den nédvandiga uppmérksamheten

i forskarvarlden.

7.3 Avslutande slutsats

Ett antal olika processer ligger bakom utrdkningen och bearbetningen av matematiska
symboler. Foér det hdr arbetet har dessa studerats ur ett sprakvetenskapligt perspektiv
i syftet att reda ut gymnasieelevernas kunskaper om det matematiska symbolspraket. I
analysen har de mest férekommande felen belysts och tolkats med hjilp av teorier om den
metalingvistiska medvetenheten och symbolernas semiotiska och epistemologiska funktio-
ner.

Trots skillnaderna i arbetsgangen ar det mojligt att dra paralleller mellan resultatet
fran det hiir arbetet och det fran Osterholms (2006) studie. Eleverna i bada fallen visade
samre prestation nar det naturliga spraket hade blivit ersatt med det symboliska spraket.
Séledes #r det inte forvanansviirt att framhiva att Osterholms (2006) slutsats fortfarande
ar aktuell: det matematiska symbolspraket behéver en tydligare och mer explicit roll i
den svenska undervisningen. Aven om resultatet till den hér studien inte &r tillrackligt for
att vara representativt i ett nationellt ssmmanhang speglar det &ndéa situationen i dagens
skola.

Slutligen, eftersom det bara har gatt ett par ar sedan den senaste skolreformen tradde i
kraft, bade pa gymnasie- och grundskoleniva, ar det for tidigt for att avgdra om denna slut-
sats fortfarande kommer att vara aktuell inom den narmaste framtiden. Konsekvenserna
av de dndringar som har gjorts i styrdokumenten kommer inte att kunna uppmarksam-
mas forran om nagra ar. Anda kan det vara intressant for forskarna i matematikdidaktik
att studera hur algebrainlarningen hos svenska elever paverkas av matematikens sprakliga
strukturer, samt hur elevernas sprakliga fardigheter i svenska paverkar deras matematiska
fardigheter. Det hér omradet dr fortfarande relativt obehérskat i Sverige och kan dér-
for komma att visa sig vara nyckeln till en full forstaelse av hur matematikinlarningen

egentligen gar till.
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a3t Linneuniversitetet

Institutionen for datavetenskap, fysik och matematik

Test i Matematik
Gymnasieskolans namn och ort

Det hér testet ar en del av ett examensarbete inom matematikdidaktik pa Linnéuni-
versitetet och har darfor ingen paverkan over ditt betyg i matematik. Deltagandet ar
dessutom frivilligt och svaren kommer att vara anonyma. Efter varje fraga ges eleven
mojligheten att ringa in fragans svarighetsgrad déar 1 star for Mlycket léatt och 5 stéar
for Mycket svar.

Syftet med det hdr testet dr att underséka gymmnasieelevernas kunskaper inom det
matematiska symbolspraket.

Exempel pa matematiska symboler &r siffror, tecken (t.ex. addition och multiplika-
tion), variabler osv. Uttryck och formler dr exempel pa hur man kan bygga pastaenden
med hjalp av symbolspraket.

Tillatna hjdalpmedel: Hjarnan och fingrarna

Lycka till!

Del 1: Fran text till symboler

1. Sedan Peters 16neférhojning pa 3500 kronor &r hans méanadslon tva och en halv géng-
er sa hog som Karolines. Skriv ett uttryck {or Peters manadslon fore 1oneforhéjningen
da Karolines manadslon ar x kr.

Svar:

Svarighet: 1 2 3 4 5

2. Pa tallinjen ar avstandet mellan en punkt x och punkten 7 mindre eller lika med 2.
Skriv om pastaendet med hjéalp av matematiska symboler.

Svar:

Svarighet: 1 2 3 4 5

3. Talet y ar exponenten till talet ¢ som upphdjs till y for att bli lika med b. Anvind
dig av matematiska symboler for att skriva detta pa tva olika sétt.

Svar 1:

Svar 2:

Svarighet: 1 2 3 4 5



Del 2: Fran symboler till text

4. Ge exempel pa ett problem dér féljande formeln anvinds:

2z 4+ 5y =37

Svar:

Svarighet: 1 2 3 4 5

5. Vad beskriver foljande formel?

2=z +y?

Svar:

Svarighet: 1 2 3 4 5

6. Hur tolkar du tecknen = och < i fo6ljande relationerna?
() r=3=2=9

Svar:

Svarighet: 1 2 3 4 5
(b) Tz =21<z=3

Svar:

Svarighet: 1 2 3 4 5



Del 3: Fran symboler till symboler

7. Skriv om nedanstaende uttryck utan att deras viarden fordndras. Du kan gora detta
genom att forenkla och/eller forlanga uttrycken.

T —2

(2) 2 —5x+6

Svarighet: 1 2 3 4 5

3b+6
(b) 15b

Svarighet: 1 2 3 4 5

4a — 1
3

()

Svarighet: 1 2 3 4 5

8. Vilka tal tillhor f6ljande intervall?

(a) —1,4<x<3 och z€Z Svar:

Svarighet: 1 2 3 4 5

(b) <5,2 och zeN Svar:

Svarighet: 1 2 3 4 5

() 22=—-1 och z€R Svar:
Svarighet: 1 2 3 4 5
9. En operation mellan tva element (dvs. en kompositionsregel) @ definieras av

a®b=2a+3b

Bestdam x som uppfyller 5 ® = = 22.

Svar:

Svarighet: 1 2 3 4 5

Tack for din medverkan!

Kan du tanka dig stilla upp pa en gruppintervju vid ett senare tillfalle? Ja Nej

Namn och klass:

Har du nagon kommentar om det hér testet?




a3t Linneuniversitetet

Institutionen for datavetenskap, fysik och matematik

Intervjumall
Gymnasieskolans namn och ort

Generella fragor

1. Vad tycker ni om matematik?
2. Ar ni vana vid att anvéinda matematiska symboler nér ni 16ser uppgifter?

3. Brukar era ldrare anvinda matematiska symboler pa undervisningen?
Testet

1. Vad tyckte ni om testet? Svart? Intressant?
2. Vilken del var svarast/lattast?

3. Tycker ni att era forkunskaper var tillrackliga?
Sarskilt utvalda uppgifter

1. Uppgift 3 Titta pa varandras losningar och diskutera olika svarsalternativ.
2. Uppgift 6 Kan ni komma pé néagra exempel till de tva symbolerna, = och <7
3. Uppgift 8

(a) Kommer ni ihag vad Z, N och R star for?

(b) Vad tror ni tecknet € betyder? Hur skulle ni tolka/gissa tecknet utifran upp-
giften?

(c) Forsok 16sa uppgiften igen.
4. Uppgift 9

(a) Hur ténkte ni nér ni l6ste uppgiften?

(b) Tycker ni att faktumet att ni inte hade lart er om @ forsvarade uppgiften?

Oppen diskussion
1. Nagon annan uppgift som ni skulle vilja titta lite ndrmare pa?

2. Varfor tror ni man lar sig det matematiska symbolspraket?
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