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Abstract

Symbols have always been an important part of mathematics, which is why learning the
symbolic language is necessary in order to acquire a full understanding of the subject.
This study aims to investigate the use of the symbolic language in the Swedish upper
secondary school from a linguistic perspective. The data for this study consists of samples
from 52 student solutions from a mathematical test, together with one transcribed group
interview, where two students participated. The analysis is based on theories about the
metalinguistic awareness and symbols’ semiotic and epistemological functions. The role
of the mathematical symbolic language described in the steering documents has also been
considered in the study. From the mistakes made in the test, it was possible to visualise
the importance of the metalinguistic awareness and the semiotic mediation in algebra
learning. In the end, it also became clear that the mathematical symbolic language needs
a more explicit role in the Swedish mathematics education.

Key words: mathematical symbols, symbolic language, natural language, metalinguistic
awareness, semiotic function, epistemological function, secondary education, didactics of
mathematics

Sammanfattning

Symboler har alltid varit en viktig del av matematik, därför är det inte konstigt att kun-
skaper om symbolspråket behövs för att uppnå en full förståelse av ämnet. Den här studien
syftar därför på att utreda användningen av det symboliska språket i den svenska gym-
nasiala undervisningen ur ett språkvetenskapligt perspektiv. Empirin till det här arbetet
består av 52 elevlösningar till ett test i matematik samt transkribering av en parintervju.
Det insamlade materialet har analyserats utifrån teorier om den metalingvistiska medve-
tenheten samt symbolernas semiotiska och epistemologiska funktioner. Det matematiska
symbolspråkets roll i styrdokumenten har också belysts i det här arbetet. Från elevernas
fel i testet var det möjligt att åskådliggöra vikten av den metalingvistiska medvetenheten
och den semiotiska medlingen i algebrainlärningen. Slutligen blev det även tydligt att det
matematiska symbolspråket behöver en mer explicit roll i den svenska matematikunder-
visningen.

Nyckelord: matematiska symboler, symbolspråk, naturligt språk, metalingvistisk med-
vetenhet, semiotisk funktion, epistemologisk funktion, gymnasieutbildning, matematikdi-
daktik
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Förord

Jag skulle vilja tacka lärarna och eleverna från min gamla gymnasieskola för samarbetet
vid datainsamlingen till det här arbetet. Jag skulle också vilja tacka vänner och familj
som har varit ett stöd under hela skrivprocessen. Men framför allt vill jag tacka min
handledare, Constanta Olteanu, för all tålamod hon har visat mig samt alla bra tips som
jag har fått.
Tack!
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We have no ability to think without signs.

Charles Peirce (citerad i Steinberg, 2006)

Aliquid stat pro aliquo.

Thomas av Aquino
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Kapitel 1

Inledning

“[E]very mathematics teacher must also be a language teacher” (Lager, 2006, sid. 193). Som
blivande matematik- och språklärare kan jag bara instämma. Det finns fler likheter mellan
matematik och språk än vad de flesta människorna försöker inbilla sig. Vid en noggrannare
observation kan det även konstateras att inlärningsprocessen av det matematiska ämnet
kan jämföras med den av ett främmande språk (Lager, 2006).

Genom att ha en sådan ämneskombination har jag haft möjligheten att erfara och
uppleva likheterna mellan ämnena. Till skillnad från vad som tidigare troddes betrak-
tas matematik som ett av de mest språkberoende ämnena i dagens skola (Lager, 2006;
Schleppegrell, 2007). Av den anledningen vore det intressant att genomföra ett arbete som
studerade matematik ur ett språkvetenskapligt perspektiv.

När matematik studeras som ett språk är det vanligt att dela upp det i två olika språk:
det naturliga språket och det symboliska språket (Lager, 2006; MacGregor & Price, 1999;
Schleppegrell, 2007; Österholm, 2006). Det förstnämnda syftar på det språk som använder
ord och meningar för att beskriva en matematisk tanke: i Sverige är det svenska som
gäller. Det sistnämnda, däremot, består av alla de tecken och symboler som kännetecknar
matematiken.

Till det här arbetet har jag valt att fokusera på det symboliska språket. Den främsta
anledningen grundar sig på mina erfarenheter, både som lärarstudent och som amanuens
(lärarassistent), där hanteringen av symboler brukar uppfattas som ett av de svåraste
momenten i matematik. Den andra anledningen har istället sina grunder i mitt intresse
att se på matematik ur en språkvetenskaplig synvinkel.

1.1 Syfte och frågeställningar

Det här arbetet har som syfte att undersöka gymnasieelevernas kunskaper inom det mate-
matiska symbolspråket ur ett språkvetenskapligt perspektiv. Med kunskaper menas, i det
här fallet, förmågan att översätta meningar och påståenden från det naturliga språket till
det matematiska symbolspråket samt att kunna beskriva och förklara symboler med hjälp
av text. Dessutom räknas även förmågan att tolka och förstå nya symboler med hjälp av
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tidigare kända symboler.

För att uppnå syftet kommer följande frågor att besvaras:

• Hur synliggörs elevernas metalingvistiska medvetenhet i användningen av det sym-
boliska språket?

• Vilka strategier tillämpar eleverna för att hantera såväl kända som okända symboler?

• Hur kan elevernas tolkningsprocess av matematiska symboler visualiseras vid lös-
ningen av uppgifter?

Metalingvistisk medvetenhet är ett begrepp som används inom språkvetenskap för att
studera inlärningsprocessen av ett nytt språk (Tunmer, Herriman & Nesdale, 1988). Det
här arbetet använder sig istället av författarna MacGregor & Prices (1999) egen definition
av begreppet med fokus på algebrainlärningen. Ett eget avsnitt ägnas åt detta begrepp
under Teoretisk bakgrund.
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Kapitel 2

Forskningsbakgrund

Den här studien är inte en unik utredning av elevers kunskaper om det matematiska språ-
ket, framförallt symbolspråket. Forskare runtom i världen har undersökt barn och ungdo-
mar i olika åldrar i syftet att kartlägga och förstå de fel som kan uppstå vid kontakt med
det matematiska symbolspråket. Nedan beskrivs två studier som anses vara relevanta för
det här arbetet. Den första studien genomfördes i Australien med elever från grundskolan
och undersökte sambandet mellan språkfärdigheten och algebra. Den andra studien utför-
des i Sverige med både gymnasie- och högskoleelever och redde ut symbolernas påverkan
i läsförståelsen av matematiska texter.

2.1 Språkfärdigheten i algebrainlärningen - Australien

“An Exploration of Aspects of Language Proficiency and Algebra Learning” heter den ve-
tenskapliga artikel som skrevs av Mollie MacGregor och Elizabeth Price i tidskriften Jour-
nal for Research in Mathematics Education (1999). Där beskriver författarna sina resultat
och slutsatser från ett experiment genomfört i Australien, vars syfte var att undersöka
eventuella kopplingar mellan elevernas språkfärdigheter i engelska, deras modersmål, och
algebrainlärning. De diskuterar även skolalgebras roll i undervisningen.

Författarna diskuterar likheterna i processen för läsinlärning hos barn och algebrainlär-
ningens utvecklingsgång hos de yngre eleverna. Begreppet “metalingvistisk medvetenhet”
introduceras och paralleller dras till den algebraiska kontexten. Fokuset läggs på tre kogni-
tiva komponenter, nämligen den symboliska medvetenheten, den syntaktiska medvetenheten
samt medvetenheten för potentiell ambiguitet. En detaljerad förklaring av dessa begrepp
presenteras i nästa kapitel på den här uppsatsen.

Experimentet bestod av två studier där över 1500 elever mellan åldrarna 11 och 15
studerades. Den första studien fokuserade mest på läsförståelsen och sambandet mellan
text och algebraiska uttryck medan den andra studien gick djupare in på förståelsen av
språkliga metaforer och omformuleringar av algebraiska uttryck. Frågorna från båda stu-
dierna användes som inspiration under skapandet av nuvarande arbetets test i matematik
(se Metod och genomförande).
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Trots skillnader i resultaten från de två studierna konstaterades en betydelsefull detalj
som var gemensam i båda fallen: “there were considerable numbers of students with high
language scores and low algebra scores. In contrast, there was no instance [. . . ] of a student
with a low language score and a high algebra score” (MacGregor & Price, 1999). Detta
visade sig vara oberoende av elevernas ålder och stadium i algebrainlärningen.

Under diskussionsdelen presenterar författarna sin hypotes om att låg metalingvistisk
medvetenhet kan vara ett hinder för algebrainlärningen. Dock är de noga med att tillägga
att mer forskning behövs för att bekräfta detta antagande. De beskriver även kopplingen
mellan sina resultat och teorin om att en viss språklig kompetens krävs för att lyckas
med studier. Avslutningsvis uppmuntrar de framtida forskningar om nyare och effektivare
tillvägagångssätt att bemöta elever med svårigheter med algebraisk uppfattning.

Denna australienska undersökning står till grunden för den metalingvistiska analysen
av nuvarande arbetets insamlade data. Eftersom arbetens syften och studerade grupper
skiljer sig avsevärt från varandra kommer resultaten inte att jämföras i den här uppsatsen.
Däremot kommer deras teorier och slutsatser att användas till analysen samtidigt som
deras hypotes diskuteras i slutet av det här arbetet.

2.2 Läsförståelsen av matematiska texter - Sverige

År 2006 publicerades en artikel om en svensk studie i den internationella tidskriften
“Educational Studies in Mathematics”. Characterizing Reading Comprehension of Ma-
thematical Texts, skriven av Magnus Österholm, presenterar en undersökning om ung-
domarnas läsförståelse av matematiska texter. Österholm, nuvarande docent i matema-
tikdidaktik vid Umeå Universitetet, fokuserar sitt arbete på de matematiska symbolernas
inverkan i läsprocessen och jämför resultatet med det av en tidigare studie inom samma
område.

Själva studien utgör en jämförelse av läsförståelsen av tre olika texter: en historisk
text och två matematiska texter med samma innehåll, fast den ena med matematiska
symboler och den andra utan. Den historiska texten handlade om den ryska revolutionen
medan de matematiska texterna introducerade ett moment i gruppteori. Den studerade
gruppen bestod av 95 slumpmässigt valda ungdomar, varav 61 gick sitt tredje år på det
naturvetenskapliga programmet på gymnasiet och resterande var universitetsstudenter
som tidigare hade läst de inledande kurserna i matematik på högskolenivå.

Genomförandet av studien var uppdelat i ett antal moment som började med att del-
tagarna svarade på ett förkunskapstest i de tenterade områdena i historia och matematik.
Därefter fick samtliga medverkanden den historiska texten och ett frågeformulär om tex-
tens innehåll som de skulle svara på. De matematiska texterna delades ut slumpmässigt
på ett sådant sätt att ungefär hälften fick texten med matematiska symboler och hälften
fick den utan. Efterfrågorna var samma för båda grupperna.

Resultatet visade tydligt att den matematiska texten med symboler bidrog till sämre
läsförståelse hos ungdomarna än de andra två texterna. Likaså konstaterades att skill-
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naderna mellan förståelsen av den matematiska texten utan symboler och den historiska
texten var obefintliga. På motsvarande sätt var likheterna märkvärdiga mellan resultaten
från gymnasieeleverna och högskolestudenterna angående den dåliga prestationen på den
symbolrika matematiska texten.

I sin slutsats diskuterar Österholm möjliga förklaringar till varför symbolerna försvårar
läsförståelsen av en text. Han nämner symbolernas semantiska betydelse och jämför detta
med den allmänna tolkningen av symboler som en processuell beskrivning. Han lyfter även
upp frågan, utan att besvara den, om svårigheten ligger i faktumet att studenterna läser
symboler på ett annat sätt än vad de gör när de läser ord, eller om det beror på att de
använder sig av samma lässtrategier. I vilket fall som helst hävdar Österholm att det finns
ett tydligt behov av en mera explicit inlärning av läsning och tolkning av matematiska
symboler i den svenska skolan.

Österholms artikel är en av grunderna till det befintliga arbetet. Ett antal år har
passerats sedan hans studie genomfördes och därför är det intressant att jämföra våra
resultat och slutsatser vid ett senare tillfälle på den här uppsatsen. Trots att studierna
fokuserar på olika delar av symbolspråkets inlärning behandlar de ändå dess roll och
närvaro i den svenska matematikundervisningen.
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Kapitel 3

Teoretisk bakgrund

Det här kapitlet presenterar det teoretiska ramverket för denna uppsats. För att introduce-
ra läsaren i det matematiska språket börjar kapitlet med en sammanfattad presentation av
matematikens språkliga struktur samt dess grammatik. Därefter får läsaren en detaljerad
förklaring av begreppet metalingvistisk medventenhet, som kommer att vara närvarande
under hela analysen av det sammanställda resultatet. Avsnittet om symbolernas funktion i
matematik inför ett annat begrepp som också är avgörande och förekommande i analysen,
nämligen tolkningsprocess. Slutligen avslutas kapitlet med att presentera det matematiska
språket i undervisningen. Läsaren får en inblick i varför det är relevant att studera det
matematiska symbolspråket med hänsyn till styrdokumenten samt de svenska elevernas
prestationer i matematik, både i ett nationellt och i ett internationellt sammanhang.

3.1 Det matematiska språket

Det här avsnittet kommer att behandla den språkliga aspekten av matematiken. I sin
artikel påstår Lager (2006) att matematik har ett eget språk som måste läras in för att hela
ämnet ska bli förstått. Schleppegrell (2007) följer samma spår och hävdar att matematik-
inlärningen kan jämföras med inlärningen av ett främmande språk. Författarna Gowers,
Barrow-Green och Leader (2008), däremot, går ett steg längre och beskriver matematiken
som ett språk i sig med egen grammatik och syntaktisk struktur.

3.1.1 Det matematiska språkets mångfald

Språk är inget enkelt ämne som kan beskrivas med få ord. Beroende av den mänskliga
faktorn är språket ett resultat av de ständiga förändringarna i samhället (Chomsky, 1978).
Utöver det är den språkliga strukturen minst lika komplex som språket i sig. De språkliga
elementen är inte bara beroende av människan utan även av varandra och av samman-
hanget (Chomsky, 1978; Saussure, 2006). De naturliga språken består av en variation av
representationsformer som oftast kompletterar varandra. Relationen mellan det skriftliga
språket och det muntliga språket är den mest studerade inom språkvetenskapen där frågor
om semantik och syntax, men även morfologi, tas upp (Saussure, 2006).
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One cannot stress enough the fact that the values which basically make up a
language system (a morphological system), a system of signals does not consist
of either forms or meanings, of either signs or what they sign[i]fy. They consist
of the particular resolution of a certain general relationship between signs and
meanings, based on the general difference of the signs plus the general difference
of the meanings plus the previous attribution of certain meanings to certain
signs and vice versa. (Saussure, 2006, sid. 13)

Det matematiska språket är inget undantag i denna komplexa värld. Det består också av
olika element som relaterar till varandra och som kan, i viss mån, påverkas av männi-
skorna och sammanhanget (Burton & Morgan, 2000; Steinbring, 2005; Steinbring 2006).
Matematiska texter uppfattas oftast som opersonliga och kontextoberoende men Burton
& Morgan (2000) är noga med att påpeka att den mänskliga faktorn spelar roll även där.
Matematikens “naturliga språk” är en blandning av symbolisk och teknisk vokabulär som
blandas och används på olika sätt beroende på textens författare, syfte och målgrupp
(Brown, 2001; Burton & Morgan, 2000; Sundstrom, 2007).

Som vilket annat språk som helst omfattas matematik av ett antal olika represen-
tationsformer. Inom matematikdidaktik är det sedan länge välkänt att ett och samma
begrepp kan representeras på varierande sätt (Bergsten, Häggström, & Lindberg, 1997;
Brown, 2001). Schleppegrell (2007, sid. 141) gjorde en lista på de representationsformer
inom det matematiska språket som är förekommande i undervisningen:

Särskilda drag i klassrumsmatematiken

Multipla semiotiska system

• matematiskt symbolspråk

• muntligt språk

• skriftspråk

• grafisk och visuell representation

För att förtydliga innehållet av den ovanstående listan följer ett vanligt exempel som drar
nytta av det matematiska språkets mångfald för att illustrera begreppet cirkel :

Skriftspråk: Punkterna i planet som ligger på samma avstånd till en given punkt.

Symbolspråk: (x− x0)2 + (y − y0)2 = r2
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Grafisk representation:

x

y

(x0, y0)

r

Förutom med hjälp av dessa representationsformer är det möjligt att både förklara och
illustrera begreppet cirkel på andra sätt. Variationen beror på de inblandades förkunskaper
och syfte. Ett barn kanske behöver associera ordet “cirkel” med ordet “ring” som är mer
vardagligt och närvarande i dess liv. Emellertid kan en matematiker välja att, inom en viss
kontext, beskriva en cirkel med hjälp av polära koordinater, till exempel r2− 2rr0 cos(θ−
φ) + r20 = a2.

Ett annat exempel som Ted Sundstrom (2007) tar upp i sin bok handlar om att skriva
ett och samma påståede på tre olika sätt. Han börjar genom att skriva påståendet endast
med hjälp av symbolspråket, för att därefter skriva om meningen i ett blandat skriftspråk
(naturligt språk tillsammans matematiska symboler). Till slut skriver han meningen helt
med hjälp av ord från det naturliga språket (här har meningarna övsersatts från engelska):

Alternativ 1: (∀x ∈ R)(∃y ∈ R)(x+ y = 0)

Alternativ 2: För varje reellt tal x finns det ett reellt tal y sådant att x+ y = 0.

Alternativ 3: Varje reellt tal har en additiv invers.

Alla tre meningar säger precis samma sak och den ena kan inte betraktas som mer rätt
än de andra. Det som avgör vilket av de tre alternativen som ska användas är textens
författare, syfte och målgrupp; vilket redan har nämnts.

3.1.2 Matematikens grammatiska struktur

Up to a point, one can do and speak mathematics without knowing how to
classify the different sorts of words one is using, but many of the sentences
of advanced mathematics have a complicated structure that is much easier
to understand if one knows a few basic terms of mathematical grammar.”
(Gowers, Barrow-Green & Leader, 2008, sid. 8)

Trots variationerna i representationsformerna är den matematiska grammatiken entydig
och exakt. Den är dessutom nödvändig för att kunna förstå och producera matematiska
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texter. Enligt författarna Gowers, Barrow-Green och Leader (2008) är den matematiska
grammatiken väsentlig för att uppnå fullständig precision i de matematiska påståendena.
“[I]t is not possible to achieve complete precision unless the language one uses is free of
many of the vaguenesses and ambiguities of ordinary speech” (sid. 8).

Som ett sätt att kategorisera de grammatiska elementen i det matematiska språket har
Schleppegrell (2007, sid. 141) skapat nedanstående listan. Punkten om de engelska verben
“be” och “have” saknar motsvarighet i det svenska språket och därför är den irrelevant för
det här arbetet. De kvarstående punkterna förtjänar dock någon form av förklaring och
exempel:

Särskilda drag i klassrumsmatematiken

Grammatiska mönster

• verb som “being” och “having”

• teknisk vokabulär

• täta substantivfraser

• logiska operatorer

• logiska relationer

Med teknisk vokabulär syftar Schleppegrell (2007) på matematiska begrepp som exempelvis
“multiplikation” och “polynom”. Dessa används sällan, om inte aldrig, i vardagligt språk och
utanför skolan, vilket innebär att de måste läras ut till eleverna på lektionerna. Förutom
sådana begrepp räknar författaren även med ord som “låna” och “dela” som en del av
matematikens tekniska ordförråd. I det här fallet känner eleverna till orden sedan tidigare
men dessa får andra innebörd när de används inom ett matematiskt sammanhang.

Utöver de tekniska orden, finns det de som på engelska heter täta substantivfraser.
Schleppegrell (2007) förklarar detta begrepp med hjälp av exemplet ”the volume of a
rectangular prism with sides 8, 10 and 12cm”. Liknande substantivfraser kommer alltid
tillsammans med ett tekniskt ord, i det här fallet “prism”. I sin tur kan substantivfrasen
brytas ned till mindre fraser: de innehåller oftast ett abstrakt, men kvantifierbart, mate-
matiskt begrepp (från exemplet: the volume of ); klassificerande adjektiv (från exemplet:
rectangular prism) och bestämningsord som följer efter substantivet (från exemplet: with
sides 8, 10 and 12cm) (exempel hämtat från Schleppegrell, 2007, sid. 143).

Nästa punkt handlar om de logiska operatorerna. Ted Sundstrom (2007) har lyckats
illustrera detta begrepp med hjälp av tabellen på nästa, där han anger strukturens namn,
den engelska motsvarigheten (som har översatts till svenska för den här uppsatsen), den
vanligaste formen den används samt dess symboliska representation.

9



Tabell 1. De logiska operatorerna. Sundstrom, 2007, sid. 31.

Operator Logisk konnektiv Vanlig form Symbolisk representation

Konjunktion och P och Q P ∧Q

Disjunktion eller P eller Q P ∨Q

Negation inte inte P ¬P

Implikation om... så... Om P så Q P → Q

Den sista punkten, logiska relationer, kännetecknar den matematiska grammatikens nog-
grannhet. Denna logiska relation är som tydligast vid användning av matematiska symboler
där de tidigare nämnda operatorerna förekommer. För att lättare förstå ett exempel med
symbolspråket presenteras först ett exempel utan symboler men som ändå belyser den lo-
giska relationen. Följande exempel är hämtat ur The Princeton companion to mathematics
(Gowers, Barrow-Green & Leader, 2008, sid. 14):

Exempel. Betrakta följande påståenden:

1. Alla gillar en dricka, nämligen vatten.

2. Alla gillar en dricka; jag gillar vin.

Det första påståendet menar att alla tycker om en och samma dricka (i det här fallet,
vatten) medan det andra påståendet hävdar att alla tycker om att dricka men att smaken
varierar från person till person. För att fånga skillnaden mellan dessa två påståenden på
ett mer matematiskt sätt kommer följande påståenden:

1. Det finns en dricka D sådant att, för varje person P , P gillar D.

2. För varje person P finns det en dricka D sådant att P gillar D.

Det här exemplet visar tydligt hur ordningen på satserna i ett påstående kan förändra
hela påståendets innebörd. �

Följande exempel, där endast matematiska symboler används, visar en annan typ av
logisk relation och är hämtat från Ted Sundstroms bok (2007, sid. 61):

Exempel. Betrakta påståendet: (∀x ∈ R)(x3 ≥ x2)

Genom att använda negationstecknet ¬ kan samma påstående omskrivas enligt följande
utan att innebördet påverkas:

¬(∀x ∈ R)(x3 ≥ x2) ≡ (∃x ∈ R)¬(x3 ≥ x2)

�

10



3.1.3 Den metalingvistiska medventenheten

Tidigare, under Forskningsbakgrunden, nämndes begreppet “metalingvistisk medvetenhet”
i samband med den australienska studien genomförd av Mollie MacGregor och Elizabeth
Price (1999). I sin ursprungliga betydelse definieras denna medvetenhet som förmågan
att reflektera över och manipulera strukturella detaljer i talat språk (Tunmer, Herriman
& Nesdale, 1988). Den beskriver och förklarar den omedvetna processen från det passiva
momentet, när barnet hör ett ord, till det aktiva, när barnet uttalar ordet och använder
det i en kontext, och spelar därför en viktig roll vid läsinlärningen (Tunmer, Herriman
& Nesdale, 1988). För det här arbetet är detta dock ointressant utan fokus kommer att
läggas på MacGregors och Prices egen variant av den metalingvistiska medvetenheten i
det matematiska språket.

Vid analysen av elevernas kunskaper om det matematiska symbolspråket är det tre
kognitiva komponenter som är av intresse, i det här fallet den symboliska medvetenheten,
den syntaktiska medvetenheten samt medvetenheten för potentiell ambiguitet.

1. Den symboliska medvetenheten är en mycket viktig komponent för algebrain-
lärningen då den handlar om kunskapen om att siffror, bokstäver och övriga ma-
tematiska symboler kan behandlas oberoende av sina motsvarande referenser från
“den verkliga världen”, med andra ord, den icke-matematiska världen. Exempelvis
förlorar bokstaven x sin roll som “bokstav” och får istället en ny roll som en varia-
bel som kan anta olika värden. Likaså innebär denna medvetenhet att symboler kan
manipuleras och arrangeras om utan att det ursprungliga innebördet går förlorat,
vilket är fallet med de algebraiska uttrycken. Ytterligare en aspekt av den symbolis-
ka medvetenheten är kunskapen om att en grupp av symboler kan användas som en
enda meningsenhet, som när ett uttryck används, till exempel, för att representera
räntesatsen till ett lån.

2. Den syntaktiska medvetenheten innebär igenkänningen av den korrekta upp-
ställningen av matematiska påståenden och algebraiska uttryck. Det gäller exempel-
vis när eleven vet att 3x + 1 = 4 ⇔ x = 1 är korrekt medan x2 = 25 ⇔ x = 5

är inkorrekt. Här ingår det även förmågan att bedöma meningen till en syntaktisk
struktur och dra slutsatser om den. Ett exempel är att en elev vet att om a− b = x

är ett sant påstående då är det inte nödvändigtvis sant att b− a = x. (Exemplet är
hämtat från MacGregor & Price, 1999, sid. 452).

3. Medvetenheten för potentiell ambiguitet (medvetenheten av möjliga tvetydlig-
heter) kräver mer förståelse av kontexten än de två ovanstående komponenterna.
Denna medvetenhet går ut på att känna igen att ett uttryck, ett påstående eller
en ekvation kan ha flera tolkningar beroende på hur de strukturella förhållandena
uttydas. Ett klassiskt exempel är användningen av parenteser i en ekvation eller i
ett uttryck: 9− 3 + 4 är inte samma sak som 9− (3 + 4).
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3.2 Symbolernas funktion i matematik

För matematik som vetenskap är kommunikation ett viktigt redskap för att den matema-
tiska kunskapen ska kunna förmedlas vidare. Som en del av det matematiska språket är
symbolerna därför betydelsefulla kunskapsförmedlare och förtjänar särskild uppmärksam-
het. Det här avsnittet förklarar två viktiga funktioner som symbolerna har i det mate-
matiska språket, nämligen den semiotiska funktionen och den epistemologiska funktionen.
Båda begreppen, framförallt det första, används i stor omfattning inom språkvetenska-
pen (Camps Mundó & Milian, 2000). Semiotik är en vetenskap som studerar tecken och
symboler, även de icke-språkliga, och epistemologi studerar kunskap (NE, 2013a, b). In-
om språkvetenskapen kopplas dessa läror till inlärningsprocessen av ett nytt språk och
sambanden mellan ord och deras betydelser (Camps Mundó & Milian, 2000). Här dras
paralleller till inlärningen av det matematiska språket och symbolernas roll i processen.

3.2.1 Symbolernas semiotiska funktion

Redan i tidig skolålder lär sig barnet att de objekt som används i klassrummet på en
matematiklektion, till exempel äpplen och tändstickor, inte är intressanta av sig själva
utan som representationer av en matematisk idé eller struktur (Steinbring, 2006). Senare
får de lära sig de olika matematiska tecknen och symboler som ersätter de fysiska objekten
men som ändå uppfyller samma funktion.

På ett generellt sätt är det möjligt att förklara den semiotiska funktionen som “något
som står för något annat”. Denna funktion spelar en viktig roll inom språkvetenskapen
där bland annat relationen mellan symboler och deras fysiska eller abstrakta referenser
studeras. Saussure var noga med att lyfta fram svårigheterna som en sådan relation innebär
eftersom den mentala bilden, skapad av kontakten med symbolen, är beroende av personens
egna erfarenheter och förkunskaper (Brown, 2001). Enligt honom har symbolerna ingen
mening eller betydelse av sig själva utan dessa uppstår först när de tolkas av “läsaren”
(Brown, 2001).

Samma resonemang tillämpas inom matematiken och dess symbolspråk. Steinbring
(2005) understryker symbolernas roll att koda den matematiska kunskapen samt att främja
dess manipulation och bearbetning. Samtidigt varnar han för risken att missta de matema-
tiska tecknen och symbolerna för de matematiska objekt eller relationer som de refererar
till (Steinbring, 2005, 2006). “[...] ’sign’ is to be understood as a given material object [...],
where this sign is important, not as an object, but with regard to its function, that it
stands for or is in reference to, something else.” (Steinbring, 2005, sid. 21).

För att beskriva den semiotiska medlingen som uppstår under tolkningsprocessen av
ett matematiskt tecken eller symbol har Steinbring (2005) skissat den epistemologiska
triangeln:

12



objekt/kontextreferens tecken/symbol

begrepp

Bild 1. Den epistemologiska triangeln. Steinbring, 2006, sid. 22.

Triangeln representerar kopplingen mellan de olika momenten i den semiotiska medlingen.
Denna förekommer hela tiden under en matematiklektion. Exempelvis när eleven läser eller
skriver Pythagoras sats a2+ b2 = c2 (tecken/symbol). Formeln associeras till en rätvinklig
triangel där hypotenusan betecknas c och kateterna a respektive b (objekt/kontextreferens).
Det tredje hörnet, begrepp, står för klassisk geometri i det här fallet. Det är viktigt att
påpeka att, såsom det visas i bilden, associationen kan gå åt båda håll mellan hörnen.

3.2.2 Symbolernas epistemologiska funktion

Som tidigare nämnt är tolkningen och förståelsen av matematiska symboler beroende av
personerna inblandade. Detta gäller även för den epistemologiska triangeln som, enligt
Steinbring (2005), är beroende av både läraren och eleven i ett klassrumssammanhang.
Vare det sig är skriftligt, muntligt eller som en kombination av båda är interaktionen
mellan lärare och elev samt eleverna emellan nödvändig för de reciproka pilarna i triangeln
(Steinbring 2005).

Såsom den semiotiska funktionen handlar den epistemologiska funktionen om relatio-
nen mellan symbol och objekt. Dock tar den senare upp den matematiska symbolens roll
i den epistemologiska uppbyggnaden av den matematiska kunskapen (Steinbring, 2006).
Under den matematiska kunskapens utveckling kan tolkningar och val av referenser för-
ändras eller generaliseras ytterligare av eleven eller läraren (Steinbring, 2005). Exempelvis
lär sig barnet att minustecknet “−” står för subtraktionens operator där tecknet tolkas
som en “process” mellan två eller flera tal. Senare i skolan får barnet lära sig att samma
tecken används som en beteckning för de så kallade negativa tal och tolkas istället som ett
“tillstånd”.

Steinbrings epistemologiska triangel är inte den första triangel som skapades för att
analysera tolkning och förståelse av symboler. Den tyske matematikern Gottlob Frege hade
långt innan skapat en liknande triangel bestående av “sign, sense and meaning” (Steinbring,
2005, sid. 23). Kortfattat står “sense” för den subjektiva tolkning som en person gör vid
kontakten med objektet. Detta, i sin tur, är relaterat till “meaning” men är föremål för
förändringar. Slutligen är “sign” beteckningen för den objektiva idén (Steinbring, 2005).

Oavsett vilket perspektiv eller vilka begrepp som används för att förklara tolknings-
processen av matematiska symboler och deras kunskapsbäranderoll är det tydligt att det
inte handlar om en enkel och statisk process. Komplexiteten av den matematiska kunska-
pen kräver mer av en person än en igenomläsning av symbolerna. Som Steinbring (2006)
uttrycker det i sin artikel (sid. 136):
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Mathematical knowledge cannot be revealed by a mere reading of mathemati-
cal signs, symbols, and principles. The signs have to be interpreted, and this
interpretation requires experiences and implicit knowledge - one cannot un-
derstand these signs without any presuppositions. Such implicit knowledge,
as well as attitudes and ways of using mathematical knowledge, are essential
within a culture. Therefore, the learning and understanding of mathematics
requires a cultural environment.

3.3 Det matematiska språket i undervisningen

Vad och hur mycket som ska läras ut i den svenska skolan bestäms av de så kallade styr-
dokumenten. Läroplan och betygskriterier finns till för att instruera och vägleda lärarna
med sin undervisning. Matematik är inget undantag från de andra skolämnen och har
därför egna dokument med information om vad som anses viktigt och relevant att lära
eleverna. Men utöver dessa dokument finns det även internationella jämförelsestudier som
också används som referenser i matematikundervisningen. I båda fall får det matematiska
språket särskild uppmärksamhet, vilket belyses i det här avsnittet.

3.3.1 Styrdokumenten

I samband med den senaste skolreformen infördes nya läroplan och examensmål för gym-
nasieskolan, vilka började gälla från och med höstterminen 2011 (Skolverket, 2011). Ung-
domarna som började sin gymnasieutbildning den terminen hade sin undervisning styrd
enligt de nya dokumenten medan de äldre gymnasieeleverna fortsatte sina utbildningar en-
ligt den gamla gymnasieförordningen. För det här arbetet kommer uppmärksamheten att
läggas enbart på de senaste styrdokumenten, nämligen Skolverkets Läroplan, examensmål
och gymnasiegemensamma ämnen för gymnasieskola 2011.

Instruktionerna i läroplanen för det naturvetenskapliga programmet är tydliga med
att framhäva matematikens roll i utbildningen. Där förklaras bland annat hur de mate-
matiska kunskaperna är viktiga i undervisningen både som uträkningsverktyg och som
kommunikationsredskap: “Matematik är ett eget ämne med sin särart, och det är även
ett hjälpmedel vars begrepp och symbolspråk används för att utforma modeller i avsikt
att förstå och analysera samband inom andra ämnesområden” (Skolverket, 2011, sid. 47).
Inget annat ämne får lika mycket uppmärksamhet i läroplanen som matematik.

Vid en noggrann observation av matematikens egen ämnesplan blir det uppenbart att
kommunikation är ett centralt begrepp i undervisningen, eftersom “[k]ommunikation med
hjälp av matematikens språk är likartad över hela världen” (Skolverket, 2011, sid. 90). En-
ligt ämnesplanen ska eleverna ges förutsättningar att utveckla förmågan att “kommunicera
matematiska tankegångar muntligt, skriftligt och i handling” (Skolverket, 2011, s.91).

Som en del av den skriftliga kommunikationen inom det matematiska språket är sym-
bolerna ett viktigt moment i undervisningen. Redan under sin första kurs i matematik
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förväntas eleverna i det naturvetenskapliga programmet att kunna föra matematiska ar-
gumentationer med hjälp av grundläggande logik, där implikation och ekvivalens finns
inräknade (Skolverket, 2011). Tabellen nedan visar en sammanställning av betygskriteri-
erna för varje kurs i matematik från Matematik 1c till Matematik 3c 1.

Tabell 2. Betygskriterierna. Skolverket, 2011.

Betyg E Betyg C Betyg A

Matematik 1c Eleven uttrycker sig
med viss säkerhet
i tal, skrift och hand-
ling med inslag av
matematiska symbo-
ler och andra repre-
sentationer

Eleven uttrycker
sig med viss sä-
kerhet i tal, skrift
och handling samt
använder mate-
matiska symboler
och andra represen-
tationer med viss
anpassning till
syfte och situation

Eleven uttrycker sig
med säkerhet i tal,
skrift och i handling
samt använder ma-
tematiska symboler
och andra represen-
tationer med god
anpassning till
syfte och situation

Matematik 2c Samma krav som för
Betyg E i Matematik
1C

Samma krav som för
Betyg C i Matematik
1C

Utöver ovanstående
krav för Betyg A
ska eleven upptäc-
ka generella sam-
band som presen-
teras med symbo-
lisk algebra i pro-
blemlösning

Matematik 3c Utöver ovanstående
krav för Betyg E
ska eleven göra om
realistiska problemsi-
tuationer till mate-
matiska formulering-
ar genom att tilläm-
pa givnamatematis-
ka modeller

Utöver ovanstående
krav för Betyg C
ska eleven göra om
realistiska problemsi-
tuationer till mate-
matiska formulering-
ar genom att välja
och tillämpa mate-
matiska modeller

Utöver kraven för
Betyg C ska eleven
även hantera flera
procedurer, inklu-
sive avancerade
och algebraiska
uttryck

1Bokstaven c står för kurser i matematik inom naturvetenskapsprogrammet och teknikprogrammet.
Kurserna Matematik 1c-3c läses under första och andra året på gymnasiet medan kurserna Matematik
4 och 5 läses under sista året. Här behandlas enbart de tre första kurserna eftersom de första eleverna
som började sin gymnasieutbildning enligt de nya styrdokumenten går sitt andra år under denna studies
genomförande.
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Från tabellen är det möjligt att se att kraven för användningen av matematiska symboler
växer inför varje betygsteg såväl som inför varje kurs. I teori ska eleven kunna behärska
det matematiska symbolspråket på ett godtyckligt sätt för att kunna bli godkänd i någon
av matematikkurserna på gymnasiet. Emellertid kan uttryck som “med viss säkerhet” och
“med inslag av” betraktas som relativt vaga vid rättningen och bedömningen av elevarbe-
ten. Konsekvensen blir att lärare från hela landet bedömer olika och på olika sätt beroende
på egen tolkning av kriterierna (Bergström, 2012, 13 september). Dessutom står det inte
heller explicit i något av dokumenten hur varierad eleven bör vara i sin användning av
matematiska symboler för att få det minsta godkända betyget i ämnet.

Även om kunskapen om det matematiska symbolspråket finns inräknad bland be-
tygskriterierna är det fortfarande ett moment i skolmatematik som, enligt tabellen, får
lite uppmärksamhet. Symbolerna får ingen egen roll i dokumentet utan betraktas i stort
sett som en del av andra matematiska objekt, såsom exempelvis formler och algebraiska
uttryck. På liknande sätt finns det inga tydliga riktlinjer i ämnesplanet som tar upp lä-
randet av symbolspråket som en enskild del av kursen utan det räknas vara underförstått
att det ingår i alla moment i matematik.

3.3.2 Situationen i dagens skola

Ungdomarnas årliga försämring av matematikkunskaper har varit verklighet i den svenska
skolan i längre än ett decenium (Olteanu, 2003). Eleverna avslutar sina gymnasiestudier
utan de kunskaper som krävs för att klara av de inledande kurserna i matematik på hög-
skolenivå (Olteanu, 2003). Till och med vid internationella studier som TIMSS (Trends
in International Mathematics and Science Study) har prestationen hos de svenska ungdo-
marna sjunkit i jämförelse med sina jämnåriga från andra länder (Skolverket, 2008).

Flera orsaker ligger bakom detta oroväckande problem men osäkerheten vid använd-
ningen och bearbetningen av matematiska symboler är en avgörande faktor (Olteanu,
2003). Brister i elevernas uppfattning och förståelse av det symboliska språket är tydliga i
de insamlade lösningarna från TIMSS 2007 (Skolverket, 2008). Eleverna kunde klara av de
mekaniska uträkningarna av formler och ekvationer men misslyckades på de uppgifter som
krävde en djupare förståelse av de matematiska symbolerna och deras representationer
(Skolverket, 2008).

Missuppfattningar i hanteringen av matematiska symboler börjar aldrig på gymnasiet
utan har sina grunder i de bristande kunskaperna i aritmetik (Kling, 2012). Eleverna tar
med sig sina missförstånd från grundskolan och lyckas tyvärr inte vända på det när de
börjar på gymnasiet (Däcker, Hollsten, Kaminski & Rådvall, 2012; Kling, 2012). I sin
artikel presenterar Kling (2012) en sammanfattning av den norska forskaren Naalsunds
avhandling och belyser att undervisningen kräver en utveckling för att någon förändring
ska uppnås. Detta bekräftas av lärarna Däcker, Hollsten, Kaminski & Rådvall (2012, sid.
56) som tar upp att “[p]rocedurinriktad undervisning, där elever lär sig en mängd isolerade
detaljer utan inbördes sammanhang, gynnas på bekostnad av begreppsförståelse”.
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Emellertid är det viktigt att konstatera att de flesta uppgifterna om elevernas presta-
tioner i matematik genomfördes före den senaste gymnasiereformen år 2011. Vid det här
arbetets skrivande är det fortfarande ett år kvar innan de första eleverna från den nya
gymnasieförordningen tar studenten och kan påbörja studierna vid en högskola. Följakt-
ligen kommer det att dröja ett antal år innan resultaten och konsekvenserna från de nya
läroplanerna i matematik synliggörs. Dessutom är det också väsentligt att poängtera att
den svenska grundskolan genomgick en liknande reform vid samma tidpunkt som gymna-
sieskolan. Det innebär att flera år kommer att passera innan det blir möjligt att upptäcka
några eventuella förändringar i elevernas matematikkunskaper, både ur ett nationellt och
ett internationell perspektiv.
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Kapitel 4

Metod och genomförande

4.1 Metod och urval

Den här studien använder sig av såväl en kvantitativ som en kvalitativ datainsamling. Den
förstnämnda består av ett test i matematik medan den andra består av en intervju som
bygger på elevernas resultat på den föregående. Tillsammans förväntas de hjälpa till att
besvara det här arbetets frågeställningar. Testet syftar på att ge en mer allmän inblick
i hur eleverna hanterar de matematiska symbolerna i olika sammanhang: översättningar
från det naturliga språket till symbolspråket; textförklaringar av formler och tecken samt
manipulation och bearbetning av symboler med enbart symboler till hjälp. Intervjun syf-
tar, i sin tur, på att ge en djupare förståelse av elevernas resonemang och syn på det
matematiska symbolspråket.

Den studerade gruppen bestod av gymnasieelever som går sitt andra år i det natur-
vetenskapliga programmet. Anledningen bakom valet är att eleverna i det programmet
förväntas läsa fler moment i matematik än sina jämnåriga i de övriga gymnasieprogram-
men. Eftersom mitt intresse var att studera ungdomar som började sina gymnasiestudier
efter 2011:s gymnasiereform var mitt urval begransat till årkurserna 1 och 2. Till slut
valdes det sistnämnda då det innebar fler valmöjligheter av frågor till både testet och
intervjun.

4.1.1 Den kvantitativa datainsamlingen

Testet innehåller nio uppgifter som är jämt uppdelade i tre huvuddelar: “Från text till
symboler”, “Från symboler till text” och “Från symboler till symboler”. Den första delen
syftar på att studera elevernas förmåga att skriva om meningar och påståenden från det
naturliga språket till symbolspråket med hjälp av de kunskaper de förväntas ha efter att
ha avslutat kursen i matematik 3c. Den andra delen syftar istället på att se om eleverna
kan förklara med hjälp av det naturliga språket påståenden och relationer skrivna på
symbolspråket. Slutligen syftar den tredje och sista delen på att undersöka hur väl eleverna
hanterar bearbetning av matematiska uttryck, ekvationer och påståenden med endast
symboler, såväl kända som okända, till sin hjälp.
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Bland uppgifterna finns det både typuppgifter som liknar dem från en matematik-
kursbok eller ett matematikprov och uppgifter som bryter mönstret eleverna är vana vid.
Uppgifterna 1 och 7a-b är typiska exempel på uppgifter som eleverna har jobbat med
sedan tidigare. Uppgift 1 är till och med en bearbetning av en uppgift från ett gammalt
nationellt prov i matematik 2b-c (hämtat från Umeå Universitet, 2013). Uppgifterna 2, 3
och 7c kan inte räknas som typuppgifter men skapades ändå utifrån exempel och genom-
gångar från kursböcker till matematik 2c och 3c (Szabo, 2012a, 2012b). Likaså var det vid
skapandet av uppgifterna i testets andra del. De baserades på uppgifter som eleverna är
vana vid att räkna med på ett mekaniskt sätt men kanske inte lika vana vid att förklara
eller beskriva dem.

De mest intressanta uppgifterna är egentligen de två sista uppgifterna från del 3. Upp-
gift 8 utnyttjar elevernas förväntade kunskaper om talmängder och intervall från kurserna
1c respektive 2c och 3c samtidigt som den lägger till en ny symbol, nämligen ∈ (tillhör).
Även sista uppgiften introducerar ett nytt tecken, ⊕ (kompositionsregel), i samband med
en ekvation med två variabler. Denna uppgift hämtades i sin helhet från MacGregor &
Prices undersökning (1999). Båda uppgifterna kräver att eleverna använder sig av gamla
kunskaper för att ta till sig nya och använda dem för att komma fram till svaret.

Utöver uppgifterna fanns det även plats för eleverna att ange svårighetsgraden till varje
uppgift och deluppgift. På testets framsida, bland de allmänna instruktionerna om testet
och dess syfte, förklarades den använda skalan för bedömningen där 1 skulle motsvara
“mycket lätt” och 5 skulle stå för “mycket svår”. Tanken bakom detta är att använda den
sammanställda bedömningen vid analysen av elevernas lösningar och svar på uppgifterna.

4.1.2 Den kvalitativa datainsamlingen

Utifrån elevernas testresultat skapades en semistrukturerad intervjumall som sedan an-
vändes som grund till en gruppintervju. Valet av en semistrukturerad gruppintervju beror
på att min roll som frågeställande intervjuare minskar samtidigt som eleverna får större
chans att ingå i diskussion utan att den röda tråden tappas och intervjun förlorar sitt
syfte (Punch, 2009). Frågorna till en sådan intervju är förbereda i förväg och har öppna
svarsmöjligheter, vilket ger deltagarna chans att uttrycka sina tankar och synpunkter om
det debatterade ämnet (Jacobsen, 2002; Punch 2009).

Tanken bakom intervjun var att få eleverna att beskriva och förklara sina resonemang
och lösningsval till några utvalda uppgifter. Den var också tänkt som ett tillfälle för ele-
verna att rätta till sina eventuella fel och lösa de uppgifter som de hade misslyckats med
när de skrev testet. Själva intervjun var uppdelad på sådant sätt att eleverna började
med att svara på allmänna frågor om matematik och användningen av dess symbolspråk
i undervisningen samt om testet och dess upplägg. Därefter skulle de få diskutera varand-
ras lösningar och få hjälp av mig om de fastnade vid något begrepp eller okänd symbol.
Avslutningsvis skulle eleverna dela med sig av sina egna åsikter om symbolspråkets roll
och vikt i matematiken.
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4.2 Forskningsansats

Hermeneutik, eller tolkningslära som det också heter, är den ram som ska utforma den
här studien i sin helhet. Som själva namnet avslöjar består denna forskningsvetenskap
av tolkning av innebörder hos det studerade objektet (Ödman, 1979). “Konsten att göra
tolkningarna så att de stämmer med olika kunskapskällor och blir trovärdiga är målet för
det som vi kallar hermeneutik” (Egidius, 1986). Med hjälp av tolkningar kan forskaren öka
sin förståelse för undersökningsobjektet och få ett utvidgat perspektiv på människorna
och omvärlden (Ödman, 1979).

Men det är viktigt att poängtera att tolkningar är subjektiva och påverkas av forska-
rens fördomar och erfarenheter (Ödman, 1979). En hermeneutisk studie kan därför aldrig
betraktas som helt neutral då analysen och slutsatsen präglas av forskarens bakgrund.
Dock behöver detta inte uppfattas som negativt eller ovetenskapligt utan istället som
ett bidrag av olika teorier och perspektiv till den vetenskapliga världen. “Hermeneutiken
erkänner nämligen att det finns flera sätt att förstå världen eller en viss företeelse på”
(Ödman, 1979).

Analysdelen till det här arbetet kommer därför att bestå av tolkningar av elevernas
testresultat samt diskussioner från intervjun. Dessa tolkningar har huvudsakligen sina
grunder i de teorier och begrepp som finns under avsnittet om den teoretiska bakgrun-
den. Den hermeneneutiska vetenskapen uppmuntrar kvalitativa insamlingsmetoder före
de kvantitativa på grund av mer underlag för tolkning och förståelse av empirin (Egidi-
us, 1986; Ödman, 1979). Dock förhindrar detta inte användningen av det matematiska
testet som en del av datainsamlingen till denna studie. Anledningen är att testet lämnar
uttrymme för tolkning då vissa uppgifter kräver längre och mer omfattande lösningar av
eleverna.

4.3 Plan för kvalitetssäkring

För att säkra kvaliteten av resultatet bör empirin uppfylla två krav: den ska vara valid och
reliabel (Jacobsen, 2002; Punch, 2009). Validitet innebär att empirin ska vara giltig och
relevant, det vill säga att det som mäts ska vara av betydelse för studien och att det ska
kunna generaliseras (Jacobsen, 2002). Punch (2009) delar upp validitet i tre huvudsakliga
begrepp: content validity (innehållsvaliditet), criterion-related validity (kriteriumsvalidi-
tet) och construct validity (begreppsvaliditet). Det förstnämnda refererar till empirins re-
levans i undersökningen; det andra begreppet står för jämförelsen av den insamlade datan
med ett pålitligt referensmaterial och det sistnämnda redogör för den teoretiska kontexten
som relateras till empirin (Punch, 2009).

Det sammanställda resultatet från den kvantitativa datainsamlingen garanteras inne-
hållsvaliditet genom att enbart elever med likvärdiga förkunskaper i matematik stude-
ras. Likvärdiga kunskaper betyder, i det här fallet, att eleverna har läst samma kurser i
matematik och genomgått liknande undervisningsformer med samma innehåll. Eftersom
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eleverna går på samma gymnasieskola förväntas deras lärare ha en form av samarbete för
att minimera eventuella skillnader i undervisningen. Likaså kan den kvalitativa datain-
samlingens resultat anses vara valid då de intervjuade eleverna parades ihop utefter sina
liknande testresultat. Med hjälp av begreppen och teorierna från det här arbetets teore-
tiska bakgrund etableras även begreppsvaliditeten. Däremot kan kriteriumsvaliditet inte
säkerställas i den studien eftersom det använda materialet skiljer sig alltför mycket från
de vanliga examinationsformerna i matematik för att resultaten skall kunna jämföras.

Reliabilitet betyder att empirin ska vara tillförlitlig och trovärdig, vilket innebär att
undersökningen måste genomföras på ett pålitligt sätt och att samma mätresultat fås vid
senare försök (Jacobsen, 2002). Punch (2009) presenterar två aspekter av detta begrepp,
nämligen consistency over time (stabilitet) och internal consistency (intern konsistens).
Stabilitet står för liknande mätresultat vid upprepade mätningar och internkonsistens
beträffar hur väl olika delar av mätningen mäter samma sak (Punch, 2009).

Den här studien saknar tyvärr stabilitet. De studerade eleverna tillhör den första kullen
att gå på gymnasiet enligt den nya gymnasiförordningen vilket innebär att det fortfaran-
de är mycket som kan förändras när det gäller lektionsplanering och genomförande. De
nya riktlinjerna och läroplanerna har ännu inte blivit en del av lärarnas vardag vilket
kan påverka kursernas uppläggning. Risken finns att liknande studier som genomförs de
kommande åren visar andra resultat och andra mätningsvariabler än dem vid nuvaran-
de studie. Emellertid etableras internkonsistensen redan i analyskapitlet samt även under
diskussionsdelen där en sammanfattad analys från båda metoderna presenteras.

4.4 Etiska överväganden

Den här studien följer de etiska kodexarna som gäller för forskningsstudier och som finns
till för att skydda de medverkandes rättigheter och identitet (Vetenskapsrådet, 2011; Wal-
lén, 1996). Deltagandet i studien var frivilligt och eleverna informerades både skriftligt och
muntligt inför testet och intervjun. Dessutom poängterades anonymitet för de medverkan-
de så att inga uppgifter i det här arbetet kan kopplas till dem (Wallén, 1996). Eleverna
fick även information om att möjligheten finns för dem att ta del av studiens resultat och
analys (Wallén, 1996).

En annan viktig etisk aspekt som behandlades i studien var samtycket till den in-
spelade intervjun. I Vetenskapsrådets rapport (2011) står det tydligt att “[...] om barnet
är under 15 år ska båda vårdnadshavarna samt barnet ha samtyckt till medverkan. In-
formationen bör vara så skriven att även barnet kan förstå den” (sid. 43). Men eftersom
den studerade gruppen bestod av ungdomar i åldrarna 17-18 fanns det inget behov att
kontakta vårdnadshavare utan det räckte med elevernas samtycke.
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4.5 Studiens genomförande

I mitten av mars 2013 kontaktades samtliga matematiklärare på en gymnasieskola som
undervisade elever i det naturvetenskapliga programmets andra år. I kontaktmailet infor-
merades de om studien, dess genomförande samt syftet. 75 % av lärarna visade intresse
för studien men föreslog ett senare tillfälle för datainsamlingen än det tidigare föreslagna
då eleverna förberedde sig inför slutprovet i kursen matematik 3c.

Den kvantitativa datainsamlingen skedde därför inte förrän i mitten av april och de
olika klasserna skrev testet vid olika tillfällen. Sammanlagt skrevs testet av 52 elever
från tre olika klasser. Skrivtiden begränsades till en timme men för eleverna från de tre
klasserna räckte det med fyrtio minuter som max.

Av de 52 eleverna var det bara 4 som kunde tänka sig ställa upp på en gruppintervju.
När testets resultat hade sammanställts kontaktades dessa fyra elever för att bestämma
ett datum för intervjuerna. De hade delats in i två grupper utefter deras resultat på
testet i syftet att bilda så homogena grupper som möjligt. Den avgörande uppgiften för
parindelningen var testets allra sista uppgift, då två av dem hade lyckats lösa den medan
de andra två hade lämnat den tomt. Tyvärr var det bara det första paret som visade
ett fortsatt intresse att delta i studien. Följaktligen finns det bara en gruppintervju som
underlag för analysen till det här arbetet.

Det insamlade materialet från den kvantitativa metoden kontrollerades och samman-
ställdes utifrån svarsfrekvensen samt rätt eller fel svar. Dessutom sammanställdes elevernas
bedömningar om uppgifternas svårighetsgrader. Tillsammans analyserades och tolkades
dessa data med hjälp av teorierna och kriterierna från den teoretiska bakgrunden. Ana-
lysen skedde först med hänsyn till varje huvuddel för sig för att sedan diskuteras och
jämföras som en helhet i diskussionsavsnittet. Liknande procedur användes vid analysen
av den transkriberade intervjun där elevernas resonemang och diskussioner stod i centrum
för tolkningen av den insamlade empirin.
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Kapitel 5

Resultat

Det nuvarande kapitlet ägnas åt presentationen av den insamlade empirin från båda in-
samlingsmetoderna. Elevernas lösningar och svar på det matematiska testet framställs och
kommenteras under kapitlets första del. Förekommande fel som kan vara av intresse för
denna studie kommer också att uppmärksammas tillsammans med sina svarsfrekvenser.
Även utvärderingen av uppgifternas svårighetsgrader förtjänar att nämnas här på grund
av deras relevans i analysen av resultatet.

Den andra delen av det här kapitlet fokuserar på den genomförda parintervjun. Delar
av det transkriberade materialet används för att bättre illustrera elevernas svar och kom-
mentarer till de berörda frågorna. Stor vikt läggs på elevernas resonemang vid lösningen
av de olika uppgifterna där det matematiska symbolspråket berörs antingen på ett implict
eller explicit sätt.

5.1 Test i matematik

Som det redan har nämnts tidigare i metodkapitlet bestod testet av tre huvuddelar, näm-
ligen “Från text till symboler”, “Från symboler till text” och “Från symboler till symboler”.
Dessa finns representerade i det här avsnittet där elevernas resultat presenteras och kom-
menteras innan de kan bli analyserade i nästa kapitlet. Några lösningar och svar som, av
olika anledningar, tycktes förtjäna särskild uppmärksamhet har skannats in och lagts till
i det här arbetet.

Efter varje uppgift och deluppgift hade eleverna möjligheten att kryssa för hur svår/lätt
uppgiften var enligt dem. De hade tillgång till en skala 1-5 där 1 stod för “mycket lätt”
och 5 stod för “mycket svår”. Alla uppgifter blev tyvärr inte bedömda av alla elever men
det samlades ändå in tillräckligt många bedömningar för att kunna få en generell sam-
manställning av uppgifternas svårighetsgrader. Denna sammanställning finns föreställd i
tabellen på nästa sida:
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Tabell 3. Uppgifternas svårighetsgrad enligt eleverna.

Uppgift 1 2 3 4 5 6a 6b 7a 7b 7c 8a 8b 8c 9

Bedömning 2,5 2,5 3,4 1,7 1,9 1,6 1,8 2,7 2,3 3,3 4,2 4,1 4,3 4,1

På liknande sätt var det möjligt att sammanställa svårighetsgraden för varje huvuddel
från testet, såsom det visas i följande tabell:

Tabell 4. Huvuddelarnas svårighetsgrad enligt eleverna.

Huvuddel Del 1 Del 2 Del 3

Bedömning 2,8 1,8 3,6

Informationen om hur svår eller lätt varje uppgift samt varje del har uppfattats av eleverna
kommer att vara väsentlig för analysen och tolkningen av deras lösningar och svar. Dessa,
i sin tur, finns presenterade i de kommande delavsnitten.

5.1.1 Del 1 - Från text till symboler

På den här delen skulle eleverna skriva om olika påståenden från det naturliga språket
till symbolspråket. Den första uppgiften gick ut på att skriva ett uttryck med x som
variabeln och den andra handlade om att skriva ett visst intervall på tallinjen. Den tredje
uppgiften krävde i sin tur två olika alternativ för att skriva en och samma sak med hjälp
av matematiska symboler.

Av 52 elever var det 49 som skrev något på den första uppgiften och 59 % av dem
angav rätt svar. Uppgiften lydde enligt följande och var en modifierad kopia av en uppgift
från 2012:s nationella prov i matematik 2b-c (Umeå Universitet, 2013):

1. Sedan Peters löneförhöjning på 3500 kronor är hans månadslön två och en
halv gånger så hög som Karolines. Skriv ett uttryck för Peters månadslön före
löneförhöjningen då Karolines månadslön är x kr.

Bland de felaktiva svaren räknas följande som de mest förekommande med en svarsfrekvens
högre än två:
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Tabell 5. Uppgift 1:s vanligaste fel.

Svar Svarsfrekvens

y = 2, 5x 7

2, 5x+ 3500 4

3500
2,5 3

2, 5(x+ 3500) 3

Utöver dessa fel fanns det flera andra unika svar som är minst lika fascinerande men som
tyvärr inte är relevanta till den här uppgiftens analys på grund av den jämförelsevis låga
svarsfrekvensen. Det är också värt att poängtera att majoriteten av dem som svarade fel på
uppgiften angav att den låg mellan “medelsvår” och “mycket lätt” enligt svårighetsskalan.

Testets nästa uppgift besvarades av lika många elever som i den föregående men bara
22% av dem lyckades ange ett korrekt svar. Uppgiften lydde så här:

2. På tallinjen är avståndet mellan en punkt x och punkten 7 mindre eller lika
med 2. Skriv om påståendet med hjälp av matematiska symboler.

Till skillnad från förra uppgiften fanns det två möjliga svarsalternativ som eleverna för-
väntades känna till och som kunde välja mellan, nämligen 5 ≤ x ≤ 9 och |7 − x| ≤ 2.
Det första alternativet användes av sex elever medan fem valde att svara med det andra
(här räknas |x − 7| ≤ 2 som samma sak som |7 − x| ≤ 2). Skillnaden mellan dessa är
alltså obetydlig. Däremot var skillnaderna större mellan de olika felaktiga svaren. Dessa
presenteras i nedanstående tabell tillsammans med sina svarsfrekvenser:

Tabell 6. Uppgift 2:s vanligaste fel.

Svar Svarsfrekvens

7− x ≤ 2 alt. x− 7 ≤ 2 16

2 ≤ x ≤ 7 6

x ≤ 2 4

Även här uppfattades uppgiften som antingen medelsvår eller mycket lätt av de flesta
eleverna, särskild av dem som angav fel svar.

Nästa uppgift bör behandlas på ett lite annorlunda sätt än de föregåenden då den
krävde två svar av eleverna istället för bara ett. Av de 46 elever som löste uppgiften var
det inte fler än 30 som fyllde i båda svarsalternativen. Ändå lyckades 50% av samtliga ha
rätt på det ena svaret men inte fler än 37% fick rätt på båda. Uppgiften är följande:
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3. Talet y är exponenten till talet a som upphöjs till y för att bli lika med b.
Använd dig av matematiska symboler för att skriva detta på två olika sätt.

Alla elever som hade minst ett rätt på den här uppgiften skrev ay = b som ett av svars-
alternativen. På andra plats kom a = y

√
b följd av a = b

1
y och loga b = y på en delad

tredje plats. De övriga svaren följde samma mönstret och utnyttjade antingen potens-
eller logaritmlagarna.

Innan de felaktiga svaren presenteras bör det uppmärksammas redan här att ett stort
antal av dem uppstod på grund av uppgiftens dåliga formulering. För att lägga till ett
matematiskt begrepp som “exponent” och undvika uppenbara formuleringar som “talet a
upphöjd till y är lika med b” konstruerades uppgiften på ett sådant sätt att missuppfatt-
ningar blev oundvikliga. I det här fallet kan påståendet tolkas som att potensen ay ska
upphöjas till y för att bli lika med talet b.

Följaktligen kommer svar som (ay)y = b och loga b = y2 inte att räknas med bland de
felaktiga svaren. Ändock kommer felen från båda tolkningarna av uppgiften att presenteras
och behandlas på ett likvärdigt sätt. De som förtjänar särskild uppmärksamhet, oberoende
av svarsfrekvensen, är följande:

Tabell 7. Uppgift 3:s vanligaste fel.

Svar Svarsfrekvens

1
−ya = b 4

a2y = b 3

y2 = a 2

Förutom dessa fel är det av intresse att påpeka att tre elever angav ay = b och b = ay

som två olika sätt att skriva en och samma sak på. Dessutom är det minst lika intressant
att nämna att variationen i bedömningen av uppgiftens svårighetsgrad var större och mer
splittrad än i de föregående uppgifterna.

5.1.2 Del 2 - Från symboler till text

Den här delen var ute efter att få eleverna att tänka baklänges på det de är vana vid.
Med detta menas att de skulle hitta ord till symbolerna istället för tvärtom. På den första
uppgiften skulle de formulera i text ett exempel som beskrevs av en viss formel. Den andra
uppgiften bad eleverna om att identifiera en formel och den tredje uppgiften gick ut på
att tolka två olika relationer.

Testets fjärde uppgift, som också är den här delens första uppgift, löstes av sammanlagt
46 elever. Uppgiften finns rekonstruerad på nästa sida:
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4. Ge exempel på ett problem där följande formeln används:

2x+ 5y = 37

Till skillnad från de övriga uppgifterna har inte svaren klassificerats som rätt eller fel
utan de har katagoriserats utifrån vilken typ av exempel som användes. Elevernas svar
har delats upp enligt följande:

Tabell 8. Uppgift 4:s olika exempeltyper.

Typ av exempel ”köpa” eller “kosta” “vikt” räta linjens ekvation övrigt

Svarsfrekvens 39 3 2 2

Det vanligaste svarsalternativet var utan tvekan att ge ett exempel på ett “köpa” eller
“kosta” problem där variablerna x och y står för antingen priset eller antalet varor. Några
få elever ställde upp problemet och löste det genom att räkna ut värdena till både x och y,
men majoriteten nöjde sig med att beskriva situationen och avsluta med en fråga. Nedan
följer ett exempel på det:

Bild 2. Elevlösning med ett “köpa” eller “kosta”-exempel.

De exempelsvar som behandlade variablerna som vikt till olika objekt följde i princip
samma mönster som det föregående exemplet. De andra två grupperna däremot består av
mer förklarande exempel där någon form av frågeställning saknas. Nedan presenteras ett
elevsvar där formeln först skrevs om till en rät linjes ekvation för att därefter användas
som utgångspunkt till en situation (observera att eleven skrev “ökar” trots att koefficienten
framför x är negativ):

Bild 3. Elevlösning med en rät linjes ekvation.
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I kategorin “övrigt” nöjde sig eleverna med att ge en generell förklaring eller exempel på hur
och när formeln kan användas till, utan att specificera vad koefficienterna och variablerna
står för. Eleven som skrev det nedanstående svaret drog, till exempel, paralleller mellan
formeln och produktionen hos ett företag:

Bild 4. Elevlösning med ett “övrigt”-exempel.

Med några enstaka undantag var eleverna nästan eniga om att tycka att svårighesgraden
till den här uppgiften låg mellan lätt och mycket lätt.

Nästa uppgift hade också en formel som eleverna skulle utgå ifrån, men till skillnad från
föregående uppgiften förväntades eleverna identifiera vad formeln stod för. Sammanlagt
var det 45 elever som skrev på den här uppgiften, inräknat med dem som bara fyllde i
“Kommer inte ihåg” som svar. Uppgiften var följande:

5. Vad beskriver följande formel?

z =
√
x2 + y2

Hela 84% angav en korrekt tolkning av formeln. De rätta svaren till den här uppgiften kan
delas upp i tre grupper, nämligen “Pythagoras sats” med 24 svar, “radien för en cirkel”
med 2 svar och “avståndet mellan två punkter”, också med 2 svar. Även om ingen av de
elever som svarade enligt de två sista grupperna specificerade att deras tolkningar enbart
gällde runt origo, betraktades ändå svaren som korrekta.

Ett antal elever identifierade aldrig formeln utan skrev istället en bokstavlig läsning
av den, som till exempel “z är lika med roten ur x2 och y2. Därutöver lämnades in 10
felaktiga svar, varav 1 hade störst svarsfrekvens av alla. Även om de andra inte förekom
mer än en gång är de av intresse för analysen av den här uppgiften. Samtliga felaktiga
svar finns representerade i tabellen nedan:

Tabell 9. Uppgift 5:s felaktiga svar.

Svar Svarsfrekvens

z = x+ y 7

z = xy 1

z = (x+ y)(x+ y) 1

kvoten ur 1
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Trots att majoriteten angav “lätt” eller “mycket lätt” som uppgiftens svårighetsgrad tyckte
fortfarande en tredjedel av eleverna att uppgiften låg mellan “medel” och “mycket svår”.

Andra delens sista uppgift bestod av två deluppgifter. 50 elever löste bara den första
deluppgiften medan 48 löste båda. Det finns inget fall där eleven svarade på b-uppgiften
utan att ha svarat på a. Nedan finns hela uppgiften rekonstruerad:

6. Hur tolkar du tecknen ⇒ och ⇔ i följande relationerna?

a. x = 3⇒ x2 = 9

b. 7x = 21⇔ x = 3

Trots att uppgiften bad eleven om en tolkning av symbolerna var det fortfarande ett fåtal
som nöjde sig med att skriva “medför att” eller “vidareutvecklar till” till ⇒ och “om och
endast om” eller “på samma sätt som” till ⇔. Samtidigt var det många som löste båda
deluppgifterna genom att skriva hur relationerna kan utläsas vid högläsning. Här kommer
ett exempel på det:

Bild 5. Elevlösning 1 på uppgift 6.

Ändock var det betydligt många som försökte förklara relationerna med hjälp av text.
Av alla som löste uppgiften var det 46% som gav en förklaring till ⇒ jämfört med 82%
som försökte förklara ⇔. Nästan hälften av fallen angav eleven en nedskriven utläsning
av implikationspilen och en fullständig förklaring till ekvivalenspilen. Exemplet på nästa
sida visar ett svar där eleven “läser ut” relationerna och ger en godtycklig förklaring till
dem samtidigt:
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Bild 6. Elevlösning 2 på uppgift 6.

Från exemplena ovan är det möjligt att se att båda eleverna tyckte att uppgiften inte var
särskild svår. Med en obefintlig skillnad mellan de två deluppgifterna uppfattades hela
uppgift 6 som antingen lätt eller mycket lätt av en stor majoritet.

5.1.3 Del 3 - Från symboler till symboler

Den tredje och sista huvuddelen var tänkt att vara oberoende av det naturliga språket
och låta eleverna att enbart jobba inom det symboliska språket. På den första uppgiften
skulle de omskriva tre olika algebraiska uttryck och på den andra skulle de ange alla tal
som uppfyllde vissa krav angående intervall och talmängd. Den tredje och sista uppgiften
gick ut på att lösa en ekvation genom att förstå hur den inblandade operatorn fungerade.

Testets sjunde uppgift bestod av tre deluppgifter med varsitt algebraiska uttryck. Lös-
ningsfrekvensen mellan de tre skiljde sig avsevärt och likaså deras antal rätt respektive
fel svar. A-uppgiften löstes av 32 elever varav hälften visade en acceptabel lösning medan
b-uppgiften gjordes av 43 elever där 76 % lyckades lösa den korrekt. Den sista deluppgiften
presenterade en mycket lägre lösningsfrekvens då enbart 20 elever försökte sig på den, men
samtidigt kunde 80% av dem ange en felfri lösning. Uppgiften, tillsammans med samtliga
deluppgifter, var följande:

7. Skriv om nedanstående uttryck utan att deras värden förändras. Du kan
göra detta genom att förenkla och/eller förlänga uttrycken.

a.
x− 2

x2 − 5x+ 6

b.
3b+ 6

15b

c.
4a− 1

3

Med några enstaka undantag satsade eleverna på att förenkla uttrycket genom att fak-
torisera nämnaren. Vissa utnyttjade faktorsatsen medan andra använde sig av kvadrat-
kompletteringen eller pq-formeln. Detta steg innebar inga svårigheter för de flesta utan de
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värsta felen uppstod när de skulle förkorta och skriva det nya uttrycket. Följande elevlös-
ning är ett representativt exempel på hur många gick tillväga för att lösa uppgiften:

Bild 7. Elevlösning på uppgift 7a.

Ovanstående felet begicks av nästan en tredjedel av dem som löste uppgfiten och förtjänar
därför studeras med viss noggrannhet. Övriga fel förekom men inte i samma utsträckning
och behöver därför inte nämnas här. Samma sak gäller för b-uppgiften. Av alla felaktiga
svar som skrevs på denna deluppgift motsvarar nedanstående exemplet 50 % av dem:

Bild 8. Elevlösning på uppgift 7b.

Uppgiftens c-del presenterade inga märkvärdiga fel då dessa var betydligt färre än i de
andra två delarna och inte alls lika repetitiva. Emellertid är det av intresse att påpeka att
eleverna som lyckades lösa uppgiften på ett godtagbart sätt använde sig av två strategi-
er: antingen förlängde de uttrycket genom att multiplicera både täljaren och nämnaren
med ett heltal eller delade de upp det i två bråk. Mer än hälften tillämpade det första
alternativet, som kan ses nedan:

Bild 9. Elevlösning på uppgift 7c.

Antagligen av samma anledning som lösningsfrekvensen varierade mellan de tre deluppgif-
terna tilldelades de inte samma svårighetsgrad av eleverna. De två första fick en jämnare
fördelning mellan “mycket lätt” och “medelsvår” medan den tredje visade en större sprid-
ning i skalan där ungefär lika många elever kryssade för “mycket lätt”, ”medelsvår” och
“mycket svår”.
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Den kommande uppgiften hade den lägsta svarsfrekvensen på hela testet. Enbart 14
elever försökte sig på den varav 2 lyckades lösa den helt, en svarade rätt på de två förs-
ta delarna och 3 hade rätt på c-uppgiften. De övriga skrev bara ner en “utläsning” av
intervallen utan att ange vilka tal som uppfyllde dem. Uppgiften lydde enligt följande:

8. Vilka tal tillhör följande intervall?

a. −1, 4 < x ≤ 3 och x ∈ Z

b. x < 5, 2 och x ∈ N

c. x2 = −1 och x ∈ R

Istället för att lämna uppgiften helt tomt uppmanades eleverna att ange vad som hindrade
dem från att kunna lösa den. Två grupper formades enligt deras anteckningar: den ena
där eleverna inte kände till tecknet ∈ och den andra där ingen kände till varken ∈ eller
någon av talmängderna, Z,N och R. Den första gruppen bestod av 14 elever medan den
andra bestod av 16.

Testets allra sista uppgift visar en förbättring på lösningsfrekvensen, även om den kan
uppfattas som minimal. Enbart 17 elever ansträngde sig att lösa den men så många som
70% av dem lyckades få fram rätt svar. Uppgiften kan läsas nedan:

9. En operation mellan två element (dvs. en kompositionsregel) ⊕ definieras
av

a⊕ b = 2a+ 3b

Bestäm x som uppfyller 5⊕ x = 22.

Anledningen till varför så många inte försökte räkna ut ekvationen uppgavs vara det nya
och okända tecknet ⊕. De övriga som testade lösa uppgiften men som misslyckades med
att få fram rätt svar hittade istället tre andra värden på variabeln x. Tre elever fick fram
x = 17, en räknade ut att 10 var lösningen till ekvationen och en annan kom fram till att
58b motsvarade det sökta värdet.

5.2 Gruppintervjun

Till den här studien finns det bara en gruppintervju att utgå ifrån där två elever med
någorlunda likvärdiga kunskaper fick diskutera ett antal olika frågor. Den största delen
av intervjun handlade om testet och centrererades kring elevernas lösningar och svar till
särskilt utvalda uppgifter. Fokuset låg på de använda lösningsstrategierna samt kunskapen
om det symboliska språket. Det sistnämnda var ett förekommande ämne på intervjun, både
explicit i form av direkta frågor och implicit i diskussionerna kring uppgifterna.
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5.2.1 Särskilt utvalda uppgifter

Under hela intervjun berördes och diskuterades uppgifterna 3, 6, 8, 9 respektive 7c. De
fyra första uppgfiterna valdes ut i förväg inför intervjun och specifika frågor till dem fanns
därför redan förberedda. Den sista uppgiften däremot föreslogs av eleverna under själva
intervjun och diskuterades således utan någon förutbestämd mall.

På testets tredje uppgift hade en av de intervjuade eleverna angivit y = ln b
ln a som ett

svarsalternativ utöver det gemensamma svaret, ay = b. När eleven (Elev 1) blev tillfrågad
att förklara tanken bakom svaret, uppstod följande dialog:

Elev 1- Jag har inte koll på formlerna, hur de ser ut. Jag vet inte riktigt hur
jag kom fram till det riktigt. Jag tänkte nog att... aj, jag vet inte, helt enkelt.

Intervjuaren- Okej, men tror ni att det [svaret] är rätt?

Elev 1- Kan var[a]... kanske [skratt]. Jag vet inte. Är det rätt?

Intervjuaren- Jag säger inget förrän ni har sagt.

Elev 1- Jaa. Det kanske är lo... alltså inte logaritm riktigt utan lg istället. Jag
vet inte. Det kan det va[ra]. [...] Ah, jag vet inte hur jag kom fram till det. Men
jag tror jag kom ihåg lagarna helt enkelt. Alltså på formelbladet när vi skriver
prov så finns det en lag som säger att det är så.

Eleven hade tydligen bara använt sig av en memorerad formel utan att egentligen veta
vad den betydde eller varför den stämde. Följaktligen blev det en kort genomgång på
logaritmlagarna under själva intervjun med avsikten att friska upp elevernas minne och
hjälpa dem att förstå resonemanget bakom den diskuterade formeln. Till slut kunde ele-
verna till och med inse att det var möjligt att skriva om samma formel med hjälp av andra
logaritmbaser.

Eftersom båda eleverna hade lyckats förklara de två relationerna på uppgift 6, ut-
manades de att komma på flera exempel där implikationspilen respektive ekvivalenspilen
används. Trots att de uttryckte att det är lättare att hitta exempel inom matematik ly-
ckades ingen av dem att hitta på egna matematiska relationer. Istället nöjde de sig med
följande fotbollsexempel:

Implikationspil, ⇒

Elev 1- [...] [O]m Sverige vinner en fotbollsmatch så måste de har gjort mål,
men om de gör mål betyder det inte att de vinner.

Ekvivalenspil, ⇔

Elev 2- [...] [M]an kan ju ta samma sak med fotbollen. Där att om Sverige gör
fler mål än motståndarna vinner Sverige och om Sverige vinner så har de gjort
fler mål än motståndarna.
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När eleverna var färdiga med sina exempel gick diskussionen vidare till testets åttonde
uppgift. Ingen av dem hade lyckats lösa den utan istället hade de angivit att de inte kände
till tecknet ∈. Det tog inte så lång tid innan det blev uppenbart att de inte heller visste
vilka talmängder som betecknades i uppgiften. Av den anledningen blev det ytterligare
en genomgång där de olika mängderna repeterades. Som en konsekvens av det lyckades
eleverna lista ut det okända tecknets innebörd på egen hand och sedan även lösa alla tre
deluppgifterna tillsammans.

Till uppgift 9 handlade frågorna mest om elevernas strategier vid kontakten med ett
okänt tecken, i det här fallet ⊕. Till skillnad från föregående uppgiften hade båda lyckats
lösa den trots att ingen av dem hade sett tecknet förut. Så här förklarade de hur de gick
tillväga för att lösa ekvationen:

Elev 2- Man förstår att det är en ny operator, känns det som att... alltså det
känns som att man kan ändå förstå vad det är den gör, utan att... bli för svårt.

Elev 1- Ja, men jag bara gångar för jag vet att, eller jag vet inte ens vad det
betyder men jag tänkte att jag gångar femman med två och sedan tar 22 minus
10 och då har jag kvar tre gånger nånting som ska bli 12... 4. Tänkte jag.

Elev 2- Njao... jag tänkte också så. Att jag satte upp ekvationen...

Tydligen skrämdes inte eleverna av att behöva räkna med en ny operator. Istället vände
de sig till kända kunskaper, i det här fallet uttrycket 2a+3b, för att kunna lösa uppgiften.
Detta belyses tydligt när frågan togs upp under intervjun:

Intervjuaren- Men tyckte ni att faktumet att det var ett nytt och okänt tecken,
att det försvårade uppgiften?

Elev 1- Nej, inte så egentligen.

Elev 2- Nej, jag tyckte inte heller det utan det kändes att det var det som du
sa. När man läser, att man förstår det för att det finns ett sammanhang i det.
Det känns som att man förstod.

Slutligen diskuterades uppgift 7c. Den ena eleven hade skrivit om uttrycket som en summa
av två bråk medan den andra hade lämnat den tomt. Redan i början av diskussionen kom
de fram till att uttrycket redan var förenklat och kunde därför bara förlängas. Problemet
visade sig istället ligga i att hitta ett bra sätt att förlänga det på:

Elev 1- Man kan multiplicera med... vänta, vad blir det? Äh... en tredjedel,
blir det rätt då? Ah, eller både ju... man gör det både uppe och nere så... så
kommer det kunna ta bort trean. Jag vet inte riktigt.

Intervjuaren- Skulle du multiplicera med en tredjedel både uppe och nere då
försvinner trean i nämnaren men då får du ändå...
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Elev 1- Nä, det får man inte göra, eller? Ah, okej. Jag vet inte vad jag skulle
göra då. Förlänga...? Jag vet inte hur man gör det, kommer inte ihåg.

Elev 2- Hmm, ah, förlänga... Du, att man förlänger den med två, så blir det
väl två... eller åtta a minus två. Men vad hjälper det? Eller är det något?

Elev 1- Nej, kanske om man förlänger det... om man förlänger det med tre då?

Intervjuaren- Hur då, förlänga med tre?

Elev 1- Där uppe blir det ett tal minus tre, äh, jag vet inte. Ja! Och sedan dela
på tre och då kan man bryta ut trean. Nej, då blir det samma sak.

Eleverna visste tydligen hur de skulle förlänga uttrycket men de misslyckades ändå ef-
tersom de hela tiden strävade efter att förenkla det efter förlängningen. Inte förrän det
förklarades för dem att förlängning motsvarade den motsatta processen till förenkling
lyckades de lösa uppgiften felfritt.

5.2.2 Det matematiska symbolspråket i klassrummet

Under intervjun ställdes ett fåtal specifika frågor som fokuserade på det matematiska sym-
bolspråket. Dessa syftade på att utreda såväl lärarens som elevernas användning av det
symboliska språket i undervisningen samt elevernas generella åsikter om dess roll i den ma-
tematiska världen. Enligt de intervjuade eleverna är lärarens användning av matematiska
symboler begränsad till implikations- och ekvivalenspilar eftersom många av de symboler
som fanns med på testet upplevdes som både nya och främmande.

Till frågan om elevernas vana att skriva och lösa uppgifter med hjälp av symbolspråket
kom följande svar:

Elev 1- Nej, jag skriver hellre det för hand, eller alltså en text och förklarar.

Elev 2- Jag gör inte heller det så. Det är ingenting jag har lärt mig och så i
skolan.

Även om de själva inte använder sig av det är de ändå medvetna om vikten att lära sig
det matematiska symbolspråket. De refererar till det som ett universellt språk där varken
ord eller meningar behövs. De erkänner att ett sådant språk är nödvändigt för att det
skall vara möjligt att kommunicera med människor runt om i världen utan att onödiga
översättningar krävs. Efter ett försök att formulera med ord de matematiska påståendena
från uppgift 8 insåg de även att det symboliska språket kan underlätta förmedlingen av
den matematiska kunskapen.

35



Kapitel 6

Analys

Enligt den hermeneutiska traditionen kommer det insamlade materialet att analyseras
och tolkas utifrån de olika teorier som berör den här studien. Lösningarna från det mate-
matiska testet samt diskussionerna från gruppintervjun kommer att studeras ur ett såväl
språkvetenskapligt som didaktiskt perspektiv. Fokuset läggs på elevernas metalingvistiska
medventenhet och tolkningsprocess vid lösningen av de olika uppgifterna. Även de tilläm-
pade strategierna uppmärksammas och undersöks.

Grunden för analysen och tolkningen av empirin består av de olika teorier som beskrivs
i den teoretiska bakgrunden. Styrdokumentens instruktioner och upplysningar om det
matematiska symbolspråket i undervisningen utgör också en del av analysen. Likaledes
spelar de tidigare studierna från forskningsbakgrunden en viktigt roll i tolkningen och
förståelsen av resultatet.

6.1 Test i matematik

De tre delarna i det matematiska testet syftade på att studera olika aspekter i använd-
ningen av de matematiska symbolerna. På de två första delarna förväntades eleverna växla
mellan skriftspråket och symbolspråket medan den tredje baserades nästan enbart på den
symboliska representationen av det matematiska språket. För en fullständig förståelse av
matematiken är det väsentligt att känna till dess grammatiska uppbyggnad och strukturer
(Gowers, Barrow-Green & Leader, 2008; Schleppegrell, 2007). Att förstå och göra sig för-
stådd med hjälp av de matematiska symbolerna är en del av ämnet och förtjänar därför
uppmärksammas (Burton & Morgan, 2000).

Från den sammanställda bedömningen för varje huvuddels svårighetsgrad är det tydligt
att växlingen från det symboliska språket till skriftspråket uppfattades som lättast för
de flesta eleverna. Samtidigt tyckte en stor majoritet att testets sista del, där endast
symboler fanns till hjälp för att lösa uppgifterna, var betydligt svårare. Paralleller kan
dras till Österholms studie (2006) där han belyser den bristfälliga ut- och inlärningen
av det matematiska symbolspråket i svensk undervisning. Eleverna är uppenbarligen mer
vana vid att komma i kontakt med de matematiska symbolerna när dessa presenteras i
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samband med meningar och påståenden från det naturliga språket.

6.1.1 Del 1 - Från text till symboler

Trots att eleverna hade kommit i kontakt med en annan variant av den första uppgiften vid
ett tidigare tillfälle var det fortfarande relativt många som misslyckades med den. Ett fel
som 2, 5(x+3500) kan vara ett typiskt exempel på en bristfällig medvetenhet för potentiell
ambiguitet. Användningen av parenteserna tyder på antingen en missförståelse av själva
uttrycket och dess syntaktiska struktur eller en missförståelse av uppgiftens formulering.
Det förstnämnda kan betraktas som en konsekvens av dålig inlärning av parentesernas
betydelse i ett uttryck eller i en ekvation.

Det sistnämnda, i sin tur, kan också vara en förklaring till 2, 5x + 3500. Ord som
“löneförhöjning” kan uppfattas som onödigt krångliga och störande i en matematikuppgift.
Lager (2006) är noga med att påpeka att många felaktiga lösningar och svar kan bero på ett
missförstånd av själva texten, och inte nödvändigtvis på grund av bristande matematiska
kunskaper. I båda exemplen är det möjligt att eleverna antingen tolkade att skillnaden
mellan lönerna skedde efter ökningen på 3500 eller, helt enkelt, missade ordet “efter”.

De andra två felen visar istället tydliga brister på såväl den symboliska som den syn-
taktiska medvetenheten eftersom en djupare förståelse av variablernas betydelser saknas
samt kopplingen mellan begreppet “uttryck” och dess symboliska representation är brist-
fällig. Relationen mellan de olika momenten i den semiotiska medlingen visade sig vara
ofullständig när vissa elever kopplade “uttryck” till en funktion, y = 2, 5x, och andra
kopplade det till ett bråk, 3500

2,5 .
Även felen i den andra uppgiften kan ha sina ursprung i bristande metalingvistisk

medvetenhet. Det är möjligt att glömska har lett eleverna till att inte ange absolutbelopp-
stecknet i sina svar, men det är fortfarande ett syntatiskt fel att ange 7−x eller x−7 som
beteckningar för avståndet mellan två punkter. Dock kan de inkorrekta svaren återigen
bero på en missförstådd koppling mellan tekniska begrepp som “tallinje”, “avstånd” och
“punkter”, och deras symboliska representationer i den semiotiska medlingen.

Å ena sidan kan samma resonemang tillämpas på delens tredje och sista uppgift. Redan
i resultatkapitlet lyftes fram konsekvenserna av uppgiftens vaga formulering och därför
behöver de inte upprepas här. Däremot är det relevant att poängtera att svaren 1

−ya = b

och y2 = a påvisar en viss okunskap för termerna “exponent” och “upphöjs till”. Den
semiotiska relationen mellan begreppen och deras symboliska motsvarigheter har tydligen
inte befästs för dessa elever.

Å andra sidan är svaret a2y = b ett typiskt exempel på dålig syntatisk medvetenhet.
Eleverna har uppenbarligen inte behärskat potenslagarna och gör därför följande missupp-
fattning: (ay)y = b⇔ a2y = b. Två förklaringar kan ges för en sådan missuppfattning; an-
tingen tolkas den beskrivna potenslagen som summan av potenserna, nämligen y+y = 2y,
eller så grundas den på ytterligare ett syntatiskt fel, i det här fallet y ∗ y = 2y.

Från resultaten på testets första del är det möjligt att bekräfta Schleppegrells (2007)
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påstående om att det matematiska språkets mångfald kan vara ett hinder när olika aspek-
ter berörs på en och samma gång. De fel som uppstod vid lösningen av testets första
uppgifter kan bero på att symboler, teknisk vokabulär och substantivfraser behandlades
samtidigt och försvårade förståelsen av själva uppgifterna. När skriftspråket översätts till
symbolspråk är det viktigt att meningarna formuleras på ett sådant sätt att risken för
eventuella missförstånd minimeras (Burton & Morgan, 2000).

Emellertid kan bristerna också ligga hos elevernas tolkningsprocess av de matematiska
begreppen. Fel kommer att fortsätta att uppstå så länge eleverna misslyckas med att
skapa korrekta relationer mellan begrepp och symboler enligt den semiotiska medlingen
(Steinbring, 2005). På samma sätt är det nästan omöjligt att ange rätt svar till liknande
uppgifter när den metalingvistiska medvetenheten, framförallt den syntaktiska, inte har
befästs helt (MacGregor & Price, 1999).

6.1.2 Del 2 - Från symboler till text

Testets fjärde uppgift skiljde sig från de övriga eftersom inga svar kunde klassificeras som
varken rätt eller fel. Med formeln som utgångspunkt hade eleverna inga begränsningar på
vad de kunde välja för exempel till uppgiften. Risken fanns att variationen på problemex-
empel skulle motsvara antalet elever som skrev testet, men istället kunde de grupperas i
fyra olika grupper, därav den ena bestod av nästan 85 % (39 av 46) av svaren.

Med tanke på den korta tiden som ägnades åt att lösa testet i sin helhet är det rimligt
att anta att eleverna löste uppgifterna under en viss stress. Av den anledningen skulle det
inte vara ologiskt om eleverna utgick ifrån tidigare kända exempel för att lösa uppgiften.
De två vanligaste exempelgrupperna hade i hög grad många likheter med de formuleringar
som vanligtvis hittas i kursböcker (se Szabo, 2011, 2012a, b).

De svar som verkligen förtjänar uppmärksammas är dem där eleverna skrev om for-
meln till en rät linjes ekvation. Uppställningen av ekvationen hindrade de inte från att se
kopplingen till en förstagradsfunktion. Den syntatiska medvetenheten, tillsammans med
den symboliska, möjliggjorde omskrivningen av formeln till något som var mer bekant för
dem. Frågan är dock om samma omskrivning hade skett om variablerna hade ersatts av,
exempelvis, a och b.

Nästa uppgift, som handlade om att identifiera en formel, presenterade fel som uppstod
på grund av en bristfällig syntaktisk medvetenhet. Det mest förekommande felet, nämligen
z = x + y, tyder på elevernas missförstånd att

√
x (kvadratrot) och x2 (kvadrat eller

upphöjt till 2) är motsatta processer och annullerar därför alltid varandra. De andra svaren
följer antagligen samma resonemang då både kvadratroten och potensen 2 är frånvarande.

Emellertid kan det också vara av intresse att erinras om att hela den här delen handlade
om att växla från det matematiska symbolspråket till skriftspråket. Uppgiften skulle alltså
besvaras med hjälp av det naturliga språket för att beskriva den angivna formeln. Ändå
fanns det elever som förgäves försökte lösa den med hjälp av symboler. Detta antingen för
att de vägrade lämna in ett tomt svar trots att de inte lyckades identifiera formeln, eller

38



för att de var offer till rutinen att försöka lösa ut en variabel när “=” är inblandad. Enligt
Steinbrings (2005) beskrivningar kan det sistnämnda orsakas av att symbolens semiotiska
funktion har stagnerats och kan därför inte tolkas som annat än en process som kräver en
uträkning.

Uppgift 6 uppfattades som lättast på hela testet. Med några undantag, visade eleverna i
stort sett inga problem med att förklara de två relationerna. Anledningen är helt enkelt att
det står explicit i styrdokumenten om användningen av implikation och ekvivalens redan i
första året på gymnasiet (Skolverket, 2011). De övriga symbolerna i testet, med undantag
för ∈ och ⊕ från uppgifterna 8 respektive 9, behandlas olika mycket i kursböckerna från
matematik 1c-3c (Szabo, 2011, 2012 a, b), men faktumet att de inte nämns lika tydligt i
styrdokumenten har bidragit till att de inte anses vara lika viktiga. Följaktligen glöms de
oftast bort av eleverna när de går vidare till ett annat moment i matematik.

Den här delen har visat att eleverna, i sin majoritet, behärskar det matematiska skrift-
språket någorlunda bra. Detta förstärks av Österholms (2006) studieresultat där de stu-
derade ungdomarna visade sig förstå en symbolfri matematisk text lika väl som en hi-
storisk text. Resultatet har därför bekräftat att växlingen från det symboliska språket
till skrifspråket uppfattas som lättare eftersom det ligger närmare elevernas språk, det
naturliga språket (Schleppegrell, 2007; Österholm, 2006).

Dessutom har det också observerats att eleverna utgår ifrån tidigare erfarenheter för
att lösa nya utmaningar, vilket har visats ha både positiva och negativa konsekvenser. Det
kan handla om att beskriva ett problem, som i uppgift 4, eller om att automatiskt börja
lösa en ekvation vid igenkännandet av likhetstecknet “=”, som i uppgift 5.

6.1.3 Del 3 - Från symboler till symboler

Den sjunde uppgiften bestod av tre olika algebraiska uttryck, vart och ett med en typ av
omskrivningssvårighet. Det första krävde en faktorisering av nämnaren innan en förenkling
kunde genomföras; det andra innehöll bokstaven b som avsiktligen hade placerats i både
täljaren och nämnaren på ett sådant sätt som inte kunde förkortas bort; och det tredje
var ett redan förenklat uttryck. Trots att de representerade olika utmaningar, handlade
samtliga om utnyttjande av den syntaktiska medvetenheten.

De mest förekommande felen i de två första deluppgifterna, 1
x−3 = x − 3 respektive

3b+6
15b = 6

5 , kan enkelt förklaras som bristande syntaktisk medvetenhet. Stress och oupp-
märksamhet kan också ligga bakom dem, men för det här arbetet är det mer relevant
att belysa det första alternativet. Det första svaret tyder på att eleven inte ser skillnaden
mellan att ha talet 1 i nämnaren eller i täljaren och kan därför ha använt sig av samma
resonemang som i x−3

1 = x − 3. Det andra svaret, i sin tur, kan peka på bland annat
att eleven bortsåg från additionen i täljaren vid förenklingen av uttrycket samtidigt som
själva förkortningsprocessen kan ha betraktats som ett sätt att ta bort så många termer
som möjligt.

När syftet är att förenkla ett uttryck blir eleverna så absorberade i att få fram ett så
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enkelt uttryck som möjligt att de glömmer bort att det ursprungliga uttryckets värde ska
behållas. Men, som Kling (2012) skriver i sitt referat om Naalsunds avhandling, är det
tyvärr inte ovanligt att elever betraktar hela processen som en meningslös manipulation av
symboler. Följaktligen, när de inte är medvetna om vad de håller på med, och utan någon
djupare förståelse för den syntaktiska strukturen, är de benägna att göra fel (MacGregor
& Price, 1999).

Svårigheten i den tredje deluppgiften låg egentligen i faktumet att eleverna inte var
vana vid att förlänga uttryck. Trots att instruktionerna i uppgiften var tydliga med att
förlängning också var ett alternativ för omskrivning av uttrycken, var det bara ett fåtal som
använde den strategin. De flesta gav upp när de insåg att uttrycket redan var förenklat.
Den syntaktiska medvetenheten låg i centrum för att lyckas med uppgiften men det krävdes
även lite medvetenhet för potentiell ambiguitet eftersom eleverna behövde inse att de var
tvungna tänka baklänges än vad de var vana vid.

Uppgift 8 var den största utmaningen på hela testet. Syftet var att se om eleverna
kunde lista ut betydelsen av ett nytt tecken, i det här fallet ∈, med hjälp av redan kända
symboler. Talmängder studeras redan under gymnasiets första matematikkurs (Szabo,
2011), men eftersom deras roll i ämnet inte förstärks av styrdokumenten får de nästan
ingen, om ens någon, uppmärksamhet på lektionerna. Konsekvensen visade sig att nästan
alla elever, med enskilda undantag, hade glömt vad dessa symboler betydde.

Den sista uppgiften, trots att den också introducerade ett nytt och okänt tecken, ⊕,
presenterade ett bättre resultat än den föregående. Möjligtvis beror detta på att de övriga
symbolerna var bekanta för eleverna och föreställde därför inga svårigheter. För att lösa
den här uppgiften krävdes en god metalingvistisk medvetenhet, där ett samspel mellan
alla tre kognitiva komponenter var väsentligt (MacGregor & Price, 1999).

Med den symboliska medvetenheten kunde eleven identifiera bokstävernas roll i ekva-
tionen som definierade det nya tecknet, a⊕ b = 2a+ 3b. Den syntaktiska medvetenheten
bidrog, i sin tur, till en korrekt uträkning av operatorn med hänsyn till de tillämpade
operationerna, nämligen multiplikation och addition. Slutligen behövdes medvetenheten
för potentiell ambiguitet för att eleven skulle se kopplingen mellan den ovannämnda defi-
nitionen och ekvationen 5⊕ x = 22.

De felaktiga svaren uppstod när samspelet mellan de tre komponenterna misslyckades.
De tre elever som fick fram x = 17 betraktade det nya tecknet som ett vanligt addi-
tionstecken och tog därför inte hänsyn till operatorns definition. De andra två som också
svarade fel på uppgiften såg kopplingen mellan definitionen och ekvationen men lyckades
ändå inte identifiera bokstävernas roll och genomföra en korrekt uträkning av operatorn.

Den här delen av testet krävde mer av elevernas kunskaper och förståelse av det ma-
tematiska symbolspråket än de andra två. Utan texter till hjälp spelar de kognitiva kom-
ponenterna en ännu större roll vid lösningen av uppgifterna än i vanliga fall (MacGregor
& Price, 1999). Dessutom måste eleverna ha någon form av grundläggande kunskap om
matematikens grammatiska struktur för att kunna förstå och använda sig av olika strate-
gier vid behandlingen och bearbetningen av symboler (Gowers, Barrow-Green & Leader,
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2008; Lager, 2006; Schleppegrell, 2007).

6.2 Gruppintervju

Eftersom uppgifternas lösningar och svar redan har analyserats och kommenterats under
föregående avsnitt, kommer det här avsnittets första del att fokusera på de intervjuade
elevernas resonemang. Deras diskussioner och synpunkter från intervjun är av större bety-
delse för den här analysen än de svar som de skrev på testet. Därefter kommer avsnittets
andra del att behandla de frågor om det matematiska symbolspråket som är av intresse
för studien.

6.2.1 Särskilt utvalda uppgifter

Vid två tillfällen under intervjun uppstod behovet för en kort genomgång av moment som
eleverna redan hade studerat. Första gången var det när Elev 1 misslyckades med att
förklara sitt eget svar på testet. Det handlade om logaritmlagarna som, enligt läroplanen,
ingår i kursen matematik 3c (Skolverket, 2011). Trots att båda eleverna hade skrivit kurs-
provet i ämnet ett par veckor före intervjun kunde ingen av dem utveckla den använda
lagen.

Uppenbarligen hade det aldrig blivit någon riktig förståelse för kopplingen mellan
logaritmer och exponenter. Detta förtydligades när eleven uttryckte osäkerhet mellan valet
av ln eller lg under diskussionen av uppgiften. På grund av formelbladet hade det aldrig
funnits något riktigt behov att fästa den epistemologiska relationen mellan logaritmernas
symboler och deras betydelser. Allvaret i denna bristande medling är att eleven kan komma
i kontakt med framtida svårigheter och missförstånd om inga åtgärder vidtas (Steinbring,
2005).

Under diskussionerna kring uppgifterna 6 och 7c var det möjligt att se hur eleverna tog
hjälp av tidigare erfarenheter för att klara av nya utmaningar. På uppgift 6 utgick Elev
2 från Elev 1:s exempel för att förklara ekvivalensen. På liknande sätt är det rimligt att
Elev 1 hämtade sin inspiration från något gammalt exempel i kursboken. På uppgift 7c
tydliggjordes detta när båda försökte omskriva uttrycket med hjälp av samma strategier
som de hade använt på a- och b-uppgifterna.

När det visade sig att båda eleverna behövde repetera sina kunskaper om talmängderna
från uppgift 8 blev det återigen en kort genomgång. Trots den tillfälliga glömskan var det
tydligt att eleverna hade förståelse för mängderna. Detta bekräftades när de själva lyckades
lista ut betydelsen av det okända tecknet ∈ och sedan lösa hela uppgiften. Strategin var
tydligen samma som för att lösa den nionde uppgiften, där de använde sig av kontexten
för att förstå den nya symbolen ⊕.

Som det påpekades på intervjun är liknelsen mellan matematik och språk tydlig här.
Lager (2006) beskriver att samma strategier som används vid språkinlärning kan tillämpas
inom matematik. Paralleller kan därför dras mellan MacGregors & Prices (1999) mate-
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matiska definition av metalingvistisk medvetenhet och den ursprungliga definitionen inom
språkvetenskapen (Tunmer, Herriman & Nesdale, 1988). Med hjälp av redan kända sym-
boler i en viss kontext är det möjligt att identifiera och lära sig nya tecken och symboler.

6.2.2 Det matematiska symbolspråket i klassrummet

De intervjuade elevernas kontakt med det symboliska språket visade sig vara begränsad,
även om de presenterade god förståelse för språket och dess strukturer. Trots att de var
medvetna om dess roll i den matematiska världen valde de frivilligt att inte använda
det mer än det tillräckliga för att lösa uppgifterna. Även lärarna uppfattades som att
de begränsade sin egen användning av det matematiska symbolspråket utefter det som
explicit finns beskriven i styrdokumenten.
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Kapitel 7

Diskussion och slutsats

7.1 Resultat och analys

Syftet på den här studien var att utreda elevernas kunskaper om det matematiska sym-
bolspråket ur ett språkvetenskapligt perspektiv. Trots sin alltför breda mening har ordet
“kunskap”, i det här arbetet, definierats som tre typer av förmågor: att översätta me-
ningar och påståenden från det naturliga språket till det matematiska symbolspråket; att
kunna beskriva och förklara symboler med hjälp av text samt att tolka och förstå nya
symboler med hjälp av tidigare kända symboler. För att syftet skulle uppnås ställdes tre
frågeställningar som var tänkta att besvaras med hjälp av resultatet och analysen. Nedan
presenteras frågorna tillsammans med sina respektive svar:

Hur synliggörs elevernas metalingvistiska medvetenhet i användningen av det symbo-
liska språket?

Från det sammanställda resultatet blev det tydligt att den metalingvistiska medvetenheten
synliggjordes som bäst på de felaktiga svaren. Genom att identifiera felet var det möjligt
att urskilja vilken medvetenhet som brast hos eleven och, följaktligen, upptäcka dess roll
i uträkningen av uppgiften. Denna observation förstärker MacGregor & Prices (1999)
hypotes om att låg metalingvistisk medventenhet är ett hinder vid algebrainlärningen. De
tre kognitiva komponenterna är nödvändiga för en lyckad förståelse av den algebraiska
notationen och dess användning (MacGregor & Price, 1999).

Ett annat fall där elevernas metalingvistiska medvetenhet kunde visualiseras var på de
uppgifter som introducerade nya och tidigare okända symboler. Mer om detta presenteras
under nästa punkt.

Vilka strategier tillämpar eleverna för att hantera såväl kända som okända symboler?

Tolkningarna i analysen av testresultatet, tillsammans med det insamlade materialet från
intervjun, pekade på att eleverna oftast baserar sina lösningar på tidigare erfarenheter.
Vid hanteringen av kända symboler tillämpar eleven metoder som har presenterat lyckade
resultat vid andra tillfällen. Herbel-Eisenmann & Otten (2011) framhäver att tidigare er-
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farenheter spelar en viktig roll i tolkningen av uppgifter och, därefter, uträkningen av dem.
Meningen skapas inte förrän någon form av koppling till en känd kunskap sker (Herbel-
Eisenmann & Otten, 2011).

Från intervjun kunde det också verifieras att den metalingvistiska medvetenheten var
närvarande när kopplingen mellan nya och gamla kunskaper uppstod. De kognitiva kompo-
nenterna var aktiva i processen att identifiera, bearbeta och assimilera de nya symbolerna.
Tydliga paralleller kan därför dras mellan algebra- och språkinlärningen, där kontexten
spelar en lika viktig roll i mötet av nya och främmande objekt (Lager, 2006; Schleppegrell,
2007).

Hur kan elevernas tolkningsprocess av matematiska symboler visualiseras vid lösningen
av uppgifter?

På liknande sätt som för den metalingvistiska medvetenheten tydliggjordes elevernas tolk-
ningsprocess i analysen av felaktiga svar. De existerande felen i elevernas lösningar möj-
liggjorde identifieringen av den ofullständiga kopplingen mellan två av de tre olika kom-
ponenterna i den semiotiska medlingen, nämligen “begrepp” och “symbol”. För att uppnå
ett lyckat resultat i växlingen mellan det matematiska skriftspråket och det symboliska
krävs att eleven har en full förståelse för den semiotiska relationen mellan begreppet och
dess symboliska representation (Brown, 2001; Steinbring, 2005, 2006).

7.2 Studiens metod och genomförande

Trots att frågeställningarna har besvarats och syftet har uppnåtts, är detta arbete inte
befriat från kritik. Till att börja med hade båda insamlingsmetoderna behövt revideras.
Redan i resultatkapitlet påpekades hur uppgifter från det matematiska testet hade miss-
förståtts på grund av deras vaga formuleringar. Efter insamlingen och sammanställningen
av det kvantitativa materialet blev det även tydligt att mycket viktig och relevant informa-
tion hade gått förlorad på grund av att endast svar krävdes för de flesta testuppgifterna.
Det fanns alltså brist på data som kunde relateras till elevernas resonemang och lösnings-
strategier. Istället kunde dessa enbart gissas fram till med hjälp av tolkningar av svaren.

Inför intervjun skapades frågor utifrån elevernas lösningar och svar på testet. Tanken
var att de intervjuade eleverna skulle beskriva och klargöra de tankegångar som låg bakom
lösningarna samt att diskussioner skulle uppstås i samband med dem. Men frågorna upp-
fyllde tyvärr inte sitt syfte och även här samlades in alltför lite väsentlig data för att en
noggrannare analys skulle kunna genomföras.

En annan punkt som bör lyftas fram här är förseningen av datainsamlingen. För att
inte störa elevernas förberedelser inför ett slutprov i matematik väntades flera veckor in-
nan den första delen av insamlingen kunde äga rum. Därutöver väntades ytterligare några
veckor innan den andra delen kunde genomföras. Konsekvensen blev att hela skriv- och
analysprocessen försenades, vilket kan ha haft en negativ inverkan på studiens slutresul-
tat. Även faktumet att enbart två elever ställde upp på intervjun kan vara en följd av
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förseningen eftersom förberedelserna till nationella provet i matematik hade dragits igång.
Slutligen ska det även nämnas att en del av materialet var otillräckligt för att en

grundlig analys skulle kunna presenteras. För det första var antalet elever som skrev testet
alltför litet för att deras resultat skulle kunna vara representativt för någon elevgrupp ur ett
nationellt perspektiv. För det andra fanns det bara en intervju att utgå ifrån, vars bidrag
inte var av så stor betydelse för studiens analys som det hade förväntats. För det tredje, och
sista, var referensutbudet till arbetet begränsat eftersom studier som behandlar likheterna
mellan språk- och algebrainlärningen ännu inte har fått den nödvändiga uppmärksamheten
i forskarvärlden.

7.3 Avslutande slutsats

Ett antal olika processer ligger bakom uträkningen och bearbetningen av matematiska
symboler. För det här arbetet har dessa studerats ur ett språkvetenskapligt perspektiv
i syftet att reda ut gymnasieelevernas kunskaper om det matematiska symbolspråket. I
analysen har de mest förekommande felen belysts och tolkats med hjälp av teorier om den
metalingvistiska medvetenheten och symbolernas semiotiska och epistemologiska funktio-
ner.

Trots skillnaderna i arbetsgången är det möjligt att dra paralleller mellan resultatet
från det här arbetet och det från Österholms (2006) studie. Eleverna i båda fallen visade
sämre prestation när det naturliga språket hade blivit ersatt med det symboliska språket.
Således är det inte förvånansvärt att framhäva att Österholms (2006) slutsats fortfarande
är aktuell: det matematiska symbolspråket behöver en tydligare och mer explicit roll i
den svenska undervisningen. Även om resultatet till den här studien inte är tillräckligt för
att vara representativt i ett nationellt sammanhang speglar det ändå situationen i dagens
skola.

Slutligen, eftersom det bara har gått ett par år sedan den senaste skolreformen trädde i
kraft, både på gymnasie- och grundskolenivå, är det för tidigt för att avgöra om denna slut-
sats fortfarande kommer att vara aktuell inom den närmaste framtiden. Konsekvenserna
av de ändringar som har gjorts i styrdokumenten kommer inte att kunna uppmärksam-
mas förrän om några år. Ändå kan det vara intressant för forskarna i matematikdidaktik
att studera hur algebrainlärningen hos svenska elever påverkas av matematikens språkliga
strukturer, samt hur elevernas språkliga färdigheter i svenska påverkar deras matematiska
färdigheter. Det här området är fortfarande relativt obehärskat i Sverige och kan där-
för komma att visa sig vara nyckeln till en full förståelse av hur matematikinlärningen
egentligen går till.
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Test i Matematik
Gymnasieskolans namn och ort

Det här testet är en del av ett examensarbete inom matematikdidaktik på Linnéuni-
versitetet och har därför ingen påverkan över ditt betyg i matematik. Deltagandet är
dessutom frivilligt och svaren kommer att vara anonyma. Efter varje fråga ges eleven
möjligheten att ringa in frågans svårighetsgrad där 1 står för Mycket lätt och 5 står
för Mycket svår.

Syftet med det här testet är att undersöka gymnasieelevernas kunskaper inom det
matematiska symbolspråket.

Exempel på matematiska symboler är siffror, tecken (t.ex. addition och multiplika-
tion), variabler osv. Uttryck och formler är exempel på hur man kan bygga påståenden
med hjälp av symbolspråket.
Tillåtna hjälpmedel: Hjärnan och fingrarna

Lycka till!

Del 1: Från text till symboler

1. Sedan Peters löneförhöjning på 3500 kronor är hans månadslön två och en halv gång-
er så hög som Karolines. Skriv ett uttryck för Peters månadslön före löneförhöjningen
då Karolines månadslön är x kr.

Svar:

Svårighet: 1 2 3 4 5

2. På tallinjen är avståndet mellan en punkt x och punkten 7 mindre eller lika med 2.
Skriv om påståendet med hjälp av matematiska symboler.

Svar:

Svårighet: 1 2 3 4 5

3. Talet y är exponenten till talet a som upphöjs till y för att bli lika med b. Använd
dig av matematiska symboler för att skriva detta på två olika sätt.

Svar 1:

Svar 2:

Svårighet: 1 2 3 4 5



Del 2: Från symboler till text

4. Ge exempel på ett problem där följande formeln används:

2x+ 5y = 37

Svar:

Svårighet: 1 2 3 4 5

5. Vad beskriver följande formel?

z =
√
x2 + y2

Svar:

Svårighet: 1 2 3 4 5

6. Hur tolkar du tecknen ⇒ och ⇔ i följande relationerna?

(a) x = 3⇒ x2 = 9

Svar:

Svårighet: 1 2 3 4 5

(b) 7x = 21⇔ x = 3

Svar:

Svårighet: 1 2 3 4 5



Del 3: Från symboler till symboler

7. Skriv om nedanstående uttryck utan att deras värden förändras. Du kan göra detta
genom att förenkla och/eller förlänga uttrycken.

(a)
x− 2

x2 − 5x+ 6

Svårighet: 1 2 3 4 5

(b)
3b+ 6

15b

Svårighet: 1 2 3 4 5

(c)
4a− 1

3

Svårighet: 1 2 3 4 5

8. Vilka tal tillhör följande intervall?

(a) −1, 4 < x ≤ 3 och x ∈ Z Svar:

Svårighet: 1 2 3 4 5

(b) x < 5, 2 och x ∈ N Svar:

Svårighet: 1 2 3 4 5

(c) x2 = −1 och x ∈ R Svar:

Svårighet: 1 2 3 4 5

9. En operation mellan två element (dvs. en kompositionsregel) ⊕ definieras av

a⊕ b = 2a+ 3b

Bestäm x som uppfyller 5⊕ x = 22.

Svar:

Svårighet: 1 2 3 4 5

Tack för din medverkan!

Kan du tänka dig ställa upp på en gruppintervju vid ett senare tillfälle? Ja Nej

Namn och klass:

Har du någon kommentar om det här testet?



Intervjumall
Gymnasieskolans namn och ort

Generella frågor

1. Vad tycker ni om matematik?

2. Är ni vana vid att använda matematiska symboler när ni löser uppgifter?

3. Brukar era lärare använda matematiska symboler på undervisningen?

Testet

1. Vad tyckte ni om testet? Svårt? Intressant?

2. Vilken del var svårast/lättast?

3. Tycker ni att era förkunskaper var tillräckliga?

Särskilt utvalda uppgifter

1. Uppgift 3 Titta på varandras lösningar och diskutera olika svarsalternativ.

2. Uppgift 6 Kan ni komma på några exempel till de två symbolerna, ⇒ och ⇔?

3. Uppgift 8

(a) Kommer ni ihåg vad Z, N och R står för?

(b) Vad tror ni tecknet ∈ betyder? Hur skulle ni tolka/gissa tecknet utifrån upp-
giften?

(c) Försök lösa uppgiften igen.

4. Uppgift 9

(a) Hur tänkte ni när ni löste uppgiften?

(b) Tycker ni att faktumet att ni inte hade lärt er om ⊕ försvårade uppgiften?

Öppen diskussion

1. Någon annan uppgift som ni skulle vilja titta lite närmare på?

2. Varför tror ni man lär sig det matematiska symbolspråket?
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