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Sammandrag

Syftet med denna undersökning har varit att studera gymnasieelevers förståelse för funktionsbe-

greppet. Den teoretiska utgångspunkten har varit att studera elevernas förmåga att växla mellan

olika representationsformer och studera deras förståelse för relationen mellan de olika representa-

tionerna. Elevernas förmåga att resonera har också varit en väsentlig del och därför har forskningen

kring matematiskt resonemang också varit en viktig del i arbetet. För att nå ett resultat har tre

klasser på gymnasiet fått skriva ett test konstruerat för att svara mot uppsatsens syfte. Utöver

testet intervjuades tre av eleverna för att det skulle finnas möjlighet att fånga elevernas förmåga

att resonera. Resultatet kom att visa att vissa elever har svårt att utföra växlingar mellan vissa

olika representationer, men mellan andra är det betydligt enklare. Det framkom att eleverna var

skolade i ett algoritmiskt tänkande, och att eleverna hade svårt att resonera fritt och kreativt kring

funktionsbegreppet, samt att eleverna hade svårt att skilja de närliggande begreppen ekvation och

funktion.

Nyckelord: funktioner, funktionsbegreppet, representationsformer, strukturell kunskap, procedu-

rell kunskap, matematiskt resonemang
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Abstract

The aim with this thesis has been to study Swedish high school students’ comprehension for the

concept of a function. The theoretical starting point has been to study the students’ ability to

change between different forms of representations of a function and study their comprehension

for the relation between the different representations. The students’ ability to use mathematical

reasoning has also been a crucial part for the thesis, and therefore research on mathematical

reasoning has also been an important part. Three high school classes were given a test, which

sought to test their ability to change between different forms of representation. In addition to the

test three students were interviewed, so that the students’ ability to reason would be possible to

analyze. The results came to show that some students have difficulties to change between some

of the representations but between others it’s far easier for them. The results also showed that

the students were trained in algorithmically thinking, and that it was difficult to reason creatively

about the concept of a function. The students also had trouble separating a function from the

related concept of equations.

Key words: functions, concept of a function, representations, conceptual knowledge, mathematical

reasoning
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1 Introduktion

Att det finns problem med svenska elevers matematikkunskaper är varken ny eller chockerande

information. Undersökningar visar på en negativ trend för svensk matematikkunskap (se t.ex.

Bentley, 2008). I de lägre åldrarna är problem med bråkräkning och relationer mellan tal vanliga.

I den senare delen av grundskolan har eleverna bland annat problem med algebra och relationer

mellan variabler (Bentley, 2008).

Under min verksamhetsförlagda utbildning samt min tid som yrkesverksam lärare har jag träffat

på flera elever som har haft problem med att förstå nyttan med matematik. Flera gånger har

diskussionen ”varför ska vi göra det här?” dykt upp. Vi kan ställa oss frågan varför vi arbetar

med matematik. Datorerna verkar ju klara allt nu för tiden. Vilken är anledningen till att vi ska

förstå matematiken bakom beräkningar? Att sitta vid en dator utan minsta förståelse för den

komplexa maskin som ligger bakom, är ju inga problem. Vi kör våra bilar utan att förstå hur en

förbränningsmotor fungerar. När vi lär oss ett nytt språk är det viktigare att kunna tala, skriva och

läsa, än att förstå de många komplexa mekanismer som styr ett språk. Varför kan inte matematik

vara ett ämne där endast det operationella är önskvärt och förståelsen för matematiken bakom är

sekundär?

För att motivera varför eleverna ska lära sig matematik måste vi veta vad matematik är. Mate-

matik kan beskrivas som en vetenskap för problemlösning. Till sin natur är matematik abstrakt av

anledningen att den ska vara generell och allmängiltigt (Kiselman och Roos , 2013). Matematiken

kan användas för att beskriva modeller av verkligheten, och att sätta upp modeller är en viktig del

av matematiken.

Fokus i denna uppsats kommer att ligga på elevernas förståelse för det matematiska begreppet

funktion. Funktioner är ett centralt begrepp inom den moderna matematiken. För till exempel

analysen är funktionsbegreppet en grundsten, och vikten av begreppet sträcker sig även utanför

matematiken till andra discipliner och ämnesområden. Inom samhällsvetenskapen, psykologin, bio-

login, kemin och fysiken används funktionsbegreppet flitigt för att bara nämna några vetenskaper.

Ofta ställer också eleverna frågan ”när kommer jag att använda det här?”. Som med många ma-

tematiska begrepp finns det kanske inte en vardagsnära situation när eleven måste kunna använda

funktionsbegreppet för att reda ut en situation, men det är inte vad det handlar om. I ämnespla-

nen framgår det att eleverna ska ”utveckla förståelse av matematikens begrepp och metoder samt

att utveckla olika strategier för att kunna lösa matematiska problem och använda matematik i

samhälls- och yrkesrelaterade situationer” (Skolverket, 2011a, s. 90), och matematikundervisning-

en ska ”ge eleverna utmaningar samt erfarenhet av matematikens logik, generaliserbarhet, kreativa
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kvaliteter och mångfacetterade karaktär” (Skolverket, 2011a, s. 90). Frågan om när det ska använ-

das är relevant, men inte alltid självklar. Att visa ett exempel för en elev är inte alltid tillräckligt,

men ifall vi istället arbetar med att lära eleven förstå matematiken, så att han eller hon själv kan

se nyttan med den; då har vi kommit långt.

1.1 Syfte och frågeställningar

Syftet med detta arbete är att utreda de missförstånd som finns kring funktionsbegreppet bland

elever i gymnasieskolan, och vad dessa missförstånd kan bero på. Förutom att studera missför-

stånden som kan finnas i elevernas färdigheter och begreppsförståelse ska även en granskning göras

av elevers strukturella kunskap gällande funktionsbegreppet. Strukturell kunskap är här en över-

sättning av engelskan conceptual knowledge, som innebär kunskap rik på relationer, och förståelse

betonas framför operationella färdigheter (Hiebert och Lefevre, 1986). För att svara mot syftet har

det formulerats tre stycken frågeställningar.

• Vilka missförstånd kan skönjas i elevernas hantering av funktionsbegreppet?

• Hur ser eleverna i studien på funktionsbegreppet?

• Hur kommer strukturell kunskap till uttryck genom arbetet med funktioner?

Med hantering av funktionsbegreppet avses här elevernas färdigheter i användandet av funktioner

för beräkningar och studier.
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2 Teoretisk bakgrund

Det teoretiska ramverket för denna studie bygger på den konstruktivistiska kunskapssynen. Där-

för kommer detta först att belysas, men även tillhörande förklaringsmodeller och -begrepp, såsom

assimilation och ackommodation kommer att tas upp. Därefter kommer studiens huvudsakliga

analysverktyg att presenteras: procedurell och strukturell kunskap, representationsformer och ma-

tematiskt resonemang. Slutligen presenteras även den didaktiska forskning som redan är gjord

inom området om funktionslära, samt funktionslärans roll i den nya kursplanen i och med den nya

gymnasiereformen GY11.

2.1 Konstruktivistisk kunskapssyn

Hur lärande går till är ett omtvistat område. Flera teorier har tagits fram i syfte att besvara

frågan om inlärning. Den konstruktivistiska kunskapssynen har sina rötter i Piagets teorier, och

dessa framkom under 1900-talets mitt. Kunskap skapas i ett sammanhang enligt den konstrukti-

vistiska kunskapssynen. Kunskap kan inte direkt överföras från lärare till elev genom en ström av

information, utan det är något som konstrueras hos individen (Illeris, 2007).

Det finns flertalet faktorer som påverkar lärandet till exempel tidigare erfarenheter och upple-

velser. En jämförelse kan således göras mellan den konstruktivitiska kunskapssynen och äldre idéer

om att eleven endast är ett tomt kärl redo att fyllas av lärarens kunskap (Illeris, 2007). Kunskapen

skapas av eleven tillsammans med läraren, och därför kan inte läraren reproducera samma metoder

och återanvända för nästa elev. Alla elever är olika; alla har olika bakgrund och erfarenheter och

därmed är också deras förutsättningar annorlunda. Att tillskanska sig matematisk kunskap innebär

att upptäcka, undersöka snarare än att delges information.

Denna studie fokuserar på eleven själv snarare än det sammanhang vari han eller hon verkar,

och därför möter denna kunskapssyn väl den analysmodell som kommer att användas i denna

studie.

Von Glasersfeld (1995) påpekar att termerna assimilation och ackommodation, som båda är

centrala för den konstruktivistiska kunskapssynen, ofta misstolkas. Illeris (2007) menar att assimi-

lation är att: ”införliva något i en redan existerande struktur” (s. 54). Ackommodation är däremot

när det ställs krav på en förändring i elevens tankar. ”I Piagets teori innebär det att barnet föränd-

rar sina tankestrukturer för att kunna möta ändrade förhållanden” (Nationalencyklopedin, 2013a).

Von Glasersfeld (1995) menar att ackommodation kan komma ur ett nederlag eller en mer angenäm

upplevelse av något inte tidigare känt, vad som är viktigt är att inlärning i vilket fall som helst

har skett, eftersom det nu låtit inläraren förändra sina tankestrukturer.
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Dessa begrepp är således centrala för den konstruktivistiska kunskapssynen, och påvisar således

hur erfarenheter mottages. Begreppen återkommer senare i analysen där de fungerar som en del i

en förklaringsmodell.

2.2 Strukturell och procedurell kunskap

Hiebert och Lefevre (1986) menar att matematisk procedurell kunskap är kunskap om hur matema-

tiska regler och algoritmer fungerar samt hur den matematiska syntaxen är konstruerad. Strukturell

kunskap handlar istället om samband, relationer och förståelse för varför olika begrepp hänger sam-

man, hur de är uppbyggda och en djupare förståelse för dess konstruktion. I denna studie kommer

de definitioner av strukturell och procedurell kunskap som ges av Hiebert och Lefevre (1986) att

användas.

Eftersom dessa två begrepp kommer att ha en viktig roll i detta arbete, kommer de att presen-

teras vidare. Dels ska begreppen presenteras var för sig, dels deras inbördes relation, samt deras

relation till matematiken.

Med strukturell kunskap avses sådan kunskap som är rik på relationer. Skapas en relation

mellan två kända delar ökar den strukturella förståelsen, men det kan också handla om att knyta

samman relationen till en redan känd relation (Hiebert och Lefevre, 1986). Ett exempel på detta

skulle vara att förstå kopplingen mellan en graf och en funktion, där den tidigare kända relationen

är mellan funktionens regel och en motsvarande värdetabell.

Den strukturella kunskapen betonar således förståelse framför det praktiska förfarandet att

räkna. Hiebert och Lefevre (1986) påpekar att en stor fördel med att ha strukturell kännedom om

ett objekt, är att personen kan använda kunskapen för att på egen hand skapa en algoritm eller

välja rätt verktyg för att lösa ett matematiskt problem. Således finns det en stark koppling mellan

strukturell och procedurell kunskap.

Procedurell kunskap är uppbyggd av två huvudsakliga delar, dels kännedom om den matema-

tiska syntaxen, formellt språk och symbolspråket, dels bygger procedurell kunskap på kunskapen

om hur algoritmer och regler kan användas (Hiebert och Lefevre, 1986).

En stor del av skolmatematiken bygger på att eleven har just en procedurell kunskap för ämnet

(Hiebert och Lefevre, 1986). Att känna igen en ekvation, till exempel x+ 2
4x = 15, är att känna till

hur symbolerna ska manipuleras för att kunna ge ett önskat resultat. Den angivna ekvationen kan

manipuleras och skrivas om som 2x2−30x+1 = 0, vilket i sin tur kräver en ny typ av igenkänning

för att eleven ska kunna applicera till exempel en algoritm för lösning av andragradsekvationer.
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2.2.1 Samspelet mellan olika kunskaper

Hiebert och Wearne (1986) betonar vikten av både strukturell och procedurell kunskap. Att se

strukturell och procedurell kunskap som två skilda objekt är att dölja en del av bilden. Det finns

många samband dem emellan och det kan vara intressant att studera just dessa samband.

Silver (1986) menar att strukturell kunskap ofta bygger på kännedomen om hur procedurerna

fungerar. Ett exempel som tas upp är att strukturell kunskap om en liksidig triangel kräver kunskap

om hur en triangel rent procedurellt ritas upp och konstrueras (Silver, 1986). Således kan inte

kunskaperna ses som åtskilda, utan det är av intresse att studera hur den procedurella kunskapen

kan hjälpa inläraren med den strukturella kunskapen och vice versa. Hiebert och Wearne (1986)

menar att det finns tre tillfällen vid lösningen av ett problem där samspelet mellan strukturell

och procedurell kunskap är särskilt viktig. Det första är vid identifieringen av problemet. Här kan

exemplet från tidigare studeras. Frågan skulle kunna vara: lös ekvationen x + 2
4x = 15. Med den

procedurella kunskapen identifieras valda delar att utföra operationer på 2
4x = 1

2x , medan den

strukturella förståelsen här skulle vara att inte tolka divisionen som en operation, men snarare att

tolka 1
2x som ett likvärdigt uttryck.

Det andra tillfället är när ekvationen ska lösas. Vid detta tillfälle kommer en algoritm eller

struktur att användas, vilket kommer att vara en procedurell färdighet, men att motivera vilken typ

av lösningsstrategi som bäst lämpar sig för uppgiften är en fråga om strukturell kunskap. Således

är det, i någon mening här, strukturell kunskap som påvisas när ekvationen skrivs om och när

eleven sedan använder sig av till exempel pq-formeln för att lösa ekvationen x = 15
2 ±

√
( 15

2 )2 − 1
2 .

Det tredje och sista tillfället är efter det att problemet är löst och den strukturella kunskapen

kan ge oss en uppskattning ifall lösningen kan vara rimlig. Lösningen till ekvationen ovan är:

x1 = 1
2 (15 +

√
223), x2 = 1

2 (15 −
√
223), vilka kan ungefärligt uppskattas till x1 ≈ 15 och x2 ≈ 0,

eftersom 15 =
√
225 ≈

√
223. Med strukturell förståelse kan därmed dessa uppskattningar göras

och dessa kan sedan användas med insättning i begynnelseproblemet och därmed går det att göra

en felkontroll av problemet. Hiebert och Wearne (1986) menar att dessa är tre viktiga tillfällen

när det krävs ett samspel mellan de olika typerna av kunskap. Därmed går det att skönja kritiska

tillfällen när det är extra intressant att studera detta samband.

2.3 Representationsformer

I och med den nya gymnasiereformen GY11 kom helt nya kurser till gymnasieskolan. Tidigare

fanns sju matematikkurser varav endast den första var obligatorisk för alla gymnasieprogram. I

den nuvarande reformen finns det istället sex kurser, men med undantaget att kurs 1-3 har två
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eller tre olika studiespår, beroende på vilket program eleven läser vid. Vad som tidigt märks vid

jämförelse mellan gamla och nya kursplanerna, är att betoningen av matematiska representationer

har ökat avsevärt.

Representationsformernas betydelse för matematiken framhävs i Raymond Duvals många artik-

lar i ämnet (se bl.a. Duval, 1999; Duval, 2006). Duval skriver att ”Representation and visualization

are at the core of understanding in mathematics” (Duval, 1999, s .3). Således kan det utläsas att

representationer har en central roll vad avser matematisk förståelse. Unikt för matematiken är

också att det endast finns semiotiska representationer av objekt. Andra vetenskaper har alltid ett

verkligt objekt att relatera till, medan matematiken endast har dessa representationer av objekten

som inte får misstas för objektet i sig (Duval, 1999).

2.3.1 En definition av matematisk representation

Vad är en representation av ett objekt? Att ge ett exempel på vad som kan vara en matematisk

representation behöver inte vara komplicerat, men att ge en definition av begreppet kan vara

svårare. Här visas ett exempel på hur en funktion kan gestaltas med olika representationsformer.

Ofta kan funktionen ses som den regel som beskriver funktionen, t.ex. f : f(x) = x2 − 4. Notera

att den skriftliga notationen av funktionens regel också är en representation av funktionen och inte

objektet i sig. En annan representation av den nämnda funktionen kan vara dess graf:

x

y

Här ses representationen av funktionen. Grafen beskriver ett förhållande mellan variablerna x

och y, som går att utläsa i koordinatsystemet. En funktion är just ett förhållande mellan två vari-

abler med ett specifikt samband. Samma samband går även att utläsa i en tabell, vilket illustreras

på nästa sida.
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x f(x)

-3 5

-2 0

-1 -3

0 -4

1 -3

2 0

3 5

Dessa ovan nämnda representationer är alltså endast ett exempel på en representation, och det-

ta är inte representationer av begreppet funktion, utan exempel på hur den funktionen med regeln

f(x) = x2−4 kan visas i olika representationsformer. Skott m.fl. (2008) ger följande beskrivning av

en representation av en funktion: ”En funktion, fx, kan beskrives i en tabel, en graf og en sproglig

fremstillning. Men der er ikke noget fysisk ner mening. Ja, man kan endda gå så vidt som til at

sige, at formuleringen om at funktionen kan repræsenteres på disse måder er problematiskt, for det

forudsætter, at der er et objekt at repræsentere, dvs. at begrebet funktion eksisterer uden symbo-

lerne for den.” (Skott, Hansen och Jess, 2008, s. 110). Detta ankyter således till den problematik

som nämndes tidigare att ett matematiskt objekt inte har någon verklig förlaga.

Duval (1999) skriver ”Representation refers to large range of meaning activites: steady and

holistic beliefs about something, various ways to evoke and to denote objects, how information is

coded” (s. 3). Således kan en representation sägas vara en beskrivning eller tolkning av ett objekt.

2.3.2 Olika representationssystem

Duval (1999) har valt att kategorisera olika representationsformer i olika system eller register. I

denna uppsats kommer endast de system som Duval anser vara semiotiska att behandlas.

Duval (1999) delar in olika representationer i olika register. Duval (1999) gör en åtskillnad

mellan multi-functional registers samt mono-functional registers. I ett multifunktionellt system av-

ses sådana representationer som inte uppkommer genom en algoritm. Processen för att framställa

representationen går inte att standardisera. Sådana representationer är till exempel geometriska

figurer och språkliga representationer. De monofunktionella registren är motsatsen till de multi-

funktionella. Här kategoriseras representationer som tillkommer genom en algoritm, eller en utsta-

kad väg för framställning. Beräkningar, grafer och diagram är alla exempel på monofunktionella

representationer (Duval, 2006).

Nästa typ av kategorisering kallar Duval (2006) för diskursiv samt icke-diskursiv representation.
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Både multifunktionella samt monofunktionella representationer kan vara både diskursiva samt icke-

diskursiva. De diskursiva registerna inkluderar symboliska och relationella representationer, medan

den icke-diskursiva avser avbildningar. I tabellen nedan finns det exempel på representationsformer

som var och en tillhör olika register.

Tabell 1. Representationsregister.

Register Diskursiva Icke-diskursiva

Multifunktionella Språkliga framställningar Geometriska figurer

Monofunktionella Beräkningar/tabeller Grafer

Duval (2006) menar att en viktig aspekt vid inlärning och förståelse för ett begrepp grundar sig

i att användningen av dessa olika register samt möjligheten att kunna växla representationsform

både inom samma register samt mellan olika register.

2.3.3 Växlingen mellan olika representationssystem

Två viktiga begrepp när växling mellan olika representationsregister avses är treatment (behand-

ling) och conversion (konvertering) (Duval, 2006).

Med behandling avses sådana byten eller transformationer av representationssystem där det

sker inom samma register (Duval, 2006). Ett exempel på behandling skulle därmed kunna vara

en omskrivning av en ekvation 5(x + 1) = 4y ⇔ y = 5x+5
4 . Denna omskrivning leder till en ny

representation men inom samma register. Det skulle också kunna innebär att gå från en språklig

framställning av en funktion till att skriva ned den med matematisk notation. Att säga att en

taxibil tar 25 kr i utkörningsavgift och sedan är taxan 10kr/km är precis samma sak som att

konstatera att y = 10x+25, där y är kostnaden för taxiresan och x är sträckan som bilen har gått.

Det är olika representationsformer, men inom samma register.

Konvertering avser de transformationer mellan olika former av representationsregister (Duval,

2006). För att knyta an till ett tidigare exempel kan det konstateras att en konvertering skulle

kunna vara att växla mellan grafen och tabellen i det tidigare avsnittet. Alltså rita grafen med

hjälp av tabellen. Läsa av tabellvärdena som koordinater och placera dessa i ett koordinatsystem,

och sedan färdigställa grafen.

2.4 Matematiskt resonemang

Vid växlingen mellan olika representationssystem är det av intresse att studera de resonemang

som eleverna använder sig av. Men för att en analys av resonemang ska kunna försiggå krävs en
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definition. Här används den definition som ges av Lithner (2008) : ”reasoning is the line of thought

adopted to produce assertion and reach conclusions in task solving. It is not necessarily based on

formal logic, thus not restricted to proof, and may even be incorrect as long as there are some

kinds of sensible (to the reasoner) reasons backing it.” (s. 257).

Ett matematiskt resonemang är således en tankebana. I Lithners forskning har han gjort en

distinktion mellan olika typer av matematiska resonemang (Lithner, 2008). Dessa distinktioner

kommer att ingå som en del i det teoretiska ramverket för denna studie.

Vad avser olika typer av resonemang gör Lithner (2008) en huvudsaklig distinktion mellan

imiterande resonemang samt kreativt resonemang. Det imiterande resonemanget kan vara rent

algoritmiskt. Alltså att eleven har lärt sig att för en viss typ av uppgift krävs en viss typ av algoritm.

Ett imiterande resonemang kan också vara en fråga om memorering: ”An example is to recall every

step of a proof.” (Boesen, Lithner & Palm, 2010, s. 93). För det algoritmiska resonemanget kan det

vara så att eleven ställs inför en ny typ av uppgift, och snarare än att endast applicera en algoritm

som kan användas måste eleven också välja ut en algoritm. Således krävs det också en sållning från

elevens sida. Detta är kallas för delimiting algorithmic reasoning (Boesen, Lithner & Palm 2010).

Framöver kommer detta att benämnas som utökat algoritmiskt resonemang.

Det kreativa resonemanget benämns i artiklarna som creative mathematically founded reasoning

(Lithner, 2008; Boesen, Lithner & Palm, 2010). Denna typ av resonemang karaktäriseras av tre

villkor. För det första ska en ny sekvens av resonemang bildas alternativt ska tidigare glömt resone-

mang återskapas. Det andra villkoret är att argumentationen för valet strategi eller implementering

av strategi ska motivera varför slutsatserna är sanna eller troliga. Slutligen måste argumenten vara

väl förankrade i den matematik som används för resonemanget (Boesen, Lithner & Palm, 2010).

2.5 Definition av funktionsbegreppet

Här följer den definition som vanligen görs idag av begreppet funktion: Vi har en funktion f från

mängden A till B när det finns en regel som till varje x ∈ A ger exakt ett värde y ∈ B. Vi skriver

detta förhållande mellan x och y som y = f(x). Alla element x som bildar delmängden A kallas

för definitionsmängd och alla element y som bildar delmängden B kallas för värdemängden.

I samband med en diskussion kring funktionsbegreppet är det värt att beröra det närliggande

ekvationsbegreppet. Med en ekvation avses ett algebraiskt sammanhang ”som uppfylls av en okänd

storhet” (Nationalencyklopedin, 2013b). En ekvation kan ses som en likhet som visar att två al-

gebraiska uttryck väger lika tungt. Ekvationen består alltså av två uttryck, en på vardera sida av

likhetstecknet, som enligt likhetstecknet, representerar samma kvantitet. Likhetstecknet är här ett

9



påstående och vanligen är vi intresserade av när denna likhet är uppfylld. När grafen y = kx+m

ritas upp, är det av intresse att hitta de punkter som uppfyller ekvationen.

2.6 Funktionsbegreppet ur ett didaktiskt perspektiv

Flera studier har gjorts om elevers förståelse för olika typer av funktioner. Många studier är inrik-

tade på elevers förståelse för specifika typer av funktioner, till exempel linjära funktioner samt an-

dragradsfunktioner. Denna studies syfte är att studera elevernas förståelse för funktionsbegreppet,

och där kan både specifika typer av funktioner samt det generella funktionsbegreppet inkluderas

och vara av intresse.

De finns flera internationella studier som behandlar elevers förståelse för funktionsbegreppet

(se bland andra Sajka, 2003; Dubinsky och Wilson, 2013; Akkoç, 2003). Men i denna studie har

fokus lagts främst på svensk och skandinavisk forskning som finns inom ämnet.

2.6.1 Linjära funktioner

Linjära funktioner är de som skrivs på den allmänna formen f : f(x) = kx+m, alternativt används

formen f(x)− y0 = k(x− x0), som kallas för enpunktsformen. Linjära funktioner kännetecknas av

en konstant lutning, som beskrivs av k i de två framställningarna ovan.

Studier som gjorts på elever i grundskolans senare år har visat att elever har svårt att göra

tolkningar mellan grafen för en linjär funktion och den regel som beskriver funktionen (Rosén

1996). Grønmo och Rosén (1997a) menar vidare att många elever tror att alla funktioner ska

avbildas som linjära funktioner. Det finns alltså en övertro hos eleverna att allt kan avbildas som

räta linjer.

I en artikel betonas också vikten att arbeta med flera olika former av representationer och

övergångarna mellan dessa ”för att utveckla ett eget funktionsbegrepp” (Grønmo och Rosén, 1997b,

s. 41).

2.6.2 Andragradsfunktioner

Olteanu (2007) har i sin avhandling behandlat elevers förståelse för andragradsekvationer samt

andragradsfunktioner, och menar att elevers förståelse för kopplingen mellan ekvation och funktion

är svag, eftersom de ofta ser dessa begrepp som likställda. Eleverna är bättre på att relatera en

funktion exempelvis till en tabell, men att se sambandet mellan funktionen och ekvationen är

svårare.

Olteanu och Holmqvist (2012) påvisar också elevers problem med att lösa andragradsekvationer.
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Lösning av ekvationer är en viktig del i funktionsläran, eftersom det ger möjlighet att finna rötter

och givna värden för funktionen. Ett av problemen som flera av eleverna har är att de har svårt

med att skriva om ekvivalenta uttryck (Olteanu och Holmqvist 2012). Detta får till följd att det

mer än ofta blir fel. Sett till den allmänna andragradsfunktionen: f(x) = ax2 + bx + c, a 6= 0,

finns där en mängd olika variationer. Olteanu och Olteanu (2012a; 2012b) påvisar att ett sätt

att undkomma detta är genom att lära eleverna hantera en generell lösningsmetod, för att lösa

andragradsekvationer och istället djupgående studera denna, för att på så sätt få eleverna att förstå

strukturen.

2.6.3 Det generella funktionsbegreppet

Flera studier har gjorts på området för begreppsförståelse eller begreppsuppfattning om det gene-

rella funktionsbegreppet, men de flesta behandlar studenter vid universitet. Det kan ändå vara av

intresse att beröra i detta avsnitt, dels för att se ifall det finns liknande resultat för studenter vid

universitet som för gymnasieelever, dels för att studera den forskning som gjorts inom ämnet trots

att forskningen behandlar elever ur en annan ålderskategori.

En studie som gjorts av Ferrini-Mundy och Graham (1994) påvisar att flera studenter vill kunna

beskriva en funktion med en formel eller en regel för att kunna tolka den som en funktion. Det har

också visat sig att studenter ofta har problem med att gå mellan olika representationsformer, och

att det är sällan som grafen används som ett komplement för att lösa problem, utan oftast löses

”rent analytiskt” (Pettersson, 2008).

Några som däremot i sin forskning diskuterar ett mer allmänt funktionsbegrepp för elever på

grundskolan och gymnasiet är Grønmo och Rosén (1997b). I en artikel menar de att det inte

är konstigt att elevernas uppfattning av funktionsbegreppet ibland visar på missuppfattningar

(Grønmo och Rosén, 1997b).

Om elever ställs inför ett formellt funktionsbegrepp och deras erfarenheter är ringa är det inte så

konstigt att de uppvisar olika missuppfattningar. Då eleven inte har andra erfarenheter av funktioner

än räta linjer när begreppet introduceras, så är det inte annat att vänta än att funktionsbegreppet

knyts till räta linjer. Har de bara erfarenheter av att översätta från situation till tabell och därifrån

till graf, så knyts begreppsbildningen till denna sekvens.

Grønmo och Rosén (1997b, s. 41)

Grønmo och Rosén (1997b) menar vidare att eleverna inte bör introduceras till ett formellt funk-

tionsbegrepp förrän de har arbetat med de olika representationsformerna och översättningarna

mellan de olika representationerna. En annan forskare som betonar representationerna och korre-

lationen mellan de olika formerna är Blomhøj (1997). I en artikel skriver Blomhøj om funktions-
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begreppet som ett begrepp som befinner sig i ett nätverk av relationer till andra matematiska

begrepp. Han belyser i synnerhet begreppen variabel, ekvation och graf (Blomhøj, 1997). Blomhøj

(1997) betonar variabelbegreppet som problematiskt, eftersom förståelsen för det är ett krav för

förståelsen för funktionsbegrepp, medan det också ”i høj grad får sin mening fra dets anvendelse i

forbindelse med funktioner” (Blomhøj, 1997, s. 8).

2.7 Funktionsbegreppet i kursplanen

I kursplanen för den nya gymnasieskolan GY11 framgår det att eleverna på studieförberedande

programmen redan i första kursen ska introduceras för funktionsbegreppet. Eleverna som läser på

studieförberedande programmen läser matematikkurserna med spår b och c. Med spår avses här

den terminologi som används av Skolverket i kursplanerna. Varje kurs i matematik har två eller

tre olika spår. Spår a är utformat för de yrkesförberedande programmen. Spår b är utformat för

de studieförberedande med undantag för naturvetenskapliga programmet och teknikprogrammet

som läser spår c.

För kursen 1b i det centrala innehållet står det att: ”Undervisningen i kursen ska behandla

[...] [begreppen] funktion, definitions- och värdemängd samt egenskaper hos linjära funktioner och

potens- och exponentialfunktioner.” (Skolverket, 2011a, s. 99). Utöver detta ska eleverna kunna

hantera olika representationsformer av funktioner, samt att undervisningen ska behandla skillnaden

mellan algebraiskt uttryck, ekvation och funktion (Skolverket, 2011a). Liknande formulering finns

även för kursen Matematik 1c, som läses av naturvetare och teknikelever.

I den andra kursen presenteras sedan funktionsbegreppet även för de elever som läser spår a.

Elever som läser matematik 2a ska i undervisningen ta del av funktionsbegreppet, lösningsmetoder

för att hitta nollställen, samt olika representationsformer för funktioner. Liknande formulering som

den för Matematik 1b och 1c görs, men med den skillnaden att, de för funktionsbegreppet centrala

begreppen, definitions- och värdemängd inte behöver inkluderas i undervisningen. För kurserna

2b och 2c står det att undervisningen ska innehålla ”Egenskaper hos andragradsfunktioner [...]

Konstruktion av grafer till funktioner samt bestämning av funktionsvärde och nollställe, med och

utan digitala verktyg.” (Skolverket, 2011a, s. 110). Därmed är det inte mycket nytt som införs för

de programmen i de nya kurserna.

Den stora förändringen kommer sedan i kurserna 3b och 3c.1 I denna kurs kommer flera nya

begrepp som rör funktioner för att bara nämna några stycken: derivata, kontinuerlig och diskret

funktion, polynomfunktioner av högre grad, summor av funktioner samt integraler.

1För kursen Matematik 3 finns det inget spår a.
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3 Metod

Här presenteras den metod som användes i studien. Mer specifikt presenteras den forskningsansats

som valdes, insamlingsmetod, vilket urval som gjordes samt en presentation av studiens genomfö-

rande. Det förs även en diskussion kring studiens giltighet med avseende på olika faktorer såsom

reliabilitet och validitet.

Vetenskapsrådet har sammanställt forskningsetiska riktlinjer (Vetenskapsrådet, 2002). Dessa

rekommendationer har följts genomgående i arbetet med studien.

3.1 Forskningsansats

Den forskningsansats som valts för denna uppsats är grounded theory eller översatt grundad teori.

Guvå och Hyllander (2003) beskriver grundad teori något förenklat på följande vis: ”Att utifrån

den egna praktiska erfarenheten skapa begrepp och teoretiska modeller, som sedan omformuleras

och revideras allteftersom ny kunskap växer fram” (s. 5).

Idén med grundad teori är att låta teorier växa fram ur det insamlade materialet snarare än

att låta förutfattade meningar och obeprövade hypoteser ligga till grund för analysen. Teorierna

ska istället komma i samband med framtagningen och sammanställandet av materialet (Nationa-

lencyklopedin, 2013c). Glaser (2001) menar att ”[it] is hard at the beginning as it is hard to give

up the surety and comfort of a unit to study, an interview guide, a preconceived problem to orient

the research” (s. 45).

Vidare menar Guvå och Hyllander (2003) att grundad teori kan ses som ett process i flera steg

som ska upprepas. Inledningsvis ska ett material inhämtas och sammanställas. Det första steget

efter sammanställningen är kodningen. Kodningen är förgrunden till begreppsbildningen och det

handlar om att kategorisera sitt material. I nästa steg, kallat komparation, gäller det att jämföra

och revidera sitt material, innan man återvänder till det teoretiska materialet (Guvå och Hyllander,

2003). Ofta kan det vara så att det krävs flera växlingar mellan kodning och komparation innan

det är möjligt att gå vidare.

I denna studie fungerar grundad teori som ett yttre ramverk för att strukturera arbetet. Det

finns ingen ambition att följa dessa teorier till fullo, utan snarare utnyttja den hjälp som denna

struktur kan erbjuda. Insamlingsmetoden har till exempel inte varit helt frisläppt utan till viss

del strukturerad på förhand, men däremot har idéerna bakom grundad teori varit närvarande i

analysarbetet.
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3.2 Datainsamlingsmetod

I studien valdes användningen av både kvalitativa och kvantitativa metoder. Med den kvantitativa

metoden skulle elevernas missförstånd kunna identifieras, och det kvalitativa skulle sedan vara ett

stöd för att kunna analysera detta vidare.

Den kvantitativa studien var en diagnos som utfördes på en gymnasieskola. Diagnosen kan ses

i sin helhet bland uppsatsens bilagor (bilaga 1). Diagnosen var uppdelad i tre frågor, som i sin tur

bestod av ett flertal delfrågor. Målet med undersökningen var att studera elevernas kunskaper i

att växla mellan olika representationsformer för funktioner. Främst var tanken att undersöka vilka

typer av växlingar eleverna kunde med lätthet hantera samt vilka som var svårare.

Den kvalitativa delen av datainsamlingen var tre stycken intervjuer med elever som skrivit

testet. Intervjuerna gjordes för att studera de lösningsstrategier och det matematiska resonemang

eleverna hade, för att komplettera testet.

3.3 Urval

I och med den nya gymnasieskolan tas funktionsbegreppet redan upp i den första kursen för de

elever som läser spår b och c. För eleverna som läser a-spåret kommer inte funktionsbegreppet

explicit in förrän i andra kursen. Med detta som bakgrund har endast elever som påbörjat kurs 2

i gymnasieskolan deltagit i undersökningen, eftersom de följaktligen blivit presenterade för funk-

tionsbegreppet.

Studien gjordes i tre klasser en för varje spår a, b och c. De elever som läste c-spåret gick på

teknikprogrammet, och de elever som läste b-spåret gick på samhällsprogrammet. Eleverna som

gick a-spåret gick denna kurs som valbar kurs i individuellt val. Sammanlagt deltog 47 elever i

studien, men sammanlagt var det 57 elever i klasserna. Följaktligen utnyttjade 10 elever sin rätt

att frivilligt avstå undersökningen.

Anledningen till att ett val gjordes att studera elever från tre olika klasser var för att få

spridningen av olika elever så stor som möjligt, och på så sätt försöka att efterlikna den population

som utgörs av alla gymnasieelever som studerar matematik. Ett representativt urval ska spegla hela

populationen (Bryman, 2011). Detta har försökts att göras i denna undersökning. Men vad gäller val

av elevgrupperna gjordes ett bekvämlighetsurval. Bryman (2011) menar att ett bekvämlighetsurval

är när forskaren tar till den grupp som finns tillgänglig.

Vid valet av intervjuinformanter gjordes först ett urval där eleverna på egen hand fick frågan

om de var intresserade av att göra en intervju. Här sållades en stor del av de 47 informanterna

bort. Bland de som var kvar valdes de elever som ansågs ha gjort intressanta svar, och därmed

14



värda att lyftas vidare för en diskussion.

3.4 Kvantitativ studie - utformning och genomförande

Diagnosen som utfördes bestod av 3 frågor med flera delfrågor. Det huvudsakliga temat i testet

var att undersöka elevernas kunskap om att växla mellan olika representationsformer. Den första

frågan undersökte elevernas kunskaper i att växla mellan och inom olika representationsregister.

Den andra frågan var en typisk matematikboksuppgift. Liknande uppgifter kan hittas i flera ma-

tematikböcker för gymnasieelever (se t.ex. Holmström och Smedhamre, 2001; Björup, 1991 m.fl.).

Den sista uppgiften avsåg att testa hur eleverna tolkar en graf, och hur de väljer att beskriva den.

För att klara första och andra uppgiften krävs det en procedurell kunskap. Detta kan också

komma att krävas i den tredje beroende på hur eleven väljer att besvara uppgiften.

I den första uppgiften skulle eleverna para ihop en given funktion med olika representationer

av den. De fick två givna funktioner på formen f(x) = ax+b och en på formen f(x) = ax2+b. Det

fanns där också 13 olika representationer av olika funktioner som dessa kunde paras samman med.

Möjligheten att en representation inte passade samman med någon av dem fanns också. Uppgiftens

utformning skiljer sig något åt från standarduppgifter från, t.ex. en matematikbok. Detta beror

på att det fanns en tidsbegräsning för skrivtillfället och det fanns helt enkelt inte tid för uppgifter

som skulle kräva att eleverna skulle producera allt för stora textmängder.

Rosén (1996) menar att elevernas förståelse inte alltid avslöjas vid arbetet med traditionella

uppgifter. Rosén (1996) skriver att ”Förutsättningarna för att man ska kunna förstå hur de tänker

och vilka svårigheter de har ökar om eleverna möter en situation där de skall överföra verbal

information till en graf eller omvänt” (s. 44). Här kommer den tredje uppgiften in och delvis den

andra. Den tredje uppgiften är vald i enlighet med denna idé, att eleven ska tolka en graf och

översätta denna till valfritt sätt att beskriva den.

Genomförandet skedde på elevernas skola, och allt gick enligt planerna.

3.5 Kvalitativ studie - utformning och genomförande

Syftet med den kvalitativa studien var att utifrån resultatet för den kvantitativa undersökningen

studera elevernas strukturella förståelse för funktionsbegreppet, samt undersöka hur de resonerade

vid olika typer av växlingar mellan representationsformerna. Den kvalitativa studien var en inter-

vjustudie med några utvalda elever. Av de 47 informanterna vid diagnosskrivandet valdes tre av

eleverna ut för en intervju.

Intervjun var en semi-strukturerad intervju där eleverna fick besvara frågor om hur de hade
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resonerat kring svaren som de angav i diagnosen samt ytterligare några frågor om funktionsbe-

greppet och växlingen mellan olika representationsformer. Med semi-strukturerad menas att ett

schema har använts och frågorna är i regel relativt öppna. I regel används också följdfrågor för att

komplettera intervjun (Bryman, 2011). Den intervjumall som användes vid tillfället finns att se i

sin helhet som bilaga (bilaga 2).

3.6 Bearbetning av data

Den valda forskningsansatsen har fungerat som utgångspunkt vid bearbetningen av data. Enligt

grundad teori ska verkligheten betraktas, och utifrån denna finns det sedan möjligheter att skapa

teoretiska modeller (Guvå Hyllander, 2003). Den data som kom in under testet sammanställdes

och kategoriserades. Den första uppdelning av materialet som gjordes var att studera hur det gått

för eleverna, hur många uppgifter de klarat av. För uppgift 2 och 3 var det även av intresse att

ytterligare granska elevernas svar och studera deras lösningsförslag.

Nästa steg var att kategorisera frågorna och dela upp dessa i lämpliga uppdelningar. Här valdes

att dela upp det insamlade materialet i två kategorier, dels de frågor som avser att studera elevernas

färdighet i att växla mellan olika representationsformer men inom samma representationsregister,

dels de frågor där växlingarna sker mellan olika representationsregister, i enlighet med Duvals

modell (1999).

Processens nästa steg är att studera materialet för att försöka se vad som är av intresse. Det var i

detta steg i processen som intervjupersonerna valdes ut. Sedan granskades materialet ännu en gång

för att se inbördes relationer mellan olika uppgifter. Detta innebar att ytterligare kategoriseringar

gjordes för att kunna skönja mönster och trender i materialet.

Vid analysen av elevernas förmåga att växla mellan olika representationssystem gjordes för de

intervjuade eleverna en skala på 1-4, för att bedöma hur stark eller svag en koppling var mellan

två olika representationsformer.

1. Det finns inte någon koppling överhuvudtaget och eleven förstår inte vad han eller hon håller

på med.

2. Kopplingen mellan representationsformerna är svag och eleven behöver ledning för att kunna

utföra växlingen mellan representationerna.

3. Eleven kan utföra växlingen, men har inte riktigt förstått hur relationen mellan representatio-

nerna hänger samman. Alternativt förstår eleven hur de representationerna hänger samman

men han eller hon kan inte utföra växlingen.
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4. Eleven är väl införstådd med hur växlingen sker mellan dessa representationer, och kan

självständigt utföra denna procedur.

Steg 1 och 2 på skalan kommer att tolkas som att kopplingen är svag. Steg 4 innebär att kopplingen

är stark mellan dessa två representationsregister och steg 3 innebär att kopplingen är mellan stark

och svag. För att kunna urskilja dessa olika steg i analysen kommer elevernas resonemang att

analyseras. Därför är det främst i intervjuerna som det är möjligt att se prov på dessa kopplingar,

men däremot kan det vara möjligt att finna stöd för vissa av kopplingarna från testet.

För att förenkla analysen och resultatbeskrivningen transkriberades intervjuerna. Ingen specifik

metod för transkribering användes snarare än att försöka skriva av materialet som det utspelat sig

under intervjun. Transkriberingen gjordes dagen efter intervjuerna var gjorda medan hela samtalet

fortfarande var färskt för intervjuaren.

3.6.1 Validitet

Validitet avser att beskriva ifall det undersökta faktiskt är det som skulle undersökas (Bryman,

2011). För att veta vad som skulle undersökas för denna studie ska syftet och frågeställningarna

granskas. Den första frågeställningen var att granska vilka missförstånd som var rådande hos

eleverna vad avser funktioner. I testet fick eleverna frågor rörande funktioner, och fel kunde därmed

upptäckas. Däremot kan det vara svårt att se vad dessa missförstånd skulle bero på endast utifrån

testet, och därför fungerar den kvalitativa studien som ett komplement till detta.

Däremot finns det en diskrepans mellan det eftersökta och testet i avseende på de andra två

frågeställningarna där elevernas förståelse för funktionsbegreppet ur ett strukturellt perspektiv

skulle betraktas, samt deras bild av funktionsbegreppet. I detta avseende fungerade intervjuerna

som ett komplement där förtydliganden som dessa kunde göras.

Bryman (2011) menar att intern validitet handlar om huruvida slutsatser är korrekt gjorda. Till

exempel kan en slutsats dras att eleverna har dåliga kunskaper eftersom deras matematikböcker

är svårtolkade. Intern validitetet avser att väcka frågan huruvida det faktiskt är böckerna som är

problemet till elevernas dåliga kunskaper. Detta har varit en tanke som följt hela analysprocessen,

för att därmed försöka att inte skapa kausala samband som inte kan ses som giltiga.

Ett annat begrepp värt att nämna är extern validitet. Bryman (2011) säger att ”Denna form

av validitet väcker frågan om huruvida resultaten från en undersökning kan generaliseras utöver

den specifika undersökningskontexten” (s. 51). Här spelar urvalet en väsentlig roll för om urvalet

är felaktigt valt försämras den externa validiteten (Bryman, 2011). Eftersom denna uppsats inte

gör några anspråk på att generalisera resultaten utanför den undersökta gruppen har inte detta
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berörts i någon större utsträckning, men det finns trots allt en medvetenhet gällande begreppet.

3.6.2 Reliabilitet

Med reliablitet menas tillförlitlighet. Reliabilitet mäter hur tillförlitligt ett resultat kan anses vara

(Bryman, 2011). Om undersökningen skulle göras igen på en annan plats, skulle resultatet vara

detsamma? De faktorer som skulle kunna spela en roll i resultatet om studien gjordes på nytt

främst är bortfall och förkunskaper. 10 av de 57 tillfrågade eleverna valde att inte skriva testet och

därmed var bortfallet en dryg sjättedel. Detta kan därmed leda till skilda resultat om en liknande

studie skulle göras.

Med förskunskaper menas här att eleverna från a-spåret relativt nyligen hade inlett sina studier

med andragradsfunktioner, och därmed finns det en viss chans att detta kan ha påverkat resultatet.

Dock var det få frågor som avsåg att testa denna specifika typ av kunskap och därmed bör inte

reliabiliteten påverkats i allt för hög grad. Bryman (2011) menar dock att möjligheten till att låta

en studie vara möjlig att upprepas, när studien är kvalitativ, ”är i de flesta fall [...] svårt eftersom

[...] det är omöjligt att ’frysa’ en social miljö och de sociala betingelser som gäller vid en inledande

studie” (s. 352).
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4 Resultat och analys

I följande avsnitt presenteras de resultat som framkom vid de två insamlingstillfällena, samt den

analys som gjorts av det insamlade materialet. Först presenteras resultatet för testet som gjordes i

de tre olika klasserna. Klasserna hade mycket varierande förkunskaper i ämnet, vilket ledde till att

resultatet varierade kraftigt mellan dem. Den största skillnaden mellan förkunskaper var mellan

eleverna på a-spåret och de övriga två klasserna. Av denna anledning presenteras alla resultat

klassvis för att tydliggöra skillnaderna mellan klasserna.

Efter det att testresultatet presenterats läggs resultatet av intervjuerna fram. Där presenteras

inte elevernas intervjuer var för sig utan det är istället gjort en uppdelning efter olika frågeställ-

ningar och intressanta diskussionsämnen som kom fram under intervjun.

4.1 Testresultat

Testet bestod av 3 frågor med flera olika delfrågor. För att besvara studiens syfte och analysera

användningen av olika representationsformer måste en distinktion göras för vilka uppgifter som av-

ser att eleven använder sig av behandling respektive konvertering. Resultatet för testet presenteras

således i två huvudkategorier, uppgifter avseende behandling av representationerna och frågor som

efterfrågar konvertering av funktionernas representationer. Behandling är byte av representations-

form inom samma register och konvertering är när bytet sker mellan olika representationsregister.

Först presenteras elevernas lösningsfrekvens på uppgifterna uppdelat i de två kategorierna, och

sedan presenteras resultatet från de olika uppgifterna var för sig, om det anses finnas underlag nog

att belysa något specifikt kring just den uppgiften.

4.1.1 Växlingar inom samma register

I testet var uppgifterna 1c, 1d, 1f, 1g, 1h, 1m, 2a, 2b, samt 2c, exempel på uppgifter där det

krävs ett byte inom samma register. Dessa uppgifter avsåg därmed att testa elevernas förmåga att

använda behandling.

I tabell 2 på nästa sida presenteras resultatet för uppgifterna. Den information som framgår är

andelen elever som lyckades att lösa uppgiften acceptabelt. Vad avser uppgift 1, anses lösningen

acceptabel om den har ett korrekt angivet svar, och på uppgift 2 och 3 anses den vara acceptabel

om eleverna presenterar en korrekt lösning, alternativt en korrekt metod för att lösa uppgiften.
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Tabell 2. Lösningsfrekvens uppgifter avseende behandling.

Uppgift Kurs 2a Kurs 2b Kurs 2c Totalt

1c 0,38 0,86 0,59 0,60

1d 0,31 0,5 0,59 0,47

1f 0,25 0,5 0,71 0,49

1g 0,13 0,5 0,65 0,36

1h 0,44 0,71 0,65 0,60

1m 0,31 0,5 0,65 0,49

2a 0,75 1 1 0,91

2b 0,69 0,93 1 0,87

2c 0,75 0,86 1 0,87

Totalt 0,44 0,71 0,76 0,64

Utifrån tabell 2 kan det utläsas att alla eleverna klarade i genomsnitt 64 % av frågorna avseende

behandling. Det framgår också tydligt att det finns en diskrepans mellan de olika klasserna, och den

stora skillnaden var mellan eleverna från a-spåret och resterande elever. För eleverna på a-spåret var

andelen som klarade uppgifterna 27 procentenheter lägre än för b-spåret, samt 32 procentenheter

lägre än c-spåret.

Uppgift 2 hade här absolut högst lösningsfrekvens. Värt att omnämna är att det också är den

uppgift som tydligast påminner om typuppgifter från elevernas matematikböcker. I del a och b i

uppgift 2 skulle eleverna utvärdera en funktion för två angivna värden. Funktionen presenterades

med en språklig framställning.

Kalle Anka bestämmer sig för att håll koll på sina pengar under en månads tid och bokför detta

noggrant. Den första dagen i månaden har Kalle 25 kr. Varje dag får han sedan lön av sin arbetsgivare

Joakim von Anka. Lönen är på 5 kr/dag.

a Hur mycket pengar har Kalle efter 10 dagar?

b Hur mycket pengar har Kalle efter 50 dagar?

c Kalle har länge velat bjuda ut Kajsa på middag. För detta behövs 100 kr. När kan Kalle göra

detta?

d Rita en graf som beskriver hur mycket pengar Kalle har varje dag.

60 % av eleverna kunde säga i uppgift 1c att y = 1 + 2x beskriver samma funktionssamband som

f(x) = 2x + 1, och samma andel gäller även för uppgift 1h, att f(t) = 2t + 1 beskriver samma
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funktionssamband som f(x) = 2x + 1. Däremot var andelen drygt 10 procentenheter lägre på

lösningsfrekvensen för 1f och 1m där eleverna gick från en matematisk notation till en språklig

framställning. Uppgift 1f formulerades som: ”Multiplicera alla x-värden med 2 och addera 1, för

att få funktionsvärdet”. Den tredje uppgiften där eleverna skulle gå från språklig framställning till

matematisk notation, ”Vilken funktion beskrivs av att vi tar de negativa x-värdena och subtraherar

1 ” var lösningsfrekvensen endast 0,36. Den sistnämnda uppgiften gick inte att para ihop med någon

av de angivna funktionerna.

4.1.2 Växling mellan olika register

De uppgifter som inte ansågs hantera behandling är istället konverteringsuppgifter, där eleven

måste växla representationssystem för att lösa uppgiften eller presentera svaret. Följande uppgifter

tillhör denna kategori: 1a, 1b, 1e, 1i, 1k, 1l, 1m, 2d, samt 3. Fråga 1j skulle annars ses tillhöra denna

kategori, men på grund av att uppgiften var otympligt formulerad och ingen av eleverna fullt förstod

vad den innebar har denna uppgift helt bortsetts från i denna sammanställning.

Precis som för uppgifterna i föregående avsnitt presenteras här resultatet i tabellform där

lösningsfrekvensen för uppgifterna visas.

Tabell 3. Lösningsfrekvens för uppgifter avseende konvertering.

Uppgift Kurs 2a Kurs 2b Kurs 2c Totalt

1a 0,19 0,36 0,71 0,43

1b 0,00 0,21 0,53 0,26

1e 0,25 0,36 0,59 0,40

1i 0,13 0,36 0,59 0,36

1k 0,06 0,57 0,65 0,43

1l 0,31 0,57 0,88 0,60

1n 0,06 0,57 0,94 0,53

2d 0,25 0,43 0,53 0,40

3 0,13 0,43 0,59 0,38

Totalt 0,15 0,43 0,67 0,42

Här ser vi att genomsnittligt ligger lösningsfrekvensen drygt 20 procentenheter lägre i jämförelse

med uppgifterna där växlingarna skede inom samma register. Värt att notera är att eleverna från

a-spåret hade långt mycket mindre erfarenhet av att studera andragradsfunktioner än övriga elever.
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Tre uppgifter avviker mer än de andra från medelvärdet, och det är 1b, 1l och 1n. Alla tre är

exempel på uppgifter där eleverna ska identifiera en funktion utifrån en graf. 1b och 1l är linjära

funktioner och 1n är en andragradsfunktion.
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-2 -1 1 2
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1b 1l 1n
Bild 1. Uppgifter från testet.

Totalt fanns där 4 uppgifter av denna typ. Förutom de redan angivna fanns också uppgift 1i. Det

som skilde uppgifterna åt var att 1b och 1i inte representerade någon av de angivna funktionerna

som eleverna hade att välja mellan. 1b utmärkte sig även genom att den hade en begränsning och

var bara definierad för −2 ≤ x ≤ 3. Lösningsfrekvensen för 1b var den sämsta i hela testet och

ingen av eleverna i a-spåret kunde placera den rätt. Flera av eleverna från a-spåret gissade på att

den representerade funktionen h(x) = x2 − 1. Däremot hade uppgift 1l och 1n högst andel rätt

svar bland uppgifterna avseende konvertering, och för dessa uppgifter gick det att matcha graferna

till en av funktionerna.

Det finns här en tydlig diskrepans mellan de eleverna som läser a-spåret som senare blivit pre-

senterade för funktionsbegreppet än övriga elever. För eleverna på a-spåret var lösningsfrekvensen

endast 15 % på konverteringsuppgifterna medan eleverna på teknikprogrammet löste i genomsnitt

67 % av uppgifterna korrekt. Eleverna på teknik- och samhällsprogrammet använde sig också i

väsentligt högre grad av algebraisk notation.

Bland konverteringsuppgifterna fanns det i huvudsak två växlingar som eleverna skulle göra.

Dels var det mellan de diskursiva representationsregisterna, d.v.s. mellan tabell och algebraisk

notation, dels var det mellan grafer och algebraisk notation. Här presenteras dessa resultat för

dessa uppgifter. I följande tabell belyses även genomsnittet för b- och c-spåret specifikt eftersom

det skiljde sig i hög grad gentemot det totala snittet.
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Tabell 4. Lösningsfrekvens, växling till och från tabell.

Uppgift Kurs 2a Kurs 2b Kurs 2c Totalt Genomsnitt för b och c

1a 0,19 0,36 0,71 0,40 0,54

1e 0,25 0,36 0,59 0,43 0,48

1k 0,06 0,57 0,65 0,40 0,61

Totalt 0,17 0,43 0,67 0,42 0,55

På samma sätt som i tabellen ovan presenteras här resultaten för växlingarna mellan algebraisk

notation och grafer.

Tabell 5. Lösningsfrekvens, växling till och från graf.

Uppgift Kurs 2a Kurs 2b Kurs 2c Totalt Genomsnitt för b och c

1b 0,00 0,21 0,53 0,26 0,37

1i 0,13 0,36 0,59 0,36 0,48

1l 0,31 0,57 0,88 0,60 0,73

1n 0,06 0,57 0,94 0,53 0,76

2d 0,25 0,43 0,53 0,40 0,48

3 0,13 0,43 0,59 0,38 0,51

Totalt 0,15 0,43 0,67 0,42 0,56

Resultaten för graf- och tabellkonverteringarna är sett till det totala nästintill identiska.

4.1.3 Testets andra uppgift

I den första uppgiften hade eleverna ingen möjlighet att presentera några lösningar, utan endast

ange ett svar. Men i uppgift 2 fanns det möjlighet att presentera sina lösningar, och i detta avsnitt

ska några av dessa lösningsmodeller studeras.

Intressant att anmärka är att endast en elev påpekade problematiken med uppgift 2b, att det

inte med säkerhet går att säga hur mycket pengar Kalle har efter 50 dagar eftersom mätningen

endast görs under 30 dagar. Eleven valde att formulera sig på följande vis: ”25 + 5 · 10 = 75 kr

men det var ju bara under en månad. Vilket är ca 30 dagar... 25+ 5 · 30 = 175 kr man vet ej dom

andra 20 dagarna eftersom han ej skrev bokföring då”.

För att lösa a-, b- och c-uppgiften på fråga 2 i testet, krävs det först och främst att uppgiften

tolkas korrekt, samt att eleven sedan kan använda informationen för att ta fram ett korrekt resultat.

23



Flera av eleverna har valt att skriva ned Kalles månad i form av en tabell. Nedan ses ett återskapat

exempel från en elev:

Bild 2. Uppgift 2c, elevlösning.

Eleven, vars lösning visas i Bild 2 ovan, har använt sig av en tabell för att rita upp hur mycket

Kalle tjänar per dag.

Flera av eleverna från c-spåret använder sig av metoden att ställa upp problemet som en

ekvation eller med hjälp av en funktionsregel. Endast en av eleverna från a-spåret väljer att ansätta

en variabel. Ett exempel på en elevlösning för a-uppgiften ser ut som följande: 25 + (5 · 10) =

25 + 50 = 75. Svar: 75kr. Samma sak gäller eleverna från a-spåret på c-uppgiften, där följande

lösning är representativ för kollektivet: 100− 25 = 75, 75
5 = 15 Svar: Efter 15 arbetsdagar.

För eleverna på c-spåret har algebraisk notation använts nästintill uteslutande. Följande är en

lösning från en av eleverna:
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Bild 3. Uppgift 2, elevlösning.

Från eleverna på b-spåret är lösningarna ungefär hälften i stil med de som nämns ovan från

a-spåret och hälften i klass med de från c-spåret. Följaktligen väljer några av eleverna att ansätta

ett funktionsuttryck och ungefär hälften använder sig av en aritmetisk beskrivning. Det framgår

mycket sällan från elevernas sida hur de har kommit fram till det resultat de gjort.

4.1.4 Testets tredje uppgift

Sistauppgiften löd att eleverna utifrån en graf skulle presentera det som de såg på valfritt sätt. I

uppgiften angavs att den kunde förklaras med ord, formler eller på annat sätt. Grafen för uppgiften

anges på nästa sida i Bild 4.
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Bild 4. Uppgift 3 från testet.

Det fanns en rad olika beskrivningar och här anges några av de beskrivningarna från eleverna:

1. ”Allt eftersom x ökar, ökar y med dubbelt så mycket”

2. ”y värdet är 40 och x är 2 ”

3. ”För varje 20 på x linjen stiger den med 40 på y-axeln. Den visar att föränd-

ringen hela tiden blir dubbelt så stor ”

4. ”y = kx+m, y = 2x+ 40 Jag använde mig av räta linjens ekvation”

5. ”Grafen beskriver ett nystartat företag. Man investerar 20 miljoner för att

kunna starta företaget efter 80 dagar har företagets inkomster ökat markant

och man har nu tjänat in 40 milj. sedan företaget startade”.

6. ”Från där y är 40 till 80 lutar linjen 40
20

= 2. I en rät linje räknar man med

kx+m.

k = 2

m = 40 (för där skär linjen y-axeln)

y = 2x+ 40”

Många svar blev en explicit formulering av funktionssambandet f(x) = 2x+ 40, eller liknande

formuleringar. Detta kan ses i t.ex. exempel 4 och 6 ovan. Det som alla de som svarade tog fasta

på var att y-värdet ökade dubbelt så mycket som x, alltså en lutning på 2. Detta påvisas tydligt i

exempel 1 och 3 ovan.

En annan elev har i sin lösning på tredje uppgiften formulerat regeln som beskriver grafen på

följande vis: f(x) = 2x− 20. Eleven har här därmed identifierat m-värdet felaktigt.

Metoderna för att se att lutningen var två för funktionen var olika för eleverna. På nästa sida

visas två elevexempel på hur de har gått tillväga:
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Bild 5. Elevlösning, uppgift 3

Här har eleven använt sig av en informell metod för att hitta lutningen för kurvan.

Bild 6. Elevlösning, uppgift 3

I den andra bilden har eleven använt sig av definitionen av riktningskoefficienten där lutningen på

kurvan är förändring i y-led över förändring i x-led. Vanligen skrivet som ∆y
∆x .

4.2 Intervjuerna

Här är intervjuerna presenterade innehållsmässigt och struktureras efter de frågor som uppkom

under intervjuerna. Således innebär detta att de olika aspekterna som kom upp i intervjuerna

behandlas var och en för sig.

Eleverna som valde att ställa upp på intervjun är avidentifierade och här kallas de för Elev 1,

Elev 2 och Elev 3 framöver.
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Eftersom endast elever från c-spåret har intervjuats kan det vara av intresse att visa de resultat

från testet som framkom specifikt för dessa elever.

Tabell 6. Lösningsfrekvens för c-spåret.

Uppgift Kurs 2c

1a 0,71

1b 0,53

1c 0,59

1d 0,59

1e 0,59

1f 0,71

1g 0,65

1h 0,65

1i 0,59

1k 0,65

1l 0,88

1m 0,65

1n 0,94

2a 1,00

2b 1,00

2c 1,00

2d 0,53

3 0,59

Totalt 0,67

4.2.1 Funktions- och ekvationsbegreppet

Alla tre eleverna fick i intervjuerna ge sin bild av funktionsbegreppet och förklara vad en funktion

är för något. På frågan vad en funktion är ger Elev 1 följande svar:

Elev 1: Ehm.. som en... Jag ser det ju som en ekvation.

Intervjuare: Hur menar du då?

Elev 1: Där man kan sätta in ett x-värde. Och så får man ut någonting.
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Intervjuare: Okej, så det handlar om att stoppa in och få ut något.

Elev 1: Ja, ett värde.

Intervjuare: Okej, så det finns en skillnad mellan funktion och ekvation?

Elev 1: Ja egentligen så är det väl samma sak, bara att det är... Ja, men att man

kan se på det hur det ser ut.

Intervjuare: Hur menar du när du säger se på det?

Elev 1: Ja, det har ju ett utseende allting. Alla funktioner.

Intervjuare: Hur menar du nu?

Elev 1: Ja, en graf alltså.

Här gör Elev 1 åtskillnaden att en funktion har ett utseende, vilket kan ses i en graf, medan detta

är något som inte finns för ekvationen. Elev 3 gör en annan definition av begreppet funktion.

Elev 3: En funktion det är en... Ett sätt att se hur en... Hur data förändras...

Eller hur utgångsdata förändras genom olika variabler eller inte variabler utan

utgångsdata

Intervjuare: Så något går in och något går ut?

Elev 3: Det är flera värden vi stoppar in och ett värde vi får ut, och detta utvärde

varierar beroende på vilka ingångsvärden vi har.

Elev 3 fortsätter sedan sin diskussion och menar att distinktionen mellan en ekvation och en

funktion ligger i att funktionen inte har ett förutbestämt svar som söks. I sin beskrivning av

funktionen nämner Elev 3 också att det inte är möjligt att sätta in vilka värden som helst i en

funktion för att ”... det är ju från funktion till funktion. Vissa har ju begränsningar.

Elev 2 är mer kortfattad i sitt svar och menar att en funktion är ”En massa x och grejer och

så sätter man in det i ett koordinatsystem typ. [...] Pricka in punkter och sådant och veta hur

grafer går och sånt.”. Även Elev 2 vet med sig att det finns en åtskillnad mellan en ekvation och en

funktion. Däremot är det inte helt enkelt för henne att identifiera denna skillnad även om hon kan

ge ett exempel på en funktion och en ekvation. Elev 2 skriver att x2 − 50x = 100 är en ekvation,

samt att f(x) = 3x − 2 är en funktion. Efter ledning konstaterar Elev 2 att ”Ja, det där är väl y

[Elev 2 pekar på f(x)]. Så där är det väl två okända och där är det bara en, som du kan lösa ut”.

Intervjuerna visar följaktligen en skillnad mellan elevernas förståelse för funktionsbegreppet.

Både Elev 1 och Elev 3 påvisade tydligt att de är väl förtrogna med att det avsåg en regel som
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tillordnade utvärde till varje möjligt invärde. Elev 3 säger att ”[d]et är flera värden vi stoppar in

och ett värde vi får ut, och detta utvärde varierar beroende på vilka ingångsvärden vi har ”, medan

Elev 1 säger att ”[j]ag ser det ju som en ekvation [...] Där man kan sätta in ett x-värde. Och så får

man ut någonting”. Elev 1 och Elev 3 konstaterar här att varje invärde associeras till ett utvärde.

I samtalet med eleverna diskuterades även definitions- och värdemängd, som är en väsentlig

del i definitionen av en funktion. Eleverna har alla hört orden definitionsmängd och värdemängd

tidigare, men de är inte riktigt bekväma med att använda begreppen. Elev 1 kände väl till begreppet

definitionsmängd och på frågan vad värdemängd är för något svarar han ”Ja, det har väl med y

att göra, va? Vilka värden det kan bli av ekvationen.”. När Elev 1 och Elev 2, var för sig, får se

funktionen f(x) = 3x−2, −2 ≤ x ≤ 3 vet de inte hur de skulle kunna ta fram en värdemängd, men

när grafen visas kan de med lite ledning förstå vad värdemängden faktiskt innebär i sammanhanget.

Elev 3 har en tydlig bild av vad både definitions- och värdemängd är för något.

4.2.2 Inom samma register

De representationsregister som lyfts fram i denna studie, är de diskursiva, icke-diskursiva, mono-

funktionella samt de mulitfunktionella registerna. I intervjun diskuterades det med eleverna hur

de resonerar när det sker ett byte inom samma register. Eleverna fick några frågor där två funktio-

ner f(x) och g(x), representerade samma funktioner, men den algebraiska formuleringen skiljdes

något. Antingen att en variabel blivit en ny bokstav eller att funktionens termer var permuterade.

Således var representationerna både inom de multifunktionella registerna samt de diskursiva.

Ingen av eleverna gjorde någon åtskillnad på funktionerna ifall de såg ut som på formen:

f(t) = t2 + 1 eller f(x) = x2 + 1. Elev 1 förklarar det på följande sätt ”Ja, den är ju samma sak

som den här. [...] Den visar ju att man ska sätta in t-värdet på f av t, och i ekvationen står det

också t2, och där står det x som man ska stoppa in och det är ju x2..

När de växlade mellan språkliga framställningar och den algebraiska notationen kunde eleverna

enkelt reda ut vad som var vad. Eleverna kunde snabbt identifiera de olika parametrarna som kunde

utläsas i texten och skriva om dessa, när dessa språkliga framställningar var på en enkel form. Men

däremot var det problematiskt när de själva formulerade den språkliga framställningen utifrån en

tabell för att sedan gå till en algebraisk notation.

Elev 2 fick tabellen som kan ses i Bild 7, och utifrån den skulle hon presentera ett algebraiskt

uttryck.
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x 1 2 3 4 5

y 5 10 15 20 25

Bild 7. Intervju-uppgift.

Hon konstaterar att allteftersom x-värdet ökar med 1, ökar y-värdet med 5. På frågan hur detta

skulle kunna skrivas ned blir hon osäker och svarar efter ett tag att: ”y + 5 = x+ 1. Eller nej jag

vet inte. Jag har ingen aning.”. Att ökningen är 5 ser hon tydligt, men hon vet inte hur hon ska

formulera det. Liknande problem har Elev 1 när han ska formulera en muntlig framställning.

Det visades också uttryck där den inbördes ordningen bland termerna var permuterad y =

−1 + x2, samt y = x2 − 1. Detta hade eleverna inga problem med att tyda, och se att uttrycken

var desamma. Intressant med dessa uttryck är även att de står på formen y = ... till skillnad från

de uppgifterna där det skrivs f(x) = .... Elev 1 har följande att säga om detta:

Intervjuare: Spelar det någon roll att det står y här?

Elev 1: Nej, inte så som jag ser det. Det är väl samma sak tänker jag.

Elev 2 har ett liknande resonemang och säger att: ”F av x är väl egentligen y? ”.

4.2.3 Växling mellan olika register

Under intervjun ombads eleverna förklara hur de resonerar när de löser vissa olika typer av upp-

gifter, och presentera sina lösningsstrategier. Elev 1 fick frågan hur han skulle gå tillväga för att

rita upp den tillhörande grafen till följande problem. Presentera i grafform följande samband. En

taxibil kostar 20 kr i utkörningsavgift och taxan är sedan 25 kr/km.. För att lösa denna uppgift

menar Elev 1 att han först använder sig av det faktum att han vet hur detta kan skrivas som ett

uttryck för y, där y är den totala kostnaden för taxiresan. För att rita grafen använder han sedan

en tabell i vilken han skriver några av värdena som kan tas fram från den regel han finner. Dessa

värden i tabellen representerar punkter och dessa kan han pricka in i koordinatsystemet, och när

det är gjort kan linjen dras. Han förklarar på följande vis:

Elev 1: Ja, jag skulle först göra en funktion av det [...] och sen en tabell. Sätta in

olika x-värden såhär, och se vad jag får ut. Och sen så... vad skulle jag gjort sen...

Ja, jag skulle ju försöka rita upp grafen med det som jag fått med den informatio-

nen.

Intervjuare: Hur då?

Elev 1: Med olika punkter som jag får från tabellen... tror jag.
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Intressant att nämna här är Elev 1:s val av formulering inledningsvis, att han vill ”göra en funktion

av det”. Men Elev 1 använder alltså här en flerstegsmetod där han arbetar i flera olika representa-

tionsformer och växlar mellan dessa i ett planerat mönster för att komma till slutresultatet.

Elev 3 och Elev 2 använder båda andra strategier än vad Elev 1 gör på samma uppgift. Ingen

av de två nämner faktumet att det är möjligt att gå till ett uttryck eller till en tabell, som ett

mellanled. Elev 2 inleder med att säga: ”...Jag skulle rita först kronor på ena sidan och sedan

kilometrar på andra, och sedan börja på tjugo kronor på ena axeln”. Fortsättningsvis framkommer

det att Elev 2 faktiskt indirekt använder sig av en tabell för att göra beräkningen. Hon har sitt

startvärde och sedan ökar detta med 25 för varje kilometer som taxibilen åker, och hon prickar in

dessa punkter i det koordinatsystem hon har ritat upp. Men explicit ritas inte denna tabell upp.

Elev 3 börjar också med att rita upp ett koordinatsystem. Han utnyttjar sedan det faktum att

han identifierat 20 som m-värdet och han tar sedan ett värde till och drar sedan linjen. Elev 3 är

medveten om, och nämner, att det räcker med 2 punkter när en rät linje ska ritas ut.

Ett annat exempel på en uppgift som också avser att eleven växlar från en språklig framställning

till en graf, är uppgifterna b, i, l och n från testet. I testet avgavs endast ett svar på dessa uppgifter

och under intervjun fick eleverna också motivera sina svar och förklara sin lösningsstrategi. Den

första uppgiften var att eleverna skulle identifiera vilken funktion som representeras av grafen

nedan.

x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-6

-4

-2

2

4

6

x

y

-2 -1 1 2

-3

-1

1

3

5

1b 1l
Bild 8. Uppgift 1b och 1l.

Den metod som eleverna använde sig av för både denna och flera av de andra uppgifterna var att

de identifierade vad som var m-värdet. För denna specifika uppgift var det -1, och sedan jämförde

de detta med de angivna funktionerna från uppgiften. Endast en av dessa funktioner matchade

m-värdet -1, och därefter kunde de konstatera att det inte heller var den funktionen eftersom det

var en andragradsfunktion, med m-värdet -1. Elev 3 säger att ”...det kunde inte vara trean för...
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om det är upphöjt till 2... Om det är upphöjt med 2 kommer det att bli en exponentiell funktion

och det var en rät linje.”.

På uppgift 1l var m-värdet +1, vilket också kunde identifieras hos en av de angivna funktioner-

na. Därmed var eleverna tvungna att studera ytterligare för att kunna bestämma att det faktiskt

var den angivna funktionen f(x) = 2x+ 1, som var representerad.

Elev 1: ... och sen hade den ju lutningen 2x.

Intervjuare: Hur ser du att den har lutningen 2?

Elev1: Jag tar delta y delat med delta x.

4.3 Sammanfattande analys

I följande avsnitt presenteras analysen av det som framkom i studien och sedan presenterats under

resultatavsnittet. Analysen syftar till att utreda vilka kopplingar mellan de olika representations-

registerna som elever visar prov på.

I analysen kommer främst två verktyg att användas dels Duvals (1999; 2006) teori kring repre-

sentationsregister, dels den teori som Boesen, Lithner och Palm (2010) lägger fram om matematiskt

resonemang. Den tabell som presenterades i teoriavsnittet kommer att fungera som ett visuellt stöd

för läsaren i analysen.

Tabell 7. Representationsregister.

Register Diskursiva Icke-diskursiva

Multifunktionella Språkliga framställningar Geometriska figurer

Monofunktionella Tabeller/beräkningar Grafer

4.3.1 Kopplingar mellan de olika representationsregisterna

I testet undersöktes hur väl eleverna kunde växla mellan en tabell och en algebraisk notation.

Lösningsfrekvensen var ungefär på 0,40 för hela elevgruppen och 0,55 för b- och c-spåret samman-

slaget. Sett till de uppgifter som innebär en växling inom representationsregisterna var detta ett

svagt resultat, men i intervjuerna framkommer det att detta nödvändigtvis inte är hela sanningen.

I intervjuerna framkommer det att eleverna inte hade några problem med att växla från en språklig

notation till en tabell. Det finns ett tydligt algoritmiskt tänkande hos eleverna och de vet precis hur

de ska gå tillväga och de förstår hur det hänger samman. På samma sätt använde vissa av eleverna

i alla tre spåren tabeller som ett stöd i uppgift 2. Följaktligen är kopplingen mellan tabellen och
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den språkliga notationen ambivalent. Å ena sidan finns svårigheter, men å andra sidan säger sig

eleverna inte ha några problem.

Det visade sig i intervjuerna att problemen låg i att växla från en tabell till en språklig notation.

Två av eleverna i intervjuerna menade att de saknade metoder för att göra detta, och den tredje

eleven kunde lösa uppgiften, men detta var snarare tack vare ett kreativt resonemang för eleven

saknade en formell metod, men resonerade istället sig fram till svaret. Att det kreativa resone-

manget här används tyder alltså på en enskild elev som har en god strukturell förståelse snarare

än att det finns en stark koppling mellan representationerna.

Den kopplingen som visade sig kan beskrivas med följande bild.

Bild 9. Kopplingar mellan representationsregisterna.

Den tunnare prickade linjen indikerar en svagare koppling, medan den tjockare heldragna pilen

indikerar en starkare koppling för växlingen. Dessa pilar kommer att användas på liknande vis hela

analysen genom. En tredje pil som är streckad och har en tjocklek mellan de andra två kommer

att representera den koppling som är mellan svag och stark. Kopplingarna här benämner därmed

huruvida väl eleverna lyckats att göra växlingarna. Denna bedömning görs utifrån den modell

som presenterats i metodavsnittet (som finns att se i sin helhet nedan), och baseras främst på

intervjuerna. Den tunnaste pilen motsvarar således punkt 1 och 2, den mellersta pilen representerar

punkt 3 och den tjockaste representerar punkt 4. Punkt 4 är den starkaste kopplingen där eleven

har full förståelse för växlingen, samt god förmåga att utföra växlingen.

1. Det finns inte någon koppling överhuvudtaget och eleven förstår inte vad han eller hon håller på med.

2. Kopplingen mellan representationsformerna är svag och eleven behöver ledning för att kunna utföra växlingen

mellan representationerna.

3. Eleven kan utföra växlingen, men har inte riktigt förstått hur relationen mellan representationerna hänger

samman. Alternativt förstår eleven hur de representationerna hänger samman men han eller hon kan inte

utföra växlingen.
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4. Eleven är väl införstådd med hur växlingen sker mellan dessa representationer, och kan självständigt utföra

denna procedur.

Trots att eleverna menade att det var enkelt att hantera tabellen som en representation var det

flera elever som inte lyckades med att lösa uppgifterna som avsåg att testa detta på testet. En tes

här är att eleverna inte ser att kopplingen går båda vägarna och istället för att studera kopplingen

från notation till tabell, som är en starkare koppling, studerar de tabellen och försöker utifrån den

identifiera en regel. Boesen, Lithner och Palm (2010) menar att det algoritmiska resonemanget

förbättras med träning. Eftersom dessa uppgifter inte var några typuppgifter kan det tolkas som

att eleverna saknar den algoritm eller att de har problem med att välja ut vilken algoritm som ska

användas.

När det gällde behandling inom samma representationsregister var kopplingarna starkare. De

behandlingar som undersöktes var mellan olika former av språkliga beskrivningar. Denna koppling

kan ses vara stark eftersom lösningsfrekvensen på denna typ av uppgifter var den absolut högsta.

Det finns ingen direkt utstakad algoritm att använda sig av utan här är det dels kännedom om

aritmetikens lagar, dels kännedom om att olika variabler kan representera samma funktion. I till

exempel uppgift 1d ska eleverna visa att h(x) = x2 − 1 ⇔ h(x) = −1 + x2, och detta motiveras

väl av eleverna i intervjun. Det behandlade också att eleverna skulle kunna växla mellan språkliga

framställningar och symbolspråk. På bilden nedan visas denna koppling visualiserad.

Bild 10. Kopplingar mellan representationsregisterna.

En koppling mellan representationerna som inte testades på testet, men som framkom i intervjuerna

var den från en tabell till en graf. Eleverna i intervjun hade inga problem med att associera tabellen

som en rad olika punkter i koordinatsystemet, och placera dessa. Steget att gå från punkterna till

en graf krävde sedan att eleverna kände till den typ av graf som skulle ritas. För eleverna var

det enkelt att rita linjära och andragradskurvor, medan de inte hade någon generell metod för att

rita grafen till en funktion. Detta kan dock te sig naturligt, eftersom det vanligen inte berörs i

gymnasieskolan. Deras svar tyder på att de har vad Boesen, Lithner och Palm (2010) kallar för ett

utökat algoritmiskt resonemang.
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En annan starkare koppling som kan skönjas är den mellan grafen och den språkliga notatio-

nen. Precis som för tabellen och den språkliga notationen finns här en ambivalens i kopplingen, att

den är starkare i en riktning och svagare i den andra. Att läsa en graf och därefter ange funktio-

nen visar eleverna prov på att kunna i intervjuerna. Eleverna använder här också ett algoritmiskt

resonemang. De läser av m-värde och identifierar därefter lutningen på kurvan. Detta värde när

x = 0, alltså skärningen i y-axeln, används även för andragradsfunktionen. Eleverna påvisar här

att de förstått vad som händer om x = 0, att den enda term som inte blir noll är konstanttermen

i uttrycken. Däremot övergeneraliserar eleverna termen m-värde, och använder även den i detta

sammanhang och inte bara för linjära funktioner. I intervjuerna framkom det att eleverna resone-

rade på detta vis i uppgift 1. I resultatet visade det sig att i synnerhet en av dessa uppgifter gav

upphov till mycket låg lösningsfrekvens, men detta kan troligen bero på att den var begränsad och

eleverna inte hade någon kännedom om denna typ av grafisk framställning sedan tidigare, vilket

framgick i samtalet med eleverna.

I uppgift 2d var det inte möjligt att utgå ifrån grafen för att växla till det språkliga, och här

sänktes också lösningsfrekvensen. I bilden nedan kan även koppling mellan graf och språk utläsas.

Bild 11. Kopplingar mellan representationsregisterna.

Eleverna på gymnasieskolan arbetar mycket med att rita grafer med hjälp av olika hjälpmedel

och därav kan det tänkas att deras förmåga att rita grafer utan en grafräknare eller liknande är

väsentligt sämre.

Med hjälp av de resonemang som informanterna påvisade i intervjun fanns det olika starka

kopplingar i växlingarna mellan och inom de olika representationsregisterna. Detta kunde också

i flera fall understödjas av det resultat som framkom i testet. I bilden på nästa sida ses alla de

kopplingar som kunde göras här i analysen av informanternas svar.
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Bild 12. Kopplingar mellan representationsregisterna.

För att förtydliga ska det sägas att de kopplingar som ses ovan är de som presenterats tidigare i

avsnittet. Det finns dock en koppling som skönjts och inte tidigare presenterats, vilket är kopplingen

mellan tabeller och grafer, som i analysen visade sig vara på medelnivån.

I intervjun med Elev 3 framgick det att han inte hade någon algoritm för att växla mellan

en funktionstabell och en algebraisk notation. Istället utnyttjade han det faktum att han kunde

växla mellan grafen och tabellen samt grafen och den algebraiska notationen. Trots att han aldrig

ritade upp funktionsgrafen använde han de metoder han känner till från växling mellan graf och

identifierade m-värdet och lutningen på funktionen. Hiebert och Lefevre (1986) menar att en struk-

turell förståelse är rik på relationer. Detta är ett exempel som visar att eleven har en strukturell

förståelse eftersom han använder olika samband i olika steg för att nå ett resultat. I bilden ovan

framgår detta genom att det finns en svag koppling mellan funktionstabellen och den språkliga

beskrivningen. Däremot är kopplingen mellan tabellen och grafen starkare och på samma sätt är

kopplingen mellan funktionsgrafen och beskrivningen av funktionsregeln starkare. Genom att gå

den vägen förstärks därmed kopplingen mellan funktionstabellen och den algebraiska notationen.

4.3.2 Elevernas syn på funktionsbegreppet

Funktionsbegreppet har en nära relation till ekvationsbegreppet och därför kan det vara av intresse

att först lyfta de distinktioner som eleverna gjorde mellan dessa begrepp.

Att kunna särskilja begreppen funktion och ekvation kräver en strukturell förståelse för vad en

ekvation respektive en funktion är för något. I intervjuerna visade det sig att elevernas förståelse

för funktionsbegreppet var varierat. Både Elev 1 och Elev 3 påvisade tydligt att de är väl förtrogna

med att det avsåg en regel som tillordnade utvärde till varje möjligt invärde. Elev 3 säger att ”[d]et

är flera värden vi stoppar in och ett värde vi får ut, och detta utvärde varierar beroende på vilka

ingångsvärden vi har ”, medan Elev 1 säger att ”[j]ag ser det ju som en ekvation [...] Där man kan

sätta in ett x-värde. Och så får man ut någonting”. Det tyder på att både Elev 1 och Elev 3 har

en klar förståelse för en av funktionens mest kritiska aspekter, att varje invärde associeras till ett

utvärde.
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Elev 1 säger i intervjun att han skiljer på ekvation och funktion främst genom att funktio-

nen ”har ett utseende”, med vilket han menar en graf. Ekvationen är alltså endast en algebraisk

notation för något annat som inte kan beskrivas i ett koordinatsystem. Begreppen ekvation och

funktion ligger nära varandra i sin betydelse, vilket verkar bli ett problem här för Elev 1. Von

Glasersfeld (1995) menar att ackommodation är när tankestrukturer måste förändras för att mö-

ta nya förhållanden. Ekvation är ett begrepp som kommer tidigt i skolgången, där eleverna ska

lösa enkla ekvationer (Skolverket, 2011b), medan funktion är ett begrepp som diskuteras främst

från gymnasiet och framåt, och det är då som grafer och koordinatsystem börjar användas mer

flitigt. Den bild av begreppet ekvation som Elev 1 har kan ses som en brist på ackommodation.

Begreppet har inte förändrats i och med att ny information kring begreppet har tillförts. Elev 2

har ett liknande resonemang och deras bild av ekvationsbegreppet begränsas till att handla om

att kunna ” lösa ut” snarare än att beskriva en struktur. Förklaring av funktionsbegreppet som

Elev 2 gör påvisar en tydlig kännedom om tillhörande syntax och terminologi. Elev 2 talar om att

”pricka in punkter ” och ”veta hur grafer går och sånt”, men de kritiska aspekterna för en funktion

framkommer inte i intervjun.

Funktionen relateras således direkt till dess grafiska representation. Däremot är det ingen av

eleverna som lyfter det faktum att en ekvation kan beskrivas grafiskt, och Elev 1 menar att grafen

är skillnaden mellan funktionen och ekvationen. Dessa brister i synen på relationen kan kopplas till

den forskning som Olteanu (2007) gjort där hon påvisar att eleverna har svårt att särskilja dessa

begrepp.

Eleverna ser följaktligen ett samband mellan en funktion och dess grafiska representation. Men

i resultatet lyfts även en annan intressant aspekt upp av Elev 1. I intervjun säger Elev 1 att han

vill ”göra en funktion av det”. Eleven har ombetts att rita en graf utifrån en språklig framställning

av ett funktionsförhållande. Funktionen blir här den regel som beskriver funktionen. Innan det är

möjligt att arbeta vidare måste en funktion göras. Samma sak kan ses i testet på uppgift 3 där en

elev formulerar sig som följande: ”då blir funktionen”. Ferrini-Mundy och Graham (1994) menar

att elever, eller i hans fall studenter, ofta vill ta fram regeln innan det är möjligt att tolka den som

en funktion, samt att det blir en övergeneralisering av regeln som ses som objektet i sig.

4.3.3 Svårigheter och missförstånd hos eleverna

Med missförstånd menas här att det i någon mening saknas en förståelse hos eleven. Detta kunde

ses hos informanterna i intervjun i diskussionen om funktions- och ekvationsbegreppet. I testet

sågs att vissa elever hade problem med tolkning och ritande av grafer. En av eleverna skrev ned

funktionsregeln för grafen i uppgift 3 som f(x) = 2x−20, där −20 var skärningen i x-axeln och inte
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i y-axeln. Här har eleven fått fel på sin operation. Eleven vet säkert med sig att skärningen i någon

av axlarna är konstanttermen i uttrycket, och här råkade det bara bli fel. Men som Hiebert och

Lefevre (1986) skriver hade eleven kunnat kontrollera detta om han eller hon haft den strukturella

förståelsen. Det fanns också elever som gjorde alla beräkningar rätt på uppgift 2, men som vid

ritandet av funktionsgrafen utgick ifrån origo när f(x) = 5x+ 25 skulle ritas ut. Eleven har alltså

inte märkt att grafen inte alls visar det som han eller hon precis kommit fram till i sina beräkningar.

Främst kan det ses att växla mellan olika representationsformer var en svårighet för eleverna.

Pettersson (2008) tar upp samma problematik för studenter vid högskolan och universitetet. Men

det framgick här att det fanns en diskrepans mellan att växla mellan olika register och inom olika

register, och att det sistnämnda hade en högre lösningsfrekvens för eleverna.

4.4 Slutsatser

Flera intressanta aspekter uppkom i denna studie, som är värda att lyfta upp och diskutera.

Studiens storlek gör det omöjligt att säga något om populationen, men det går att diskutera de

mönster och resultat som visade sig inom den studerade gruppen. Det är även möjligt i viss mån

att diskutera och försöka att besvara de frågeställningar som gjordes inledningsvis i denna studie.

Det första som kan nämnas var att eleverna i många fall är duktiga på att räkna och använda

sig av algoritmer. Bentley (2008) menar att den svenska skolan ofta betonar algoritmer i matema-

tikstudier. Flera starka kopplingar mellan representationsregisterna beror på att eleverna var vana

vid att använda algoritmer för att växla mellan representationerna. Hiebert och Lefevre (1986)

menar att denna kunskap är den procedurella. Detta tyder på att eleverna har en god procedurell

kunskap när de arbetar med funktioner. Vad gäller den strukturella kunskapen kan den tydliggö-

ras i deras matematiska resonemang, samt i deras förklaringar av begreppet. Eleverna kan förklara

begreppet funktion och redogöra för dess kritiska aspekter, men detta kan ändå inte ses tillräckligt

för att fullt ut förstått begreppet. Strukturell kunskap kräver att eleven själv kan koppla samman

olika delar och bilda en ny helhet (Hiebert och Lefevre, 1986).

De olika representationsformerna för en funktion är centrala och det visade sig att det i många

fall var svårt för eleverna att växla mellan de olika representationsformerna i synnerhet när det

skedde mellan olika register. Den slutsats som kan göras här är att ifall eleverna har algoritmiska

resonemang är det i flera fall möjligt att växla mellan olika representationsformer, men däremot

innebär detta att eleven måste i sådana fall memorera ett flertal olika algoritmer, och sedan kunna

välja med dem. Dessutom bör det tilläggas att vissa representationer inte är möjliga att konstruera

med hjälp av en algoritm (Duval, 1999). Men studien visar att den strukturella förståelsen för hur
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funktionens representationer hänger samman gör att eleven inte behöver algoritmer, utan kan

resonera fritt och konstruera sina egna algoritmer för att växla mellan olika representationer.

Slutligen kan det sägas något om elevernas bild av funktionsbegreppet. Eleverna relaterade

funktionen till en graf, och några av informanterna var också tydliga med att påvisa funktionens

grundläggande egenskap om att associera ett funktionsvärde till varje möjligt invärde. Vissa elever

hade dock svårt att skilja på objektet funktion och den skriftliga regel som beskriver funktionen.

Detta kan relateras till Duval (1999) som menar att matematiken är den enda vetenskap där

objekten inte har någon verklig förlaga. Här kan också problematiken med att funktionen och

ekvationen i många fall var svåra att särskilja för eleverna. Eleverna hade inte någon klar bild

av skillnaden mellan de två begreppen. Detta skulle kunna kopplas till Bentley (2008) om att

svensk skolundervisning i huvudsak präglas av att lära ut algoritmer snarare än att försöka förstå

begreppens struktur, och därmed fördjupa elevernas förståelse.
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5 Diskussion

Studien har ställt, väckt, och delvis besvarat flera frågeställningar. Vissa frågeställningar har givits,

om än inte fullständigt, i alla fall ett svar. Vissa frågeställningar står fortfarande öppna för att

besvaras. Andra frågor har väckts under studiens gång. I detta avsnitt syftar jag att samla alla de

tankar och idéer som uppkommit vid arbetandet med uppsatsen.

Det resultat som framkommit ska också diskuteras och relateras vidare till den forskning som

tidigare framkommit inom området. Slutligen förs även en diskussion kring den metod som använts

i arbetet.

5.1 Resultatdiskussion

Det finns flera aspekter av resultatet att diskutera som kommer att tas upp i detta avsnitt. En

av de slutsatser som gjordes var att det finns ett samband mellan förmågan att kunna resonera

kreativt, förmågan att växla mellan olika representationer och ha en strukturell förståelse för

funktionsbegreppet. Därmed är det av intresse att ställa sig frågan hur relationen mellan dessa

kan ses. Det verkar som att alla dessa tre samspelar vad avser funktionsbegreppet. I bilden nedan

ses en modell för hur denna relation kan tolkas i sammanhanget.

Kunskap som visasExempeloperation

Konvertering Strukturell kunskap

Kreativt resonemang

Konvertering Procedurell kunskap

Algoritmiskt resonemang

Bild 13. Relationen mellan resonemang och förståelse.

Den tjockare pilen representerar ett kreativt resonemang, medan den tunnare representerar ett

algoritmiskt resonemang.

Om den strukturella kunskapen ska ses som ett mål, kan det kreativa resonemanget vara en

medel för att nå detta mål. En konvertering som kräver av eleven att han eller hon använder ett

kreativt resonemang skulle påvisa strukturell förståelse för begreppet. Boesen, Lithner och Palm

(2010) menar att kreativt resonemang kräver att eleven skapar en egen strategi för att lösa uppgif-

ten. Strategin ska också motiveras, samt eleven ska kunna motivera varför svaret kommer att vara
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sant eller troligen sant. Slutligen ska argumenten vara väl förankrade i den matematik som används

för resonemanget. Att eleven resonerar kreativt innebär således att han eller hon måste vara väl

förtrogen med den matematik som resonemanget involverar samt att strategin ska kunna motive-

ras. Detta innebär att eleven måste kunna se relationen mellan olika delar för funktionsbegreppet,

för att kunna lösa uppgiften. Att se dessa relationer är vad Hiebert och Lefevre (1986) menar är

strukturell kunskap. Därför är det intressant att fråga sig om undervisningen innehåller tillräckligt

mycket uppgifter där eleverna tränas på att arbeta kreativt i skolan, eller om den svenska skolan

fokuserar för mycket på algoritmiska resonemang. I ämnesplanen för matematik framgår det att

eleverna ska ”utveckla förståelse av matematikens begrepp och metoder” (Skolverket, 2011a, s. 90).

Således räcker det inte med att eleven algoritmiskt kan använda ett begrepp. Skolverket kräver att

eleven faktiskt en förståelse för begreppet. Det framgår också att eleverna ska ”hantera procedurer

och lösa uppgifter av standardkaraktär” (Skolverket, 2011a, s. 90). Därav är den procedurella kun-

skapen också av vikt, och ska inte ses som något eleven inte behöver. I teoriavsnittet lyftes även

vikten av att känna till en procedur för att kunna förstå det strukturella. Det går alltså inte att

se dessa som åtskilda.

5.1.1 Grafen och funktionen

Elevernas förhållande till relationen mellan graf och funktion var intressant att se i studien. Duval

(2006) menar att konstruktion av en graf utifrån ett givet uttryck skulle innebära att fler elever

löser uppgiften korrekt än om eleverna istället ska identifiera en funktion utifrån en graf. Detta

är i stort sett det motsatta förhållandet som setts i denna uppsats, där eleverna hade enklare att

identifiera graferna än att konstruera graferna.

En annan intressant aspekt är att de intervjuade eleverna i hög grad betonade vikten av grafen

som en viktig del av funktionsbegreppet. Däremot använde eleverna inte grafen i någon högre

utsträckning som ett komplement vid uppgiftslösning. Pettersson (2008) menar att detta också är

fallet för universitetsstudenter.

Det fanns också en viss tendens till övergeneralisering av de räta linjerna från elevernas sida.

Alla tre av de intervjuade använda sig av begreppet m-värde för att beskriva den konstanta termen

i ett polynom. Detta är direkt hämtat från den allmänna formen för en rät linje som beskrivs av

y = kx+m. Elevernas svar indikerar att de förstår att konstanttermen är den enda som blir skilt

från 0, när en polynomfunktion skär y-axeln, men här blandas begreppen samman. En fråga som

är intressant är ifall eleverna fortfarande ser det som ett m-värde, när funktionen ser annorlunda

ut, som till exempel f(x) = cos(x) + 1 eller f(x) = ex + 1, vilket skulle leda till feltolkning.
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5.2 Metoddiskussion

Vad avser metodvalet för denna uppsats finns det vissa anmärkningar från min egen sida att göra.

Resultatet blev i alla avseenden inte det sökta, samt att vissa delar kunde gjorts annorlunda för

att få ett bättre underlag. Att resultatet inte blev det eftersökta innebär här inte att det fanns ett

givet svar på problemet som förhoppningsvis kunde komma fram, utan snarare att svaren uteblev

till viss del i mina frågor.

Anledningen till detta var först och främst att testet var alldeles för anpassat för eleverna

som läser b- och c-spåret och därmed blev det problem för eleverna på de yrkesförberedande

programmen. Eftersom många av eleverna var oförmögna att klara en stor del av uppgifter blev

det ett stort bortfall på vissa uppgifter. För att uppnå ett annat resultat skulle det vara möjligt

att utforma specifika test för de olika grupperna mer anpassade för deras nivå.

Ett annat problem med testet var att alltför få elever motiverade sina svar i den grad det var

önskat. I sistauppgiften skrevs det explicit att motivering söktes och där gav eleverna i hög grad

också en motivering till sina lösningar, men på fråga 2 var det alltför många som inte gjorde detta.

Följaktligen kan det tänkas att det borde skrivits mer explicit vad som söktes i form av utförlighet

i svaren. Ett annat alternativ hade varit att ställa frågor som omöjligen kan ge ett enkelt svar, utan

snarare tvingat fram ett resonemang. Det sistnämnda valdes bort på grund av att det fanns en

tidsbegränsning för hur länge testet fick ta ute i klasserna, och därför kunde sådana frågor uppta

allt för mycket tid under det givna tillfället.

5.3 Didaktiska konsekvenser

Vad säger då denna studie om situationen om undervisningen vad gäller funktionsbegreppet? Vi

kan inte se det som något negativt att eleverna är väl bekanta med ett algoritmiskt resonemang,

men däremot är det inte alltid tillräckligt och det kan krävas att eleverna möter andra typer av

uppgifter som kräver ett kreativt angreppssätt. Det ena ska absolut inte utesluta det andra. Sedan

går det inte att endast utifrån denna studie säga att den beskrivna situationen gäller alla elever i

Sverige, men däremot pekar även annan forskning på att det krävs att undervisningen är varierad

(se till exempel Grønmo och Rosén, 1997b).

Eleverne kan i matematikundervisningen udvikle effektive procedurer til løsning af de opgaver, de

bliver stillet overfor uden, at deres begrebsforståelse bliver udfordret. Der er derfor risiko for at de

aktiviteter, der tilbydes i skolens og senere i gymnasiets matematikundervisning, for mange elevers

vedkommende kun i stærkt begrænset omfang vil bidrage til udvikling af deres begrebsforståelse.

Blomhøj, 1997, s. 28
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Blomhøj (1997) påpekar här risken med att inte låta elevernas kunskaper utmanas och problemati-

seras. Om skolan inte erbjuder en varierad undervisning, som utmanar elevernas begreppsförståelse,

kan det vara så att eleven i mycket liten utsträckning utökar sin strukturella förståelse.

Grønmo och Rosén betonar även att eleverna ska träna på att utföra växlingar mellan repre-

sentationer. Detta är även vad studien visar, men även att eleverna lär sig och tränar på att utföra

växlingarna i motsatt riktning. För att exemplifiera kan det anmärkas att kopplingen mellan språk-

lig framställning och tabell var svag i den ena riktningen och stark i den andra. Eleverna måste

således träna på att utföra dessa växlingar i olika riktningar.

Sedan införande av Lgr 11 har funktionsbegreppet kommit att bli en tydlig explicit del i grund-

skolans senare år, men den tillhörande terminologin berörs tidigare än så (Skolverket, 2011b). Det

är inte möjligt att ännu se konsekvenserna av de förändrade kursplanerna i grundskolan. Men att

funktionsbegreppet introduceras tidigare i grundskolan kan ses som positivt, eftersom detta ger

eleverna en möjlighet att under en längre tid lära sig förstå begreppet.

”Varför ska vi göra det här?”, och ”när kommer jag att ha nytta av det här?”, säger eleverna i

inledningen till denna uppsats. Frågan är fortfarande relevant, och den är av yttersta vikt för varje

lärare att kunna besvara. Speciellt är det viktigt att kunna besvara den när eleverna ska lära sig

förstå en struktur snarare än en beräkningsmetod. Den allmängiltiga nyttan av att förstå funk-

tionskonceptet framgår inte tydligt och det är läraren som måste motivera varför det är viktigt.

Men att förstå ett koncept är inte att läsa definitioner och lära sig dessa utantill. Att förstå en

struktur kan vara att lära sig hur olika representationsformer relaterar till varandra, och hur det

hänger samman. Representationerna ska inte ses som ett mål, utan snarare ett medel. Represen-

tationerna ska vara ett medel för problemlösning, och ett medel för förståelse. Med detta menas

att grafen inte bara ska ritas när uppgiften tvingar eleven till det. Den ska fungera som ett stöd i

arbetet, och därmed utvecklas också en förståelse för hur de olika delarna hänger samman. Eleven

kan själv skapa en språklig beskrivning av en funktionsregel och på så sätt förstå hur begreppet

kan relateras till verkligheten, eller en modell.

Och när eleven väl fått förståelsen för ett begrepp, besvaras förhoppningsvis frågan av sig själv:

”Varför ska vi göra det här?”.
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Bilagor

Bilaga 1. Testet

Vad kan du om funktioner?

Namn:

Vilken kurs läser du?

Skulle du kunna tänka dig att ställa upp på en intervju? Ja Nej

Detta är ett test konstruerat för en undersökning inom ramen för ett examensarbete vid Linnéu-

niversitetet. Jag försäkrar att den information som ges av detta test endast kommer att användas

i undersökningen och inte ges ut till andra personer. Jag försäkrar också att din identitet inte

kommer att röjas.

Du har självklart rätten att inte ställa upp på detta. Men jag är väldigt tacksam för all hjälp

jag kan få. Om du i efterhand ändrar dig och inte vill vara med i undersökningen trots att du

redan har gjort testet får du kontakta mig via e-post, så ska jag om möjligt ordna så att din svar

inte behöver vara med.

Tack på förhand,

Jonas Fransson, jonas.fransson@student.lnu.se



Vad kan du om funktioner?

Namn:

Vilken kurs läser du?

Skulle du kunna tänka dig att ställa upp på en intervju? Ja 2 Nej 2

Detta är ett test konstruerat för en undersökning inom ramen för ett examensarbete vid Linnéuniversitetet.
Jag försäkrar att den information som ges av detta test endast kommer att användas i undersökningen och
inte ges ut till andra personer. Jag försäkrar också att din identitet inte kommer att röjas.

Du har självklart rätten att inte ställa upp på detta. Men jag är väldigt tacksam för all hjälp jag kan få.
Om du i efterhand ändrar dig och inte vill vara med i undersökningen trots att du redan har gjort testet får
du kontakta mig via e-post, så ska jag om möjligt ordna så att din svar inte behöver vara med.

Tack på förhand,
Jonas Fransson, jonas.fransson@student.lnu.se



Uppgifter

1. Vi har tre funktioner:

i f(x) = 2x+ 1

ii g(x) = −x+ 2

iii h(x) = x2 − 1

Para samman rätt funktion med rätt med be-
skrivning av funktionen nedan. Ifall tabellen eller
grafen nedan inte beskriver någon av funktioner-
na ovan sätter du helt enkelt ett kryss.

(a)

x y

1 1
2 0
3 -1

(b)

x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-6
-4
-2

2
4
6

(c) y = 1 + 2x

(d) h(x) = −1 + x2

(e)
x -2 -1 0 1 2 3 4 5
y -3 -1 1 3 5 7 9 11

(f) Multiplicera alla x-värden med 2 och adde-
ra 1, för att få funktionsvärdet.

(g) Vilken funktion beskrivs av att vi tar de
negativa x-värdena och subtraherar med 1.

(h) f(t) = 2t + 1

(i)

x

y

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-6
-4
-2

2
4
6

(j)
x 0 1 2 3
f(x) f(0) f(1) f(2) f(3)

(k)
y 0 1 2 3
x 2 1 0 -1

(l)

x

y

-2 -1 1 2

-3

-1

1

3

5

(m) Multiplicera argumentet med sig själv och
subtrahera 1.

(n)

x

y

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

3



2. Kalle Anka bestämmer sig för att håll koll på sina pengar under en månads tid och bokför detta
noggrant. Den första dagen i månaden har Kalle 25 kr. Varje dag får han sedan lön av sin arbetsgivare
Joakim von Anka. Lönen är på 5 kr/dag.

(a) Hur mycket pengar har Kalle efter 10 dagar?

(b) Hur mycket pengar har Kalle efter 50 dagar?

(c) Kalle har länge velat bjuda ut Kajsa på middag. För detta behövs 100 kr. När kan Kalle göra
detta?

(d) Rita en graf som beskriver hur mycket pengar Kalle har varje dag.



3. Grafen nedan beskriver en funktion f(x).

x

y

-100 -80 -60 -40 -20 20 40 60 80 100

-40

0

40

80

120

160

200

240 f(x)

Beskriv grafen ovan på valfritt sätt. Du kan använda dig av ord, formler eller något annat sätt för att
beskriva den. Men var tydlig med hur du kom fram till ditt svar.



Bilaga 2. Intervjumall

Intervjuguide

Funktionsbegreppet

1. Vad tänker du på när du hör begreppet funktion?

2. Vad är skillnaden mellan en funktion och en ekvation?

Använd följande exempel för att problematisera funktions- och ekvationsbegreppet:

y = 4x+ 1

f(x) = x2 + 1

5 = 4x+ 3

3. Vad av de ovanstående är funktioner, respektive ekvationer? Förklara varför!

4. Vad innebär följande: f(x) = 3x− 2 , −1 ≤ x < 5?

Vad är då f(−2)?

Titta på Kalle Anka-exemplet

5. Hur ser du på begreppen definitions- och värdemängd?

6. Har du någon användning av att du vet vad en funktion är? Har det hjälpt dig i din räkning?

Representationsformer

7. Hur ser du att kurvorna b, i, l och n är rätt/fel kurva?

8. Kan samma strategi användas för olika typer av funktioner och kurvor? Ge ett exempel.

9. Vilka strategier använder du för att gå från:



Från Till

Textbeskrivning Bild

Symboluttryck Bild

Symboluttryck Tabell

Tabell Symboluttryck

Tabell Grafisk representation

Grafisk representation Tabell

Grafisk representation Formel/symboluttryck

Vilka är svårast, och vilka är enklast? Varför?
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