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Sammanfattning

Flera internationella undersdkningar visar att svenska elever &r jamforelsevis svaga i
matematik och framforallt i algebra. Syftet med var undersokning &r att fa en uppfattning om
hur larare introducerar moment ur algebra i drskurs atta och larares syn pa algebra. Vidare &r
syftet att analysera elevers svarigheter och vilka fel de gor inom algebra. Vi vill dven titta
narmare pa hur kommunikationen sker i klassrummet, vid introduktionen av ett nytt moment.
De tva undersokta lararna och deras tva klasser kommer fran samma centrala skola i Uppsala.
Med hjalp av videokamera och bandspelare filmades fyra lektioner i foljd per klass. Lérarna
intervjuades innan den forsta observerade lektionen och sedan efter varje observationstillfalle.
Provet som eleverna gjorde efter avslutat moment analyserades. Var undersokning visar att
lararna introducerar algebra genom konkret abstraktion eller genom monstertankande. De
oftast forekommande algebrarelaterade fel som eleverna gor &r att de ignorerar bokstaven
eller koefficienten vid utrakningarna. Svarigheter med prioriteringsregler och parenteser samt
ekvationslésning ar ocksa relativt vanligt férekommande.

Nyckelord: algebra, elevfel, lararuppfattningar, variabler



Forord

Nar vi forklarade for eleverna att vart syfte med filminspelningen var att underséka hur en
larare introducerar ett helt nytt moment, i det hér fallet algebra, svarade en elev att: ”Fast det
har ar inte nytt. Vi har jobbat en del med det forut. Sérskilt i svenskan har vi jobbat mycket
med bokstdver”. Vi har nu ocksé jobbat mycket med bokstiver en tid, och resultatet haller du
nu i din hand.

Vi vill rikta stort tack till Skolan som har stallt upp pa att lata sig undersckas, och dar framfor
allt larare A och B, klass a och b, samt Rektor. Utan all Er tid, Ert tdlamod och Ert
tillmétesgaende hade vi inte kunnat genomf6ra var uppsats pa det satt vi velat.

Ett stort tack vill vi dven rikta till vara handledare Bo Johansson och Bengt Larsson.

Tack till ILU for utlanande av teknisk utrustning och ett stort tack till Norrlands nation som
lanade ut den mer avancerade utrustningen, till exempel barbara mikrofoner, som ILU
saknade. Tack aven till vriga personer pa ILU som tagit sig tid att hjalpa oss. Stort tack till
Johan och Sara for korrekturlasningen.

| avsnittet for menldsa tack vill vi sarskilt tacka Marias foraldrar for utlanande av
videoadapter, Marias svarforaldrar for utlanande av bil, Tomas mamma for utlanande av bil
och Sara for all matlagning.
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1 Inledning

Historiskt sett ar algebra en gammal gren av matematiken, men den har hela tiden utvecklats.
Dagens form av algebra har utvecklats av matematiker kontinuerligt under mer an 1200 ar.
Steget fran en talad algebra till en algebra baserad pa symboler, forvantas dagens svenska
elever klara av pd hogst tre ar. Olika undersokningar som jamfor svenska elever
internationellt visar att svenska elever borjar med algebra senare an i de flesta andra lander.
Detta kan vara kan vara en av orsakerna till att svenska elever har svarigheter med algebra.
Titeln pa var uppsats ar hamtat fran en av vara observerade lektioner, dér lararen citerar vad
en foralder en gang sa pa ett fordldramote. Detta visar pa ett av manga problem som
forekommer i samband med algebra.

Vi ar darfor intresserade av att ta reda pa hur svenska larare pa hogstadiet valjer att
introducera momentet algebra i matematikundervisningen. Forsoker lararna konkretisera
genom laborationer eller exempel, eller anvander de sig av ren abstrakt teori? Vi undrar &ven
om eleverna aktivt deltar i diskussioner vid introduktionen eller om de bara ar passiva
mottagare av kunskap. En annan fraga av stort intresse for oss ar vilka svarigheter som
eleverna stéter pa i algebra. Vilka typer av fel &r de vanligaste och vad kan goras for att
minska dessa? Hur ser larare pa sjdlva momentet algebra? Ar det ett omrade som borde
prioriteras eller ett omrade som redan fatt alltfor stor vikt i den moderna skolan? Slutligen vill
vi dven forsoka ta reda pa hur larare motiverar elever till att lara sig algebra.

1.1 Bakgrund

Detta avsnitt har vi valt att inleda med en kort historik ¢ver algebrans utveckling. Déarefter
tittar vi narmare pa hur de tva senaste styrdokumenten ser pa algebran i undervisningen. Vi tar
aven upp undersokningar om elevers matematik och algebrakunskaper. Darpa foljer ett kort
avsnitt om larares syn pa algebra. Sedan kommer avsnitt om undervisningsmetodik som foljs
en redogorelse for metodiken inom algebraundervisningen. Bakgrunden avslutas med en
genomgang av vilka fel och problem eleverna har inom algebraomradet.



1.1.1 Historia

Babylonierna hade en “retorisk algebra”, algebra uttryckt med ord — pa sin hojd med
ordforkortningar, med en valdigt stark praktisk koppling. Om det fanns tva obekanta kallades
de for ”langd” och ”bredd”, produkten for “area”. Fanns det tre obekanta kallades de for
”langd”, “bredd” och “hdjd”, produkten for “volym”. Den retoriska algebran, som anvandes
av saval kineser som egyptier, utvecklades sedan av grekerna till sa kallad synkoperad
algebra, dar man fortfarande anvénde ord for att l6sa uppgiften, men speciella symboler
anvandes for att minska ned pa antalet ord. Ur en skrift om hur man léser ekvationer, av den
arabiske matematikern al-Khwarizmi (ca 1100 e Kr), hdmtades sedan ordet al-jabr, det vill
sdga algebra. Bokstavstecknet var bade hos grekerna och hos al-Khwarizmi provisoriskt
obestamt, till skillnad fran modern algebra dar bokstavstecknet ar potentiellt obestamt; det kan
nar som helst ges en bestdmd innebtrd. Den arabiske matematikern Omar Khayyam
definierade till slut en klar grdns mellan aritmetik och algebra; “’bruket av ekvationer for att
finna de obekanta talen med hjédlp av polynom” (polynom=bokstavsbeteckning for variabel
som kan ha potenser), och darigenom skapades den symboliska algebran. Francois Viete
borjade 1591 anvdnda vokaler for att beteckna okanda tal och konsonanter for ké&nda
storheter. Descartes anvande bokstéaver i borjan av alfabetet for kénda storheter och bokstéver
i slutet for okanda tal. Det senaste steget inom algebran togs pa 1800-talet da den sa kallade
Booleska algebran utvecklades. Den ansags som mer eller mindre oanvandbar i nastan
etthundra ar, innan man insag dess anvandbarhet vid konstruktionen av digitala kretsar
(McLeish, 1996; Thompson, 1996).

1.1.2 Styrdokument

Det tidigare styrdokumentet Laroplan for grundskolan Lgr80 (Skoldverstyrelsen, 1980),
lagger liten vikt vid momentet algebra. Under rubriken Algebra och funktionslara star det:
“momentet dr av mindre vikt 1 vardagslivet, men alla elever skall ha en viss orientering om
stoffet”.(s 105) For mellanstadiet och hdgstadiet skrivs foljande:

En omsorgsfull individualisering, byggd pa& elevernas val och formaga, é&r
nodvindig”. “Losning av enkla ekvationer frimst genom att préva och utga ifran
problem. Funktionsbegreppet introduceras genom praktiska experiment. Tolkning av
enkla funktioner, avbildade i forsta kvadranten av ett koordinatsystem. Beréakning av
funktionsvarden genom att satta in dem i formler, knutna till vardagslivet eller till
andra skoldmnen.(s 105-106)

For hogstadiet skrivs foljande:

Tolkning och konstruktion av grafer i hela koordinatsystemet. Teckning, forenkling
och berdkning av uttryck. Parentesuttryck, utbrytning av faktorer, samt
kvadreringsreglerna och  konjugatregeln  behandlas, dock med speciellt
hansynstagande pa elevernas mognad, intresse och behov. Ekvationer av forsta
graden, &en med obekanta i bada led samt med parenteser och braktal.
Probleml6sning med enkla ekvationer. Linjara funktioner, speciellt sddana som anger
proportionalitet. Linjara ekvationssystem och enkla andragradsekvationer framst vid
problemldsning och foretradesvis med grafisk 16sning.(s 106)



Lgr80 har salunda en mycket konkret utgangspunkt, dar den praktiska anvandningen av
matematiken hela tiden kommer i férsta hand.

| jamforelse med Lgr80 ldgger det nuvarande styrdokumentet, Laroplanen for det
obligatoriska skolvéasendet Lpo94 (Utbildningsdepartementet, 1994) storre vikt vid momentet
algebra. | kursplanen star det bland annat:

Utbildningen i matematik skall utveckla elevernas problemldsningsformaga. Manga
problem kan l6sas i direkt anslutning till konkreta situationer utan att man behover
anvanda matematikens sprak, symboler eller uttrycksformer. Andra problem behéver
lyftas ut ur sitt sammanhang, ges en matematisk tolkning och l6sas med hjalp av
matematiska begrepp och metoder. Resultaten kan sedan tolkas och varderas i
forhallande till det ursprungliga sammanhanget. Problem kan ocksa vara relaterade till
matematik som saknar direkt samband med den konkreta verkligheten.(s 51)

Under rubriken Mal att strava mot i kursplanen (Utbildningsdepartementet, 1996) star det:

Skolan skall i sin undervisning i matematik strava efter att eleven

- inser vardet av och kan anvanda matematikens sprak, symboler och uttrycksformer

- forstdr och kan anvéanda logiska resonemang, dra slutsatser och generalisera samt
muntligt och skriftligt forklara och argumentera for sitt tdnkande

- forstar och kan formulera och l6sa problem med hjalp av matematik samt tolka och
vardera lésningarna i forhallande till den ursprungliga problemsituationen

- kan stalla upp och anvanda enkla matematiska modeller samt kritiskt granska
modellernas forutsattningar, begransningar och anvandning
Stravan skall vara att eleven utvecklar sin tal- och rumsuppfattning samt forstar och
kan anvanda

- Grundlaggande algebraiska begrepp, uttryck, formler, transformationer, ekvationer,
olikheter och system av ekvationer som verktyg vid problemldsning och vid
beskrivningar av olika fenomen.(s 51-52)

Malen som eleverna skall ha uppnatt betraffande algebra i slutet av det femte skolaret
respektive nionde skoldret ar enligt foljande; Eleven skall i slutet av det femte skolaret:
“kunna forstd och anvidnda begreppen addition, subtraktion, multiplikation och division samt
kunna upptécka talmonster och bestdmma obekanta tal i enkla formler.” Eleven skall i slutet
av det nionde skoldret: “kunna stdlla upp och anvinda enkla formler och ekvationer vid
problemldsning.”(s 53)

Lpo94, jamfort med Lgr80, har ett mer abstrakt forhallningssatt till matematiken. Lgr80
lagger storre vikt vid att kunna anvanda matematiken i vardagslivet medan Lpo94 lagger
vikten pa sjalva problemlosandet oberoende av kontexten. En stor skillnad mellan de bada
laroplanerna &r att Lgr80 &r mer detaljerad och mer styrande an Lpo94. Lpo94 forordar att
undervisningen i skolans alla &mnen belyses ur fyra 6vergripande perspektiv: historiskt, miljo,
internationellt samt ett etiskt perspektiv.



1.1.3 Elevers matematik- och algebrakunskaper

| en utvardering som gjordes inom grundskolan 1995 (Ek, Pettersson & Murray, 1997)
framkom att elever anser att matematik ar ett svart amne. Sextio procent av eleverna kanner
sig sakra ndr de ska lasa och skriva, mot trettio procent ndr de ska rékna. Mer &n tjugo procent
anser att de har otillrackliga kunskaper i matematik efter grundskolan. Enligt en artikel i
Namnaren misstanker forfattaren att inforandet av bokstavsrdkningen &r stOtestenen:
”Introduktionen har varit en isolerad hogstadieangeldgenhet. Den blir for ménga elever en
prévning som uthalligheten inte racker till for.”(Hiaggstrom, 1995, s 17) Forfattaren pekar i
samma artikel pa att problem med algebra inte & nagon nyhet och citerar 1600-tals texten:
”Algebra dr Ménniskiornes Forstands helige Profwosteen sa at then som thenna Konst wil
forstadr kan sig forsakra at intet skall forekomma thet han icke forsta kan.”(s 17)

Det har gjorts flera undersokningar i matematik dar svenska elever har jamforts bade
internationellt och nationellt. Den sa kallade IEA-undersékningen (International Project for
the Evaluation of Educational Achievement) som utfordes da eleverna gick hdstterminen i ak
7, har kommit fram till att svenska skolelever har daliga kunskaper i matematik och da
framfor allt inom algebra. En anledning till att kunskaperna ar sa daliga hos svenska elever ar
att manga uppgifter i IEA-testet forutsatte att eleverna hade arbetat med elementéar algebra.
Svenska elever, till skillnad mot de flesta andra landers elever, réknar inte med abstrakt
matematik forrdn i slutet av grundskolan. Denna undersoknings resultat fick den svenska
regeringen att tillsdtta en “krisgrupp” som i sin rapport Matematik i skolan gjorde uttalandet:
”Antingen ska vi #dndra vara kursplaner for att fa bittre resultat i kommande IEA-
undersokningar eller ocksa fortsatta med den svenska modellen och acceptera att svenska 14-
aringar inte dr varldsbast i algebra.”(Attorps, 1998, s 2) Svenska elever har dock utvecklats
positivt, vad galler algebra, sedan den forsta IEA-undersokningen gjordes 1964.
Losningsfrekvensen har 6kat med 3 %, fran 0,30 1964 till 0,33 1980 (L6thman, 1992).

En annan internationell undersokning, den sa kallade TIMSS (Third International
Mathematics and Sience Study), som genomfordes under varen 1995 i arskurserna 6 och 7,
placerade sig de svenska eleverna i ak 6 pa 16:e plats, och dk 7 pa 14:e plats av totalt 25
lander som deltog. Men i algebra placerade sig de svenska eleverna i ak 6 pa 23:e plats och ak
7 pa 20:e plats (Attorps, 1998). “Den storsta forbéttringen sker fran arskurs 6 till 7 i
matematikamnet som helhet, men for algebra och geometri ar forbattringen som storst fran
arskurs 7 till 8.”(Adolfsson, 1997, s 22) Att denna forbéttring sker si sent for svenska elever,
jamfort med andra landers elever, menar Adolfsson beror pa att algebraundervisningen
betonas i den senare delen av hogstadiet i den svenska skolan. Nagot som dock é&r
anmarkningsvart enligt Adolfsson, &r att algebraundervisningen betonas tidigare i Norge och
pa Island, men att de &nda har ett resultat som i stort sett motsvarar de svenska elevernas.

Det verkar vara svart att jamfora svenska elever internationellt eftersom elever i Sverige far
sin undervisning i algebra forhallandevis sent. Man kan dock se att svenska elevers resultat pa
algebradelen ar samre &n vad resultaten visar att de &r vid sammanslagning av resultaten pa
alla delmomenten.



1.1.4 Lararens syn pa algebra

Enligt en undersékning gjord av Maunula (1996) om l&rares uppfattning av
matematikinlarning visade det sig att den inte hade sa stor betydelse for hur lararen lade upp
undervisningen:

”Synen pé inldrning verkar inte vara en sd stark styrfaktor for undervisningen.” (Maunula,
1996, s 56) Darfor valde vi att inte titta narmare pa hur lararen anser att inlarning sker.

Enligt en utvéardering av grundskolan som gjordes 1995 framgick att mer &n en tredjedel av
lararna tycker att algebra ar mindre viktigt. (Ek, et. al. 1997) Daremot anser 22 % av lararna i
samma undersokning att ett mycket viktigt mal ar att eleverna har goda kunskaper i algebra.
Detta tyder pa att larare har olika syn pa vikten av att beharska algebra. Jamfort med andra
delmoment inom matematiken ar det algebran som star for den klart storsta skillnaden i
lararnas uppfattningar om hur viktigt momentet &r.

1.1.5 Undervisningsmetodik

Det har under lang tid gjorts flera olika undersokningar om vad som styr lektionsarbetet.
Redan for 25 ar sedan sdg man tendenser mot att det ar laromedlen som styr sjalva lektionen;
Hellstrom (1985) hénvisar till studier utférda av Callewaert & Nilsson (1975) och
undersokningar inom ramen for PUMP-projektet som inte ger nagot stod for att nagon
undervisningsmetodisk forandring har skett. Han havdar att man hellre ser tendenser till en
Okad mekanisering av undervisningen med laromedlen som en viktig styrfaktor. (s 14)
Forfattaren refererar &ven till en undersokning gjord av Ekholm (1982) som stddjer att det ar
laromedlen som i hog grad bestammer det amnesmassiga innehallet i undervisningen.

Men inte alla sag denna maktforflyttning till laromedlen som ett hot. Kilborn (1979) menar att
laromedlens betydelse ofta underskattas och att det &r ett nddvandigt stod for lararen i
undervisningen. Han haller inte med de som vill minska laromedlets inflytande och dess
styrande effekt pa undervisningen. Han framfor argumentet att till exempel mellanstadielarare
har ett 10-tal &mnen att arbeta med. ”S& manga dmnen kan man av forklarliga skél inte
behédrska vare sig stoffmassigt eller metodiskt. Inte heller racker lararutbildning eller
lararfortbildning till for detta.” (Kilborn, 1979, s 76)

Aven nyare undersokningar bekraftar larobokens stora betydelse. Inom TIMSS-projektet 1995
ingick aven en lararenkat som berdrde fragor om bland annat undervisningens utformning och
innehall. Dar svarade 54 % av lararna att de baserar mer an 75 % av sin undervisningstid pa
laromedel. Dar visade det sig &ven att 89 % av lararna svarade att de ibland (64 %) eller alltid
(25 %) forlitar sig pa elevliaromedel nar de planerar lektionerna (Olofsson, 1997).

| den nationella utvarderingen 1992 sdg man att matematikundervisningen i de senare
arskurserna fortfarande ar mycket traditionell. Det som har forandrats de senaste 25 aren ar att
andelen diskussioner okat nagot. ”De vanligaste aktiviteterna i matematik dr enskild tyst
rdkning och gemensamma genomgangar.”(Olofsson, 1997, s 27) I en annan studie av 80
matematiklarare dar de redovisat vilka mal de har for sin matematikundervisning &r det
dominerande svaret att undervisningen ska ge en grund for fortsatta studier” (Hellstrom,
1984, s 52).



Ett vanligt arbetssatt i skolans matematikundervisning &r att eleverna sitter och lyssnar pa
lararen. Enligt TIMSS, tolkat av Olofsson (1997), later lararna sa gott som aldrig eleverna
arbeta enskilt, eller i sma grupper/par, helt utan tillgang till lararhjélp. ”Att jobba enskilt med
tillgang till hjalp ar det vanligaste arbetssattet — 30 % uppger att eleverna arbetar sa varje
lektion och ytterligare 42 % anger att de arbetar sa de flesta lektioner. Att arbeta i helklass
med lararen undervisande hela klassen ar vanligare pa hogstadiet an pa mellanstadiet — 47 %
av hogstadielararna har angett de flesta eller varje lektion jamfort med 26 % av
mellanstadieldrarna.”(Olofsson, 1997, s 16) Att lata eleverna arbeta med ett undersokande
arbetssétt dr inte vanligt i undervisningen. ”Most classroom instruction is organized along the
lines of reception learning.” (Ausubel, 1970, s 195-196) Ausubel (1970) menar dock att ett
undersOkande arbetssatt har brister, det ar inte ett effektivt sétt att dverfora kunskap inom ett
omrade. Han forordar klassisk muntlig katederundervisning och héavdar att de fel som
forknippas med denna undervisningsform beror pa felaktigt bruk av den, inte pa sjalva
metoden. Klassisk katederundervisning definieras som “en undervisning som enbart bestir av
att lararen redog0r for ett stoff, som sedan eleverna memorerar med hjélp av anteckningar och
larobok varefter de forhors muntligt eller skriftligt”. (Skoloverstyrelsen, 1980, s 49) Vanliga
fel i muntlig utlarning ar:

arbitrary presentation of unrelated facts without any organizing or explanitory
principles; failure to integrate new learning tasks with previously presented materials;
and the use of evaluation procedures that merely measure ability to recognize discrete
facts or to reproduce ideas in the same words or in the identical context as originally
encountered. (s 197)

“Presentation och repetition hjdlper eleverna att klara standardiserade tester, men denna
undervisning &r inte tillracklig som inlarningsstrategi nar det galler att utveckla en mangsidig
problemldsningsformaga, som ar det overgripande malet for
matematikundervisningen.”(Kling, Nystrom & Wolf-Watz, 1997, s 6) Lothman (1992)
papekar att klassisk katederundervisning kan leda till att hamma elevers lust till sjalvstudier
och darigenom gora matematikamnet abstrakt och svarbegripligt. 1 hennes avhandling
papekas att undervisning i SO-amnen genomfors med en kombination av studier av texter i
larobocker och gruppdiskussioner, medan matematikamnet studeras genom att lyssna pa
lararens genomgang. Detta kan leda till att eleverna tror att kunskaper i sociala &mnen kan
inhdmtas genom egen lasning och diskussioner, medan matematiska kunskaper endast kan
erhallas fran experter och inte genom egna studier. Det finns trots det fastlagda rutiner och
traditioner inom matematiken som kan ha en stabiliserande funktion i undervisningen och ger
eleven trygghet. Rutinen och traditionen hjalper lararen och eleverna att kénna sig sékra i sina
roller, gruppen forvantas handla och reagera pa ett invant sétt.

Hellstrom (1985) havdar att elevernas aktiva deltagande i undervisningsarbetet &r starkt
begréansat. Det ar séllan de kommer med egna idéer och forslag. Lararen maste da ta till sig
elevernas tankar. Olofsson (1997) hdvdar att ingen undervisning kan bli effektiv om den inte
baseras pa elevernas tidigare kunskaper och ldraren maste lyssna pa sina elever lika mycket
som han/hon talar sjalv. Kilborn (1981) skriver att:

Nar en matematiklarare far problem i undervisningen sa valjer han ofta att ge en
klarare definition i stéallet for att konkretisera. Konkretionen (...) bidrar till elevernas
forstaelse genom kontakt med erfarenheten. Definitionen blir daremot oftast mer och
mer abstrakt och tappar alltsa i konkretion ju exaktare den utformas (s 38).



Sjéalva samtalen mellan eleverna och lararen och mellan eleverna sjalva &r viktiga eftersom
eleverna da ges mojlighet att forklara och reflektera over sitt tankande. Ahlstrom (1996)
menar att nar eleverna berattar hur de gor och hur de tanker, blir tankarna synliga for dem och
lararen. Elevernas tankar blir undervisningsinnehall.

Sammanfattningsvis kan man séga att det i dagens skola & manga larare som anvéander sig av
laromedlen som grund vid planeringen av matematiklektionerna. Matematikundervisningen
pa hogstadiet ar i stor utstrackning mycket traditionell, det vill siga gemensamma
genomgangar i helklass och enskild tyst réakning. Det har dven framkommit att samtalet
mellan eleverna och lararen ar av stor vikt och bor fa storre utrymme i klassrummet &n vad det
har i dag.

1.1.6 Algebra och algebraundervisning

Den mest pafallande skillnaden mellan algebra och aritmetik ar inforandet av bokstaver.
Forutom att fler symboler introduceras sa maste dven elevernas tankebanor forandras. Vid
aritmetiskt tankande koncentrerar eleven sig pa talen och utfor operationen pa dessa.
Algebraiskt tankande elever daremot, betraktar sjalva operationen pa talen som det vasentliga.
Enligt Bergsten, Haggstrom & Lindberg (1997) &r 2 + 3 = 5 for den som tanker aritmetiskt.
En algebraiskt tankande person ser det istallet som ett exempel pa operationen a + b, som har
egenskaper somatta+b =b +a.

| lararhandledningen till Matematikboken Y (Undvall, Olofsson & Forsberg, 1996)
rekommenderas att man introducerar variabelbegreppet varsamt och inte gar for fort fram och
framfor allt inte forleds att forklara 2a + 3a som tva apelsiner + tre apelsiner. Detta eftersom
2a*3a da inte har ndgon mening, man bor istallet séga till exempel 2*7 + 3*7. Det ar av stor
vikt att eleverna har goda aritmetiska forkunskaper och att lararna har forestallningar om
algebrans olika delar och dess styrkor och svagheter.

Vid den inledande algebran ar det viktigt att eleverna far uppleva att bokstavssymboler
ar meningsbarande och att algebraiska rakneregler har forankring i aritmetiken och
strukturer hos bilder. Alla larare som undervisar i matematik bor ha en forestallning
om nagra av algebrans centrala aspekter (som verktyg vid problemlGsning,
beskrivningar av monster och generaliseringar och samband mellan storheter) och hur
dessa kan hanteras i undervisningen. (Bergsten, et. al. 1997, s 25)

Den vanliga undervisningen i algebra, som tar sin borjan i de senare arskurserna, ar inriktad
pa att forenkla algebraiska uttryck (Ahlstrom, 1996). Hellstrom (1985) havdar att
algebraundervisningen bér komma tidigare och &ven bor &ndra inriktning.

In the curriculum the branches of mathematics should be integrated rather than
separated. This means, for example, a little bit of algebra within aritmetic, as early as
in grade one, and some in every year later rather than seven years of one, and some in
every year later rather than seven years of aritmetic and then algebra as a separate
branch, some sort of ’calculating with letters’.(Hellstrom, 1985, s 12)



Prealgebra &r en term for att beskriva den tidigaste fasen i elevens algebraiska utveckling. Dar
anvands till exempel luckor istéllet for en bokstav, av typen 3 + _ = 10. Elevernas sprak &r en
viktig del for att befasta deras taluppfattning och ge forutsattningar till att utveckla en bra
symbolkansla.

Genom att formulera aritmetiska samband pa olika satt 6kar formagan att formulera
samband utifran olika problemsituationer. Att inte enbart teckna tal och operationer
utan ocksa uttrycka dem muntligt &ar en viktig prealgebraisk del i
matematikundervisningen, dven nar manga operationer ar automatiserade. Risken finns
annars att betydelsen och begreppet har gatt forlorade, och att operationerna inte
fungerar nar man skall operera med okanda tal. (Bergsten, et. al. 1997, s 88)

Enligt en ny amerikansk undervisningsmodell (Curcio 1998) ar ett battre satt att lara sig
algebra att lata eleverna forsoka hitta olika matematiska monster och sedan deltaga i
klassrumsdiskussioner om dessa, eftersom manga missuppfattningar och svarigheter kan
upptackas nar eleverna berattar hur de tdnker. Samma idé finns hos Gronmo (1999) som
havdar att eleverna maste Gvas i att lyssna pa varandra sa att de borjar reflektera kring
begrepp och symboler. Detta eftersom en del elever tror att det i matematik géller att komma
fram till svaret fortast mojligt och darfor kan avbryta den som pratar och sjalva flika in ett
svar, vilket hindrar reflektion. Hon anser att traditionell undervisning med en larare som
dominerar diskussioner inte &r tillrickligt. Enligt henne ar lararens uppgift att “skapa en
atmosfar som kan bidra till éppna och reflekterande diskussioner och att organisera dessa
samtal pé ett saddant sitt att alla elever deltar aktivt” (s 20). De traditionella problemen vid
elevdiskussioner som disciplinproblem och hog ljudniva, ar ett problem man far acceptera, for
att eleverna skall utvecklas. Olika arbetsformer ger en behdvlig dynamik i diskussionerna.

Den australiensiska matematikforeningen har tagit fram ett studiematerial for fortbildning av
matematiklarare inom omradet algebra, som stodjer sig pa den australiensiska kursplanen.
"Syftet med framstélliningen dar att ge lasaren en mojlighet att begrunda rotterna till algebraiskt
kunnande, upptacka bandet mellan aritmetik och algebra samt se pa vilka satt elever kan knyta
dessa band.”(Higgstrom, 1995, s 18) Materialet bestar av ett hafte indelat i atta moduler enligt
foljande (Haggstrom, 1995; Haggstrom, 1996.):

1. Pattern, order and algebra:

For att underlatta Gvergangen till algebra redan i forskolan, far eleverna sortera saker for att
forsoka komma pa efter vilka regler en sortering &r gjord. Eleverna far uttrycka monster och
regler genom muntliga och skriftliga beskrivningar eller diagram.

2. Number patterns and the developement of algebraic concepts:
Introduktion av algebraiska begrepp genom "hitta monster-6vningar". Lararen skall forsta
betydelsen av ett utvecklat sprak for att kunna beskriva moénster och generaliseringar.

3. How do students interpret the meaning of a pronumeral:

Manga elever har begransad uppfattning om vad bokstavssymboler star for och en storre
mangd ekvationslosning och forenkling av uttryck hjélper inte dessa elever. Malsattningen ar
att ge lararen en insikt om spridningen hos elevers uppfattningar av bokstavssymboler,
formaga att forklara vissa elevfel och om hur man kan behandla detta.



4. Developing an understanding of the meaning of a variable:

Har vill man flytta tyngdpunkten i algebraundervisningen fran fardighetstraning till forstaelse
av logiken bakom manipulationerna. Malsattningen ar da att utveckla elevernas uppfattningar
av betydelsen av bokstavssymbolerna mot en forstaelse av variabelbegreppet

5. Representing relationships:
Syftet ar att visa hur monster och ordning kan formaliseras och utvecklas genom
anvandningen av algebraisk notation och grafisk representation.

6 Understanding equations:
Behandlar hur man kan hjalpa eleverna att kunna tolka, formulera och Igsa ekvationer.

7. A broader approach to equation solving:
Syftar till att ge eleverna kunskaper i anvandandet av olika matematikverktyg for att I6sa
problem. Algebraiska, numeriska och grafiska ldsningsmetoder diskuteras och vilka
forkunskaper som ar kravs for varje metod.

8. Solving equations graphically and numerically:
Sista modulen bestar av 8 problem med forslag pa olika losningsmetoder. Man forutsatts ha
tillgang till datorer och/eller grafraknare.

Det har konstruerats en sa kallad algebraisk cykel, vilken bestdr av tre olika faser som
beskriver l16sningsgangen vid algebraiska problem:

1) Oversittning till ett uttryck med symboler. 2) Omskrivning av symboluttryck. 3) Tolkning
av ett symboluttryck. (Bergsten, et.al. 1997)

| fas ett skall eleven kunna dversétta ett problem, som vanligtvis &r formulerat med vanlig text
och eventuellt en bild, till ett matematiskt symboluttryck i form av en ekvation. Ekvationen
kan sedan bearbetas, manipuleras/omskrivas, och l6sas, vilket sker i fas tva. | den tredje fasen
tolkar eleven svaret tillbaka till det ursprungliga problemet/bilden, tillbaka till det
ursprungliga sammanhanget. Alla faser i cykeln &r lika viktiga. De kan ses som en kedja, om
en lank gar sénder ar hela kedjan oanvandbar. Alla faser maste tranas medvetet for att en
symbolkansla ska kunna utvecklas. Den hér typen av processer borde vara karnan i
algebraundervisningen. (Bergsten, et. al. 1997; Attorps, 1998)

Att motivera eleverna varfor de skall lara sig algebra anser flera larare vara svart. En
undersokning av 65 erfarna hogstadieldrare i matematik visade att lite mer &n halften av
lararna anser att algebra ar viktig for alla elever pa hogstadiet. Halften av lararna upplever det
svart att motivera eleverna varfor de skall lasa algebra. Fa av dessa larare kanner sig dock
osakra vid val av undervisningsmetod inom algebran.

Den storsta osdkerheten galler variabel- och funktionsbegreppet (16 respektive 22
larare), och den minsta ekvationer (5 larare). Nastan alla (61) brukar férklara
algebraiska rakneregler med hjalp av sifferexempel, nagot farre med figurer (45).
Endast 2 av dessa larare brukar ofta anvanda laborativt material i undervisningen, 39
ibland, och 6vriga séllan eller aldrig. (Bergsten, et. al. 1997, s 30)

Det dr dock inte alltid man behover forklara varfor; “Nyttoaspekten (t ex
vardagsmatematiken) &r inte den framsta motiveringen att lara sig algebra i grundskolan.
Spénning, utmaning, ndje och skonhet kan i manga fall fungera som béttre drivkraft.”
(Bergsten, et. al. 1997, s 25)
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1.1.7 Elevfel, svarigheter och forstaelse

NOT-projektet (regeringens femariga satsning pa naturvetenskap och teknik) sager Lundgren
(1998) visar att manga ungdomar har det jobbigt med matematik, och svarigheterna i
fysikdmnet har delvis sin grund i att de inte fullt ut kan utnyttja sina matematiska kunskaper.
Fysikamnets formelhantering forutsatter algebraiska kunskaper och algebran ar en del av
matematiken som elever upplever som sarskilt svar (Haggstrom 1995). | aritmetiken talas det
om att eleven maste ha en god taluppfattning for att kunna forvéarva kunskaper, medan det ar
symbolspraket som &r det grundldggande i algebran. Med hjalp av det didaktiska begreppet
symbolkansla (symbol sense) kan man narma sig forstaelse av algebra. Picciotto och Wah
(citerade av Bergsten, et. al. 1997, s 20):

As student’s understanding of algebra deepens, they are gaining symbol sense: an
appreciation for the power of symbolic thinking, an understanding of when and why to
apply it, and a feel for mathematical literacy beyond number sense, which it subsumes.

Symbolkansla hanger salunda samman med algebraisk forstaelse och de betonar att god
taluppfattning ar en grund for att utveckla symbolkénsla. Arcavi (citerad av Bergsten, et. al.
1997, s 20) har satt upp dessa kriterier for att utveckla en god symbolkénsla:

e Uppskatta styrkan hos det algebraiska symbolspraket.
Anvanda symboler da de behovs.
Overge symbolerna nér man “drunknar” i dem, vilja limpligare angreppssatt.
Inse vad en symbolisk 16sning innebar.

e Ha en formaga att skriva om och att "ldsa” symboluttryck, och att se detta som
tva komplementéra aspekter av algebran (flexibilitet).

e Veta att verbal och grafisk information kan uttryckas algebraiskt/symboliskt,
och kunna gora denna Oversattning.

¢ Kunna och vaga vélja en ny symbolisk representation av problemet som passar
battre.

e Inse att det &r nédvandigt att under problemldsningen kontrollera och jamfora
de symboliska uttryckens innehall med vad man intuitivt kanner att man ska fa
fram.

e "Lita pa” symboler, bl a att de kan visa pd nya aspekter.

Det matematiska symbolspraket kan sagas ha tva grader av forstaelse; ytforstaelse respektive
djupforstaelse. Ytforstaelse ar kunskap om hur de matematiska symbolerna kan hanteras, utan
att hanvisa till vad de symboliserar. Med djupforstaelse av det matematiska symbolspraket,
forstar man vad symbolerna star for och varfor raknereglerna fungerar. Detta innebér att man
pa ett medvetet satt kan hantera samspelet mellan form och innehall, operation och struktur
vilket &r en grund for att en symbolkansla ska kunna utvecklas. (Attorps, 1998) Attorps har i
en undersokning, gjord 1998, testat algebraisk kunskap och forstaelse hos 90 elever i ak 9.
Den visade bland annat att manga elever inte har utvecklat djupforstaelse av det matematiska
symbolspraket. De kan hantera algebraiska uttryck efter vissa regler utan att forsta vad de gor.
Det visade sig att elever har svarigheter att forenkla algebraiska uttryck, de var bra pa att l16sa
ekvationer som inte kravde nagra formella I6sningsmetoder, men daremot var de daliga pa att
anvanda ekvationer i samband med problemlésning.

Anderberg och Soderstrom (1988) pekar pa att elevernas brister i grundldaggande
begreppsforstaelse av algebra kanske orsakas av att alla de konventioner som lararen betraktar
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som sjalvklara, for eleven ar helt nya. Dar exemplifieras att bokstaver (symboler) anvénds
som:

e En ekvation 3-2x=1

e Enomskrivning av ett uttryck (s.k. identitet) 3x-2-x+8=2x+6
e Ett funktionssamband y=2x+3

e En formel A =Db*h

Dessutom med omvaxlande stora och sma bokstaver beroende pa om det ar en punkt, langd,
area, omkrets eller nagon storhet.

| algebran betecknar bokstéver:

e Etttal i en ekvation av forsta graden

Flera tal, till exempel i en andragradsekvation

Oandligt manga tal i en olikhet

Vilket tal som helst vid omskrivning av ett uttryck

Vilket tal som helst i funktionsuttryck (det ena beror pa det andra)

Aven véra i viss man inkonsekventa matematikregler kan stalla till det for eleverna:

e En cm? &r inte en hundradels m? vilket det borde vara eftersom 3x? = 3*x?. Egentligen
borde 1 cm? skrivas 1 (cm)?

e Uteldmnat tecken: 3x = 3*x men 3% = 3+%

e Uteldmnad siffra: x + 2x = 1*x + 2*x = (1+2)*x = 3x

Dessutom staller parentesreglerna till det, vet man inte att man satter parentes kring addition
men inte kring multiplikation far man problem. Vidare tror elever ofta att likhetstecknet ar en
form av reaktionspil som leder fram till det korrekta svaret, och har inte forstatt den korrekta
innebdrden, att det & samma varde men olika representation.

En undersdkning om elevers forstaelse for grundlaggande algebraiska begrepp (af Ekenstam,
1991) visar pa att det finns en rad svarigheter i skarven mellan aritmetiken och algebran som
maste l6sas innan de egentliga algebrastudierna, som annars latt blir meningslosa. af
Ekenstam menar att elevernas formaga maste vasentligt forbattras med avseende pa att i enkla
sammanhang lasa, forstd och tolka algebraiska uttryck, samt skriva, producera och anvanda
enkla algebraiska uttryck. Ytterligare ett problem hos eleverna &r enligt af Ekenstam att skilja
mellan likheten x + 8 = 10, dar x star for ett bestamt tal, och likheten x +y = a + b, dar x kan
betyda vilket tal som helst. Detta far stod av Bergsten, et. al. (1998) som havdar att det ar
lattare att uppfatta en bokstavssymbol i en ekvation som ett specifikt okant tal. Det &r
variabelbegreppet som &r det svara. Att samma bokstav, vanligtvis X, brukar anvandas bade
som obekant i en ekvation och som variabel i en funktion gor det hela mer komplicerat.

Den engelska undersokningen SESM (Strategies and Errors in Secondary Mathematics) fran
1984 visar att de fel barn gor i algebra hanfér sig dels till att eleverna anvander sig av ej
tillampliga generaliseringar av aritmetikregler, dels av att de inte har tillrdckliga aritmetiska
kunskaper for att kunna generalisera dessa till att galla i algebran (Booth, 1984). Samma
undersokning klassificerar elevernas problemomraden vad galler algebra enligt:
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1. Tolkning av bokstaver:

a) Elever betraktar inte en bokstav som ett generellt tal, utan som ett bestamt tal, dar
olika bokstéaver betyder olika tal.

b) Elever som accepterar att bokstéver betyder tal kan dnda behandla dem som enheter
snarare an kvantiteter. Detta marks tydligt da elever inte tolkar bokstaverna alls utan
bara knuffar ihop dem (eller tar bort dem); 2a + 3b far eleven till 5ab, 3a - a fas till 3.

c) Elever som forvirras av att bokstdver kan vara enheter och forkortningar men
samtidigt en variabel. Uppgift a — variabeln a, forkortningen m for meter — variabeln
m.

2. Den formella metoden

a) Elever har problem att uttrycka den metod de anvander, delvis beroende pa att de
aldrig séger explicit vilka procedurer de anvéander sig av.

b) De procedurer som barn anvander for att l6sa aritmetiska uppgifter &r ofta av en
informell karaktar som ar svart att uttrycka med symboler.

¢) Procedurerna kan vara sa beroende av den kontext de &r i att de inte med latthet gar att
overfora till andra uppgifter, eller sa ar notationen sadan att uppgiften maste lasas for
att kunna tolkas.

d) Elever kan se matematik som ett empiriskt &mne som alltid leder fram till ett svar i
form av ett numeriskt tal, och &ven om barnet kan utféra den formella metoden korrekt
kan barnet anda anse det fel att gora sa.

3. Forstaelse av notationer och konventioner

a) Elever stravar efter att na fram till ett svar. ”a + 4” 4r inte ett svar utan en summa man
skall gora nagot med. Elever kan losa detta pa flera sétt; antingen lata bli att svara,
hitta pa ett varde eller sa uppfinner eleven en egen regel; a3 eller 3a.

b) Elever struntar i parenteser eftersom:

)] Problemets kontext bestammer ordningen av operationerna.
i) Saknas kontext, utfors operationer fran hoger till vénster.
iii) Samma varde fas, oberoende av ordningen pa operationerna.
¢) Notationsforvirring, 4y kan betyda fyra stycken y” dvs inte “fyra ganger y” eller 4+y

| en undersokning, gjord av Kiichemann, dér cirka ettusen 13-15 aringar ingick, identifierades
6 kategorier for pa vilket satt man anvander bokstaver inom matematiken. Med hjélp av dessa
kan man kategorisera var en elev star i utvecklingen av sin symbolkénsla (Booth, 1984;
Haggstrém, 1995):

1.

2.

3.

Bokstaven ersatts med ett numeriskt tal redan fran borjan.

For att testa detta anvande sig Kiichemann av uppgifter av typen: Vad &raoma+4 =7?
Bokstaven ignoreras eller anses som meningslos.

Vadédra+b+2oma+b=41?

Bokstaven ses som en forkortning eller ett eget objekt.

2a + 3a = ? (Tva apor plus tre apor blir fem apor, men vad blir da 2a * 3a?)

Bokstaven ses som ett okant men dock specifikt tal.

Multiplicera n + 3 med 4. For att uppgiften skall bli meningsfull maste n ses som ett tal.
Bokstaven betraktas som ett generellt tal.

Insikt att bokstaver kan ha mer &n ett varde. Vad kan sagas om ada a+ b = 20 och a < b?
Bokstaven betraktas som en variabel.

Eleven inser att en bokstav star for mer an ett varde samtidigt som det finns restriktioner
att 6vervéga. Vilket tal ar storst av 3n och n + 3?
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Bergsten et. al. (1997) refererar till fem hierarkiskt ordnade nivaer av elevuppfattningar vad

géller elevers uppfattningar av bokstavssymboler i matematiken, skapade av Quinlan:

Niva 1: Bokstaven ses som ett objekt som saknar mening, eller sa fas vardet genom
bokstavens plats i alfabetet.

Niva 2: Det ar tillrackligt att prova med ett tal istallet for bokstaven.

Niva 3: Det ar nodvandigt att préva med flera tal.

Niva 4: Man uppfattar bokstaven som representant for en klass av tal. Det racker att préva
med nagot av dessa tal.

Niva 5: Man uppfattar bokstaven som representant fér en klass av tal. Man behover inte préva
med nagot av dessa tal.

Det konstateras dven att fa elever nar nivaerna 4 och 5, véldigt manga finns kvar pa niva 1.

Hé&ggstrom (1996) refererar till en australiensisk undersokning gjord av Stacey och
MacGregor, som har undersokt 1500 elever, och funnit att manga av de fel som elever gor i de
initiala delarna av sina algebrastudier, h&nfor sig till bristande kunskaper om tal,
rakneoperationer och notationer. For att kunna lyckas med algebra hdvdar de att féljande
kunskaper &r av vikt att kunna:

e Forstaelse av likhetstecknet.

Eleven méts oftast av uppgifter dar likhetstecknet alltid f6ljs av svaret och som darigenom far
betydelsen ”blir” eller ”blir lika med”. Eleven maste ocksa fa mota uppgifter déar
likhetstecknet utldses “ir lika med” eller “ir lika mycket som”; 24 - 12 = 3 * 4 Ar detta
uttryck riktigt? Varfor/varfor inte?; Fyll i det tal som saknas. 12 + =5 * 5, Detta pastaende
far aven stod av Attorps (1998):

den snava uppfattningen som eleverna ofta har betraffande likhetstecknet leder ofta till
svarigheter att forsta ekvationer och ekvationslosning. Forskning kring hur elever
uppfattar och l6ser ekvationer visar tydligt pa att det ar nddvandigt att eleven kan tolka
likhetstecknet som lika med eller lika mycket som, dvs vénsterledet och hogerledet i en
ekvation star for lika stora tal (s 6).

e God taluppfattning.

Om eleven till exempel ar osiker pa brakrakning kan det vara detta som hindrar honom fran
att 16sa den algebraiska uppgiften och inte sjalva algebran.

e Réakneoperationen maste tydliggoras inte bara svaret.

Manga elever som lost problem kan inte uttrycka hur de gatt tillvaga varken med symboler
eller med ord. Fem personer skall dela lika pa 40 kr. Hur mycket far var och en? Detta kan
16sas genom multiplikation och “trial and error”-metod. Elever som inte ser denna uppgift
som ett divisionsproblem far problem att utrycka motsvarande uppgift algebraiskt.

e Elever med ett svagt utvecklat sprak.

Skillnaden mellan ”tre mer dn” (3 + a) och “’tre gdnger mer dn” (3 * a) kan vara harfin for en
sadan elev.

e Elever ser inte bokstaverna som symboler for tal utan som forkortningar eller objekt.
Kanske inte sa konstigt med tanke pa det gangse sprakbruket, basen ganger hajden; b * h.

e Elever forstar inte den algebraiska syntaxen.

Ett vanligt fel ar att elever tolkar ”3b” som 3 stycken b” i stéllet for 3 ganger b”, de ser "ab”
som ”a och b” det vill sdga ”a +b”.
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Samma undersokning kommer aven fram till att vanliga missuppfattningar hos eleverna ar:

1. Eleverna kan tolka algebraiska uttryck utifran erfarenheter som inte ar till hjalp.
Exempelvis kan eleverna byta ut c i ett uttryck mot tre for att ¢ ar tredje bokstaven i
alfabetet, eller byta ut bokstaven L i uttrycket "David dr L cm lang” mot 160 eftersom
en elev i sjuan brukar vara omkring 160 cm lang.

2. Anvandningen av bokstaver i algebra ar annorlunda &@n i andra sammanhang. |
vardagen anvands ofta bokstéaver som forkortningar, som att s 7 betyder sidan sju. |
algebran kan 7s betyda sju ganger s, dar s star for ett tal.

3. Algebrans grammatiska regler, syntax ar inte samma som i vanligt sprak. I
vardagsspraket beskrivs saker ofta i den ordning de ska utforas: Slack ljuset innan du
gar ut. Uttrycket y =5 + x lases da som y = 5, lagg till x. Algebran utnyttjar parenteser
och prioriteringsregler, som kan vara oklara for elever.

4. Algebraiska uttryck kan uttrycka allt som elever vill att de ska uttrycka. En del elever
kan, nar de vill uttrycka ett talmonster i en formel, skriva a + 3b for att beskriva Starta
med a och lagg till 3 for att fa b. Pa liknande sétt kan a = 2b sta for att det finns tva tal
mellan a och b. (Bergsten, et. al.1997, s 135)

| Norge har inom ramen for KIM-projektet en studie gjorts pa omkring 2000 elever i ak 5, 7
och 9. Det visar sig da att de missuppfattningar som eleven har, befésts ju dldre eleven blir.
De vanligaste problemtyperna &r:

e Objekttankande; b betyder till exempel bananer och inte en variabel.

e Variabeln satts till 1; ett fel som &r vanligare i de lagre arskurserna.

e Oppna svar; x + 4 duger inte, eleven fortsitter att rakna till t ex 4x.

e Ré&kning utan variabel; 2a+7b=2+7 +a+ b =9ab.

Detta ar dock inte det enda felet, d&ven l&raren kan anvéanda bokstaverna fel. | sin strdvan att
hitta liknelser sa att eleven skall forsta kan lararen saga: 2a + 3b. 2 apor och 3 bjornar och det
kan man ju inte lagga ihop. Detta leder till att eleven gor ratt, men inte forstar vad det handlar
om. Eleven har dessutom problem att beskriva bade vad de forstar och vad de inte forstar
vilket gor det svart for lararen att forsta vari problemet ligger (Gronmo & Rosén, 1998).

Eftersom vart underlag ar litet och begransat till endast en arskurs har vi valt att forenkla och
sla ihop de ovan namnda elevfelen till féljande sammanfattande kategorier. Dessa kommer vi
att anvanda i var analys av provsvaren. Kategorierna dr inte rangordnade.

a) Eleven ser bokstaven som ett bestdamt och inte generellt tal. Eleven kan sétta in tal tagna
fran helt felaktiga sammanhang. Vid ekvationslosning ar bokstaven oftast ett bestamt tal
vilket skapar problem vid ren variabelrékning.

b) Eleven ser inte samma bokstav som representerande samma tal, forkortar inte. Exempelvis
slutar eleven att rékna vid 3y + 4y.

c) Eleven ignorerar bokstaven vid utrdkningarna. Eleven anser bokstaven eller koefficienten
som meningslos eller som enheter som bara laggs ihop. 3X + 4Y = 7XY.

d) Eleven fortsatter att rakna dven efter att svaret natts. 2a + 3 blir 5a.

e) Problem med parenteser och prioriteringsregler.

f) Eleven forstar inte algebraisk syntax. Dessa elever har ofta ett daligt utvecklat sprak. De
ser ab som a och b, alltsd a + b istallet for a * b.

g) Eleven har problem med att I6sa ekvationer. De klarar inte av att 16sa ekvationen pa ett
fullstéandigt satt. Exempelvis l6ser de ekvationen 3x + 9 = 36 genom att skriva 3x = 27.
Andra fel ar att de svarar genom att satta in x-vardet i ekvationen (27 + 9 = 36), inte
genom att ange x-vardet.
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h) Elevens problem inom algebra harror fran svarigheter med andra moment inom
matematiken. Exempelvis med brakrakning eller med att forsta det matematiska spraket,
med ord som dividera, forenkla och 6kat med.

i) Felaktig tolkning av likhetstecknet. Likhetstecknet ses mer som en reaktionspil &n som att
det &r samma tal som star pa bada sidor om tecknet.

j) Ovriga. Ej kategoriserbara fel, till exempel utelamnad lésning.

1.1.8 Bakgrundssammanfattning

Historiskt sett tog det lang tid att komma fram till den moderna formen av algebra. Detta
historiskt sett stora kliv forvantas svenska elever klara pa hogst tre ar. Den nu géllande
laroplanen, Lpo94, ar inte lika starkt vardagsforankrad som den narmast foregaende
laroplanen, Lgr80, utan lagger vikten pa problemldsandet. Vid internationella tester far
svenska elever samre resultat pa algebradelen jamfort med de resultat svenska elever presterar
pa det totala resultatet. Larare har mycket skilda asikter om hur viktig algebra ar jamfort med
de dvriga momenten i matematikundervisningen. Lérare baserar sin undervisning till stor del
pa laromedlen, och later eleverna sitta och lyssna pa lararen innan tyst enskild rakning tar vid.
Samtal mellan lararen och eleverna bor fa stérre utrymme i klassrummet an i dag. Manga
larare anser det vara svart att motivera eleverna varfor de skall lara sig algebra. De flesta
elever har endast ytforstaelse av algebra, de far aldrig den djupforstaelse, som ger en god
symbolkansla. Bokstaver anvands for att beteckna manga olika saker inom de
naturvetenskapliga &mnena vilket gor att eleverna blir forvirrade.

1.2 Syfte/Fragestallningar

Syftet med var uppsats ar att analysera hur algebra introduceras av larare och hur eleverna
motiveras. Vi vill dven studera hur larare hjalper eleverna vid 6vergangen fran aritmetik till
algebra, det vill séaga fran konkret till abstrakt matematik. Syftet ar ocksa att titta narmare pa
kommunikationen mellan larare och elever vid denna 6vergang. Vart mal ar aven att se vilka
fel som ar oftast forekommande hos eleverna samt slutligen vilken syn larare har pa momentet
algebra.

o Pavilket satt valjer lararen att introducera abstrakt matematik?

Hur sker kommunikationen i klassrummet vid introduktionen av ett nytt moment?

Vilka fel gor elever i algebra?

Vilken syn har larare pa algebraundervisning jamfért med andra matematikmoment?

Hur motiveras eleverna av lararen att l&ra sig algebra?



16

2 Metod

For att fa fram data som vi sedan skulle kunna analysera syftande till att fd svar pa vara
fragestallningar valde vi att anvanda tre olika metoder; klassrumsobservationer,
lararintervjuer och analys av elevprov. Vi bestamde oss for att vélja ut tva klasser/larare i
samma arskurs for att fa elever som lag pa samma aldersnivd och som hade likartade
forkunskaper.

2.1 Urval

Vi inledde arbetet med uppsatsen med att kontakta ett flertal skolor och larare for att hora
vilka som var intresserade av att deltaga. Fran de positiva svar vi fick valde vi sedan ut en
centralt belagen skola i Uppsala. P& den skola vi sedan bestamde oss for, fick vi komma till en
personalkonferens dar vi presenterade oss for samtliga larare och forklarade syftet med var
undersokning. Vi pratade sedan enskilt med de tva larare som var intresserade av att deltaga.
Dessa larare skulle introducera samma avsnitt samtidigt i tva parallella 8:e klasser. Detta
underlattade transport och uppriggning av inspelningsutrustning samt minimerade paverkan
av yttre faktorer, som laget pa skolan, laromedlen och olika tid pa aret.

Skolan &r en centralt beldgen 1-9 skola i Uppsala. Matematikundervisningen sker i helklass
och i klassrum dar aven andra amnen undervisas. Klasserna bestar av vardera 25 elever och
konsfordelningen &r i klass a 11 pojkar och 14 flickor. Klass b bestar av 13 pojkar och 12
flickor. Invandrarbarn finns ocksa representerade i de bada klasserna och de flesta av dessa ar
andra generationens invandrare.

De bada observerade lararna ar kvinnor. Lararen for klass a, larare A, ar i medelaldern och har
arbetat som larare i tjugo ar. Hon ar adjunkt och har varit anstalld pa samma skola i alla ar,
alltid undervisat i Ma-NO amnena. Hon har inte fatt nagon fortbildning i matematik och anser
sig inte heller behova nagon, utom mojligen nar det galler att handskas med elever med stora
matematiksvarigheter. Larare for klass b, larare B, har annu ej fyllt trettio och har haft sin
forsta tjanst pa skolan i snart en termin och har da inte hunnit fa ndgon mojlighet att fortbilda
sig. Hon ar utbildad Ma-NO larare, 4-9.

Laromedlet som anvéands pa skolan ar Matte till 1000 (Bjork, Bjorksten, Brolin & Larsson,
1996). Laromedlet &r utformat efter Lpo94 (Utbildningsdepartementet, 1994) och skolan har
vid lasarets borjan bytt till detta, vilket gor att lararna inte har arbetat med larobokens
algebraavsnitt tidigare. Pa grund av tidsbrist och byte av laromedel har eleverna inte arbetat
med algebra inom matematikamnet tidigare pa hogstadiet. Boken ar nivabaserad i 3 olika
svarighetsnivaer, vilket gor att eleverna kan rakna pa den niva som ar lamplig.

Vid forsta motet med klasserna forklarade vi vilka vi var, syftet med var uppsats samt att inga
andra an vi forfattare skulle ha tillgang till det inspelade materialet. VVarken elever, larare eller
skola skulle ndmnas vid sina riktiga namn i uppsatsen. Vi beréttade &ven att det inspelade
materialet skulle raderas efter att uppsatsen blivit klar.
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2.2 Datainsamlingsmetod och procedur

Vi valde att anvénda oss av videoinspelningar for att senare kunna gora analyserna av
lektionerna tillsammans vilket annars ej skulle vara mojlig eftersom undervisningen i de bada
klasserna skedde parallellt. For att sékerstélla att det skulle bli mojligt att transskribera
lektionerna efterat valde vi dven att anvanda oss av bandspelare for att vara sakra pa att allt
ljud skulle spelas in. For att fa synpunkter fran lararna valde vi att gora intervjuer, dessa
spelades ocksa av transskriptionsskal in pa band. Vi valde daremot bort att gora intervjuer
med eleverna pa grund av tidsbrist fran skolans sida. Efter avslutat moment analyserade vi
elevernas svar pa det avslutande provet for att kunna se hur eleverna tillgodogjort sig
undervisningen. Vi valde att endast analysera de fragor som berorde algebra.

2.2.1 Klassrumsobservationer

Vi anvande oss av en videokamera med separat mikrofon per Kklass under
larargenomgangarna. Efter genomgangen anvéandes videokamerans inbyggda mikrofon for att
tydligare kunna ta upp ljudet i hela klassrummet. FOr att sékerstélla att lararens tal verkligen
kom med, d& hon rorde sig i klassrummet, anvandes aven en liten portabel bandspelare med
separat mikrofon placerad pa rockslaget. Detta fanns i en uppsattning per klassrum. Kameran
placerades pa ett stativ langst bak i klassrummet for att inte vacka uppmarksamhet. Den
tillkopplade mikrofonen placerades pa katedern. I det ena klassrummet anvandes en sa kallad
mygga, en liten radiosdndande mikrofon som sande till mottagare/forstarkare och bandspelare
placerad i en angrénsande lokal. I det andra klassrummet bars bandspelaren i fickan av
lararen.

Vi observerade forst en 40 minuters lektion (lektion 1), féljd av ett 80 minuters pass (lektion 2
och 3 atskilda av en kort rast) samt darefter en 40 minuters lektion (lektion 4). Pa grund av
Valborgsfirandet i Uppsala var det ett bortfall av nagra elever i klass a den sista observerade
lektionen. I klass b var det daremot sa fa elever narvarande att hela lektionen stélldes in, vilket
medforde att vi fick aterkomma féljande matematiklektion. De observerade lektionerna var i
foljd utan andra matematiklektioner daremellan.

Vi presenterade oss/blev presenterade som larare fran lararhdgskolan som var dar for att
filma, men vi deltog inte aktivt i lektionsarbetet och satt storre delen av tiden langst bak i
klassrummet. De enda gangerna vi gjorde nagot aktivt i elevernas asyn under lektionerna var
vid urkopplandet av mikrofon samt vid bandbyte.

Vid var analys av undervisningen har vi, for varje enskild lektion, studerat hur stor del av den
totala lektionstiden (40 min) varje nedan ndmnd kategori har;

1. Arbete enskilt eller i sma grupper eller par med tillgang till larare

2. Forelasande utan dialog eller fragor till eleverna

3. Fragor fran larare till elever

4. Fragor fran elever till larare

5. Ldrarinitierad dialog

6. Elevinitierad dialog

Den definition vi valt att anvanda pa fragor och dialoger ar att en dialog bestar av fler an tre
repliker och en fraga bestar av farre an tre repliker. En fraga som upprepas och fortydligas av
lararen med liknande svar betraktas trots det storre replikantalet som en fraga. Valet av dessa
kategorier har gjorts for att kunna utréna om eleverna deltar aktivt i diskussioner eller endast
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ar passiva mottagare. Andra undervisningsformer, som till exempelvis undervisning i
halvklass,

sjalvstandigt arbete utan tillgang till larare samt laborationer, férekommer inte i vara
observationer varfor vi valt att inte inkludera dessa kategorier.

2.2.2 Lararintervjuer

Bada lararna intervjuades fore den forsta lektionen och dven efter de féljande tre
lektionspassen som observerades. De efterféljande intervjuernas fragor var samma varje gang.
Efter att lararna hallit sin genomgang av provet, som avslutade momentet, gjordes ytterligare
en avslutande intervju med de bada lararna. Denna gjordes for att fa kompletterande
information som inte framkommit under tidigare intervjuer och genomgangar. Samtliga
intervjuer spelades in pa bandspelare. Fragorna finns bifogade i bilaga 1.

2.2.3 Elevprov

Grundversionen av det prov som anvandes i de bada klasserna efter avslutat moment var det
som horde till 1aromedlet, men dock i forandrad form. | sin ursprungliga form bestod provet
av tjugotva uppgifter, men vid provtillfallet stroks de sista tre uppgifterna. Dessutom
formulerades fraga 11 och 12 om, till ndgot enklare varianter. Vi fick tillgang till provet och
bada klassernas elevsvar for att kunna analysera dessa. Provet innehdll mer an ren algebra och
ekvationslosning men analysen av proven gjordes endast med avseende pa elevfel pa
algebrauppgifterna, som finns bifogade i bilaga 2.

2.3 Databearbetning

Alla lektionsgenomgangar har renskrivits for att underlatta var analys. Vi har gjort en egen
bedémning och analys av algebrauppgifterna pa provet. For varje enskild uppgift skrevs
samtliga elevfel ned, vilket kon eleven tillhdrde samt hur manga korrekta I6sningar det var
totalt.
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2.4 Reaktivitet

Det finns alltid svarigheter med olika metoder for insamlande av material. De svarigheter vi
har stott pa ar bland annat att tempot ar hogt vid slutet av en termin i skolan. Detta medférde
att det inte fanns tillrdckligt med tid for att till exempel gora elevintervjuer. Dessa intervjuer
hade varit behjélpliga vid tolkningen av elevproven for att kunna tolka de uppgifter som vi
klassat som ej kategoriserbara. Ett annat problem var att det inte fanns tillrdckligt avancerad
inspelningsutrustning att tillga och att den nagorlunda avancerade utrustningen som fanns,
inte lanades ut till studenter. Detta har medfort att vi inte haft majlighet att analysera vad de
enskilda eleverna har sagt till varandra under lektionen. Férdelarna var att vi kunde titta pa
videoinspelningarna i efterhand och kunnat ga tillbaka till saker som varit av sérskilt intresse.

2.4.1 Klassrumsobservationer

For att fa larare och elever att agera naturligt vid en videoinspelning kravs en tillvanjningstid,
vilket vi dock inte hade majlighet till pa grund av att momentet skulle introduceras omgaende.
Denna fraga tog vi dock upp i vara intervjuer med lararna och det framgick da att eleverna
och lararna var relativt vana vid att utomstaende observatorer narvarade. Dock framgick det
att eleverna var lugnare och mer koncentrerade pa arbetet nar vi var dar. Ldrarna ansag sig
mer och mer vana vid att bli filmade och inspelade ju langre tiden gick och ténkte till slut inte
pa det enligt deras egna utsagor. Detta markte vi dven pa eleverna som blev mer och mer
avslappnade. Ibland har det varit svart att hora vad eleverna sager, sarskilt till varandra nar
lararen inte varit i narheten. Nar lararen har gatt runt och hjalpt eleverna har den béarbara
mikrofonen tagit upp ljudet véldigt bra.

Om lararna har forandrat sitt undervisningsupplagg bara pa grund av att vi var dar ar svart att
bedéma. Det ar dock nagot som inte gar att paverka.

2.4.2 Lararintervjuer

Eftersom ett samtal ar en dynamisk process dar tva parter deltar blir aldrig foljdfragor och
fortydliganden exakt likadana nar fyra personer ar inblandade i olika kombinationer. For att vi
anda skulle kunna halla en rod trad i vara intervjuer anvande vi oss av fragor gjorda i forvag.
2.4.3 Elevprov

For att minimera risken for olika rattningsnivaer rattade vi proven tillsammans, fraga for

fraga, utan att ta hansyn till poangen givna av lararna. Eftersom inga intervjuer gjordes av de
enskilda eleverna kunde vi inte klargora vad de ej kategoriserbara felen berodde pa.



20

3 Resultat

3.1 Klassrumsobservationer

De tva observerade klassernas undervisning bedrivs hela tiden i helklass. Bada lararna
anvander sig av liknande lektionsteknik. De inleder med en genomgang varpa eleverna sedan
far rakna i laroboken. Av naturliga skl ar inte genomgangarna identiska, utan lararna lagger
tonvikten pa olika delar. Vid var analys av undervisningen har vi studerat hur stor del av
lektionen som varje nedan ndmnd kategori har, for varje enskild lektion. Vi har valt att inte
dela upp det enskilda arbetet narmare eller att analysera de fragor som stélldes till lararen
under det enskilda arbetet efter genomgangen. Detta eftersom dessa fragor inte hjalpte klassen
som helhet. Svarigheter som att kameran inte visar det eleven pekar pa eller skriver, som ofta
ar en vasentlig del av dialogen, bidrog dven till detta beslut.

Arbete enskilt eller i sma grupper/par med tillgang till larare

Forelasande utan dialog eller fragor till eleverna

Fragor fran larare till elever

Fragor fran elever till larare

Lararinitierad dialog

Elevinitierad dialog

ogakrwdE

Tabell 1. Sammanstéllning av de olika undervisningsformerna for de fyra observerade
lektionerna. Resultaten anges i procent.

Larare A Larare B

Kategori: Lektion: 1 2 3 4 1 2 3 4
1 48 50 100 65 49 50 100 75
2 9 20 0 9 25 27 0 14
3 33 17 0 24 15 13 0 3
4 4 2 0 2 1 6 0 0
5 6 11 0 0 8 0 0 5
6 0 0 0 0 1 3 0 3

Total lektionstid (%): 100 100 100 100 100 100 100 100

Total lektionstid (minuter): 31 28 34 30,5 36 34,5 31 32

1.Enskilt arbete, 2.Forelasning, 3.Fragor fran lararen, 4.Fragor fran elever, 5.Lérarinitierad dialog,
6.Elevinitierad dialog

Att lektion 3 avviker sa kraftigt fran de Gvriga lektionerna beror pa att den &r andra halvan av
en 80-minuterslektion, dar lektion 2 utgér den forsta halvan foljd av en kort rast. Alla
lektioner, utom lektion 3, inleddes med en lararledd genomgang (kategori 2-6), darefter foljde
enskild rakning (kategori 1). Kategori 1 utgor den vanligaste undervisningsformen under de
observerade lektionerna. Larare A anvander sig hela tiden av sma korta fragor riktade till
eleverna under genomgangarna. Larare B forelaser langre perioder mellan sina fragor, och blir
dven avbruten av elever som staller fragor, ofta irrelevanta for matematikundervisningen,
’finns det ingen pennvissare hir?”.
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Vid den forsta introduktionen av begreppet algebra anvander sig larare A av det historiska
perspektivet och later en elev som kan arabiska lasa en text (pa svenska men med manga
arabiska ord och namn) som handlar om algebrans ursprung. Detta leder fram till att eleverna
far reda pa att algebra betyder bokstavsrakning. Sedan konkretiserar hon genom att visa ett
exempel pa OH-apparaten hur man raknar ut priset pa olika stora buketter, med rosor som
kostar 7 kr styck.
Elev: Nar man ska képa 4 rosor tar man 7 ganger 4.
A: Visst 7... Ja N.N.?
Elev: X gdnger... x ganger sju.
A: Bra... Men det dir med x hade jag inte riktigt tinkt mig att ni kunde. Vi far priset i
kronor genom att multiplicera antalet med 7, eller hur? Samma sak kan vi saga sa har,
om antalet rosor ar n, eller mojligen x, sa far vi priset med uttrycket 7 ganger n eller 7
ganger x och det brukar man skriva utan gangertecken s& man brukar bara skriva det
med 7n. Hanger ni med pa det har?
Elever: Ja, Mmmm. (Ingen hors protestera.)
Sedan fradgar hon klassen ett flertal gdnger hur man skriver uttryck av typen: “ett tal y
dividerat med 5”.
A: Men vad ar gemensamt med alla dom har? Vi vet ju att ett tal ar x, ett tal arvy, ett a
och ett ar b. Man vet ju inte vardena pa de har talen. Vad kan det va“ for vits med att
skriva dom som bokstaver?
Elev: De kan va“ liksom vilket tal som helst.
A: Visst, talen kan variera och dom hér talen brukar ocksa kallas for variabler. For det
ligger ju i sjalva ordet. Variabler varierar.
Darefter gar hon ytterligare nagra ganger fran konkreta exempel som leder till abstraktioner
pa liknande satt som exemplet med rosorna.
A: Ar det n&"n skillnad pa vilka bokstaver man anvander?
Elev: Nej, fast vissa &r ju vanligare som x och y, de &r ju vanligare.
A: Det ar ju inte ett dugg svarare att rakna med y an med x, det ar darfér som jag
sprider bokstaverna. Alla bokstaver ar variabler som kan ha olika varden.
De sista 4,5 minuterna av den 15 minuter ldnga genomgangen, dgnas &t att pavisa nyttan med
algebra.
A: Varfor anvander vi det har nu da, med bokstaver? Vad kan det nytta till, ar det bara
for att krangla till matten? Kan ni ge na’t praktiskt exempel pa nar vi har raknat med
bokstaver tidigare?
Elev: Hastighetstriangeln.
Lararen paminner sedan eleverna om nagra formler som de stott pa tidigare i
fysikundervisningen. L&raren exemplifierar sedan detta genom att rdkna ett tal som omvandlar
Celsius till Farenheit.

Larare B valjer daremot att introducera algebraavsnittet med att be en elev om hjalp:
B: Tank pa ett tal, sag det inte hogt. Tank pa ett tal mellan 1 och 10. D& skriver ni upp
det har nu.
B: Sen vill jag att du fordubblar det. OK?
B: Sen vill jag att du multiplicerar det tal du har nu med 5.
B: Vad har du for resultat da?
Elev: 70
B: Vad tankte NN pa for tal?
Elev: 7
Denna typ av évning upprepas annu en gang och dar klassen gemensamt kommer fram till ett
algebraiskt uttryck, som lararen skriver pa tavlan. Lararen betecknar har det okanda talet med
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ett fragetecken.
B: Har ni nd"n gang sett en matteuppgift med ett fragetecken?
Elev: Nej
B: Vad brukar det finnas for tal nar det ar ett okant tal med?
Elev: x,v, z
B: Nar man anvander bokstaver nar man raknar, som x eller y eller z eller nd"nting.
Dom kallar man for ett gemensamt namn. Vad?
Elev: Variabel.
B: Bra. Kan man anvanda vilken bokstav som helst?
Elever: (Bade ja- och nej-svar) Det kan bli problem om man tar v, for det kan ju lika
garna va“ volym assa, som ett exempel.
B: Och det kan ocksa vara...
Elev: Hastighet.
B: En hastighet ja, men i praktiken kan du anvénda vilken bokstav som helst. Det finns
ingen regel for att du inte far sétta in ett a, satta in ett g, ett v eller nagot. Men det kan
vara onddigt att satta in sd'na man anvéander i andra formler, typ svt-formeln eller
na’nting va?
Lararen fragar sedan eleverna efter hur man skall beskriva olika uttryck, som till exempel y -
5, med vardagligt sprak. Lararen godkénner svar av typen: “ett oként tal y minskat med 5”.
B: Dom hdr talen nu ra’, x och y, kan de va’ vicka tal som helst?
Elever: (Bade ja och nej svar hors fran flera elever)
B: Kan de vara bade positiva och negativa tal?
Elever: (Diskussion om detta utbryter bland eleverna)
B: Det kan precis lika garna vara ett positivt som ett negativt. Det ar betydligt enklare
att rdkna om det dr ett positivt, oftast. Men det kan dock va’ vicket som helst.
Darefter raknar hon tillsammans med eleverna nagra exempel pa tavlan dar variabeln &r
negativ, och paminner eleverna om att tva minus ger plus. Lararen poangterar vikten av att
redovisa detta steg vid utrédkning, annars sker avdrag av poang vid de Nationella proven i
nian. Genomgangen avslutas med att hon papekar for eleverna att algebra betyder
bokstavsrakning om man uttrycker det pa ett mer vardagligt sprak.
Nagra minuter in i klass b:s enskilda arbete, som darefter tar vid, stélls fragan:
Elev: Nar har man nytta av det har?
B: Nyttan kommer sen, tro mig. | fysiken sen pa, pa gymnasiet. D& har man jattenytta av
det hér.

Larare A har glomt sin planering infor lektion 2 hemma och gar darfor igenom flera exempel
ur boken. Det forsta exemplet handlar om att kunna ga fran det konkreta till det abstrakta, pa
liknande satt som under lektion 1. Sedan foljer exempel dar eleverna skall skriva uttryck av
typen “tjugo génger ett tal x” det vill sdga 20x. Efter detta tar lararen upp en c-uppgift, tagen
ur de svaraste uppgifterna i boken. Algebrauppgiften handlar om rantor och procent och
lararen tvingas lotsa eleverna fram till en korrekt 16sning.

A: Procentsatsen ganger dom pengar som &r insatta pa banken ger ju arsrantan. Men

det &r ju, vi ska alltsa uttrycka kapitalet. Vi ska alltsa tala om hur stort kapitalet ar. Da

vill vi ju ha k ensamt, eller hur? Hur far vi k ensamt, N.N.?

Elev: Jaa...

A: Jo genom att dela med 0,065. Det har sattet &r ju det nya sattet att tanka va, vad

hander med 0,065 delat med 0,065?

Elev: Tar ut varann.

A: Dom tar ut varann, vi kan forkorta bort dom helt enkelt och kapitalet kan alltsa

uttryckas som arsrantan delat med rantesatsen.
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Dérefter tar hon ett enklare exempel som visar att x inte &r ett bestdmt tal utan ett tal som kan
variera. Dar ar eleverna betydligt mer aktiva och kommer sjalva fram till en ekvation.
Dérefter foljer, under cirka en och en halv minut:
A: Pa en skola &r antalet flickor x och antalet pojkar ar y. Vad betyder da x+y = 840?
Elev: Kanske... Eh... Alla flickor och pojkar tillsammans.
A: Visst, antalet flickor + antalet pojkar blir 840. Men om det da blir x+20 &r lika med
y, vad star det for?
Elev: Att det gar tjugi fler pojkar pa den skolan.
Hon avslutar darefter genomgangen med ytterligare en svar uppgift innehallande procent som
aven har ger eleverna svarigheter att na fram till en losning. Darefter borjar eleverna med
enskild rékning.

Léarare B inleder lektion 2 med en kort repetition av ord och begrepp som hon gick igenom
under lektion 1. Dérefter borjar hon introducera/repetera prioriteringsregler och parenteser,
samt likhetstecknets placering vid langre utrakningar. fem minuter dgnas at detta, 15 % av den
totala lektionstiden. Lirare B skriver ”Borja rdkna parenteser” péd tavlan, samt siger
uttryckligen detta vid fem tillfillen. Hon séger flera ginger att: ”Varje utrdkning skall va’
under varann” (eller med liknande ordalydelse), ”’sa att det inte blir en enda ldng utrikning”.
En elev invander att detta satt att skriva tar mer plats i boken, vilket B beméter med att lata en
annan elev saga att det blir lattare att tyda, samt att sjalv séaga att man alltid skriver s& nar man
I0ser ekvationer. Eleverna &r okoncentrerade och mycket prat om ovasentligheter férekommer
fran elevernas hall. Efter detta fortsatter lararen med liknande exempel som under lektion 1,
dar eleverna far beskriva uttryck som x/5 med egna ord. Efter detta forklaras varfor man inte
behover skriva ut multiplikationstecknet samt dessutom repeteras vilka bokstaver som &r
lampliga att anvanda, och diskussion utbryter om detta. Eleverna borjar sedan rakna i
larobockerna.

Lektion 3 tar sin borjan efter en kort rast och ar andra halvan av en dubbeltimme pa 80
minuter och ingen genomgang inleder denna lektion i nagon av klasserna, utan eleverna far
fortsatta rakna i bockerna.

Den sista observerade genomgangen (lektion 4), rubriceras av ldrare A som “forenkling av
uttryck”. Hon inleder med att med hjidlp av fragor till eleverna komma fram till vad ett
“uttryck” dr och fortsétter sedan med:

A: Om det star sa har da? b+2b?

Elev: Det blir 3b.

A: Jaha, det tycker du inte &ar konstigt alls?

Elev: Nej.

A: Nej. Tycker ni andra det?

Elever: Nej. (flera svarar)

A: Nej, ett apple + tva applen blir forstass tre &pplen. Men i det har fallet &r det b.
Darefter tas ett flertal exempel upp av typen ’y + y + y + y + y” som forenklas till 5y. Sedan
tas tva exempel pa uttryck upp dar det finns bade siffertermer och bokstavstermer, som
eleverna lar sig forkorta. Eleverna borjar sedan rékna i larobockerna.

Larare B inleder lektion 4 med att ga igenom samma tal som larare A gick igenom under sin
lektion 2; x antal pojkar + y antal flickor. Eleverna ar nagot okoncentrerade och lararen
tvingas upprepa sig ett flertal ganger. De avbryter aven lararen vid ett flertal tillfallen och
protesterar nar de inte forstar.

Elev: Behover man bara skriva sa, eller maste man...
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B: Det har &r ett korrekt svar, du har visat att du kan se att pojkarna (pekar pa det

oversta uttrycket pa tavlan) och att man ocksa kan skriva (pekar pa uttrycket under pa

tavlan)

Elev: De’ dir ju inget svar

B: Nej, men du ska tolka det har uttrycket, sa du har skrivit det i ord. Eller att det totala

antalet elever pa skolan...

Elev: Totala antalet elever ar 870 stycken.

B: Dom hér tva svaren ar lika korrekta. | bada fallen har ni visat ni vet vad sjalva

uttrycket sager.

Elev: Va’, sa det ddr var alltsd svaret pa a?

B: Ja, antingen det har (pekar pa de tva alternativen pa tavlan)
Detta dr det enda exempel som gas igenom pa hela genomgangen. Det tar sju minuter att ga
igenom detta tal, jamfort med att det for larare A tog en och en halv minut. Genomgangen
avslutas med att lararen papekar att sddana har typer av tal kommer pa provet samt vikten av
att eleverna kan forklara vad de har gjort och inte bara kan anvénda matematiska termer.
Dérefter borjar eleverna rakna i bockerna.

Larare A har redan tidigare lart ut en speciell teknik for att underlétta vid multiplicering in i
parenteser. Denna teknik gar ut pa att anvanda sig av pilar, for att minimera risken for att
eleven till exempel gldmmer att multiplicera in termen i hela parentesuttrycket.

Ex: 5(3+y)+3(y—4)=(15+5y) +(3y—-12) =3 +8y

N MU

Tekniken introducerades dock inte under nagon av de observerade lektionerna varfor vi inte
kan séga nagot om hur och nér den introducerades. | var analys av elevproven fann vi dock att
manga elever i klass a anvande sig av denna teknik.

3.2 Léararintervjuer

Enligt larare A ar algebraavsnittet troligtvis helt nytt: “Exakt vad de gor pa mellanstadiet vet
jag ju inte, men eftersom vi inte hann med avsnittet i sjuan dar det ju verkligen introduceras
fran borjan, sa tror jag att det var helt nytt.” Lirare B siger att: “Jag vet ju inte riktigt,
eftersom jag kommer ju ny.”

Pa fragan om lektionen alltid inleds med en genomgang svarar A att de bara brukar borja
rdkna direkt ibland och “det har jag ju lite ocksa for er skull. Darfor att det vore ju himla
pinsamt om den enskilda rakningen inte fungerade och jag bara hade sagt ’Sitt igang!” .

Vad géller resultatet pa provet ar bada lararna néjda med resultatet pa algebradelen. Larare A
ar speciellt n6jd med resultatet pa uppgift 10 eftersom de inte hade hunnit ga igenom
sammansatta ekvationer dn. Larare B anser dven hon att uppgift 10 hor till de svarare men ar i
sin tur mer ndjd Over resultatet pa uppgift 19 eftersom det blev ’stressigt att hinna med allt
innan provet”.

Svaret pa fragan om vilken nytta eleverna har av att kunna rakna algebra svarar larare B att
det framsta skélet dr att “all matte bygger vil ndstan pd det sen, att kunna sitta in det okénda”.
Aven larare A anser att algebra dr grundldggande for kommande studier, i matematik och
fysik. For att inte avskracka eleverna fran fysikundervisningen, sa motiverar hon eleverna att
rdakna algebra genom bland annat att sédga: “’ni trdnar ert logiska tinkande”. Hon brukar &dven
ta upp exempel fran fysiken for att visa pa algebrans anvandbarhet.



25

Larare A anser att algebraundervisningen ar mycket viktig for elever som skall komma vidare
I sina studier i matematik. Larare B tycker att algebraundervisningen ar viktig, kanske mycket
viktig och tycker att hon hade ”velat ha betydligt mer tid i 8:an, nu fick vi alldeles for lite tid
tycker jag, formodligen for att det 14g sist i boken, och samma sak kommer det att bli i 9:an”.

Planeringen av undervisningen sker enligt larare A genom att hon alltid sitter en stund innan
eller dan innan senast” och planerar lektionen. Detta déarfor att hon ”sparar aldrig
planeringarna, utan en planering maste ju passa for en grupp”. Lérare A utgér fran laroboken
vid lektionsplaneringen, laroplanen anser hon vara av mindre vikt eftersom hon anser att
”laroboken svarar ju mot ldroplanen”. Da ldrare B ar relativt ny, baserar hon sin
matematikundervisning pa larare A och C:s (annan matematiklarare pa skolan) grovplanering.
”Léroplanen har ju anvénts nir de (larare A och C) har gjort grovplaneringen. Det &r ju liksom
dér man plockar in det.” Vid detaljplaneringen av lektionerna utgar ldrare B inte fran
laroplanen utan ”fran boken, for det dr trots allt ddar man ska rdkna”.

Bada lararna anser att en av svarigheterna med algebra ligger just i att forsta att x kan vara en
variabel, eleverna ser x som ett bestamt tal. Det eleverna far problem med vid introduktionen
av algebra, ar inte de matematiska operationerna utan inférandet av sjalva bokstaven, enligt
lirare B. ”Innan nir det inte har varit ett x dir, sé dr det vildigt litt, sa fort det blir x da blir
det tvdrstopp. Sen nér de knicker koden, som vissa har gjort, da rinner det pa.” Lérare B
hévdar dven att svarigheten ligger i att forstd inneborden av “just det hér okédnda”. ”Jag tror att
det hade varit enklare manga ganger med ett fragetecken istéllet for ett x, eller ett y, i borjan
faktiskt.” Sammanfattningsvis sdger hon: “Dom behdver mer tid, dom behdver mer
genomgangar och dom behdver mer exempel for algebra.”

3.3 Elevprov

For att fa reda pa vilka fel eleverna gor inom algebra analyserade vi elevernas prov som
avslutade momentet. Vid analysen anvande vi oss av de olika kategorierna, som tidigare har
namnts i avsnitt 1.1.7, och resultaten av analysen redovisas i tabell 2. Tabellen visar antalet
elever som gjort fel pa varje uppgift (Seev) 0ch vilken kategori av fel som de gjort per uppgift
(Ster) och &ven antalet fel per kategori (Skat). Kategorierna ar foljande:

a) Eleven ser bokstaven som ett bestamt tal och kan satta in tal fran felaktiga sammanhang.
b) Eleven ser inte samma bokstav som representerande samma tal, forkortar inte.

c) Eleven ignorerar bokstaven eller koefficienten vid utrékningarna.

d) Eleven fortsétter att rakna aven efter att svaret natts.

e) Problem med parenteser och prioriteringsregler.

f) Eleven forstar inte algebraisk syntax.

g) Eleven har problem med att 16sa ekvationer.

h) Elevens problem beror pa svarigheter med andra moment inom matematiken.

i) Felaktig tolkning av likhetstecknet.

j) Ovriga. Ej kategoriserbara fel, till exempel utelamnad lésning.

Vi har aven valt att dela upp de tva klassernas resultat i varsin tabell for att kunna se
eventuella skillnader, se tabell 3 och tabell 4.
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Tabell 2. Elevernas algebrafel pa det avslutande matematikprovet. Resultaten anges i
absoluta tal. Totalt antal elever ar 50. Sgi:summan av antal felkategorier som
forekommer pa varje uppgift. Seev:summan av antalet elever som gjort fel pa varje
uppgift. Skai:summan av antal fel per kategori.

Uppaifter
Felkat la 1b 2a 2b 7a 7b 8 8 9 10 11 12 19 Sy
a 2 2
b 6 2 8
C 1 1 3 4 11 3 8 11 2 1 45
d 1 1 2 4
e 1 21 22
f 5 3 1 9
g 3 10 5 18
h 1 1 3 2 5 8 3 2 1 5 131
i 2 4 1 7
j 1 1 12 5 6 10 35
Stel 1 2 3 2 6 10 0 20 18 29 35 14 41

Seev(n=50) 1 2 3 2 6 8 0 20 16 24 20 12 29

a.Bokstaven ar ett bestamt tal (fran felaktiga sammanhang), b.Forkortar inte, c.lgnorerar bokstav/koefficient,
d.Raknar fast svaret natts, e.Parentes/prioriterings problem, f.Forstar inte algebraisk syntax,
g.Ekvationslésningsproblem, h.Problem med andra moment, i.Feltolkar likhetstecknet, j.Ovriga fel

Ur tabellen framgar att den vanligaste felkategorin &r c). Eleverna i denna kategori uppgar till
90 % av det totala elevantalet. Om man bortser fran kategorierna h) och j), som inte &r direkt
relaterade till algebra, sa ar kategori €) och g) ocksa vanligt forekommande fel inom algebran.
De minst forekommande felen tillhor kategorierna a), d) och i). Fraga nummer 19 &r den
vanligaste uppgiften som eleverna gor fel pa och dven den som har flest felkategorier
representerade. Ytterligare fragor som har manga felkategorier representerade ar nummer 10
och 11. En fraga med stort antal fel ar 8b, men den skiljer sig fran de andra genom att ha
forhallandevis fa felkategorier representerade.

Vid en jamforelse av tabell 3 och 4 framkommer nagra skillnader. De minst forekommande
felen i klass a tillhor kategorierna a, d och f, medan i klass b tillhor felen kategorierna a, b, d
och i. Klass a har farre felkategorier representerade pa de flesta av uppgifterna, som mest har
de lika manga som klass b. Pa uppgift 19 gor eleverna i klass b fler antal fel (St) an i klass a.
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Tabell 3. Algebrafel pa det avslutande matematikprovet i klass a. Resultaten anges i
absoluta tal. Totalt antal elever ar 25. Sgi:summan av antal felkategorier som
forekommer pa varje uppgift. Seev:summan av antalet elever som gjort fel pa varje
uppgift. Skaizsumman av antal fel per kategori.

Uppaifter
Felkat la 1b 2a 2b 7a 7b 8a 8b 9 10 11 12 19 Sy
a 1 1
b 4 1 5
c 2 2 6 5 6 21
d 1 1
e 9 9
f 4 4
g 1 4 2 7
h 1 2 2 3 2 1 4 15
i 2 3 1 6
j 1 1 7 3 3 3 18
Stel 1 0 2 1 4 5 0 12 7 15 17 5 18

Seev(n=25) 1 0 2 1 4 5 0 12 6 13 11 5 13

a.Bokstaven ar ett bestamt tal (fran felaktiga sammanhang), b.Forkortar inte, c.Ignorerar bokstav/koefficient,
d.Raknar fast svaret natts, e.Parentes/prioriterings problem, f.Forstar inte algebraisk syntax,
g.Ekvationslésningsproblem, h.Problem med andra moment, i.Feltolkar likhetstecknet, j.Ovriga fel

Tabell 4. Algebrafel pa det avslutande matematikprovet i klass b. Resultaten anges i
absoluta tal. Totalt antal elever &ar 25. Sgi:summan av antal felkategorier som
forekommer pa varje uppgift. Seev:summan av antalet elever som gjort fel pa varje
uppgift. Skai:summan av antal fel per kategori.

Uppaifter
Felkat la 1b 2a 2b 7a 7b 8a 8 9 10 11 12 19 Sy
a 1 1
b 2 1 3
c 1 1 1 2 5 3 3 5 2 1 24
d 1 1 1 3
e 1 12 13
f 1 3 1 5
g 2 6 3 11
h 1 1 2 6 3 1 1 1 16
i 1 1
j 5 2 3 7 17
Stel o 2 1 1 2 5 0 8 11 14 18 9 23

Seev(n=25) 0 2 1 1 2 3 0 8 10 11 9 7 16

a.Bokstaven ar ett bestamt tal (frn felaktiga sammanhang), b.Férkortar inte, c.Ignorerar bokstav/koefficient,
d.Rdknar fast svaret nétts, e.Parentes/prioriterings problem, f.Forstdr inte algebraisk syntax,
g.Ekvationslésningsproblem, h.Problem med andra moment, i.Feltolkar likhetstecknet, j.Ovriga fel

Eftersom var undersokning baserar sig pa ett forhallandevis litet antal elever gick det inte att
se nagon tydlig skillnad mellan kdnen pa nagon av uppgifterna.
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4 Diskussion

4.1 Klassrumsobservationer

Nér larare A véljer att introducera algebra genom att med elevernas hjalp gora en tillbakablick
till algebrans ursprung, anlédgger hon det historiska perspektiv laroplanen forordar. Detta kan
dels verka intressevackande, och dels vara en hjéalp for eleverna att satta in kunskaperna i ett
historiskt ssmmanhang. Overgangen fran aritmetik till algebra sker genom att forst presentera
ett konkret exempel som genom retorisk abstraktion leder fram till inférandet av en
bokstavsvariabel. Introduktionen i klass b sker daremot genom att larare B anvander sig av sa
kallade “hitta monster-6vningar” (Andra modulen, ”Pattern, order and algebra”, 1.1.6). Aven
om det inte utbryter ndgon renodlad klassrumsdiskussion, sd ar detta satt att introducera
algebra helt i linje med det satt som forordas av Curcio (1998) och Gronmo (1999). Lérare B
anknyter sedan till elevernas prealgebraiska tédnkande genom att inte direkt inféra
bokstavsbeteckning pa variabeln, utan forst inféra ett fragetecken. Detta kan medféra att
overgangen fran aritmetik till algebra underlattas for eleverna.

Larare A:s andra lektion innehaller uppgifter av valdigt olika svarighetsgrader. Vi stéller oss
dock fragande till om inte nivan pa de svara uppgifterna ar alltfor hdg, nar lararen tvingas
lotsa eleverna till ett svar. Detta kan dock bero pa att lararen var tvungen att improvisera, pa
grund av glémd planering, och da kanske inte hann bedéma svarighetsgraden.

Under den fjarde lektionens genomgang i klass a, begagnar sig larare A av ett forstaeligt men
dock felaktigt satt att forklara b + 2b, eftersom hon da sdger “ett dpple plus tvéd dpplen blir
forstass tre applen”. Med andra ord séger hon att b + 2b #r niéistan samma som 1 + 2 och inte
att det ar variabeln som ar det viktiga. Med detta resonemang blir b * 2b meningslost. (Booth,
1984; Gronmo, 1998; Haggstrom, 1995; Undvall, 1996)

Larare B anvander storre delen av lektion 4:s genomgang till att ga igenom en uppgift med tva
variabler, x och y. Samma uppgift tar larare A upp under lektion 2. Larare B anvander sig
dock av nastan fem ganger langre tid for att ga igenom uppgiften. Den uppgift pa provet som
mest liknar denna uppgift ar uppgift 7, som ocksa innehaller tva variabler. | provresultaten
kan man mérka att det finns en viss skillnad mellan klasserna i 16sningsfrekvens. Klass b har
nagot battre resultat vilket kan bero pa den langre genomgangen och att det gas igenom
senare, lektion 4, istéllet for lektion 2.

De observerade lektionerna sker pa traditionellt satt, med gemensamma genomgangar foljt av
enskild rakning med tillgang till lararhjalp. Léthman (1992), hojer dock ett varnande finger
och menar att for stor andel katederundervisning kan leda till att eleven upphor att soka sin
kunskap aktivt, utan passivt vantar pa att fa den serverad. Léthman (1992) havdar dock att
traditionell undervisning inte ar forkastlig, utan kan for manga osékra elever fungera som ett
stod, da den oftast sker i enlighet med ett faststallt monster. Bade larare A och B arbetar
mycket med att lata eleverna fa uttrycka och forklara algebraiska uttryck muntligt. Detta &r en
viktig prealgebraisk del, som gor att eleven far djupare forstaelse for uttryckens betydelse och
dess begrepp som utgor grunden for utvecklandet av en symbolkansla (Bergsten, et. al. 1997).
Denna symbolkénsla fullandas sallan, utan stannar for de flesta elever pa en grundlaggande
niva. Eleverna hanterar uttryck mekaniskt utan att fa en storre insikt i vad de egentligen gor
(Attorps, 1998). Genom att testa eleverna med utgangspunkt i Kichemanns sex kategorier
(Booth, 1984; Haggstrom, 1995) kan man faststalla hur langt eleven kommit i sin utveckling
av sin symbolkénsla och darefter vidta lampliga atgarder. Detta gor att eleven till slut kan na
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den tredje fasen i den algebraiska cykeln, att kunna dversétta de matematiska operationerna
eleven just utfort tillbaka till ett sammanhang (Bergsten, et. al. 1997; Attorps, 1998).

Aven om eleverna far relativt manga fragor fran lararen utvecklas dessa svar ytterst séllan till
klassrumsdiskussioner (se Tabell 1). Lérare A later sina elever deltaga mer i de gemensamma
genomgangarna an vad larare B gor, genom att kontinuerligt stalla fragor till dem. Detta tror
vi beror pa att larare A har langre erfarenhet och mer rutin. Elevinitierade dialoger
forekommer ytterst sparsamt. Dialog férekommer naturligtvis nar lararen gar runt och hjalper
till under den enskilda rakningen, men denna dialog hjélper bara den behdvande eleven och
bidrar inte till att hjalpa klassen som helhet. Gronmo (1999) héavdar att elever maste lyssna pa
varandra for att kunna reflektera dver begrepp och symboler. Vi forvanas over att elevernas
tankar och uppfattningar far sa pass litet utrymme, sarskilt vid introduktionen av ett helt nytt
begrepp. Enligt Olofsson (1997) borde en l&rare lyssna lika mycket som hon sjélv talar.
Eftersom bada lararna sager sig vara okunniga om vad eleverna gjort tidigare inom
algebraomradet, borde kanske elevernas forkunskaper och uppfattningar kring momentet
utrénas mer genom dialoger och diskussioner. Da ges eleverna mojlighet att reflektera dver
sitt tankande och elevernas tankar blir en del av undervisningen (Ahlstrom, 1996).

4.2 Lararintervjuer

Néar man tar del av larare A:s yttranden om lektionsupplaggen kan man misstdnka att
genomgangarna kanske blivit fler och langre dn vad de skulle ha varit om vi inte hade
narvarat vid lektionerna. Det ar svart att saga hur detta har paverkat eleverna och deras
resultat. Forutsattningarna blev dock samma for de bada klasserna.

Bada intervjuade lararna anser att nyttan med algebraundervisningen ar i forsta hand att
forbereda elever for kommande studier, vilket dven visat sig vara det dominerande svaret i
andra studier. (Bergsten, et. al. 1998) Detta framkommer &ven under de observerade
lektionerna, da lararna forklarar varfor eleverna skall lara sig algebra. Larare A visar pa
algebrans anvandbarhet genom att anknyta till formler och begrepp som eleven tréffat pa
tidigare 1 fysikundervisningen. Larare B sdger till eleverna: ”Nyttan kommer sen, tro mig. |
fysiken sen pa, pd gymnasiet”. Vi tror att eleverna blir mer motiverade nér de kan relatera till
sin nuvarande undervisning, mer &n att motiveras av kommande, for eleverna avlagsna,
studier.

Larare A och B tillhor bada den grupp (drygt hélften) av larare, som framkom i
undersokningen av 65 erfarna matematiklarare (Bergsten, et. al. 1997), som anser algebra vara
en viktig del av matematikundervisningen. Ldrare A, och kanske &ven larare B, tillhtr den del
av matematiklararna pa dryga 20 %, enligt en utvérdering av grundskolan (EKk, et. al. 1995),
som anser algebra vara mycket viktigt. Den nuvarande laroplanen ger, genom sin lgsare
formulering och mindre detaljstyrning av de ingaende delmomenten i matematik,
matematiklararna mojlighet att sjalva avgdra hur stor vikt som skall laggas vid de olika
momenten. Detta innebéar att larare som larare A och B troligen lagger jamforelsevis storre
vikt vid algebra &n larare som anser algebra vara mindre viktigt.
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Lararna i var undersokning utgar fran laroboken nar de planerar sina lektioner, vilket vi inte
anser vara forvanande, eftersom flera tidigare undersokningar visat samma sak (Ekholm,
1982; Hellstrom, 1985; Olofsson, 1997). Detta innebar att det blir laromedlet som i hog grad
styr undervisningen istéllet for att det ar lararen som styr. Detta medfor att de avsnitt som
ligger mot slutet av laroboken ibland maste stressas igenom och ibland kanske inte ens hinns
med. Laromedlet styr da aven till stor del omfanget av varje delmoment samt aven vilka
delmoment som skall inga och i vilken ordning de skall tas upp. Man bér dock se laromedlet
som ett hjalpmedel for lararen i den direkta undervisningen, eftersom elevgruppen bestar av
individer med olika forutsattningar och férkunskaper. Det &r nér lararen skall ge dessa elever
en viss kunskap som laromedlet anvénds som ett hjadlpmedel eftersom eleverna till viss del
kan anpassa svarighetsgraden efter den niva de befinner sig pa.

4.3 Elevprov

Ett exempel pa att elever har problem med algebra syns i uppgift 8. Har har alla elever fatt ratt
pa uppgift a) (Sara koper en tarta for 85 kr och kakor for 7 kr/st. Vad ska hon betala om hon
koper en tarta och sex kakor?), men 40 % av eleverna Klarar inte att rakna uppgift b) (Sara
koper en tarta for 85 kr och kakor for 7 kr/st. Vad ska hon betala om hon képer en tarta och x
kakor?) dar antalet byts ut mot x. Detta 6verensstammer med vad larare B anser vara det stora
problemet: “innan nir det inte har varit ett x dar, sa ar det valdigt latt, sa fort det blir x da blir
det tvdrstopp”. Detta maste eleverna klara for att kndcka algebrakoden och ta steget fran
konkret till abstrakt matematik.

Uppgift 10 (En triangel med vinklarna x, 4x och 45°. Bestdm x genom att stalla upp och lsa
en ekvation) ar av bada lararna ansedd som en svar uppgift eftersom de ej har hunnit ga
igenom sammansatta ekvationer. Det vi hade véntat oss var att svarigheten skulle ligga i det
sista steget, att f4 x ensamt, men forvanande nog visade det sig att for de flesta som svarade,
men inte klarade uppgiften, sa lag svarigheten i att addera de tva x-termerna med varandra.

Forvanansvart ar att uppgift 11 (Los ekvationen 0,5 = x - 2,3) och 12 (L&s ekvationen 5,5 =
x/14), som liknar varandra, har s& stor skillnad i l6sningsfrekvens och sa stor spridning i
felkategorier mellan varandra. Svarigheten i uppgift 11 var att eleverna slar ihop siffror och
bokstaver eller ignorerar bokstaven helt medan i uppgift 12 var svarigheten att fa fram en
I6sning Overhuvudtaget eller att l6sa ekvationen. Men l6sningsfrekvensen var trots det
avsevart hogre for uppgift 12. En ekvation baserad pa addition eller subtraktion borde, enligt
var mening, vara enklare att I6sa an en ekvation som innehaller multiplikation eller division.
Att resultaten avviker fran detta ar svart att forklara men en forklaring kan vara att eleverna
annu inte kommit sa langt vad galler ekvationsl6sning.

Den avslutande uppgiften 19 (Forenkla uttrycket (2y + 1) + 3(y — 4) — 2(3y — 5)) var den
uppgift med storst antal fel. Nar man jamfor de bada klasserna ser man att klass a har battre
resultat jamfort med klass b. En forklaring till detta kan vara larare A:s pilteknik for att fa
eleverna att klara av parenteser och prioriteringsregler pa ett korrekt sétt. Larare B ar dock
nojd med resultatet pa uppgiften i sin klass eftersom det blev tidspress att hinna med allt innan
provet, detta pa grund av instéllda lektioner. Vilket gav eleverna mindre tid att reflektera dver
och assimilera dver den nya kunskapen som da kan ha inverkat pa resultatet.

Den storsta felkategorin ar c, ignorerande av koefficient eller bokstav, vilket forvanar oss da
eleverna har agnat stor del at att 6va detta. Kanske borde larare lagga storre vikt vid detta
moment sa att farre elever hanterar bokstavstermer och siffertermer pa ett felaktigt satt. De tva
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nast storsta kategorierna ar h och j. Kategori h beror pa att eleven har problem inom andra
omraden inom matematiken &n just algebra. Eftersom denna kategori faller utanfor ramen for
denna undersokning har vi ej analyserat kategorin narmare. Manga elever utelamnar l6sning
eller kommer inte fram till nagot svar, kategori j. DA tiden for faltundersokningen var knapp,
gavs ej mojlighet att intervjua varje enskild elev. Det ar darfor svart att veta om dessa fel
beror pa svarigheter inom algebra och i sa fall vad, eller pa grund av svarigheter inom andra
omraden inom matematiken. Tva andra relativt stora felkategorier ar e, problem med
parenteser och prioriteringsregler, samt g, problem att l6sa ekvationer. Problemen eleverna
har med ekvationslésning anser vi varken vara forvanande eller alarmerande, eftersom detta
relativt stora omrade dels var det sista som lararna gick igenom innan provet och dels kommer
omradet tillbaka i 9:an.

En synbar skillnad mellan klass a och b &r kategori i, felaktig tolkning av likhetstecknet. Klass
b har battre resultat dar, vilket antagligen harror fran larare B:s tydliga instruktioner om hur
hon vill att eleverna skall redovisa uppgifterna vad géller likhetstecken.

Att flera elever inte har klarat att reda ut de svarigheter som enligt af Ekenstam (1991) maste
klaras av innan de egentliga algebrastudierna ser man i uppgift atta. Har syns tydligt
problemen i dvergangen fran aritmetik till algebra, att det &r variabelbegreppet som &r det
svara och inte att bokstaven star for ett okant tal (Bergsten, et. al. 1997). Enligt den norska
KIM-undersokningen skall en av de fyra vanligaste problemtyperna vara att eleven fortsatter
att rakna efter att svaret natts, var kategori d. | var undersokning &r denna typ av fel ett av de
minst forekommande felen.
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4.4 Avslutande diskussion

Vi kan nu konstatera att de bada lararna i var undersékning anvander sig av i stort sett samma
undervisningsmetod, men véljer att introducera momentet algebra pa olika satt. Larare A
anlagger ett historiskt perspektiv som foljs av ett konkret exempel som utvecklas till en
abstrakt generell 16sning. Larare B véljer daremot att anvanda sig av matematiska monster for
att darefter anknyta till prealgebraiskt tankande for att darefter na fram till det abstrakta
matematiska tankandet. Kommunikationen i klassrummet vid introduktionen sker pa olika satt
i de tva observerade klasserna. I klass b sker kommunikationen i storre utstrackning genom
envagskommunikation fran lararen an i klass a, dar lararen staller fler fragor till eleverna. |
var undersokning var det vanligaste felet att eleven ignorerar bokstaven eller koefficienten vid
utrdkningarna. Detta har dven visat sig vara en av de vanligaste typerna av fel i det norska
KIM-projektet. Det ndast stOrsta, rent algebraiska, felet &r att elever har problem med
parenteser och prioriteringsregler. Eleverna har dven vissa svarigheter med ekvationslésning.
Nagra storre problem verkar eleverna inte ha med att se bokstaven som en variabel eller att
veta nar de natt fram till svaret och skall sluta rakna. Léararna i var undersokning anser bada
att algebra &r en mycket vasentlig del inom matematiken. Eleverna i var undersokning
motiveras av lararna antingen genom anknytande till den fysikundervisning de har eller till de
gymnasiestudier de kommer till.

Det vore intressant att undersoka om de utelamnade svaren pa provet berodde pa algebraiska
svarigheter eller svarigheter inom andra omraden som till exempel huvudrakning eller de fyra
raknesatten. Det vore aven intressant om en laromedelsanalys gjordes pa laromedel i
matematik, dels med avseende pa algebraavsnittets placering och prioritering i forhallande till
de andra momenten, samt dels pa algebraavsnittets innehadll och uppbyggnad.
Katederundervisning ar fortfarande den vanligaste undervisningsmetoden vid introduktion av
nya moment inom matematiken. Det vore intressant att fa ta del av en undersékning som
kunde visa om detta beror pa att katederundervisning &dr det basta sattet att lara ut abstrakt
matematik eller om det bara beror pa undervisningstraditionen. Var forhoppning ar att dessa
omraden snart utforskas narmare.

Det finns ett flertal olika satt att introducera algebra, av de tva observerade metoderna gar det
inte att saga att den ena ar battre eller saimre an den andra. Dock finns det nagra saker som
man som matematiklarare bor vara observant pa. Det &r viktigt att vara tydlig fran borjan, och
forklara for eleverna hur man vill att de ska redovisa sina utrékningar samt ge bra motivering
varfor. Eleverna maste fa storre utrymme i undervisningen, de maste fa delta i diskussioner
och inte bara fa korta frdgor. Endast da kan lararen bilda sig en uppfattning om vilka
forforestaliningar eleverna har och anpassa sig och sin undervisning efter detta. Vi tror &ven
att det vore lampligt att understryka nyttan med variabler och vad sjilva variabelbegreppet
innebér. Likhetstecknet och dess betydelse ar en annan del som i manga fall skulle behéva
diskuteras grundligare.

Det &r aldrig l&tt att introducera ett nytt moment och framforallt inte ett som kréver ett helt
nytt tankande for eleverna. Vi hoppas att denna uppsats gett inblick i vilka svarigheter som
finns och att Du som lasare kan bdrja reflektera 6ver din egen undervisning.
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6 Bilagor

6.1 Bilaga 1: Intervjufragor

Intervjufragor till lararen fore forsta lektionen:

Antal ar i yrket?

Antal ar som matematiklarare?

Vilken utbildning har du?

Hur manga ar har du undervisat pa detta stadium?

Vilka svarigheter stoter man pa nar algebra introduceras?

Behovs det nagra forkunskaper hos eleverna, i sa fall vad?

Har du introducerat algebra for elever tidigare, och kommer du i sa fall att anvanda
samma strategi?

Hur har du tankt lagga upp lektionen?

Intervjufragor som stalldes till lararen efter varje observerad lektion:

Hur upplevde du det att bli observerad?

Hur tyckte du att lektionen fungerade?

Vad fungerade bast under lektionen? Varfor?

Var det ndgot som inte fungerade som du hade tankt dig?

Ar det ndgot som skiljer den har lektionen fran de du brukar ha? (Lararens/elevers
beteende.)

Ar det ndgot som skiljer den har lektionen fran tidigare algebralektioner som du haft?
(Lararens/elevers beteende.)

Kompletterande intervjufragor som stélldes efter avslutat moment:

Ar rakning med bokstéaver/okéanda tal helt okant for eleverna? Om nej: Beratta om nar det
tagits upp och hur.

Vad anser du vara det svaraste for eleverna nar det géller att forstd/lara sig algebra? (Med
tanke pé de lektioner som vi filmade.)

Hur anser du att eleverna klarade algebradelen pa provet? Var det som du hade tankt dig?
Om nej: Vad var det som skilde sig fran dina forvantningar? Ge exempel fran provet dar
eleverna hade det sarskilt svart resp. uppgifter som skilde sig fran dina forvantningar.
Vilken nytta har man/eleverna av att kunna rakna med/forsta algebra?

Hur viktig anser du att algebraundervisningen &r i matematikundervisningen, jamfort med
de andra momenten? (Mycket viktig, viktig, mindre viktig.) Motivera svaret.

Berdtta hur du planerade den undervisning som vi filmade. Har du lagt upp
matematikundervisningen eller algebraundervisningen pa annat satt tidigare? (Till
exempel med laborativa inslag.) Om ja: Beratta hur och hur det har fungerat. Vad utgar du
ifran nar du planerar lektionerna i matematik/algebra? (Lpo94 eller laroboken.)

Har du fatt nagon fortbildning i matematik? Om ja: Vad da for typ? Om nej: Varfor inte?
Tror du att det ar ndgon skillnad pa hur elever lar sig algebra jamfort med aritmetik? Ar
tankeprocessen annorlunda vid l6sandet av algebraiska problem jamfort med andra
matematiska problem?
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6.2 Bilaga 2: Prov

Del |
Uppgift 1
a) Skriv en ekvation for ett tal x 6kat med 32 ar 46”. (Endast svar, 1p)
b) Lo6s ekvationen. (Endast svar, 1p)
Uppgift 2
a) Skriv en ekvation for “ett tal x dividerat med 4 ar 26”. (Endast svar, 1p)
b) L&s ekvationen. (Endast svar, 1p)
Uppgift 7
Jens ar 3 ar dldre an Lotta. Hur gammal ar
a) Jens om Lotta &r x ar? (Endast svar, 1p)
b) Lotta om Jens ary ar (Endast svar, 1p)
Uppgift 8
Sara koper en tarta for 85 kr och kakor for 7 kr/st. Vad ska hon betala om hon koper
a) en tarta och sex kakor? (Endast svar, 1p)
b) en tarta och x kakor? (Endast svar, 1p)
Uppgift 9
Ett rektangulart fonster har en glasyta déar ena sidan ar x meter och den andra sidan &r 2x
meter. Skriv ett forenklat uttryck for glasytans omkrets. (Redovisning kréavs, 2p)
Uppgift 10
4X

X 45°
Bestdm x genom att stélla upp och l6sa en ekvation. (Redovisning kravs, 3p)
Del 11
Uppgift 11
L6s ekvationen 0,5=x-2,3 (Redovisning kréavs, 2p)
Uppgift 12
L6s ekvationen 5,5 = x/14 (Redovisning kravs, 2p)
Uppgift 19
Forenkla uttrycket

52y +1)+3(y—4)-2@3y-5) (Redovisning kréavs, 3p)



