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Forord

Vi lever i en forinderlig virld dir dven krigets karaktir forandras; dess kon-
sekvenser dr dock lika ohyggliga som tidigare. Hoten 4r nya och ofta dolda.
Traditionella fronter férsvinner, nationalstater r sedan linge inte de enda par-
terna vid konflikter. Kunskap om och forstaelse av de militira arbetsredskapens
funktion och nyttjande utgdr en viktig framgingsfaktor for dagens och mor-
gondagens officer. Verktygen ir till helt 6vervigande del av teknisk art. Denna
nira koppling mellan teknik, taktik och operationer behover betonas inom
officersutbildningen. Detta sker genom dmnet Milicirteknik. Militdrteknik ar
nidmligen den vetenskap som beskriver och forklarar hur tekniken inverkar pa
militdr verksamhet pa alla nivier och hur officersprofessionen paverkar och
paverkas av tekniken. Militirtekniken har sin grund i flera olika amnen frin
skilda discipliner och forenar samhillsvetenskapens forstielse av den militira
professionen med naturvetenskapens fundament och ingenjorsvetenskapens
pabyggnad och dynamik. Milicirtekniken behandlar saledes tekniken i dess
militira kontext och utifrin officerens perspektiv.

Som f6ljd av milicirteknikens tvirvetenskaplighet studeras och utvecklas
dmnet med stod av bdde natur-, samhills- och ingenjorsvetenskaper. De me-
toder vilka traditionellt tillimpats r frimst kvantitativa. Matematik, statistik,
tekniska experiment, modellering och simulering ar exempel pa sddana meto-
der. Vid studiet av interaktionen mellan teknik och taktik, operation respektive
strategi kan dven kvalitativa metoder behovas.

Teknikens péverkan finns pé savil stridsteknisk, taktisk/operativ som stra-
tegisk niva. Paverkan dr mest tydlig och mitbar pa lagre nivéer, t.ex. nir ett
eller flera tekniska system av motstandaren sitts ur spel genom stérning, vilse-
ledande information etc. och man genom att anvinda sig av en kombination
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av teknisk och taktisk kompetens genomfor erforderlig taktikanpassning. Med
god kunskap om verktygen, dvs. allc frin vapen och plattformar tll informa-
tions- och ledningssystem samt principer for att bedriva strid pd olika nivaer
kan den vipnade striden foras framgangsrikt pa alla nivaer. Teknikens paverkan
okar dock pé strategisk nivd och dr da ofta knuten till visentliga teknologiska
utvecklingssteg.

Foreliggande Lirobok i Militirteknik ir uppdelad i flera delar, av vilka detta
ir den forsta. Skilda teknikomraden redovisas i separata bokvolymer for att vid
behov snabbt kunna revideras utan att hela boken f6r den delen méste omarbe-
tas. Likasa méjliggor denna struktur att nya och for officersprofessionen viktiga
teknikomréden snabbt och enkelt kan ingd i liroboken genom att addera nya
volymer.

Denna volym, benimnd Grunder, innehéller ett urval av matematik, na-
turvetenskap och teknik till stod for vidare militdreekniska scudier. Studiet av
teknik for militira syften ger nodvindig teknisk forstaelse liksom kunskaper
inom relevanta och aktuella teknikomraden. Detta skapar férutsittningar for
att forstd interaktionen mellan teknik och militir verksamhet.

Militdrtekniken utgor linken mellan den rena teknikkunskapen och dess
tillimpningar inom officersprofessionen och jag hoppas att Larobok i Militir-
teknik kommer att tillfora dagens och morgondagens officerare kunskaper och
intellektuella redskap till fromma {or savil karridr som forsvarsmake.

Stockholm i januari 2007

Stefan Axberg, professor i Militdrteknik
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1. Inledning

1.1 Allmant

Denna bok utgdr volym 1 av Lirobok i Militirteknik. Skilet till act flera voly-
mer ges ut inom samma serie dr bland annat att bockerna skall vara hanterligt
stora och att det underlittar framtida bearbetningar for nya utgévor.

¢ Vol. 2 behandlar sensorer med tillhérande teknikomriden.
* Vol. 3 behandlar ledning med tillhérande teknikomraden.

e Vol. 4 behandlar verkan av stridsdelar och skydd mot dessa med tillhérande
teknikomraden.

* Vol. 5 behandlar plattformar med tillhérande teknikomraden.
* Vol. 6 behandlar relationen teknik, taktik, operationen och strategi.
* Vol. 7 behandlar rymdteknik.

* Vol. 8 behandlar och exemplifierar militdrtekniska erfarenheter.

Foreliggande bok behandlar de grunder som erfordras for act kunna dill-
godogora sig de mer avancerade delarna i frimst vol. 2-5 enligt ovan. Utdver
denna bok krivs vissa grundldggande kunskaper sirskilt inom matematik och
fysik. Boken ir framtagen av ldrare vid Forsvarshogskolan (FHS). Denna bok
vinder sig frimst till de som vill ha méjlighet att kunna tillgodogora sig allt
som behandlas i Lirobok i Militiirteknik. Den ir skriven for officerare och civila
som verkar inom forsvaret och 4r tdnke att vara en lirobok vid de skolor som
har utbildning inom militdrtekniken.

11
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1.2 Ovrigt
» Texten stdds av datorprogram, skrivna i Matlab (<filnamn.m>).

* [ denna bok anvinds punkt som decimaltecken.
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2. Vad éar vetenskap?

2.1  Teknik och vetenskap

Vi férknippar girna teknik med naturvetenskap. I var tid 4r detta helt befogat.
Modern naturvetenskap kan inte bedrivas utan en hogt utvecklad teknik, och
den moderna tekniken skulle inte vara mojlig utan en gedigen naturvetenskap-
lig grund. Men denna koppling ir av sent datum. Medan naturvetenskapen,
sidan vi nu kinner den, bara har nigra hundra ir pa nacken, har minniskan
nyttjat teknik i olika former alltsedan hon boérjade tillverka saker och ting,
alltsd i hundratusentals ar.

Den tekniska kunskapen har {6rts vidare fran generation till generation i
olika hantverkstraditioner, och den visade sig i att hantverket fungerade i det
praktiska utovandet. Det mesta av sidan kunskap vilade pd betydligt sikrare
grund in dskillig av dagens vetenskapliga kunskap. Varfor betraktar vi da inte
denna tekniska kunskap som vetenskaplig?

Den nu nimnda, tekniska kunskapen hor narmast till det vi kallar beprovad
erfarenhet. Den skapas och formedlas pa et helt annat sitt 4n vetenskapen.
Den som lir sig ett hantverk fir sjilv géra samma erfarenheter som liromis-
taren en ging gjorde. Den bepriovade erfarenheten tillvixer och fornyas yteerst
langsamt, ofta genom tillfilligheternas spel.

Detta ligger i sakens natur, ty teknik utdvas f6r materiell produktion, varvid
kunskapen blir en biprodukt. Vetenskaplig forskning dr ddremot ett systema-
tiskt kunskapssokande. I empirisk — erfarenhetsbaserad — forskning kan forlop-
pet se ut sd hir: Forskaren véljer ett problem (som han/hon sjilv eller nigon
annan har stillt). Direfter samlar han/hon fakta som vintas belysa problemet.
Det kan ske genom observationer, studier av historiskt killmaterial, intervju-
undersdkningar etc. Ur det erhéllna materialet f6rsoker forskaren dra slutsatser,
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som i bista fall ger ett svar pa den stillda fragan. Hela denna procedur doku-
menteras och publiceras.

Medan den beprovade erfarenheten formedlas frin mistare till lirjunge,
formedlas vetenskapliga resultat genom att de publiceras. Andra férmedlings-
former — kongresser, seminarier, lektioner m.m. — kan ses som komplement till
de tryckra skrifterna.

Av detta f8ljer att vetenskaplig och teknisk kunskap ir av delvis olika slag.
Vetenskaplig kunskap ar formulerad i pastienden, medan teknisk kunskap vi-
sar sig i vad manniskor formér gora. Tekniken legitimerar sig sjilv genom vad
den dstadkommer, medan ett vetenskapligt resultat inte kan legitimeras pa an-
nat sitt 4n att man argumenterar for det.

Hur gar sadan argumentation till? Vilka typer av argument kan anvindas
for ate styrka ett vetenskapligt resultat? Hur siker ir vetenskaplig kunskap? Ar
det nagon visentlig skillnad mellan vetenskaplig kunskap och annan kunskap?
Detta dr kirnfragor i den filosofiska disciplin som i Sverige brukar kallas veten-
skapsteori och som pa engelska benimns philosophy of science.

2.2 Tro, bvertygelse, vetande

Nir du sdger att du vet ndgot, si ir du dvertygad om att det 4r sant. Ibland
misstar du dig emellertid. Det du trodde var sant visade sig vara fel. Da var det
i sjilva verket inte nagot vetande. Vetande ir 6vertygelse, men mer 4n si. Det
du tror maste vara sant. Men ricker det?

Tank dig foljande situation i krig: Hdrféraren, H, har skaffat sig en upp-
fattning om den fientliga styrkan, var den befinner sig och hur stor den ar. Han
anfaller och vinner slaget. Efterdt kunde han konstatera att hans uppfattning
om fiendens styrka stimde.

Du fragar H hur han kunde veta detta i f6rvig. Han svarade att han hade
konsulterat sin astrolog och fatt uppgiften av denne. Han litade helt och fullt
pa sin astrolog. Skulle du i det laget betrakta hans vertygelse som vetande?
Antagligen inte. Du skulle nog anse att det var rena turen att astrologens upp-
gift stimde.

Anta act H i stillet svarade att han hade skickliga spanare, som hade rekog-
noserat bakom fiendens linjer. Underrittelseavdelningen hade sammanstillt
spanarnas uppgifter och fitt fram en bedémning, som den vidarebefordrade
till H. Han litade pé personalens kompetens. Hur skulle du da stilla dig?

I bigge fallen visade H tilltro till mdnniskor. I bigge fallen var uppgifterna
riktiga. Ar det nigon visentlig skillnad mellan att lita pi astrologen och pa
underrittelsetjinsten?

Allt minskligt samarbete maste bygga pa en grundliggande illit. Det kan
inte vara fel i sig. Ar det nigon visentlig skillnad mellan en sidan tillic och det
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vi kallar aukroritetstro? Bida orden innebir ju att vi tar till oss och litar pé vad
en annan manniska siger. Astrologi och religion har sina auktoriteter, vetenska-
pen har sina. Vad ir skillnaden?

Skillnaden visar sig i vad som hinder nir du frigar: "Vad ir grunden for
ditt pastiende?” Inom vetenskapen ir tvivlet alltid accepterat. Om du betvivlar
ett vetenskapligt resultat kan du i princip alltid spara resultatets ursprung. Det
kan vara médosamt. Du miste soka i den licteratur som hivdar resultatet, gi
till referenserna, till referensernas referenser o.s.v., anda tills du finner ett origi-
nalarbete dir resultatet presenteras. Dir oberopas kanske en mingd fakta som
erhillits genom observationer, sd utforligt beskrivna att du sjilv skulle kunna
utfora samma slags observationer. P4 det sittet skulle du sjilv kunna ta still-
ning till om resultatet ar riktigt.

Aven om detta ir majligt i princip, finns det praktiska svarigheter som gor
att du inte sikert kan genomfora de behovliga undersokningarna. Det kan bli
for dyrt for dig. Du méste kanske vinta pa ett ascronomiskt observationstillfille
som inte kommer att intriffa under din livstid. Eller de kvarlevor, som beskrivs,
ir bortplockade frin fyndplatsen.

Vill du pa motsvarande sitt undersoka sanningshalten i en religids tros-
sats eller en astrologisk princip, kan du ocksa g till urkunderna. Men du kan
aldrig komma langre in till den allra f6rsta urkunden. P4 dess aukroritet vilar
alltsammans. Du kommer aldrig till ndgon ursprunglig observation, som du
sjilv skulle kunna kontrollera.

Det som ir utmirkande for vetenskaplig verksamhet ir alltsa reproducerbar-
heten. En undersékning, som en person har gjort, kan en annan upprepa eller
kontrollera — n.b. att det kan kriva tid och resurser. Men det 4r alltid dilldcet.
Finner du att du inte lyckas reproducera ett pastate resultat, sa ar det et indi-
cium pa att resultatet ir felaktigt. Det du bor gora i det laget dr att publicera
dina rén och en utférlig beskrivning av hur du har gétt tillviga. Da foreligger
tva varandra motsigande resultat. Problemet dr dd inte 16st. Fortsatt forskning
beh6vs innan det ena eller andra resultatet betraktas som sikerstille.

2.3 Vetenskapen som process

P4 det sittet utvecklas vetenskapen i processer, som inte alltid tycks ga framic.
Det beror dels pa att enstaka vetenskapliga observationer ir behiftade med fel
(tillfalliga mitfel sdvil som systematiska fel), dels att de kan vara svartolkade.
Ett publicerat vetenskapligt resultat kan dirfor vara felaktigt, dven om det byg-
ger pd omsorgsfullt gjorda undersékningar. Det vetenskapliga i en forsknings-
rapport bestér alltsa inte i act att resultatet sikert 4r riktigt, utan i att arbetet r
sd utfort och presenterat att andra kan kontrollera det.
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Denna syn pa vetenskapen stir i stark kontrast mot en "naiv” syn, som
tidigare kan ha varit vanlig. Enligt den naiva synen bérjar forskningen med
insamling av fakta. Dessa fakta anvinds i ett pusselliggande, varvid kunskapen
gradvis byggs upp. Bit liggs till bit och bilden av det firdiga pusslet vixer suc-
cessivt fram.

Att den naiva synen inte haller kan bara delvis forklaras av det redan sagda
— observationsfel och feltolkningar. En annan, kanske viktigare, del av forkla-
ringen ligger i att de fakta som framkommer vid en undersokning ér fragmen-
tariska. De utgor i sjilva verket en forsvinnande liten del av den verklighet man
vill undersoka. Ska man jimfora med pusselliggande, sa maste man forutsita
att de flesta av pusselbitarna har gitt férlorade och inte kan dterfinnas. I allra
basta fall har man pusslets "lock” till hands, men i allminhet finns i vetenskap-
lig forskning inte ndgot som kan fylla lockets funktion.

Felaktiga observationer kan jimforas med att vissa av de dterfunna pus-
selbitarna ir illa dtgdngna. Feltolkningar kan jimforas med att man gissar pus-
selbitens ritta plats, men misstar sig. Och dven om de dterfunna bitarna har
placerats ritt; vad goér man nir fler bitar inte ir tillgingliga? Vill man 4nda fa
ett firdiglagt pussel, méste man rekonstruera de saknade bitarna. Det kan ske
pa basis av det sammanhang som kan skdnjas. Men ibland finns inte underlag
ens for rekonstruktioner. D4 fir man sjilv skapa dterstoden, vil medveten om
att denna inte dr mer 4n ens egen skapelse.

De fa tillgdngliga pusselbitarna kan vi jimfora med fakta. Det vi sjilva kon-
struerar eller rekonstruerar ir jaimforbart med vetenskapliga teorier. Osikerhe-
ten i teoribildningen dr uppenbar, men vi vill hellre ha en rekonstruerad helhet
dn nigot som liknar en ruin. Nir pusslet dr firdiglagt aterstar manga obesvarade
fragor om hur pusslet kunde ha sett ut i stillet. Vad gor man om nagon hitear yt-
terligare en pusselbit? Passar den inte in i det firdiga monstret, méste hela bilden
— teorin — revideras. Sddant hinder hela tiden under vetenskapens utveckling.

Rite forstddd, dr pusselliknelsen ganska triffande, men kan inte ge en rik-
tig uppfattning om forskarens villkor. Hur ter sig det vetenskapliga arbetet i
verkligheten?

2.4 Hypoteser

Det hor till undantagen att en forskare betrdder helt ny mark; ger sig in i négot,
ddr ingen kunskap alls fanns tidigare. De problem en sddan forskare star infor,
kan vi limna dirhin.

Vi tinker oss dérfor en forskare, som valt ett problem inom ett omrade, dir
mycket dr kint forut. Genom sin bekantskap med dmnet har han/hon en hel-
hetsbild av den verklighet han/hon studerar, en bild som dock ir ofullstindig
och som forskaren vill bidra till att fylla ut. Denna helhetsbild ir vad vi kallar

16
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en teori. For att fylla ut den, och gora teorin mer fullstindig, behovs fler fakra.
Vad slags nya fakea behovs? Hur fir man tag i dem?

Finns det nigon allmin strategi som limpar sig i en sddan situation? En
vanlig, och ofta limplig strategi ir att bilda en hypotes. Den som ger sig in i
ett forskningfilt, gor det vil oftast till f6ljd av intresse och fallenhet f6r dmnet.
Nér man méter en obesvarad fraga, leder intuitionen till idéer om vad svaret
kan vara. En sddan idé ir vad vi kallar en hypotes.

En vil fungerande intuition ir en av forutsittningarna for framgingsrik
forskning. Nir en hypotes har formulerats, méiste den testas. Det kan gi till s
hir: Om hypotesen ir sann, foljer dirav att vissa fakta maste foreligga. Visar
en undersokning att dessa fakta inte foreligger, sa ar hypotesen falsifierad, dvs.
bevisad vara falsk. Om 4 andra sidan dessa fakta pavisas, behéver hypotesen for
den skull inte vara sann. Det kan hinda att samma fakta skulle kunna férklaras
av en alternativ hypotes. Att visa att en hypotes ir sann kallas atc verifiera den.
Men vetenskapliga hypoteser later sig sillan verifieras. Hur kommer det sig?
Om en hypotes ir falsifierad, s dr vil den motsatta hypotesen verifierad? Alltsd
borde falsifiering och verifiering bara vara tvd sidor av samma sak.

Lat oss belysa situationen med det vilbekanta “svanexemplet”: Alla ob-
serverade svanar har visat sig vara vita. Hypotesen ”Alla svanar ir vita” ligger
dirfor nira till hands. S& uppticker nigon en svart svan nagonstans pa sodra
halvklotet. Darmed ir hypotesen falsifierad. Men samtidigt dr den motsatta
hypotesen verifierad, nimligen: ”"Det finns svanar som inte 4r vita.”

Men den forsta hypotesen och den motsatta ir av helt olika slag. Den forsta
dr falsifierad sa snart vi har observerat en svan som inte dr vit. Men den mot-
satta hypotesen kan inte falsifieras med mindre 4n att vi underséker alla svanar
som finns. Och hur ska vi veta att vi funnit allihop?

En overlidggning i den hir rikeningen ledde vetenskapsteoretikern Karl Pop-
per till stindpunkten, att f6r att en hypotes ska godtas som vetenskaplig maste
den vara falsifierbar. Det maste alltsd vara tinkbart att man kan finna nagot
faktum, som falsifierar den. Som en allmin strategi for vetenskaplig forskning
foreslog han att man formulerar ”djirva” hypoteser, alltsd hypoteser som man
kan cinka sig skulle kunna falsifieras av vissa fakta. Sedan man foreslagit en
hypotes, gor man vad man kan for atc falsifiera den. Visar den sig vara falsk,
forsdker man en annan hypotes, och liter den genomga samma skirseld. En
hypotes, som man inte lyckats falsifiera, dr naturligtvis inte for den skull verifie-
rad, men har den motstitt manga falsifieringsforsok, sa har den vunnit deskil-
ligt i trovirdighet. En sddan hypotes ir, i Poppers terminologi, korroborerad.

Kravet pé falsifierbarhet kan ocksd uttryckas som ett krav pé precision. Ett
tillrdckligt vagt, eller mangtydigt, uttalande 4r i praktiken oméjligt att falsifie-
ra. Ta som exempel horoskop eller orakelspadomar. De ir avsikdligt utformade
s att de har nigon sanningshalt, alldeles oavsett vad som intriffar.
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Exempel pa hypoteser med stor precision ir brottsital. Aklagaren har att
visa att en viss person ir skyldig till ett did. En sddan hypotes ar i hog grad
falsifierbar. Ett hallbart alibi spricker hypotesen. Atskillig historisk forskning
kan i det avseendet jimforas med brottmélsutredning.

Vetenskaplig forskning leder aldrig till absolut visshet om négonting. Men
den leder i langa loppet till 6kad kunskap i form av alltfler alltmer korrobore-
rade hypoteser.

Man bér inte ta Poppers syn alltfor bokstavligt. Den borde hellre uppfattas
som en modell eller ett grove schema for vetenskaplig verksamhet, ett forsok ate
forsta nagot av dess kirna. En sak som tycks saknas hos Popper ir insikten om
att all vir verklighetsbeskrivning sker via mer eller mindre goda modeller (se
kapitel 5). En modell kan vara simre 4n man hade trott, men behover f6r den
skull inte forkastas helt, utan bor i stéllet forbattras.

En annan sak som Popper tycks limna ur rikningen ir att acskillig hypotes-
prévning dr av statistisk karakdir. I statistiken talar man aldrig om att verifiera
eller falsifiera en hypotes, eftersom provningen ir behiftad med statistisk osi-
kerhet. I stillet talar man om att godta eller férkasta, vilket 4r nigot annat. Se
mer om det i slutet av kapitel 3.

2.5 Fakta och teorier

Om vi ska dterknyta till pusselanalogin, kan vi siga att sjilva pusselbitarna ut-
gor fakta. Var en enskild bit skall liggas kan man bilda en hypotes om, medan
det firdiga pusslet, helheten, 4r den teori vi séker bygga upp. Men vi papekade
ocksa att sjdlva bitarna kan vara illa tgingna, varfor “fakea” inte 4r si oproble-
matiska som man ibland kunde tro.

S& dr det ocksa i verkligheten. Det som kallas fakta utgor inte alltid sa siker
kunskap som ordet kanske antyder. I sjilva verket finns det ingen skarp grins
mellan fakta och teorier. Vad som ir fakta idag var teorier igir. For dig ar det
formodligen ett faktum att vatten dr en forening av vite och syre. Men hur
vet du det? Du har lirt dig det i skolan, och du ifrdgasitter det f6rmodligen
inte. Men vet du vad vite egentligen ir, eller syre? I borjan av 1700-talet fanns
inte de begreppen. Syret uppticktes av svensken Scheele och engelsmannen
Priestley oberoende av varandra. Till att bérja med ingick syre bara som en
del i en teori om forbrinning, utvecklad av Lavoisier (som avrittades under
franska revolutionen). Langt senare inrangerades det i systemet av grunddmnen
— Mendelieffs schema, som ocksi var en ansats till en teori.

Men de fakta som samlas under forskningsprocessen, vad har de med teo-
rier act gora? Svaret dr, att vad du dn har for metoder att samla fakea, s3 dr dina
protokollforda fakta “teoriladdade”. Du miter en elektrisk spinning. Redan
det avlista virdet bygger pd antaganden om bl.a. ditt synsinne. Och steget
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ddrifran tll uppgiften om den avlista spinningen bygger pé en teori, utifran
vilken voltmetern 4r konstruerad. Och dven om den s hirledda spinningen ar
ett faktum, sd dr frigan om du har mitt mellan rite punkeer. Osv.

Eller anta att du gor en intervjuundersokning for att kartlidgga viljares
partisympatier. Du antecknar svar pa ett frigeformulir. Sjilva svaren ir kan-
ske odiskutabla fakta. Men nir du ska redovisa en sammanfattning av svaren,
maste du tolka dem. Hur vet du att folk svarar som de i verkligheten kommer
att rosta?

Fakta dr alltsd bara ena dndan av en skala av mer eller mindre sikerstillda
hypoteser eller teorier. Nir en hypotes ir tillrickligt vl sikerstilld — korrobore-
rad — placerar vi in den bland fakta. Djupare 4n sa ligger inte skillnaden mellan
fakta och teorier.

Hir har vi dmsom talat om teorier, dmsom om hypoteser. Vad idr egentligen
skillnaden mellan de begreppen? Inte heller hir finns ndgon djupare liggande
skillnad. En hypotes kan vara en enkel utsaga, men kan ocksa bestd av ett helt
system av inbordes relaterade utsagor. Det 4r en sidan sammansatt hypotes vi
kallar fér en teori.

9






3. Om statistik

3.1  Stickprovsundersdkningar

I empirisk vetenskap dr man oftast hidnvisad till att studera en mycket liten del
av den verklighet man vill undersoka. Fran de fakta man fir fram om denna del
soker man sedan rekonstruera helheten. Sitten att vilja ut delarna ir olika for
olika vetenskaper. Ett sitt som nyttjas i de mest skilda undersokningar ir att ta
stickprov. Den metoden limpar sig nir den helhet, som ska undersokas, bestér
av ett antal individuella objekt som &r vil avgrinsade frin varandra. Mingden
av alla dessa objekt kallar man da en population. Stickprovet bestar av en del-
mingd av populationen. Att bedriva statistik dr att undersdka populationer.

Population betyder befolkning. Statistik var ursprungligen studiet av en stat
och dess befolkning. Sedan har ordet population fitt en mer generell innebérd.
Individerna i en population kan vara av vad slag som helst. Vill man underséka
en population kan man i princip undersoka alla individer. Det kallas for en to-
talundersokning. Ar populationen stor, och ir manga av dess individer svara att
fa tag i, blir en totalundersékning dyr och oprakrisk. D4 fir man néja sig med
att ta ut ett stickprov. Det kallas dven urval, eller (frin engelskan) sample.

En stickprovsundersékning bestér dirfor av foljande steg:

1. Populationen avgrinsas och ett stickprov viljs ut.
Fran varje individ i stickprovet himtas de fakta som efterfrigas.

Stickprovet beskrivs pa basis av dessa undersokningar.

L

Fran beskrivningen av stickprovet dras slutsatser om hela populationen.
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Steg 1, 3 och 4 hor dll den egentliga statistiken, medan steg 2 hor dill
den speciella vetenskap inom vilken undersékningen gérs. Vi beror varje steg
i korthet:

1. Ofta ir det langt ifran sjilvklart vilken populationen bér vara. Antag t.ex.
att du ska ligga upp planer f6r uniformeringen av soldater i framtida freds-
bevarande operationer. Du vill veta vilka mdicc som ska ligga dll grund
for dllverkningen. Frin vilken population ska du dra ditt stickprov? Alla
svenska virnpliktiga? Knappast! Vi sinder inte vilka som helst pd sidana
uppdrag. Om du nu har kommit fram till vilka virnpliktiga som hor till
populationen, hur ska da stickprovet dras? Om du viljer bland dem som
monstrar i dr, ska du di ta allihop? Annars vilka av dem?

I en statistisk undersokning med vetenskapliga ambitioner gors urvalet slump-
maissigt, och s att man vet vilka sannolikheter de olika individerna i popula-
tionen har att komma med i stickprovet. Det finns manga site att gora det.
Vi ndmner hir bara det, ur teoretisk synpunke, enklaste forfarandet: obunder
stumpmiissigt urval, forkortat OSU. Det innebir att alla individer har lika stor
sannolikhet att komma med och att de viljs ut helt oberoende av varandra.
Vi gir i denna bok inte in pa olika tekniker for att dra stickprov.

2. Fakta himtas genom observationer, mitningar, intervjuer etc., dir tekni-
kerna ir olika for olika vetenskaper. Dessa fakta protokollférs i form av
sifferdata eller pd annat sitt.

3. Det erhallna protokollet utgdr i sig en beskrivning av stickprovet. Men den
inhdmtade informationen ska anvindas pa nigot sitt och méste bearbetas
for det andamalet. Den bearbetningen syftar till att sé tillgidngligt och Gver-
skadligt som mojligt sammanfatca resultaten i protokollet. Detta dr den
beskrivande delen av statistiken.

4. At beskriva stickprovet dr dock inget sjdlvindamal. Undersékningen syftar
till uttalanden om hela populationen. Sikra slutsatser om populationen kan
forstds inte dras fran stickprovet, som i allminhet bara 4r en liten del av hela
populationen. Ar stickprovet draget med ett slumpforfarande, kan slutsat-
serna dock anges med hjilp av sannolikheter. Hur det kan ga till beror vi i
korthet i kapitlets sista avsnitt.

3.2 Beskrivande statistik

P4 varje individ i stickprovet kan manga olika observationer och mitningar
goras. Vi begrinsar oss hir till mitningar av en enda storhet. Protokollet inne-
héller d4 en lista pad mitetal.
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Som exempel tar vi et (fingerat) stickprov pd 1 000 virnplikeiga, dér vi
noterat deras skonummer. En lista pd dessa nummer finns i filen skonr.mat.
Du kan studera den medelst programmet skostud.m. Listan ir den mest full-
stindiga beskrivning av materialet man kan astadkomma. Men den sortens
beskrivning ir for ooverskadlig for att kunna anvindas. Mer Gverskadlige blir
materialet om vi grupperar det efter nummer och riknar antalet, frekvensen, av
varje nummer. I nedanstiende tabell anges ocksa de relativa frekvenserna, vilka
erhélls genom att dividera frekvenserna med antalet element i stickprovet. S3
hir ser den representationen ut, dir relativa frekvensen ir uttrycke i procent:

Nummer |39 |40 |41 42 43 44 45 |46 |47 48 49 50

Frekvens |3 40 | 141 | 199 | 206 | 169 |97 |80 |35 19 |8 3

Rel. frekv. | 0.3 |4.0 [ 14.1 199|206 |169]9.7 |80 |35 |19 |08 |03

Kum.rel.fr. | 0.3 | 4.3 | 18.4 | 38.3 | 58.9 | 75.8 | 85.5|93.5|97.0 | 98.9 | 99.7 | 100

Sista raden innehaller de kumulerade relativa frekvenserna, dvs. summan av
de relativa frekvenserna upp till resp. nummer. Informationen uttrycks i grafisk
form i ett s.k. stolpdiagram — se figur 3.1.

Gruppering av material limpar sig om antalet olika virden dr matdigt.
Hir var det antalet tolv. Nista exempel 4r ett fingerat material om 1 000 virn-
pliktigast lingd [mm]. Har ir antalet olika virden betydligt stérre, ca 250.

0.25 T

0.2

0.1

0.05

39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Figur 3.1. Relativa frekvensernas representation i form av stolpdiagram. (Kalla: FHS)
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Stolpdiagram 6ver det grupperade materialet visas i den dvre delen av figur 3.2.
Som synes dr det mycket odverskadligt — manga av virdena forekommer bara
en gang. For att 6ka overskadligheten gor man en s.k. klassindelning, dvs. man
sammanfor alla virden inom ett intervall till en klass och riknar antalet element i
resp. klass. Den undre delen av figur 3.2 visar en grafisk framstillning av relativa
frekvenserna inom de olika klasserna. Hir har bredden pé klasserna, klassbredden,
valts till 20 mm. En sidan framstillning av materialet kallas {6t ett Aistogram.

Om du kér programmet Ingdstud.m, kan du experimentera med olika klass-
bredder. Ar klassbredden liten blir histogrammet ganska like ett stolpdiagram.
Ar klassbredden stor, gar 4tskillig information forlorad. En rekommendation ir
att vilja klassbredden sa att antalet klasser blir ndgot mellan tio och tjugo.

I figur 3.3 dr de kumulerade relativa frekvenserna representerade. Det 6vre
diagrammet 4r ect kumulerat histogram, det undre en s.k. summapolygon. I det
senare ar de relativa frekvenserna interpolerade inom klasserna, sa att kurvan ar
sammansatt av rita linjer.

Minskar man klassbredden, kommer det kumulerade histogrammet ate bli
alltmer likt summapolygonen.

Programmet tresampler.m innehaller tre tinkta stickprov frin varsin popu-
lation. De presenteras dels med alla erhallna virden (ordnade efter storlek), dels
i grupperad form med en lista pd frekvenser samt grafiskt med stolpdiagram.
Kér programmet och titta pd diagrammen. Ha dem framfor dig nir vi nedan
diskuterar liges- och spridningsmatt. Notera hur de tre stolpdiagrammen ser
ut! Hur vill du beskriva deras likheter och olikheter? Titta ocksa pi stolpdia-
grammen f6r de kumulerade relativa frekvenserna.

3.3  Lagesmatt

En redovisning av ett grupperat eller klassindelat material kan manga ginger
limpa sig som diskussionsunderlag. Men f6r manga andra indamal innehaller
de atskillig onodig information. Vill man karakterisera ett material med ett
fatal matt, anvinder man i forsta hand liges- och spridningsmars. Ert ligesmatt
sdger nagot om var pd x-axeln materialet ligger. Ett spridningsmatt sdger ndgot
om materialets bredd.

Ett sdtt att ange ett materials lige pd x-axeln ir medelst det minsta och det
storsta virdet. De virdena siger dock inte sd mycket, eftersom virden lingt ut
i flankerna ofta har lag relativ frekvens.

Om du med ett enda matt skulle ange var huvuddelen av materialet befin-
ner sig, sd skulle du vilja nigot virde mellan det minsta och det storsta. Ett
sadant virde kallas ett medelvirde. Nu finns faktiskt odndligt manga site ate
bilda medelvirden. Det giller att vilja ndgot som som har en litt tolkad, och
relevant, relation till alla de olika virdena i materialet.
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Figur 3.2. Ett stolpdiagram och ett histogram ¢ver samma material. (Kélla: FHS)
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Figur 3.3. Det 6vre diagrammet ar ett kumulerat histogram och det undre en s.k. summapolygon.
(Kélla: FHS)
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Sdger man “medelvirdet” ritt och slite, utan yteerligare precisering, brukar
man mena det aritmetiska medelvirdet. Det erhills genom att man adderar
samtliga virden och dividerar med antalet.

Om en vektor (dvs. en uppsittning tal) med materialets samtliga virden
betecknas (xy, x,,..., x,,), brukar medelvirdet betecknas x. Det giller alltsa

f:%;xi (1)

Summatecknet X ir den grekiska bokstaven stora sigma. Det ir ofta
bekvimt att anvinda, och du bér vinja dig vid denna symbol. Den an-
vinds flitigt i matematisk text. Skriven utan summatecknet blir formeln
X =10 +x, +..4+x,).

Ar materialet grupperat, brukar man modifiera beteckningarna. Vektorn
(X1, X25..., X,,,) far dd betyda de olika forekommande virdena. Om vi beteck-
nar motsvarande frekvenser med (f}, f5...., f,,,) och relativa frekvenser med
(715 75005 X,,), erhiller vi

f:lifixi :i’?xi 2)
ni i=1

Av en formel f6r medelvirdet ser man alltsd direke om materialet dr grup-
perat eller ogrupperat. (I formlerna (2) 4r » fortfarande stickprovsstorleken,
medan 2 ir antalet olika virden.)

Ocksi for ett klassindelat material anvinds (2) for berikning av medelvirdet,
men da tolkas x; som klassmitten i den i-te klassen. Det sittet att rikna ut med-
elvirdet dr forstds inte exake, men ger vanligtvis ett acceptabelt nirmevirde.

Ett annat ofta anvint ligesmdce dr medianen. Om x-virdena ir ordnade
efter storlek, och 7 ir udda, s ir medianen det mellersta virdet. Ar 7 jimnt,
har de tvd mellersta virdena lika ansprik pé att vara median. Da definieras
medianen som deras medelvirde.

Nu kan du berdkna medelvirdena och medianerna f6r de tre stickproven i
tresampler.m. K&r programmet, berikna eller gissa virdena och kolla om dina
resultat stimmer med dem som visas i programmet.

For stickprov 1 savil som stickprov 2 4r medianen ungefirligen lika med
medelvirdet. For stickprov 3 dr medelvirdet mirkbart storre in medianen. Ger
stolpdiagrammens utseenden nagon forklaring pd det?

Stickproven 1 och 2 ir nagorlunda symmetriska. For varje symmetriske
stickprov dr medelvirdet och medianen exake lika. Stickprov 3 visar en kraftigt
sned fordelning — positiv snedhet, eftersom det finns en lang “svans” at hoger.
Vid positivt sneda fordelningar dr medelvirdet alltid storre in medianen.

Vilken information om en sned férdelning erhéller man medelst medelvirdet
resp. medianen? (T4nk t.ex. pa inkomstférdelningen i ett ojimlikt samhille.)
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For ett klassindelat material kan medianen skattas medelst summapoly-
gonen. Kor Ingdstud.m tills du fact fram summapolygonen. Medianen ligger
nira den punkt dir polygonen skir 0.5-nivélinjen. Zooma in skdrningspunk-
ten med figurens zoom-in-verktyg och jimfor med medianvirdet 1 785, som
erhills medelst median(v).

Zooma sedan in polygonens skirningar med 0.25- och 0.75-nivalinjen. De
x-virden som di kan avlisas dr de s.k. kvartilerna. Den undre kvartilen bér lig-
ga nira vs(250) och den 6vre nira vs(750) i det inledande exemplet. Stimmer
det? (Vektorn vs, som tas fram av programmet, innehaller materialets virden
ordnade efter storlek.)

Medan medianbegreppet ir vildefinierat, finns det inte nigon lika naturlig
definition av kvartilerna for ett statistiskt material. Ar materialet stort, sa har
den oldgenheten ingen praktisk betydelse. Vill man karakeerisera ett material
med flera ligesmdtt, kan man anvinda medianen och kvartilerna. Vill man
ange yttetligare tvd métt, kan man ta minsta och storsta virdet. Om frekven-
serna for ett material har ett tydligt maximivirde brukar det kallas den mitta
storhetens typvirde.

3.4 Spridningsmatt

Ett tinkbart spridningsmétt ir variationsbredden — skillnaden mellan storsta
och minsta virdet. Detta ir dock inte limpligt nir virdena lingst ut i flankerna
ir fa. Skillnaden mellan kvartilerna siger mer. Halva skillnaden mellan kvarti-
lerna kallas kvartilavvikelsen och ir ett spridningsmatt som déd och di anvinds
for stora material.

Vi behover dock spridningsmétt som dr anvindbara for bide stora och sma
material. En nira till hands liggande idé ir att bilda medelvirdet av de enskilda
virdenas avstind frin medelvirdet, dvs.

1 n
_Z| X X |
n o
Fastian detta mace verkar vettigt, anvinds det inte i prakeiken. Det beror
frimst pd att statistiska teorier, baserade pd det mattet, skulle bli onddigt
komplicerade. Man far betydligt enklare teorier om man i stillet anvinder
det kvadratiska medelvirdet av de enskilda avvikelserna. Det mattet benimns

standardavvikelsen. Det betecknas med den grekiska bokstaven © (sigma), och
definieras genom formeln

3)
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Innebérden av denna formel ér kanske inte sd ldce att forestilla sig intuitivt.
Programmet stdgiss.m ir dll f6r att éva upp intuitionen. Du fir se material
som tas fram slumpvis. For varje stolpdiagram kan du med 6gonmatt forsoka
bedoma medelvirde och standardavvikelse. Efter Enter fir du se svaret.

For statistisk slutledning anvinds en modifierad form av standardavvikelse,
5, ddr man dividerar med 7 — 1 i stillet f6r 7. Den varianten kan inte motiveras
utifrdn den beskrivande statistikens stindpunkt.

3.5 Statistisk hypotesprovning

Det finns tvd huvudtyper av statistisk slutledning. Den ena typen kallas skazz-
ning. En skattning gir ut pa att finna ett approximativt virde pa en storhet
som ir karakeeristisk for en population — ett medelvirde, en proportion e.d.
— genom att utgd frin mictningar pa ett stickprov. Exempelvis kan stickprovets
medelvirde X tas som skattning av populationens medelvirde 7. Vill man
ange osikerheten i denna skattning, anger man ett intervall, som med viss san-
nolikhet innehéller 7. Ett sddant intervall kallas konfidensintervall.

Den andra typen av slutledningsforfaranden ar hypotesprévning. Vi ska hir
endast presentera den statistiska hypotesprévningens grundidéer. Den som vill
lara sig de tekniska detaljerna hinvisas till universitetskurser i statistik.

En vanlig fragestillning i statistiska undersdkningar dr om tva populatio-
ner skiljer sig at i nagot visentligt avseende. Det kan rora sig om utprovning
av likemedel, dir man jimfor dem som fitt medlet med dem som inte fitt
det. Eller man vill jimfora niringsvirdet i tva grodor, t.ex. tva olika vetesorter.
Hypotesen att de tvd populationerna inte skiljer sig &t kallas nollhyporesen (ef-
tersom skillnaden mellan medelvirdena f6r de tva populationerna da ir noll).
Nollhypotesen betecknas Hy. Nir den testas, stills den emot en annan hypotes,
som benimns mothypotesen och betecknas H,. Vad mothypotesen utsiger beror
pa sammanhanget. Om /) innebir att ett visst medelvirde 7 ir lika med noll,
kan H; vara m = 0, m > 0 eller m < 0, beroende pa vilken kunskap man har
innan testet utfors.

Som exempel tar vi den situation en domstol stdr infér, nir den ska doma
i ett brotemadl. Lic oss anta att dklagarens bevisning baseras pa ett DNA-prov,
som starkt pekar i riktning att den atalade ir skyldig, men att det 4nda finns
utrymme for tvivel. A dr i detta fall hypotesen “oskyldig” medan H, ir "skyl-
dig”. Godtas H,, frikinns den dtalade. Forkastas H), betyder det att i stillet
godtas, dvs. domen blir fillande. Beroende pa om H,, dr sann eller falsk, och
beroende pd om Hy godtas eller forkastas, far vi fljande fyra mojligheter:
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Hjy sann H, falsk

H godtas + -

H, forkastas - +

Att godra nollhypotes om den ir sann, och att forkasta den om den ir falsk,
ir vad man 6nskar. Dirfor har vi skrivit + i bada de rutorna. De 6vriga rutorna
dr markerade med —. De innebir att beslutsfattaren misstagit sig. Vilket av de
tva felen dr vi mest angeligna om att undvika: forkasta en sann nollhypotes
eller godta en falsk?

At forkasta en sann nollhypotes kallas fel av forsta slaget. Det ir den sortens
fel man i forsta hand vill undvika. Dirfér arrangeras en statistisk hypotesprov-
ning si att sannolikheten for fel av forsta slaget ér litet. Vilken sannolikhet som
dr acceptabel, beror f6rstas pa beslutssitutationen. I vart rittssamhille 6nskar vi
en forsvinnande liten sannolikhet for ate filla en oskyldig. I andra testsituatio-
ner kan vi acceptera en storre risk.

Den storsta sannolikhet med vilken vi accepterar att férkasta nollhypote-
sen, om den ir sann, kallas testets signiftkansnivi (av. risknivd). 1 vetenskapliga
sammanhang 4r 5 % en nivd man ofta viljer. Om man férkastar nollhypotesen
vid ett test med 5 % signifikansnivd, brukar man siga att resultatet ir signifi-
kant pa 5 %-nivan.

Politiska opinionsundersdkningar atfoljs av statistiska hypotesprovningar.
Opinionssiffrorna brukar publiceras med vissa mellanrum. Man iaktcar dé
upp- och nergangar i de olika partiernas procenttal. Ofta beror férindringarna
pd slumpen, ty stickproven brukar inte vara stérre dn tusentalet personer. Nir
en forindring sigs vara statistiskt sikerstilld, betyder det att man testat noll-
hypotesen att partiet har oférindrad andel sympatisorer, och forkastat denna
pa 5 %-nivan.

En hypotes kan aldrig verifieras eller falsifieras medelst statistisk hypotes-
prévning. Vad innebir det dé i ett vetenskapligt sammanhang att forkasta en
nollhypotes? Det kan medféra att man rapporterar en viss skillnad mellan tva
populationer, fastin det bara rikat bli en slumpmissig skillnad mellan stick-
proven. Och sidant 4r inte alls sillsynt, ty testar man rutinmissigt pa nivan
5 %, kommer ca en tjugondel av alla situationer, dé ingen skillnad finns, att
leda till falsklarm.

Efter ett enda statistiske test dr ett vetenskapligt resultat aldrig sikerstillt. Tes-
tet 4r bara ett sdllningsinstrument. Nir ett resultat rapporteras som signifikant,
ir det en signal till andra forskare att undersdka samma sak. Forst nir méinga
forskare har ndct samma resultat, kan det vinna vetenskapligt erkinnande.
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Skulle den vedertagna signifikansnivan sinkas, sa skulle vi fa firre fel av
forsta slaget, men dill priset av att fler av de effekter som verkligen finns skulle
undgd uppmirksamhet. Detta ir ett dilemma som vi maste leva med. Innebér-
den inses litt om vi har neurosedynkatastrofen pa sextiotalet i dtanke. Statis-
tiken Gver fosterskador tydde pd en uppging av en viss typ av missbildningar.
Nir var det dags att sla larm? Hade man varit alltfor ridd for falsklarm, skulle
det ha tagit lingre tid innan man kunde identifiera den omstindighet som
hade orsakat uppgéngen.
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4. Om sannolikhet

4.1 Traffsannolikhet vid flera skott

Du har lirt dig en del om sannolikhet i gymnasiet, och som officer har du
manga ginger talat om triffsannolikhet. Vi bérjar dirfor med ett diagnostiske
exempel: Du skjuter flera skott mot ett och samma mal. Vi antar att f6rhal-
landena ir likartade f6r varje skott, att du riktar pé nytt varje ging du skjuter
och att skotten dirfor skjuts oberoende av varandra. For varje skott dr triff-
sannolikheten 0.3. Hur stor ir sannolikheten for att f3 minst en triff, om du
skjuter

e tva skott?

e tre skott?

* fyra skote?

Las inte vidare forrdn du har forslag till svar pa de tre frigorna. Losningarna
finner du i avsnitt 4.6. Ar alla dina tre svar ritta, si kan du troligen tillricklige
om sannolikhet for dina studier i Militirteknik.

Detta exempel har ibland anvints for att introducera sannolikhet pd kurser
vid FHS. Nagra har dérvid svarat 0.6 pd den f6rsta frigan och 0.9 pa den an-
dra. Nir de sedan anvint samma resonemang pé den tredje frigan, och da fitt
svaret 1.2, har de forstate ate nagot ér fel. De har vetat att en sannolikhet aldrig
kan vara storre dn 1.

Ambitionsnivin i detta kapitel 4r att du ska veta vad sannolikhet dr och vad
ett uppgivet virde pd en sannolikhet innebir, samt att du ska kunna berikna
sannolikheter f6r sammansatta hindelser av ungefir samma komplexitet som i

31



Larobok i Militarteknik, vol. 1: Grunder

de diagnostiska fragorna. I detta ingar att kunna tolka diagram som innehaller
sannolikhetsinformation.

4.2  Slumpmassiga forsok

Ett f6rsok sigs vara slumpmidissigt om det kan utfalla pa olika sitt da forsoket
upprepas, och dir kommande utfall inte med sikerhet kan f6rutsigas. Skjut-
ning ir ett exempel pd slumpmissiga forsdk. Du kan i allminhet inte veta
sikert om skottet kommer att triffa eller bomma. Ett annat exempel ir tir-
ningskast. Nir du kastar en vanlig tirning kan du inte pa forhand veta vilket
ogontal som kommer att visa sig.

Nir vi nu introducerar sannolikhetslirans begrepp, kommer vi att anvinda
enkla exempel sdsom skjutning, tdrningkast etc. som illustration. Om ett for-
sok utfdrs 7 ganger och en viss hindelse A dirvid intriffar fginger, sdgs fvara
frekvensen for A. Kvoten f/ n kallas frekvenskvoten eller relativa frekvensen for
A. Dessa begrepp introducerades i kapitel 3.

Programmet symmtern.m ir till fr att simulera kastserier med en symme-
trisk tdrning. Du viljer ett antal kast och fir sedan se stolpdiagram pa nio kast-
serier med det valda antalet kast. Diagrammen visar de relativa frekvenserna
for tirningens sex olika 6gontal. Efter Enter fir du se nio serier till osv. Vill du
indra antalet kast i varje serie, matar du in det nya antalet f6re Enter. Direfter
giller det antalet tills ett nytt matas in.

Borja med korta kastserier, t.ex. pd sex kast. Du finner att stolpdiagram-
mens utseenden varierar kraftige till f5ljd av slumpen. Oka sedan till, forslags-
vis, 60 kast per serie. Aven nu finner du att diagrammen varierar, men inte lika
kraftigt. Ju storre kastserier, desto mindre blir variationerna. Viljer du flera
hundra tusen kast eller mer, kan man nistan inte se att diagrammen ir olika.
Dessutom ir stolparna i varje diagram nistan lika héga vid stora kastserier. Det
tyder pd att den simulerade tdrningen dr symmetrisk.

Prova nu programmet falsktern.m. Aven hir ir det svare att se skillnad mel-
lan diagrammen for stora kastserier. Men hir dr stolparna i ett diagram inte
lika, vilket tyder pa att tirningen dr osymmetrisk.

Dessa experiment illustrerar en foreteelse som kallas relativa frekvensernas
stabilitet. Innebdrden ir, att s linge en forsoksserie dr kort, flukcuerar relativa
frekvensen for en viss hindelse mirkbart, men allt eftersom antalet férsok i
serien okar, s& minskar dessa fluktuationer, och den relativa frekvensen tycks
stabilisera sig nira nagot visst virde.

Slumpen tycks alltsa i praktiken lyda en sorts lag eller princip, som vi ut-
trycker som att de relativa frekvenserna stabiliserar sig vid manga f6rsok. Om
du inte kinner dig dvertygad, si kan du ocksd préva programmet upprepn.m,
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som upprepar ett visst forsok tills du sjilv avbryter och som med vissa mellan-
rum visar den relativa frekvensen en tinkt hindelse.

4.3 Sannolikhet

Vi betraktar i fortsittningen de relativa frekvensernas stabilitet som ett empi-
riskt fakcum. For varje hindelse A, som kan intriffa varje gang ete visst forsok
upprepas, finns det dé ete tal sidant att den relativa frekvensen for A svinger
in sig allt nirmare detta tal ju fler forsok som gors. Detta tal kallar vi sanno-
likheten for A.

Relativa frekvenser dr nigot som finns i verkligheten i lika hog grad som
att hindelser intriffar i verkligheten. Men sannolikheten for A ir ett teoretiskt
hjilpbegrepp. Gor vi en forsdksserie och protokollfor den ordentligt, har rela-
tiva frekvensen for A vid den forsoksserien ett alldeles bestdme virde som vi kan
ange. Men sannolikheten for A kan aldrig bestimmas med full sikerhet, i varje
fall inte experimentellt.

Relativa frekvensen for A betecknar vi 7(A) och sannolikheten P(A). Medan
7(A) hinfor sig till en viss forsoksserie, hinfor sig P(A) till sjilva frsokets ka-
rakedr utan ate vara knuten dll ndgon viss forsdksserie. Relationen mellan 7(A4)
och P(A) kan uttryckas sa hir:

® P(A) kan tjina som en forutsigelse av det ungefirliga virdet av 7(A) vid ett
stort antal forsok.

* 7(A) kan anvindas som en skattning P(4), som ir allt sikrare ju fler forsok
som gors.

Detta nira samband mellan relativ frekvens och sannolikhet gor att nagra
egenskaper hos sannolikheter f6ljer direkt av motsvarande egenskaper hos rela-
tiva frekvenser. Begrunda foljande:

1. For varje hindelse A giller att 0 < P(A4) < 1.
2. Om A ir omdjlig dr P(A) = 0. Om A sikert maste intriffa ir P(A) = 1.
3. For tva hindelser som utesluter varandra, giller P(4 eller B) = P(A) + P(B).

Kommentarer: Antag att ett forsok, dir A kan intriffa, utfors » ganger
(under lika forutsittningar varje gang). Lat f(A) betyda absoluta frekvensen
for A, dvs. antalet ginger A intriffat under forsoksserien. Dé giller forstas
0 < f(A) < n. Dividerar vi bada leden i bida olikheterna med », fir vi
0 < 7(A) < 1. Detta giller for alla slags forsok, alla tinkbara f6rsoksserier och
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alla slags handelser. Eftersom 7(4) kan komma hur nira P(4) som helst, bara
gors tllricklige stort, maste dven 0 < P(A) < 1.

Om A ir omdjlig, dvs. A inte kan intriffa, dr f(A) = 0 for alla 7. Allesd
ir alltid 7(A) = 0, varfér P(A) = 0. Om tvirtom A sikert maste intriffa, ir
f(A) = n, varav #(A) = n/n =1 for alla forsoksserier. Allesa dr P(A) = 1.

Att A och B utesluter varandra — A och B ir uteslutande, som man ocksa
siger — betyder att inte bide 4 och B kan intriffa i ett och samma {6rsok. Vissa
hindelser utesluter varandra, vissa kan intriffa samtidigt. Exempel: Vid ect tir-
ningskast kan 6gontalet inte bli bade udda och jimnt. Men hindelserna att
ogontalet ir udda och att det ir stérre dn tva utesluter inte varandra. Blir det
en trea eller femma, intriffar bida de nimnda hindelserna.

Med A eller B> menar vi att antingen A eller B intriffar. Kan A och B
inte intriffa samtidigt, maste det antal ginger A eller B intriffar vara lika
med summan av antalet ginger A intriffar och antalet ginger B intriffar, dvs.
f(Aeller B) = f(A) + f(B).

Dividerar vi med 7 far vi 7(A eller B) = 7(A) + »(B) och alltsi maiste samma
relation gilla f6r sannolikheterna, dvs. P(A4 eller B) = P(A4) + P(B).

Egenskaperna 1-3 ir alltsd inte sdrskile konstiga. Men de dr grundliggande
for all rikning med sannolikheter. Det kan tyckas att man inte kan komma sd
lingt med dem. Men med rimliga tilliggsantaganden, kan man bygga upp en
fruktbar sannolikhetskalkyl utifran dessa egenskaper.

Den tredje egenskapen leder omedelbart till tva resultat som vi hir uttryck-
er i form av satser. Den ena satsen handlar om komplementiira hindelser. Till
varje hindelse A finns en hindelse A* sadan att A eller A* méste intriffa och
att de utesluter varandra. A* kallas komplementer dll A. Sjilvfallet 4r ocksa A
komplementet till A*.

Sats 1. Fir en godtycklig hindelse A géiiller P(A*) = 1 — P(A).

Bevis: Eftersom A och A* ir uteslutande giller P(A4 eller A*) = P(A) + P(A*).
Men eftersom A eller A* maste intriffa, ir P(A eller A*) = 1, varav satsen f6ljer.

Den andra satsen dr en generalisering av egenskapen 3 till ett godtyckligt
(dndligt) antal hindelser:

Sats 2. For n godtyckliga hindelser A}, A, ..., A, som parvis utesluter varandra
vid ett slumpmiissigt forsok, giller

P(Aj eller Ay eller ... eller A,) = P(A;) + P(A,) + ... + P(4,)
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Den sistnimnda summan kan ocksa skrivas
n
> P(4))
i=1

vilket ofta kinns bekvimare. Om du inte kommer ihig summatecknet, si ga
tillbaks och lis om det i kapitel 3 i samband med medelvirde.

4.4 Utfallsrum

Hittills har vi betraktat det som bekant vad en hindelse 4r f6r nigot. Ordet ar
ju vilkint fran vardagsspraket, och fram till forsta hilften av 1900-talet fore-
kom ingen string definition. Den bristen ledde emellertid till en rad svirighe-
ter, som man slapp ifran nir begreppet utfallsrum inférdes (av Kolmogoroff
1930).

Exemplet tdrningskast ricker for att illustrera idén. Vid kast med vanlig ¢ir-
ning uppfattar vi endast sex olika utfall som méjliga. Varje sida pa tirningen
svarar mot ett utfall. Att tirningen kan ligga pd manga olika sitt, nir en viss sida
dr uppat, bryr vi oss inte om. Utfallen betecknar vi med siffrorna 1-6. Miangden
av dessa utfall, allesa {1,2,3,4,5,6}, kallar vi tirningskastets uzfallsrum.

I detta fall 4r utfallsrummer dndligt. Det finns odndliga utfallsrum, men vi
gér inte in pd den svdrigheten hir. For varje forsok dr utfallsrummet miangden
av alla utfall som kan erhéllas. I fortsiteningen betecknar vi ett forsoks utfalls-
rum med U. Med en hindelse menar vi dd en delmingd av U.

Det hir tycks i forstone inte stimma med den vardagliga uppfattningen av
vad en hindelse dr. Men om vi tar nagra exempel pd hindelser som kan intriffa
vid tdrningskast, si ser viatt varje hindelse svarar moten viss delmingd av utfalls-
rummet U = {1,2,3,4,5,6}. Till varje hindelse anger vi ocksd dess komplement.

Handelse formulerad i ord Mangd Komplement
Udda antal gon {1,3,5} {2,4,6}
Minst tre {3,4,5,6} {1,2}

Hogst tre {1,2,3} {4,5,6}

Tva eller fyra {2,4} {1,3,5,6,7}

Komplementet till en hindelse 4 bestar alltsd av alla element i utfallsrum-
met som inte tillhor A. Fér den som kidnner till mangdlirans symbolik nimner
vi ocksa att "eller” svarar mot union av miangder. Hindelsen “udda antal 6gon

eller tva eller fyra” ar allesd {1,3,5} U {2,4} = = {1,2,3,4,5}.
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Komplementet till U dr tomma mingden, @, vilket dr en omdjlig hin-
delse, eftersom ndgot av utfallen i utfallsrummer alltid incriffar vid ete forsok.

P(U) =1 och P(D) =0.

4.5  Likformig sannolikhetsférdelning

Sats 2 ovan ska vi tillimpa pd en viktig typ av situationer dir sannolikheter
kan beriknas rent teoretiske. Vi anknyter dnyo till tirningskast for act sedan
generalisera resonemanget. Vi antar att tirningen ir symmetrisk och kastas
sd att alla utfallen 1-6 ir lika sannolika. DA rider det som kallas /ikformig
sannolikbetsfordelning. Tillimpar vi Sats 2 pd hela utfallsrummet erhéller vi
1=P(U) =PQ1)+PQ2)+PQ3B)+P4) + P(5) + P6).

D4 dirningen ir symmetrisk dr alla dessa sex sannolikheter lika. Darfor ar
PQ) / P2) 1 P3)/ P4)/ P(5)/ P6) = +. Dirur kan vi rikna ut san-
nolikheten for vilken hindelse som helst i utfallsrummet. Exempelvis ir
P(udda antal) = P({1,3,5}) = P(1) + P(3) + P(5) =L + ++ L+ = 2.

Detta resultat generaliserar vi nu till godtyckliga hindelser i ett godtyckligt
andligt utfallsum:

Sats 3. Om U dr et dndligr utfallsrum med likformig sannolikhetsfordelning och
A dr en godrycklig hindelse i U, sd giller

antalet element i A

P) = antalet element i U

Av historiska skil kallas denna formel for klassiska sannolikhetsdefinitio-
nen. For oss dr detta dock inte en definition utan ett resultat. Men nir san-
nolikhetsldran foddes pa 1600-talet betraktades formeln som definitionen péd
sannolikhet.

For att rikna ut sannolikheten for en hindelse A i ett dndligt utfallsrum
U med likformig sannolikhetsfordelning behéver vi alltsé ”bara” rikna antalet
element i A och U. Aven di A och U inte ir storre 4n att riknandet tar rimlig
tid, finns en svérighet, nimligen att hilla reda pé vilka element som 4r riknade,
sd att man inte hoppar éver nigot eller riknar nigot mer 4n en gang. Nir A
och U idr sd stora att riknandet tar lang tid, behdver man metoder att berikna
antalet element i en given dndlig mingd. Sidana metoder hér till kombinatori-
ken, vilken vi inte gir in pé hir. I stéllet visar vi ndgra exempel, dir rikningen
antingen kan utféras manuellt eller med hjilp av datorn.

Exempel: Du kastar tvd symmetriska tirningar. Ange ett limpligt ucfalls-
rum. Berikna sannolikheten {6r att summan av 6gontalen ér a) lika med 7, b)
minst 9. Fundera sjilv ett tag innan du ldser igenom diskussionen.
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Diskussion: Ert tinkbart utfallsrum for
bada frigorna ir mingden av mojliga 6gon-
summor, dvs. {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.
Men sannolikhetsfordelningen pd  det
utfallsrummet 4r inte likformig. For att
rikna ut de olika utfallens sannolikhe-
ter, maste man indd aterfora dem pid ett

= N W s~ OO

1723 456 utfallsrum  med likformig fordelning.

Figur 4.1. Ett utfallsrum vid kast med tva Ett sidanc dr mﬁngden av alla ordnade
tarningar. (Kalla: FHS) par (d;,0,) ddr ¢; dr den ena tirningens
ogontal och ¢, den andras, dvs. midngden
U = {(1,1),(1,2),(1,3),...,(5,6),(6,6)}. For
att rikna antalet element i de sokta hindelserna maste du dock skriva ut alla
trettiosex elementen i U. Det blir 6verskadligare att ange Ui grafisk form, t.ex.
s& hir, dir varje prick representerar ett element i U.

Vi kan lita den vagrita axeln representera den forsta tirningen och den
lodrita den andra. De utfall, for vilka 6gonsumman ir lika med 7, ligger i
diagonalen fran (1,6) tll (6,1). Antalet element i den hindelsen 4r 6. Alltsé ar
P(6gonsumman =7) = £ = L.

De utfall, for vilka 6gonsumman 4r minst 9, ligger i diagona-
len frin (3,6) till (6,3) eller diréver. Antalet av dessa ir 10, varav
P(6gonsumman < 7) = 9=2=0,28.

Ar antalet tirningar inte mer dn tvd, kan man allesd lice askidliggdra si-
tuationen. Men redan for tre tirningar bérjar det bli svart. Med datorns hjilp
kan vi dock rikna antalet element i hindelser av likartad typ. Koér programmet
tcount.m — med hjilpfilerna tvotern.m, tretern.m, fyrtern.m, sextern.m och
tiotern.m — och undersdk liknande fragestillningar.for oi, tre, fyra, sex och

tio tdrningar.

46  Oberoende handelser

Anta att vi kinner P(A) och P(B), dir A och B ir hindelser som kan intriffa
vid ett visst forsok. I ménga tillimpningar 6nskar man bestimma sannolikhe-
ten for att bide A och B intriffar.

Som exempel tar vi dnyo kast med symmetrisk tirning. Vilj 4 = {1,2,3},
B =1{2,3,4,5}. Sitt C= A och B, dvs. nir C intriffar betyder det att bade 4 och
B intriffar. Da dr C = {2,3}. Nir tdrningen dr symmetrisk erhaller vi medelst
Sats3att P(A) = 2 =%, P(B) = 4 = 3 och P(C) = 2 = 1. [ detta exempel giller
alltsi P(A och B) = P(A) « P(B).

Detta samband giller for vissa par av hindelser, men inte for alla. Viljer vi
samma 4 som nyss, men B = {4,5,6}, erhdller vi P(4) « P(B)= 1+ « £ = +. Men
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A och B har inget gemensamt element och kan dirfor inte intriffa samtidigt.
Allesé dr i detta fall P(A4 och B) = 0. Fragan ir allesa: Nir dr (4 och B) lika med
P (A) + P(B)? Vi foredrar att ge svaret i fljande sats:

Sats 4. Om A och B ir oberoende, si dr P(A och B) = P (A) « P(B).

Det finns emellertid en hake hir. Vi behover en definition av ”oberoende”.
I de flesta framstillningar av sannolikhetsldran sidgs A och B vara oberoende
just om P(4 och B) = P(A) « P(B). Det vi kallat Sats 4 4r da inte en sats utan
en definition. Vi behdver emellertid inte férdjupa oss i denna svarighet, ty i
praktiken behandlar vi tva eller flera hindelser som oberoende om vi kan anta
att de inte har nagot orsaksmissigt samband. Sats 4 kan utvidgas till mer 4n tvd

hindelser och blir da

Sats 4'. Om hindelserna A}, A,,..., A, dr oberoende, si ir
P(A;ochAyoch ...och A,) = P(Ay) « P(Ay) ... + P(A4,,)

Anm: Med mingdlirans symbolik skriver man AN B” i stillet for A och B”.
Att bade A och B intriffar betyder alltsd att skdrningen mellan dessa hindelser
intriffar. Da A = {1,2,3} och B = {2,3,4,5} ir alltsi AN B = {2,3}.

Nu ir vi redo att 16sa skjutproblemet i kapitlets bérjan. Vi antog att skotten
avlossades oberoende av varandra, vilket kan vara rimligt om man sikear pa nytt
efter varje skott. Dé 4r savil hindelserna "trdfl” som “bom” i tvd olika skott
oberoende. Lat A; vara hindelsen "trift i skott nr 7, da i = 1,...4. Hindelsen
"bom i skott nr 7”7 betecknas di A,*. Enligt antagandet ir P(4;) = 0.3 for varje
i. Frén Sats 1 far vida P(4,*) = 1 — P(4;) = 1 - 0.3 = 0.7. Genom att anvinda
satserna 1 och 4’ far vi ddrfor f6ljande:

e Tvé skott:
P(minst en triff) = 1 — P (bdda bommar) = 1 — P(A,* och A,*) =
S 1P P =1-0.7 0.7 =1-0.49 = 0.51
e Tre skott:
P(minst en triff) = 1 — P (alla bommar) = 1 — P(A;* och 4,* och A3*) =
S 1= P(A) « P(AY) + P(A5") = 1-0.73 = 1 - 0.343 = 0.66
* Fyra skott:

P(minst en triff) = 1 — P (alla bommar) = 1 — P(4;* och A,* och Az*
och A4*) =

=1-P(A*) « P(Ay*) « P(A3%) » P(A4*) =1 -0.74 =1 -0.2401 = 0.76
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4.7  Stokastiska variabler

Utfall av forsok bestdr i manga viktiga sammanhang av att storheter antar vissa
virden. En storhet, vars virde varierar slumpmissigt frin forsok dill forsok,
kallas en stokastisk variabel (fork. s.v.). Ar antalet méjliga virden dndligt (eller
odndligt men upprikneligt) sigs variabeln vara diskret. Vi har redan sett négra
exempel pd s.v., ndmligen summan av 6gontalen vid kast med tdrningar. I detta
avsnitt nimner vi ytterligare tva viktiga typer av s.v.

Den f6rsta typen ir de s.k. binomialfordelade variablerna. Exempel pa en sa-
dan far vi om vi betraktar en serie pa 7 skott som skjuts oberoende av varandra,
vart och ett med triffsannolikheten p. Lit X betyda antalet triff. (Det 4r vanligt
att beteckna stokastiska variabler med stora bokstiver.) Denna s.v. variabel ir
binomialférdelad.

Varfor dess fordelning kallas sa, gir vi forbi hiar. Men vi kan f6rstas byta ut
skottserien mot vilken typ av f6rsok som helst, som utfors flera ginger under
samma betingelser, och dir en viss hidndelse A har samma sannolikhet varje
gang. X far da betyda det antal ginger som A intriffar.

Om P(A) = p och forsdket utfors 7 ganger, betecknas den férdelning av X,
som dirvid erhalls, Bin(n, p). De virden X kan anta 4r 0,1,...,7. Sannolikheten
P(X = k) ir en funktion av k, som kallas sannolikhetsfunktionen fér X, ofta

betecknad px(4).

0.2

Bin(n,p)
n=20
0.15p=0.3 b
m=6

0.1 Lo =2.0494

0.05F R

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

0.2

0.05-

o1 |||
10 12

-2 0 2 4 6 8 14 16 18

Figur 4.2. Stolpdiagram over en binomialfordelning och ett stickprov pa denna av storlek 100.
(Kalla: FHS)
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Den 6vre bilden i figur 4.2 pa forgiende sidan ir ett stolpdiagram over san-
nolikhetsfunktionen f6r en s.v. med fordelningen Bin(20,0.3). Det kan t.ex.
vara antalet triff da tjugo skott skjuts oberoende av varandra, vart och ett med
triffsannolikheten 0.3. Den undre bilden ir ett stolpdiagram éver ett stickprov
av storleken 100 pd samma férdelning.

Med programmet binstolp.m och dess subrutin binstat.m kan du fi fram
stolpdiagram over valfria binomialférdelningar och sedan experimentera med
stickprov av olika storlek, tagna pa dessa fordelningar. Ju storre stickprov du
viljer, desto storre blir i allmidnhet verensstimmelsen mellan binomialfordel-
ningens sannolikheter och stickprovens relativa frekvenser.

Medelvirdet for ett sadant stickprov erhalls genom att tillimpa formel (2) i
kapitel 3. Om relativa frekvensen for utfallet # betecknas (%), blir stickprovets
medelvirde

i for (k)

Later vi stickprovsstorleken vixa obegrinsat, kommer 7(4) att nirma sig
(k) och medelvirdet narmar sig

S kp, ()

som kallas fordelningens vintevirde. P4 motsvarande sitt kan man bilda
standardavvikelsen f6r en f6rdelning genom att i formeln fér stickprovens
standardavvikelse (formel (3), kapitel 3) byta ut »(%4) mot p,.(#). Man kan visa
att om X dr fordelad Bin(n, p), sd har X vintevirdet #p och standardavvikelsen
\np(1-p)-

Den andra typ av s.v., som vi hir nimner, ir de normalfordelade. Dessa hor
tll gruppen kontinuerliga s.v. Sidana kan vanligen anta virden i ett helt in-
tervall. Om X dr en kontinuerlig s.v. sd dr P(X = x) = 0 f6r varje x. Dirfor kan
fordelningen av en kontinuerlig s.v. inte anges med en sannolikhetsfunktion. I
stillet anger man for alla 2 och 6, dir # < b, sannolikheten f6r acc Xligger i inter-
vallet ]a,6], alltsd P(a < X < b). Det kan goras t.ex. med hjilp av den s.k. zithers-
Sfunktionen for X, betecknad f,. Kurvan i figur 4.3 visar hur f,_kan vara beskaffad.
For alla x dr flx) 2 0. Arean mellan kurvan y = £ (x) och x-axeln ér lika med 1.

Arean mellan funktionskurvan och x-axeln samt linjerna x = 2 och x = & 4r
lika med P(a2 < X < b). Medelst tithetsfunktionen kan man dirfor, for varje x,
bestimma sannolikheten F,(x) = P(X < x). Funktionen F, kallas fordelnings-
Sfunktionen for X.
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i /_\ f : ththetsfunktionen fér X

>
a b X

Figur 4.3. En mojlig tathetsfunktion for en kontinuerlig stokastisk variabel X. (Kélla: FHS)

Varje kontinuerlig s.v. har ett vintevirde och en standardavvikelse, som kan
beriknas med hjilp av tithetsfunktionen. Dessa virden dr ungefir lika med
medelvirdet resp. standardavvikelsen f6r ett stort stickprov pa X.

Normalfordelad sigs en kontinuerlig s.v. X vara om dess tithetsfunktion ar

av typen

Fr() = exp =™ 1)

c+2n 20

Parametrarna 7 och G dr vintevirdet resp. standardavvikelsen. Sjilva for-
meln ger ingen forklaring till att en férdelning med en sddan tithetsfunktion
benimns “normal”. Det som rittfirdigar benimningen ir att stokastiska vari-
abler i goda modeller av verkligheten ofta 4r normalférdelade. Detta beror pa
en sannolikhetslag, som kallas centrala grinsvirdessatsen, vars andemening 4r att
en summa av manga oberoende s.v. under mycket allminna villkor 4r ungefir
normalférdelad. Detta framkom bl.a. vid studiet av tillfilliga mitfel. Sidana
uppstér i praktiken till £6ljd av ett stort antal oberoende felkillor.

D34 x = m (= vintevirdet) har funktionen (1) sitt stdrsta virde. En férind-
ring av 7z innebir bara en forflyttning av kurvan lings x-axeln. Den 6vre delen
av figur 4.4 visar tithetsfunktioner for tre olika normalférdelningar, alla med
vintevirdet 0, men med olika standardavvikelse: 0.5, 1 resp. 2. De skiljer sig ét
endast genom en skalning i bada axelrikeningarna. Okar G, s blir tithetsfunk-
tionens kurva bredare och plattare.
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Figur 4.4. Tathets- resp. fordelningsfunktioner for tre normalférdelade s.v. med olika standardavvikelser.
(Kélla: FHS)

Den undre delen av figur 4.4 visar motsvarande fordelningsfunktioner. Ju
storre © blir, desto flackare fordelningsfunktion.

Som synes har kurvan 6ver en normal tithetsfunktion nistan formen av en
klocka. Den brukar kallas Gauss klockkurva — dven Gauss felkurva — efter sin
upptickare.

I programmet nostat.m studeras stickprov, himtade frin normalférdelning
med vintevirde 0 och standardavvikelse 1. Dir kan du jaimféra tithetsfunktio-
nen med stickprovets histogram samt férdelningsfunktionen med motsv. ku-
mulerade histogram. Gor jimforelserna for olika val av stickprovsstorlek.

En s.v. X med fordelningen Bin(, p) kan uppfattas som summan av 7 obe-
roende s.v., var och en med férdelningen Bin(1,p). Om # ir stort dr X dirfor,
och pga. centrala grinsvirdessatsen, mycket nira normalfordelad (under forut-
sdttning att p inte ir nira 0 eller 1). Det visar sig genom att stolparnas toppar i
ett stolpdiagram over Bin(n,p) ndstan dverensstimmer med tithetsfunktionen
for en normalférdelad s.v. med samma vintevirde och standardavvikelse som
X. Programmet binorm.m 4r avsett att illustrera detta. Figur 4.5 kommer fran
en korning av binorm.m, dir 7 = 100 och p = 0.5.
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Figur 4.5. En binomialférdelning och en normalférdelning med samma vantevarde och standardavvikelse.

(Kalla: FHS)
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5. Modell och verklighet

Ordet "modell” betyder ibland férebild eller nagot liknande. Konstnirens mo-
dell 4r nagot som finns i verkligheten och som denne avbildar. Inom forskning
och utredning anvinds ordet pd nistan motsatt sitt, inte som beteckning pi ett
stycke verklighet (V), utan pa ett hjilpmedel for att beskriva V. Verkligheten ar
komplex eller pé annat sitt svirgripbar. Modellen (M) 4r enklare och mer till-
ginglig for studier. Om det finns goda skil ate tro ate M i visentliga avseenden
liknar V, s& kan kunskap om M ocksa vara ett slags kunskap om V.

Du kinner sikert till situationer dir modeller anvinds for verklighetsbe-
skrivning. Det hir kapitlet ir till fr att med ndgra exempel ge en uppfattning
om hur minga varierande slag av modeller som forekommer. Nagon fullstin-
dighet efterstrivas inte. Nér du har sett ett antal exempel kommer du sjélv att
inse mingfalden av méjliga modeller.

5.1 Mentala modeller

Alla véra forestillningar om verkligheten kan vi uppfatta som modeller, som
finns i vara hjirnor. Med vara sinnen registrerar vi delar av verkligheten och
rekonstruerar sedan — medvetet eller omedvetet — det som kan ha betydelse
men som vi inte kan registrera. Denna rekonstruktion kan vi kalla f6r en men-
tal modell.

Nir du har lirt dig hitta i en byggnad har du skaffat dig en inre bild av
lokaliteterna. Om du leder en strid har du forst skaffat dig en ldgesuppfattning
i form av en mental modell av egna och fiendens stridskrafter.

Efter dessa tva exempel kan du fortsitta sjilv och medvetandegdra mentala
modeller som du anvinder i olika sammanhang.
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5.2  Fysiska modeller

Bilder och skulpturer dr exempel pa fysiska modeller, dven om vi inte bendmner
dem sa. Diremot anvinds ordet ofta om miniatyrer av bilar, jarnvigar, flygplan
m.m. En docka ir en sorts modell av en minniska.

Sédana modeller kan anvindas i forskningssyfte. Dockor i naturlig storlek,
gjorda i limpliga material kan t.ex. anvindas for att studera hur manniskor pa-
verkas av bilkrockar. Skalenliga modeller av flygplan anvinds i vindtunnlar for
att studera acrodynamiska egenskaper. Pa samma sitt kan skalenliga modeller
av fartyg anvindas for att studera flyt- och stabilitetsegenskaper. Sidana forsok
utfors systematiskt for att testa konstruktioner.

Omrikning fran en skalmodell till naturlig storlek kan dock kriva aeskilligt
teoretiskt kunnande. Det inses omedelbart av att nigot som fungerar bra, inte
skulle kunna fungera pa samma sitt om alla dess dimensioner forstorades i en
viss skala. Det dr ingen slump att en elefant r helt annorlunda byggd 4n en
fluga.

Djur anvinds i medicinsk forskning som modeller av minniskor. Ofta ir
modellen tillrickligt verklighetstrogen for att tillita sikra slutsatser. Men det
ar vilkint act djurforsok ibland kan leda alldeles fel. Neurosedynkatastrofen ar
ett extremt exempel. Helt ovintat visade sig minniskans fosterutveckling i ett
kritiskt skede vara acskilligt kinsligare for den aktiva substansen dn hos ndgon
annan undersoke art. Det illustrerar vikten av att hela tiden vara medveten om
att modellen inte 4r verkligheten.

5.3 Matematiska modeller

En modell behéver inte ha nigon yttre likhet med sitt foremal. Vi talar om
modell dven om det bara ir en eller ett fital aspekter pa foremalet som aterfinns
i modellen. En matematisk formel kan uttrycka en sidan aspeke. Vi ger hir tre
enkla exempel. I de olika delarna av denna lirobok finner du minga andra ma-
tematiska formler. Ha da i dtanke att de inte uttrycker verkligheten sjilv, bara
mer eller mindre goda modeller av verkligheten.

5.3.1 Boyles lag
Om man har en gas innesluten i en behéllare och varierar behallarens volym V;

under det att temperaturen hélls konstant, si varierar gasens tryck p. Boyle fann
genom experiment att sambandet ungefirligen kan beskrivas med formeln

dir £ 4r en konstant (som bestdms av gassorten, gasens massa och temperaturen).
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Sjdlva formeln kan sdgas vara en modell av gasen (eller mer egendligt, en mo-
dell av sambandet mellan trycket och volymen). Denna modell har vidstrickt
anvindning. Men modellen kan byggas pa s act den blir dannu mer verklig-
hetstrogen, vilket sker till priset att formeln blir mer komplicerad. Van der Vaal
toreslog f6ljande modell, som giller med stérre noggrannhet 4n Boyles:

__k b
A V5

dir 2 och 4 ir konstanter. Genom 4 tar man hinsyn till volymen av sjilva
gasmolekylerna medan den sista termen tar hinsyn till att attraktionen mellan
molekylerna okar da deras genomsnittliga avstdind minskar. Det finns dnnu
exaktare gasmodeller, men de dr ocksd mer komplicerade.

5.3.2  Fritt fall

Om man slipper en kropp i lufttomt rum och studerar hur fallstrickan s beror
av falltiden 7 s& finner man

.fzg?

ddr g dr tyngdaccelerationen. Denna modell 4r mycket noggrann. Men den ir
inte helt exake, dels beroende pa att gravitationsfiltet inte dr exakt homogent,
dels il £6ljd av relativistiska effekter (upptickea av Einstein). Finns det luft i
rummet blir noggrannheten simre. Modeller som tar hinsyn till luftmotstdn-
det ir betydligt mer komplicerade.

5.3.3 Lanchestermodeller

Frederick William Lanchester har gett namn 4t vissa enkla, analytiska modeller
av strider, dir man i huvudsak bara beaktar de stridande parternas numerirer.
Fragan ir vilken betydelse numerirerna har om alla andra egenskaper hos de
stridande antas vara lika. Vi kan t.ex. tinka oss tvd skyttekompanier, som sam-
tidigt oppnar eld mot varandra och fortsitter skjuta tills den ena sidan 4r helt
utpldnad.

Antag att A-sidan har 100 enheter och B-sidan 80 enheter vid stridens bor-
jan. Hur manga kommer da A-sidan att ha kvar nir alla pé B-sidan ir skjutna?
Gor en egen bedomning innan du ldser vidare!

Hir kommer forst en formel, dir begynnelsevirdena kan viljas godtyckligt.
Kalla A-sidans styrka x och B-sidans y. Vid stridens bérjan dr x = 2 och y = .
Under stridens ging minskar bade x och y. For deras samband kan man hirleda
formeln x? = y2 + 2?2 — b2.
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Den hirleds med hjilp av den matematiska analysens metoder, var-
for modellen sigs vara analytisk. Sitter vi in 2 = 100 och & = 80, erhiller vi
x2=y2 + 3 600.

D4 B-sidan dr utpldnad ir y = 0, vilket ger x = 60. Hade du gissat nagot i
den vigen?

Oavsett ditt svar, mdste vi dnyo pidminna om att modellen inte dr verklig-
heten. Ndr man anvinder en modell méste man, si gott man kan, bedoma
i vilka avseenden modellen skiljer sig frin verkligheten. Ibland kan skillna-
den vara obetydlig, ibland ir de sd stora att modellen leder alldeles fel. Kan
denna enkla Lanchestermodell anvindas i praktiken? Ger den nagon anvis-
ning for en taktisk doktrin? Kanske Sovjet en ging tog intryck av den. En-
ligt sovjetisk dokerin skulle man undvika strid om den egna styrkan inte var
minst tre ganger fiendens. Antag att @ = 300 och & = 100. Insittning ger di
x% =y2 + 3002 — 1002 = y2 + 80 000. Nir B-sidan ir utplinad, dvs. y = 0, dr
x = 4/80000 ~ 283. Enligt modellen har A-sidan alltsa kvar drygt 94 % av sin
styrka efter den striden.

Sadana hir enkla modeller kan ge en viss insikt. Men man fir inte lita pd en
modell frrin den omsorgsfullt prévats. Lanchesters modell testar man forstas
inte i verkliga forsok. Ett annat sitt att testa en modell 4r att konstruera andra
modeller av samma typ av verklighet och prova de olika modellernas inbéordes
overensstimmelse.

Den nu beskrivna Lanchestermodellen skiljer sig bl.a. i f6ljande tvé avseen-
den fran den verklighet den avses representera:

1. Betraktelsesittet dr kontinuerligt: A- och B-sidans styrka representeras inte
av antal utan av kontinuerligt varierande storheter.

2. Modellen ir deterministisk. Det betyder, att med ett givet utgangslige blir
slutresultatet alltid detsamma. Men i verkligheten kommer resultaten att
variera fran forsok dll f6rsok till f6ljd av slumpen. En modell som tar hin-
syn till slumpens inverkan kallas stokastisk.

Med datorer ir det latt att skapa stokastiska modeller. Vi ska nedan referera
till ndgra varianter pa stokastiska Lanchestermodeller.

5.4  Dynamiska modeller och simuleringar

En modell dir tid finns inbyggd, och dir tillstindet férindras med tiden, kan
vi kalla en dynamisk modell. Om dartill verklighetens férindringsmekanismer
finns avbildade i modellen, sdger vi att skeendet i modellen 4r en simulering av
verklighetens skeende. En simulering kan alltsd uppfattas som en modell av ett
tidsforlopp med dess inbyggda mekanismer.
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Ett f6rs6k med levande djur, dir djuret anvinds som modell av minniskan,
ir en simulering. En arrangerad bilkrock, dir en docka anvinds som modell av
en minniska, r en annan simulering. Fysiska, dynamiska modeller anvinds i
ménga sammanhang for att dstadkomma simuleringar.

Datorer limpar sig ocksé {6r simuleringar. I vara dagar ir digitala datorer de
vanligaste. En sddan arbetar steg for steg. Den har en inbyggd klocka, som gene-
rerar dessa tidssteg. Forandringarna i datorn sker alltsd sprangvis, men om tids-
stegen dr tillrickligt sma, duger datorn got till att simulera verkliga forlopp.

Programmet lanch.m ir en datoriserad variant av den ovan beskrivna Lan-
chestermodellen. I datorn representeras numerirerna x och y av heltal. Nir du
startar programmet fir du forst vilja @ och 4. Sedan fir du ocksa vilja de bigge
sidornas triffsannolikheter. Direfter far du vilja hur manga partier du vill spela
i en omgang. Datorn genomfor dessa partier och levererar sedan statistik Gver
resultatet.

Kor forst en omging med de forvalda virdena (2 = 100, 4 = 80, triffsan-
nolikheterna = 0.5, antalet partier = 100). Stimmer medelvirdet av resultaten
nigorlunda vil med ovanstiende analytiska modell?

Det kan ricka med ndgra hundra simuleringar for att du ska kunna mirka
en liten skillnad. Datormodellen ger nagot ligre slutvirden f6r A-sidan 4n den
analytiska modellen. Okar man virdena pi a och b men bibehller propor-
tionen 100:80, blir skillnaden mellan de bida modellerna mindre, och mirks
nistan inte di 2 och & 4r atskilliga tusen. Detta tyder pé att den analytiska
modellens kontinuerliga betraktelsesitt gynnar den starkare sidan nagot.

Modellen lanch.m dr mycket primitiv. Den bygger pa antagandet att sanno-
likheten f6r atc A-sidan skjuter nista skott r x /(x + ), men den tar inte hinsyn
till skyttarnas gruppering. I en modifierad modell, lanchm.m, antas skyttarna
std pad linje och skjuta pa den nirmaste fiendesoldaten. Dirmed kan tvi eller
flera pd den starkare sidan komma att skjuta pa samma soldat pa den svagare si-
dan. Denna oundvikliga éverlappning forsimrar ytterligare den starkare sidans
slutresultat, vilket mérks sirskile tydligt om triffsannolikheten 4r hog.

En modell, som dr uppbyggd medelst de tre programmen lanset.m, langrp.m
och lanskjut.m, tar annu bittre hinsyn till de geometriska forhéllandena. Det
mojliggdr ocksa att den ena sidan grupperar sig pa djupet. Du kan experimen-
tera med olika djup och studera hur detta paverkar utfallet. Stimmer resultatet
med din intuitiva uppfattning?

5.5  Yiterligare exempel

For ate ge eftertryck at det fakeum, ate deskillig (kanske egendigen all)
beskrivning av verkligheten gérs via modeller, nimner vi hir ytterligare nigra
exempel.
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Mekanismen i en lottoapparat dr tinkt att géra obundet slumpmissigt urval
av kulor. Antagligen astadkommer den en god modell av OSU (se kapitel 3).

En dator arbetar deterministiskt och kan dirfor inte producera egentliga
slumptal. En s.k. slumptalsgenerator kan bara ses som en modell av slumpen.
De erhillna talen ir alltsi deterministiske genererade och kallas egentligen
pseudoslumprtal.

Ett stickprov kan uppfattas som en modell av en population.

I kapitlet om sannolikhet anvinde vi programmet symmtern.m som mo-
dell av en symmetrisk tirning. Den stora vinsten med det ir att vi pa nigra
sekunder kan gora experiment, som skulle ta manader att utféra med riktiga
tdrningar.

Varje modell, som ska anvindas for att dra slutsatser om verkligheten méste
testas. Visar den sig inte hilla méttet, maste den modifieras till dess verens-
stimmelsen med verkligheten blir acceptabel. Dirvid siger man att modellen
valideras.
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6. Nagra matematiska verktyg

I det hir kapitlet presenteras nigra matematiska hjilpmedel som behovs for
delar av Militirtekniken. Framstillningen bygger pd vad du vintas ha med
dig fran gymnasieskolans samhillsvetenskapliga program. Dit hor rikning med
de fyra vanliga riknesitten, omformning av uttryck med dessa riknesitt och
16sning av ekvationer av forsta graden. Du forutsitts ocksé veta att tal ofta be-
tecknas medelst bokstiver och att vilken bokstav som helst kan foreskrivas att
beteckna vilket tal som helst.

Vidare forutsitter vi att du kinner till potenser och rétter, koordinatsystem
och funktioner, rita linjens ekvation, likformiga trianglar och Pythagoras sats,
men dessa saker kommer vi att repetera vi i korthet.

Att matematiken ir ett oumbirligt hjdlpmedel {6r fysiken beror bl.a. pé att
fysikaliska data erhélls genom mitningar. Vad gor man nir man miter? Vad ar
det som framkommer vid en mitning? Grunden for all mitning ir riknandet
av antal. Dirfor borjar vi dar.

6.1  Naturliga tal

Att rikna antal har vil varit en ndédvindighet inda sedan minniskorna ficc
dgodelar att halla reda pa. Antalen maste ocksd kunna kommuniceras till andra
minniskor. Med olika knep kunde man kommunicera antal langt innan rik-
neorden utvecklades.

Den skriftliga kommunikationen framtvingade olika symbolsystem for att
representera antal. Vart positionssystem, med tio som bas, det decimala (deka-
diska) systemet, fordes till oss fran Indien via araberna, men kom inte i allmint
bruk i Sverige forrdn runt 1600-talet. Idag ir det s inforlivac i var kultur ace vi
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anvinder det dagligen och stundligen, utan att vi kanske reflekterar sa mycket
over det.

Du forutsites vara fortrogen med det decimala systemet. S3 t.ex. bor du
veta att 53 248 ir ett komprimerat sitt att skriva 5+ 104 + 3+ 103 + 2+ 102 +
44101 +8+100.

Femman i talet dr, pa grund av sin position, vird 50 000 osv. (Att jag hir
skrev 10! i stillet for 10 och 100 i stillet for 1 var enbart for att belysa systema-
tiken i positionssystemet.)

Ett positionssystem kan bygga pé vilken bas som helst. Ju storre basen ir,
desto fler olika siffersymboler behovs. Tvd 4r den minsta mojliga basen. Posi-
tionssystemet med basen tvi kallas bindra talsystemet. I manga tekniska sam-
manhang ir det bindra systemet att foredra framfér system med andra baser.
De enda siffersymboler som behévs i det bindra systemet ir ettor och nollor.
Internt riknar datorer med binira systemet, beroende pa att ettor och nollor ar
latea att representera i elektrisk eller magnetisk form.

Att skriva ett tal i binira systemet 4r att skriva det som en summa av tva-
potenser. Exempelvis betyder 101101001, tolkat som ett binirt uttryck, talet
12840027 +126 4125402441234 0+224+021 4120
256 + 64 + 32+ 8 +1=361.

Det binira talsystemet dr pd sitc och vis det enklaste. Act vi foredrar det
decimala systemet till vardags dr bl.a. darfor ate det inte kriver lika linga sif-
ferfoljder.

Du kan testa din forstaelse av det binira systemet genom att skriva om det
decimalt skrivna talet 53 248 till binir form. Sidana omskrivningar kommer
inte att krivas av dig, men for fullstindighetens skull ger jag hir en 18sning:

Vi bérjar med att skriva upp alla heltalspotenser av tvd som dr mindre 4n
53 248. Dessa ir:

32768 16384 8192 4096 2048 1024 512 256 128 64 32 16 8 4 2 1

Den forsta siffran (ettan) i den binira framstillningen har dirfor virdet
32 768. Drar vi det frin 53 248 erhills 20 480. Detta ir storre in 16 384 var-
f6r nista binira siffra blir en etta, vilken fir virdet 16 384. Dras det frin 20 480
erhalls 4 096. Det ir mindre dn 8 192, varfdr nista binira siffra blir en nolla.
Sen far vi en etta, vars virde ir 4 096. Resten ir nollor. Vi har alltsi funnirt att
53 248, =1101000000000000,. (Indexsiffrorna 10 och 2 markerar det deci-
mala resp. det binidra systemet.)

De tal, som pé detta sitt betecknas medelst ett positionssystem, kallar vi
de naturliga talen. Vilken bas vi dn viljer, kan vilket naturligt tal som helst
representeras medelst en svit av siffror. Tva olika uppsittningar siffror, ucifran
en och samma bas, representerar alltid tvi olika tal.
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6.2  Matning av fysikaliska storheter

Exempel pa fysikaliska storheter ir lingd, tid, massa, kraft, elekerisk spanning
och stromstyrka, belysningsstyrka och virmemingd. Om nagon frigar dig hur
langt det ar frin Stockholm till Uppsala, svarar du kanske att det dr ca 7 mil.
Da har du angett avstindet medelst enheten mil, varvid mitetalet blev 7. Alla
fysikaliska storheter anges med en enhet och ett mitetal. Att finna mitetalet for
en storhet, utifrin en given enhet, ir att mdza denna storhet.

S& hir kan det ga dll i princip: Forst ser man efter hur manga ginger enhe-
ten gar i den givna storheten? Om storheten ir, it sdga, mer 4n fyra enheter,
men mindre 4n fem, s& ir mitetalet 4 plus mitetalet av den overskjutande de-
len. Denna jaimfors nu med en limplig brikdel av enheten, vanligen en tiondel.
Lat sdga att den rymmer sex tiondels enheter, men inte sju. D3 dr mitetalet 4.6
plus mitetalet av den nu dverskjutande delen. P4 samma sidtt fortsdtter man
med hundradelar, tusendelar osv. av enheten. Hur lingt man gir i uppdelning
av enheten beror pd vilken noggrannhet man dnskar (och kan) uppna.

Proceduren ir i sjilva verket en division. Att storheten = mitetalet ginger
enheten kan uttryckas i formen

mitetalet = storheten
enheten

Lat oss anta att enheten dr 1 zum = 24 mm och att storheten dr 112 mm. Vill
du uttrycka storheten i tum, erhéller du mitetalet genom att dividera 112 mm
med 24 mm, dvs. 112 med 24. Om du stiller upp divisionen pa vanligt sitt, ser
du att forfarandet overensstimmer med det ovan beskrivna.

Vid de mest forfinade fysikaliska mitningar man kan goéra idag, uppnér
man ungefir tiosiffrig noggrannhet. I matematiken finns ingen sidan begrins-
ning. En decimalf6ljd kan vara hur lang som helst, t.o.m. odndlig. Divisionen
122/24 kan du driva hur langt du vill, men hade det rort sig om konkreta
fysikaliska objekt, sa hade du nétt en grins dir du inte kunde avgdra vad nista

decimal skulle bli.

6.3 Proportioner

Med divisionsforfarandet i dtanke ser vi att varje positivt tal utcrycker en pro-
portion, dvs. det anger hur stort nagonting ir i férhéllande till nagot annat.
Den egenskapen hos talen ir viktig, ty en korrekt uppfattning om proportio-
ner behdvs for minga av véra beslut. For att bedéma proportioner forsoker
man konkretisera dem. Ofta handlar det om proportioner mellan noll och
ett eller micdigt storre dn ect. Ett bra sitc konkretisera sidana proportioner ir
att uttrycka dem i procent — %, hundradelar. Etthundra ér ett for minniskan
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nagorlunda fattbart heltal, och en jimfdrelse med hundra ger oss en god fore-
stillning om en proportion.

Av den anledningen bér du kunna rikna om ett givet forhallande till pro-
cent: Du utfér divisionen, multiplicerar kvoten med 100 och avrundar pd
lampligt sdte (t.ex. till nirmaste heltal eller till tva virdesiffror). Nir du far ett
procenttal angivet, bor du kunna forestilla dig vilket forhallande det represen-
terar. Omvint: Om du iaketar v storheter bér du kunna bedoma pa ett un-
gefdr hur ménga procent den ena utgér av den andra. Programmet procent.m
ar till for att 6va upp den férmagan.

Exempel pa proportioner som brukar anges i procent ir andelar och halter
samt gradvisa 6kningar och minskningar som t.ex. index och rintor.

Procentangivelser limpar sig dock inte for férhillanden som ir avsevirt
storre dn ett. For att konkretisera férhillanden som ar dcskilliga tiopotenser
storre 4n ett, ar det inte till stor hjilp atc vare sig ange talet med siffror direke
eller i procent. Ett vanligt sitt att ange sddana forhillanden dr med decibel, dB.
Vi dterkommer till detta i avsnitt 7.10 i samband med logaritmer.

Lutning: En backes lutning (stigning) ir ett exempel pa proportioner. Med
lutningen menas férhallandet (kvoten) mellan den vertikala och den horison-
tella projektionen av backen. De tre strickorna — backen och de tvéd projektio-
nerna — utgdr en ritvinklig triangel.

Bokstiverna @, b och ¢ betecknar lingderna av den vertikala och horison-
tella projektionen (kateterna i den ritvinkliga triangeln) och backen sjilv (hy-
potenusan). Backens lutning dr #/6. Om tex. 2 = 76 m och b = 143 m ir
lutningen = 76/143 = 0.51 = 51 %.

Ocksa vinkeln v kan anvindas f6r att ange lutningen. Frin gymnasiet {6r-
utsdtts du kdnna till ndgra vinkelmatt. Du bér veta att ett varv = 360° (°= deg =
grader), en rit vinkel = 90°, att vardera av de tvd 6vriga vinklarna i en ritvinklig
triangel r mindre dn 90° och att summan av vinklarna i en godtycklig triangel
alltid 4r 180°. Programmet lutning.m ir till f6r att 6va upp kinslan for vinklar
och lutningar.

Hur minga grader bedémer
du ace vinkeln » i figur 6.1 4r? Om
triangeln dr skalenligt ritad, samt
c a =76m och b = 143 m, si ir
v ~ 28°. Vinkeln kan alltsa riknas
ut om /b ir kind. Omvint be-
stims a/b entydigt av v, dvs. for
b ett givet virde pd v har @/b samma

. o ) virde oberoende av triangelns stor-
Figur 6.1. Ratvinklig triangel. Hypotenusans langd

ar ¢, kateternas a och b. (Kalla: FHS) lek. Kvoten /b kallas tangens for vy
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vilket kortare skrivs a/b = tan v. Backens lutning ér alltsd tangens for vinkeln.
(Mer om tangens finns i avsnitt 6.11.)

6.4  Reella tal, tallinjen och koordinatsystem

Utifrdn divisionsforfarandet 4r det ldte ate se att talen kan representeras med
punkter pa en linje, sd snart en nollpunkt och en enhetsstricka ar bestimd. P4
linjen nedan ir punkterna 0,1 och —1 markerade.

>
I I I v

X

-1 0 1

For 6vriga punkter pa linjen bestims resp. tal medelst division av strickor.
Varje punke pa denna linje, som vi nu kallar m//injen, svarar mot ett och endast ett
tal. Varje sddant tal skrivs med ett dndligt eller odndligt antal decimaler. Dessa tal
kallar vi de ree/la talen. Varje reellt tal, skilt fran noll, 4r antingen positivt eller ne-
gativt. Nollpunkten p4 tallinjen benidmns origo. Pilspetsen markerar at vilket hall
talen vixer, i detta fall 4t hoger vilket ar det vanligaste da tallinjen ritas vagritt.

Vid pilspetsen har hir angetts bokstaven x. Det dr vanligt att pd det sittet
ange en benimning pa den storhet som representeras pa en given tallinje. Man
tinker sig att mitetalet f6r denna storhet varierar fran dd dll td, eller atc vi
kan foreskriva olika virden pa detsamma. En sddan variabel storhet kallas ritt
och slitt en variabel. Ar det en fysikalisk storhet anger man ocksi girna den
anvinda enheten inom klammer, [ ], vid pilspetsen.

Vill man grafiskt visa sambandet mellan tva variabler, ritar man ut tva tal-
linjer, en végrit kallad den vagrita axeln, och en lodrit kallad den lodrita axeln.
Axlarna benimns dven efter de variabler de representerar. Variabelbeteckning-
arna kan man vilja som man vill. Det 4r dock vanligast att variabler betecknas
med bokstiver i slutet av alfabetet (x,y,2,¢,%,v,...) och konstanter med bok-
stiver i borjan av alfabetet (2,6,¢,d,...). I figur 6.2 pd nista sida har vi valt de
allra vanligaste variabelbeteckningarna, x och y, varvid x-axeln ir den vagrita
och y-axeln den lodrita.

Det vi erhéllit pé detta sicc kallas or ett koordinatsystem. Med dess hjilp
kan vi ange punkter i planet med hjilp av zalpar. Talen i ett sadant par kallas
punktens koordinater. Forsta koordinaten betyder x-virdet, andra koordinaten
y-virdet. I figur 6.2 har vi medelst kryss markerat tvd punkter och angivit de-
ras koordinater. Punkten (2,3) skall befinna sig mitt ovanfor 2 pa x-axeln och
i jimnhojd med 3 pd y-axeln. Kontrollera att det stimmer (inom ramen for
figurens noggrannhet). Kontrollera dven punkten (-3,-3).

Mycket ofta ritar man axlarna s3 atc de skir varandra origo, punkten (0,0).
Figur 6.2 ir ritad medelst Matlab, som, oavsett hur skalorna ir valda, ligger
den vigrita axeln i figurens underkant och den lodrita lingst till vinster.
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5L 1 1 1 1 L »
X

-6 -4 -2 0 2 4

Figur 6.2. Punkter och relationer representerade i koordinatsystem. (Kélla: FHS)

Nir axlarna skir varandra i origo avskiljer de fyra delar i planet som benimns
kvadranter. 1 forsta kvadranten dr x > 0 och y > 0. Andra, tredje och fjirde kva-
dranten genomldper vi om vi fran forsta kvadranten gar motsols kring origo.

6.5 Relationer och funktioner

Sé snart du har forstitt idén med koordinatsystem kan du inse att varje punke-
mingd i ett plan, dir det finns ett koordinatsystem, representerar en relation
mellan axlarnas variabler. I figur 6.2 finns tre sidana relationer utritade: kur-
vorna som markerats med A, B, och C. Titta forst pa kurvan A. Vilj ett x-virde
som finns med i A. Du ser att det bara finns en punke i A som har det x-virdet.
Dirmed finns det bara ett enda y-virde som hor till det x-virdet. Nir y pa det
sittet bestims entydigt av x sdgs y vara en funktion av x. Man siger ocksa att A
utgdr en funktion fran x dll y.

Titta sedan pa kurvan B. Till varje x, utom det i vinstra andpunkten, svarar
tva olika y-virden, varfor B inte r en funktion fran x till y. Diremot 4r B en
funkdion fran y dll x. Kurvan C slutligen, ir varken en funktion frin x dll y
eller frin y dll x.

Antag att fr en funktion fran x till y. De x-virden som finns med i futgér
dess s.k. definitionsmingd (iven domiin, eng. domain) och betecknas D fe Mot-
svarande mingd av y-virden kallas funktionens virdemdngd och betecknas ofta

Vr
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Att fdr en funktion frin x till y brukar skrivas y = f(x) (uttal: y 4r lika med
fav x). Viljer man ett visst virde x = x;, sd betyder f(x;) det till x; horande y-
virdet. Den variabel, vars virden sitts in i parentesen, i detta fall x, kallas den
oberoende variabeln, medan den variabel som genoml6per funktionens virde-
mingd, i detta fall y, kallas den beroende variabeln. Mingden av alla par (x,y),
siadana att y = f(x) kallas grafen till funktionen 7 Om kurvan A i figur 6.2 ar
grafen till £ sd dr exempelvis f(4) = -3 och f(3) = f(5) = —1.

Det tar kan ta ndgon tid att smilta begreppet funktion och alla hithérande
begrepp och termer. Men varfér dr funktionsbegreppet sa viktigt? Kanske dar-
for att det handlar om att fi ett entydigt, ett bestimt, svar pé en friga. Vad ir
9, dd x = x;? Aifigur 6.2 ger alltid ett entydigt svar, men inte B eller C. Vi vill
ofta ha ett enda svar pa en stilld fraga. Lat y vara en storhet som vi vill mita,
men inte kan mira direkt. Ddremot kinner vi funktionssambandet y = f(x) och
vi kan mita x. Darmed fir vi ett mact ocksé pé y. Sidana forfaranden ar utom-
ordentligt vanliga. Med en termometer fir vi temperaturen genom att avlisa
héjden pa en kvicksilverpelare. Stromstyrka kan vi mita via dess magnetiska
verkningar osv.

Funktioner anvinds i de flesta matematiska modeller av verkligheten. I av-
snitt 5.3 ger vi nigra sidana exempel. En lang rad andra exempel ges i olika
delar av boken.

Nir vi anvinder en funktion kan vi vara intresserade av enskilda funktions-
virden. Men ofta ir vi mer intresserade av funktionen som helhet: ir funktionen
vixande eller avtagande?, har den ndgot maximum?, var vixer den snabbast?,
hur 4r dess forlopp for stora x? osv. Sidana kvalitativa egenskaper framtrader
tydligast vid grafisk framstillning som t.ex. kurvor i koordinatsystem.

En kurva pa ett papper ger ocksd enskilda funktionsvirden, men inte sir-
skile noggrant. Krivs stdrre noggrannhet kan man presentera funktionen i ta-
bellform. Fére datorernas tid var bocker med tabeller dver olika funktioner
viktiga hjilpmedel. Idag lagras tabeller med fordel i datorer. Manga funktioners
virden, som forr slogs upp i tabeller, gar dock sa snabbt att rikna ut medelst
datorer att de inte behéver tabelleras.

Studiet av en bit verklighet kan ga dill sd att vi utfor en serie mitningar,
som resulterar i en tabell dver en viss funktion. Vi kan t.ex. tinka oss Boyles
situation, d4 han studerade sambandet mellan trycket och volymen hos en gas.
Antag att han fick fram mitvirden som i figur 6.3, dir den végrita axeln repre-
senterar volymen (V) och den lodrita trycket (p) i limpligt valda enheter. Det
forsta diagrammet visar bara mitvirden. De ovriga tre visar forsok att anpassa
data till formler av typen p = #/V med olika virden pa 4, som satts ut i diagram-
men. Som synes ger inget k-virde en kurva som anpassar sig vil till samtliga
punketer. I en sidan situation fir man vilja mellan en enkel modell, med mattligt
god anpassning, och en mer komplicerad modell med bittre anpassning.
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0 5 10 0 5 10

Figur 6.3. Nagra forsok att anpassa formler av typen p = k / vtill sambandet mellan trycket och volymen
hos en gas. (Kélla: FHS)

6.6 Rationella funktioner

Vara vanliga fyra riknesitt ricker ofta for att generera formler som ger goda
modeller av verkligheten. Om vi forst utesluter division, kan vi med de éter-
stdende tre riknesitten fa fram formler for funktioner av x, som utdver x
bara innehéller konstanter. Om vi utgar frin talet 1 och multiplicerar med
x ett antal ginger, fir vi potenser av x didr exponenterna ir naturliga tal:
1 x x2 x3 x4 x5 x0 ... (Observera att 0 ir ett naturligt tal och att x0 = 1 for
alla x = 0.) Tar vi ett dndligt antal sddana potenser och multiplicerar med kon-
stanter, betecknade t.ex. @, a,4,,43, ..., samt ligger ihop dessa produkter, si
far vi ett uteryck av typen

p(x) =ay+ ayx+ ayx? + .+ a,x” (1)

Ett sidant uttryck kallas for ett polynom i x. En funktion p, vars virden
beriknas medelst ett polynom p(x) kallas for en polynomfunktion. Om a, = 0
sdgs 7 vara polynomets grad.

Mer allmint betyder "polynom” uttryck med flera termer — "binom” ut-
tryck med tvd termer. Siger man “polynom i x”, menar man att termerna dr av
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typen a;x? dir i = 0,1,2,..., dvs. naturliga tal. Konstanterna i (1) kallas polyno-
mets koefficienter.

Uttryck i x, som erhills medelst konstanter samt addition och multiplika-
tion (och subtraktion om man sé vill) kan forstas se ut pd manga andra sitt an
(1), men alla sidana uttryck kan omformas till ett uttryck av typen (1). Manga
ganger kan man dock f6redra att dela upp (1) i faktorer. Den mest fullstindiga
faktoruppdelning av (1), som kan dstadkommas, ar di alla fakcorer 4r av forsta
graden. S3 uppdelad kan (1) skrivas

p) =a,x—a)(x—0y) ... (x—a,) 2)

dir ay,0,...,a, dr polynomets nollstillen, dvs. de virden pa x for vilka
2x) =0.

Exempel: Skriv i formen (1) polynomet p(x) = x(x — 1)(x + 1) + (x — 1)
(x—2) + x(x— 2). Rikna sedan ut p(3).

Lésning: Multiplicera ihop parenteserna: p(x) = x3 — x + x2 — 3x + 2 + x2
— 2x. Samla direfter alla termer med samma gradtal, s& erhalls p(x) = x3 + 2x2
—6x + 2.

Hur man riknar ut p (x) for givet virde pd x beror pd vad man har for rik-
nchjilpmedel. Anvinder man datorns kalkylator, dr det limpligt ace forst skriva
om p(x) sd hir: p(x) = x(x(x + 2) — 6) + 2.

Direfter ligger vi in 3 i kalkylatorns minne med sekvensen 3 M+. D4 finns
3 i minnet. (Kontrollera genom att férst nollstdlla med C, direfter gora MR.)
Nu erhills p(3) medelst sekvensen MR + 2 = x MR- 6= x MR + 2 =. Ritt
svar dr 29.

Polynomfunktionerna utgdr en sa rik funktionsklass att vilken som helst
kontinuerlig funktion med varje 6nskad noggrannhet kan approximeras med
en polynomfunktion. (Att funktionen fir kontinuerlig betyder att en mycket
liten dndring av x alltid resulterar i en mycket liten dndring av f(x).) Detta
innebir dock inte att ett polynom alltid dr en limplig representationsform. Det
kan krivas mycket hogt gradtal for 6nskad noggrannhet.

En rikare klass av funktioner far vi om vi dessutom anvinder division. Ett
sd erhallet uttryck i x sigs vara rationellt och kan alltid omformas dill en kvot
mellan tvi polynom:

2 m
_Gtaxtax +..+a,x
2 n
by +bx+b,x" +..+bx

r(x)

3)

Vi ser omedelbart att polynomfunktionerna hér till de rationella funktio-
nerna, eftersom nimnaren i (3) kan vara av grad noll, dvs. konstant.

Bland de funktioner som kan studeras medelst programmet funk.m finns
vissa polynomfunktioner med givna nollstillen och vissa rationella funktioner.
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6.7  Rata linjer och riktningskoefficient

Grafen till ett forstagradspolynom ar alltid en rit linje. Omvint 4r varje rit lin-
je, som inte ir parallell med y-axeln, graf till nigot forstagradspolynom. Detta
ar ldte act visa med hjéilp av basal kunskap om likformiga trianglar. Som exem-
pel tar vi den rita linje som gir genom punkterna (2,3) och (6.5). Lit (x,) vara
en godtycklig punke pa denna linje. Situationen visas i figur 6.4.

Figuren innehéller tvéd ritvinkliga trianglar. Den som innehdller punkten
(6,5) har basen 6 — 2 = 4 och hojden 5 — 3 = 2. Hirur far vi att linjens lutning
=2 /4 =1 (lis om lutning i avsnitt 6.3). Triangeln med punkten (x,y) har
basen x — 2 och héjden y — 3, vilket ger att linjens lutning = (y — 3) (x — 2). Sit-
ter vi dessa uttryck for linjens lutning lika och multiplicerar bada leden med
x — 2, erhiller vi

y=3=%3 x-2) (4)

Denna ekvation ir satisfierad for alla punkter pa den angivna rita linjen,

men inte for ndgon annan punke. Dirfér siger man att (4) ar ekvationen f6r

denna linje. Loser man ut y ur (4) och forenklar, fair man y = £ x + 2.

Figur 6.4. Rita linjen genom punkterna (2,3) och (6,5). (Kélla: FHS)
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P4 motsvarande sitt kan man for vilken rit linje som helst, som inte ir pa-
rallell med y-axeln, finna konstanter 4 och /sidana att ekvationen

y=tx+ ! (5)

satisfieras av punkterna pa den linjen och inte av ndgra andra punkter. Talet 4
ir lika med linjens lutning. Eftersom 4 4r en koefficient i hogerledet i (5) kall-
las & ocksa {or linjens riktningskoefficient. Dess tecken bestimmer 4t vilket hall
linjen lucar.

Riktningskoefficienten ger besked om hur y férindras da x forindras. Da
k> 0 ir funktionen (5) vixande, dvs. y vixer d x vixer. D4 £ < 0 ir funktionen
avtagande.

6.8 Derivata

En rit linje lutar lika mycket 6verallt. For andra funktioner kan man anvinda
rita linjer som jimforelseobjekt. Lit f'vara en funktion, lat x och & vara tvi
godtyckliga, men olika, punkter pa den vigrita axeln samt antag att y = f{(x)
och n = f(&). (De grekiska bokstiverna & och 1 uttalas xi resp. eta). I figur 6.5

10

0 2 4 6 8 10

Figur 6.5. En funktionskurva med inritad sekant. (Kélla: FHS)
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har vi ritat ut punkeerna (x,y) och (§,n) samt funktionskurvans sekant (skir-
ningslinje) genom dessa tvd punkter. Dess riktningskoeflicient (N —y) / (& — x)
dr ett matt pa medellutningen hos kurvan mellan de tva punkterna.

Nu later vi punkten (&,m) rora sig mot (x,y). Punkterna fir inte samman-
falla, ty dé blir linjen obestimd, men de fir komma hur nira varandra som
helst. Om sekanten har ett grinslige, da (£,1) kommer godtyckligt nira (x,),
sdgs den linjen vara kurvans zmngent i punkeen (x,y). Kor programmet deriv.m
om du vill se en illustration av denna grinsprocess.

Om grafen dll fhar tangent i en viss punke, sigs f vara deriverbar i den
punkten. Tangentens rikeningskoefficient 4r ett métt pd funktionskurvans lut-
ning i punkten x och kallas derivatan av fi denna punkt. Om du med 6gon-
matt kan skatta lutningen av en rit linje, si kan du i princip skatta en funktions
derivata i en punkt. Programmet deriv.m innehaller en évning pé det.

Det finns méinga olika beteckningssitc f6r en och samma derivata. Om
y = f(x) sd kan vi beteckna derivatan av /i punkten x pa bl.a. fljande olika sitt:

y' (uttal: y-prim) £’ (x), Df (x) och

dy
dx
Den sistnimnda beteckningen ser ut som en kvot och kan uppfattas si.
Nimnaren ir en differens i x, tiljaren motsvarande differens i y lings tangen-
ten till kurvan. Differenserna lings tangenten kallas differentialer. Da y = f(x)
ar allesa dy = f (x)dx, som illustreras av figur 6.6.
Manga ganger ir det limpligt att framstilla en kurva i parameterform. Savil
x som y uppfattas di som funktioner av en tredje variabel, den s.k. parametern.
Lat oss kalla den # Vill man inte infora nigra nya funktionsbeteckningar, kan
man skriva x = x(#), y = y(#). Att ha samma beteckningar pa funktionerna som
pa variablerna kan verka oegentligt men brukar inte valla nigra missforstind.

Yy =fx)

/ tangent

dyl=1"(x)dx

v

dx X

Figur 6.6. Differentialen av en funktion ar differensen langs tangenten till dess graf. (Kélla: FHS)

62



Nagra matematiska verktyg

Nir dessa funktioner deriveras, bor man ha nya beteckningar for att undvika
forvixling. Man brukar anvinda prickar i stillet f6r prim-tecken. Med de be-
teckningarna far vi
.. de . . dy
=x()==,y=y() ==
=) =—n =30 =
For tydlighetens skull siger man ocksa att y" 4r derivatan av y med avseende

pd x, medan y ir derivatan av y med avseende pé # Differentialerna dx, dy och
dt kan man rikna med som med tal. Genom att f6rlinga

dy
dx
med 4t far vi
b b d_dy e g
dx dt dx dt dt X

f "(x) bestims entydigt av x och ir alltsd en funktion av x. Om du tittar pd
grafen till en funktion £, s kanske du kan forestilla dig ungefir hur grafen till
/" ser ut. En Gvning pa det ges ocksi av programmet deriv.m. Nir du kor den
delen av programmet, slumpar det ut en funktion som du ska forsoka forestilla
dig derivatan dill. Sen far du se grafen till derivatan osv.

I den matematiska analysen ir derivatan ett oumbirligt hjilpmedel for att
undersoka en funktion. Derivatan ger besked om var funktionen vixer resp.
avtar och var ev. maximi- och minimipunkter finns. Genom att studera deri-
vatans derivata etc. (derivator av hdgre ordning) kan man hirleda metoder att
berikna funktioners virden med den noggrannhet man onskar.

I fysiken har derivatan otaliga anvindningar. Viktiga tillimpningar ir nir
man studerar tidsférlopp. Nir négot forindras med tiden ér derivatan ett matt
pa hur snabbt férindringen sker. Deriverar man en tidsberoende stricka med
avseende pd tiden erhaller man Aastigheten. Derivatan av hastighet ar accelera-
tion. Tillf6rs energi till et system, och man deriverar den tillforda energiming-
den med avseende pd tiden, erhiller man ¢ffekzen.

Du behéver inte nédvindigtvis lira dig att utfora derivationer, men for att
forsta fysik maste du forstd derivatans innebérd.

6.9 Potensfunktioner

Funktioner av typen f(x) = x4 kallas potensfunktioner. Om a ir ett positivt
heltal 4r potensen x# definierad genom produkten x ¢ x « ... * x dir antalet
faktorer = 4. Detta gar bra for varje reellt x. Ar 2 = — n dir » ir ett positive
heltal, definierar vi x# = 1/x” for alla tal x = 0. For ovriga 4 later vi defini-
tionen av x4 vigledas av sambanden x”*” = x” « x" och (x”)" = x"", som
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Figur 6.7. Nio kurvor for olika varden pé a i funktionen x@. (Kalla: FHS)

kan utstrickas dll ace gilla for alla 7 och 7, inte bara heltal. Exempelvis giller
(x0-5)2 = x2+0.5 = x. Detta forutsitter att x = 0. For x = 0 dr x0-5 = 0. For
positiva x definierar vi x0-5 som det positiva tal vars kvadrat = x. Det betyder att
x05=x .

I stdllet for att hir systematiske gd igenom vad x4 ar f6r sorts funktioner for
olika a-virden later vi figur 6.7 illustrera nio exempel.

6.10 Exponential- och logaritmfunktioner

Vi haller nu basen f6r en potens konstant och liter exponenten variera. Da fir
vi en s.k. exponentialfunktion: f(x) = a*. Om a > 0, vilket vi i fortsittningen
antar, si bestdr D rav alla reella tal och Viyav alla positiva tal. Om 2 > 1 4r f
vixande. Om « < 1 ir favtagande.

Med hjilp av datorns kalkylator kan du rikna ut 2% f6r valda virden pd
a och x. For att f3 t.ex. 81/2 knappar du in sekvensen 8 xy .5 =. Svaret ir ca
2.828. (Somliga kalkylatorer anvinder decimalkomma i stillet for punkt.)

Exponentialfunktioner upptrider ofta i matematiska modeller varfor
du bor kinna dll deras forlopp. Figur 6.8 visar fyra avsnitt av funktionen
f(x) = 10%, didr x varierar Sver intervall av olika lingd.
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Figur 6.8. Fyra avsnitt av funktionen f(x) = 10X, dar x varierar 6ver intervall av olika langd.
(Kalla: FHS)

Som synes dr det inte stor idé act hir vélja intervall pd x-axeln, som 4r be-
tydligt lingre 4n ca en enhet, ty nir y-virdena spanner dver minga tiopotenser
kan man 4nda bara 6verblicka en liten del av dem. Hur ska man da bira sig dt
nir man vill jimfora storheter som skiljer sig t flera tiopotenser eller gora sig
en forestillning om mycket stora eller sma storheter?

Foljande exempel dr himrat frin "Knepiga klubben”: Tdnk dig att en av
dina forfader vid tiden for Kristi fodelse hade satt in en krona pé en bank som
gav fem procents rinta (sammansatt rinta med arlig kapitalisering) och att du
var arvtagare till det férrintade kapitalet. Hur mycket skulle du i s fall dga
idag, om vi gjorde (det orimliga) antagandet att nagon inflation inte forekom?
Om vi avrundar tiden till 2 000 ar blir svaret 1.052000 7. Uttryckt som tiopo-
tens blir det ca 1043 kr. Hur mycket pengar ir det? Skulle du kunna képa upp
alle guld pa jorden for det beloppet? Ja, minga ginger om. Skulle du kunna
kopa ett hele jordklot fulle av guld? Ja, minga ginger om. Du skulle kunna
kopa ca 1012 (en biljon = en miljon miljoner) guldklot av jordens storlek

Exemplet illustrerar hur snabbt exponentialfunktioner vixer, dven om ba-
sen bara ir nigot stdrre dn 1. Vidare ger det en antydan om att tiopotenser kan
vara ett bra hjdlpmedel f6r att uttrycka mycket stora tal (och mycket sma, dvs.
ndra 0). Du bor dirfor gora dig fortrogen med anvindningen av tiopotenser.
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Det dr exponenten i tiopotensen som anger talets storlek. Dirfor kan man
arbeta med exponenterna sjilva utan att skriva ut basen varje gang. Lat 7 vara
ett godreyckligt positivt tal. Lat x vara den exponent, som 10 ska upphdjas till
for ate resultatet ska bli 7. Denna exponent kallas logaritmen for T och skrivs
log7. Om 7'= 10* 4r alltsd x = log 7.

Logaritmer kan bildas med andra baser 4n 10, varfér man for tydlighetens
skull ofta siger "tiologaritmen” nir basen r 10. I férkortad form hakar man di
pa tian pa “log” s att det blir 1%log, log, e.d.

I tillimpningar ddr man systematiskt arbetar med tiopotenser uttrycker
man sig girna i logaritmisk form. Hir kommer tvd exempel pa det.

Ljud- och ljus som vi kan uppfatta spanner over styrkeintervall pé atskilliga
tiopotenser. Lat /; vara intensiteten pa nitt och jimnt hérbart ljud. Ett mate
pa styrkan hos ett ljud med intensiteten / kan di vara /1. Denna kvot varierar
i normala fall mellan 1 och kanske 1010 eller mer. Som métt pé [judnivin kan
man anvinda log(//1;). Man brukar dock anvinda decibeltalet, dB, definierat
som 10 « log(Z/1;). Om ljudnivan ir 1004B, sa ir 1/, = 10100/10 = 1010, vilket
betyder att intensiteten 4r tio miljarder ginger sé stark som grinsen for horbar-
het. Den nivan ligger i nirheten av smirtgrinsen.

I kemin uttrycks jonkoncentrationer ofta i logaritmisk form, beroende pa
att de normala variationerna stricker sig over flera tiopotenser. Man definierar
pH = —log[H*], ddr [H*] ir vitejonkoncentrationen (i mol/liter). For en neu-
tral vattenldsning dr pH = 7. D3 pH = 1 ir 16sningen starke sur, da pH = 13
starkt alkalisk.

For att uttrycka en exponentialfunktion kan vilken bas som helst anvindas.
Oftast foredrar man att anvinda basen e = 2.718. (Exake definieras ¢ som grins-
virdet for (1+1)" da 7 gar mot oindligheten.) Det som gor talet e intressant
i sammanhanget r att funktionen f(x) = e¥ ir sin egen derivata, dvs. om y = ¢*
sidr y’ = ¢*. En alternativ (och vanlig) beteckning pa e* ir exp(x).

Om 4 ir ett godtyckligt positivt tal, si finns ett tal 4 sidant att 2 = k.
Det betyder att 4 ir logaritmen for 2 med ¢ som bas, dvs. ‘loga. En vanlig
beteckning ir Ina. (Manga forfattare skriver dock log i betydelsen log.) Med
k=1na giller a* = (ek)* = ekx,

Derivatan av e** ir ke**, Derivatans virde ir alltsd proportionellt mot
funktionens virde. Detta ir orsaken till att manga i verkligheten férekomman-
de processer dr ungefirligen exponentiella. Sa fort nagot tillvixer, eller avtar, i
en takt som dr proportionell mot mingden, si blir mingden en exponentiell
funktion av tiden. Detta kan tillimpas pé radioaktivt sonderfall, bakterie- och
befolkningstillvixt, urladdning av kondensatorer m.m.
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6.11 Trigonometiska funktioner

Titea tillbaks pé figur 6.1. Om tva av lingderna i figuren ir kinda kan den
tredje riknas ut medelst Pythagoras sats, som utsiger att 22 + 62 = ¢2. Dirav
foljer att om kvoten mellan tva av dessa lingder ir kiind, kan de dvriga sex kvo-
terna riknas ut. Varje sidan kvot bestims entydigt av v, dvs. den ir en funktion
av v. I avsnitt 6.3 motte vi tangensfunktionen. Hir f6ljer benimningarna pé
samtliga de sex funktionerna:

alc kallas sinus for v och betecknas sin v
blc kallas cosinus for v och betecknas cos v
alb kallas tangens for v och betecknas tan v
bla kallas cotangens for v och betecknas cot v
clb kallas sekanten for v och betecknas sc v

cla kallas coseckanten  for v och betecknas csc v

Alla dessa funktioner kallas rigonometriska (trigon = trehorning). De tvé
sista forekommer i anglosaxisk litteratur, men just inte i svensk. De tre forsta ir
viktigast att vara fortrogen med.

Vissa egenskaper hos dessa funktioner kan vi se direke ur figur 6.1. Efter-
som 0 <@ <cir0<sinv< 1. I dessa olikheter kan likhet gilla, ty vi godrar
extremfallet » = 0, d4 2 = 0 och det motsatta extremfallet v = 90°, dd 2 = ¢. |
extremfallen ir triangeln “urartad”, men innebérden ir litt att se. Dé v vixer
fran 0 till 90° vixer sin v fran O till 1. P4 samma sitt ser vi att cos v avtar fran 1
till 0 d v vixer frin 0 till 90°.

Tva vinklar, vars summa ar 90° kallas komplementvinklar. Av figur 6.1 och
definitionerna pé sin och cos framgér att cosinus for en vinkel ir komplement-
vinkelns sinus, dvs. cos v = sin(90° — v). Av definitionerna f6ljer vidare att
tan v = sin v / cos v. Tangensfunktionen ér vixande och tan 0 = 0. For v = 90°
existerar inte tan v, men vi ser att tan v vixer over alla grinser da » narmar sig
90°.

Foljande tabell exemplifierar nirmevirden pa sin, cos och tan.

v [deg] 0 10 20 30 40 45 50 60 70 80 90

sin v O| 17| 34| 50| 64| 71 J7 | 87| 94| 98 1
cos v 1 98 | 94| 87| 77| 71 64 | 50| 34| .17 0
tan v 0| 18| 36| 58| .84 1119|173 | 275|567 -
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0.8 sin 0.8 cos
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Figur 6.9. Grafer for sin, cos och tan. (Kélla: FHS)

Figur 6.9 visar de tre funktionernas grafer. Eftersom tan v vixer 6ver alla
grinser dd v nirmar sig 90° méste grafen for tan huggas av en bit fran 90°. Hir
har grafen av det skilet presenterats i tvé bilder. Skalorna i vertikal led 4r valda
av Matlabsystemet. Medelst programmet funk.m kan du variera det intervall
ddr grafen for tan visas och studera effekten av act lica intervallets hogra dnd-
punkt nirma sig 90°.

6.12 Enhetscirkeln, utvidgning av sinus och cosinus, radianer

Definitionen utifrin rdtvinkliga trianglar, som i figur 6.1, forutsiceer att
0 < v <90°. Men sinus- och cosinusfunktionernas definitioner kan utvidgas till
godtyckliga vinklar. For det syftet placerar vi triangeln i ett rdtvinkligt koor-
dinatsystem med vinkelspetsen i origo och den vagrita kateten lings positiva
x-axeln. Vilj i fortsdttningen ¢ = 1. Nir v varierar kommer hypotenusans andra
indpunke (x,y) att rora sig lings en cirkel med medelpunke i origo och radien
1, den s.k. enhetscirkeln. S& linge 0 < v < 90° befinner vi oss i forsta kvadran-
ten. Liter vi v vixa, passerar vi i tur och ordning 2:a, 3:e och 4:e kvadranten
for att sen bérja om i 1:a kvadranten. Pa det sittet kan vi fortsitta varv efter
varv. Startar vi vid x-axeln med » = 0 och later punkten (x,y) rora sig medsols,
uppfattar vi » som negativ. Tecknen pd x och y i de fyra kvadranterna framgar
av figur 6.10.
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Figur 6.10. Enhetscirkeln och kvadranterna. (Kélla: FHS)

Vi definierar nu utifrdn dessa forutsittningar
sin v =y, cosv=x (6)

Du kan se att de definitionerna, si linge vi ligger i 1:a kvadranten, stimmer
med de foregdende definitionerna. Nu ir sin och cos definierade for alla reella
vinklar. P4 enhetscirkeln giller enligt Pythagoras sats x2 + y2 = 1, varfor

sin2 v+ cos2 v=1 7)

Denna relation kallas ”trigonometriska ettan”. (sin? » ir ett kortare skrivsitt

for (sin v)2 0.5.v.)
Hir foljer négra andra relationer som direkt kan utlisas ur definitionerna.

sin(v + 360°) = sin v, cos(v + 360°) = cos v (8)

utsdger att funktionerna ir periodiska med perioden 360°. Det betyder att
funktionerna upprepar sina forlopp varv efter varv.
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En funktion fdir f(—x) = f(x) for alla x sigs vara jamn. Ar f(—x) = — f(x)
for alla x sdgs f'vara udda. Cosinus ir en jamn funktion medan sinus ir udda,
allesd

cos(—v) = cos v, sin(—v) = —sin v )

Att cosinus ir komplementvinkelns sinus har vi redan sett. Detta giller
ocksa for de nu utvidgade funktionerna. Kombineras det med att cosinus ar
jimn, erhaller vi

sin(v + 90°) = cos v (10)

Den relationen utsiger att de tvd funktionerna ir lika sd nir som pé att
cosinus dr vad man siger fasforskjuten 90° i forhillande dll sinus.

Nir vi ska studera derivation av sin och cos 4r en grad inte nigon limplig
vinkelenhet. Vi behdver en enhet som star i en enkel relation till sinusfunktio-
nen. Vinkelbenen skiir av en bage av enhetscirkeln vars lingd ir proportionell
mot v. Vi liter denna lingd vara mattet pd v. Den s erhillna vinkelenhetn
kallas 1 radian (rad). Enhetscirkelns hela omkrets dr 2m. Alltsa 4r 2n radianer
= 360°, varav

1rad = 180

~ 57.3 deg (11)

Nir vinklar mits i rad brukar rad inte skrivas ut, ty en vinkelenhet 4r di-
mensionslos, och rad dr underférstdidd om ingen annan enhet sitts ut.

Ar man van vid att tinka i grader, krivs det en mental omstillning att gi
over till radianer. I figur 6.11 har vinklarna i radianer satts ut for ndgra vanligt
forekommande riktningar. Siffrorna inom parentes ir resp. vinkels matt i deg
(som inte heller skrivits ut i denna figur).

Figur 6.12. visar situationen for en liten positiv vinkel ». Bagens lingd ir
markerad med », och den lodrita strickans lingd 4r sin ». Ju mindre v 4r, desto
mer lika blir som synes v och sin ». Man kan visa med stringa matematiska

sin v
metoder att =

gar mot 1 da » gar mot 0.
Inneborden i det 4r att derivatan av sin v ir lika med 1 d4 » = 0. En fortsatt
undersokning av sinus- och cosinusfunktionen leder till relationerna

D sin v = cos v och D cos v = —sin v (12)
I filt kan radianens egenskap av bagmatt utnyttjas praktiskt genom att in-

strument graderas i nagot som liknar milliradianer. En stricka av 1 m, som
iakttas pd ett avstdnd av 1 Am, upptar en vinkel pd ca en milliradian. Antalet
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| Matlab skriver man normalt "pi" i stéllet for "". Vinklarna som ar
uttryckta i pi ar matta i radianer, vinklarna inom parentes i grader.

pi/3 (60)
pi/2 (90)
3pil4 (135 pi/4 (45)
pi/6 (30)
pi (180) 0
5pil4 (225 -pil4
alt. 7pi/4
-pif2
alt. 3pi/2

Varje riktning svarar mot oandligt manga alternativa vinklar.
Man kan lagga till eller dra ifran ett godtyckligt antal varv.

Figur 6.11. Vinklar i radianer (resp. grader) for nagra vanligt forekommande riktningar.
(Kélla: FHS)

sinv \

Figur 6.12. En liten positiv vinkel och dess sinus. (Kalla: FHS)

milliradianer pa ett varv ar 6 283.2. Man maste dirfor avrunda till ett heltal.
Avrundar man till nirmaste hundratal fir man enheten 1 streck = 1/6 300 varv.
En nagot simre approxation dr 1 mils = 1/6 400 varv, som har den férdelen att
en kvadrant bestir av ett helt hundratal mils, 1 600. Men den simre approxi-
mationen kan i praktiken vara en nackdel vid skjutning med hog precision,
sarskilt inom luftvirnet.
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6.13 Sinus som representation av svangningar

Om vinklarna representeras lings den vagrita axeln, samt sinus- och cosinus-
funktionernas virden lings den lodrita, kommer dessa funktioner att represen-
teras av kurvor som i figur 6.13.

Med vinklarna i radianer har sin och cos perioden 27 vilket syns pa att deras
forlopp upprepar sig med ett mellanrum av ca 6.28 enheter.

Det forsta diagrammet visar y = sin x (ddr den végrita axeln ir x-axeln och
den lodrita y-axeln). Det andra diagrammet visar y = cos x. Tittar man nirmare
pa kurvorna ser man att varje punkt pa cosinuskurvan ligger ca 1.6 enheter
fore motsv. punkt pa sinuskurvan (/2 ~ 1.57). Det tredje diagrammet visar
kurvan y = sin(x + © / 4). Kolla att den ligger ca 0.8 enheter fére sinuskurvan
— i x-led mitt emellan sinus- och cosinuskurvan.

Funktionen y = sin(x + @) ir fasforskjuten vinkeln ¢ (phi) i forhallande till
funktionen y = sin(x). Vinkeln ¢ kallas fasvinkeln.

Sinus och cosinus upptrider vanligen som tidsfunktioner. Vinkeln » ir
di proportionell mot tiden. En vanlig beteckning 4r v = oz (Den grekiska
bokstaven ® uttalas omega.) Ett fysikaliske forlopp, som kan beskrivas med
funktionen y = sin(w# + @), ddr y 4r en fysikalisk storhet — en variabel stricka,
spanning, stromstyrka, filtstyrka etc. — dr en sinusformad svingning. Dess

1L
o/\/\/\/
s

Figur 6.13. Sinuskurvor med olika fasvinklar. (Kalla: FHS)
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periodtid dr 21t / @ och dess frekvens, dvs. antalet perioder per sekund, ar o/ 2m.
Storheten o kallas svingningens vinkelfrekvens.

Programmet sincos.m ir till for att dskidliggéra de nu behandlade funktio-
nerna. Det bestdr av fyra delar. Del 1 avser illustrera hur sin och cos genereras
av en rorlig punkt pa enhetscirkeln.

Del 2 visar hur en fasforskjuten sinussvingning kan uppfattas som en bland-
ning av sin och cos i limpliga proportioner. Den bakomliggande formeln ir
sin(wz + Q) = sin @z cosQ + cos Mz sin@, som vi dock inte hirleder hir.

I del 3 visas interferens (6verlagring) av tvi sinusvigor med olika frekvens,
som ror sig i forhéllande till varandra. Du kan vilja hur frekvenserna ska for-
halla sig till varandra.

Del 4 visar ett exempel péd en viktig tillimpning av sinus- och cosinus-
funktioner. Varje periodiskt férlopp med vinkelfrekvensen ®( kan tinkas sam-
mansatt av rena sinus- och cosinussvingningar, vars vinkelfrekvenser ar
sjilv (grundtonen) och heltalsmultipler av ( (6vertonerna). Detta faktum ar
av stor teknisk betydelse vid signalbehandling. Benimningarna "grund-" och
“6vertoner” dr himtade frin akustiken och ir kanske vilkinda f6r dem som
sysslar med musik.

6.14 Kort om integraler

Du har kanske forut sett ett integraltecken, ”J”. Det ir ingen slump att det
liknar ett ”S”. En integral ir nimligen en sorts summa. Fysikaliska storheter,
som kan uppfattas som summor av ett stort antal sma delar, beriknas ofta med
hjilp av integraler. Som exempel nimner vi den elektriska filestyrka i en punke,
som orsakas av ett stort antal elementarladdningar i dess nirhet.

De smadelar, som en integral kan uppfattas som summan av, kallas differen-
tialer. Vi motte begreppet i samband med derivatan (avsnitt 7.8) och aterkny-
ter till det nu. Betrakra ett intervall [4,6] p x-axeln.

Vi delar in intervallet i delintervall med lingd x (som kan ha olika virden
for olika delintervall).

v

[ [
a dx b X

Summan av delintervallens lingder r forstas lingden av [4,6] dvs. 6 — a
(ddr vi nu antar att 2 < b). Vi betecknar denna summa medelst integraltecknert,
varvid strickans vinstra indpunke, @, markeras nertill pa integraltecknet och
den hogra dndpunkten, &, markeras upptill. Med det beteckningssittet far vi
allesd
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b
.[dxzb—a (13)

Vi bendmner a den undre integrationsgrinsen och b den gvre. Symbolen
b
/
uttalas “integralen frin a dll b”.

Meningen med detta framgr forst nir man tdllimpar det pd en funktion
av x, Vi borjar med en linjir funktion, ¥ = kx. Nir x genomléper intervallet
[, 6] pa x-axeln, genomldper Vintervallet [£a, k6] pa Y-axeln. Av Y = kx foljer
dY = kdx. Integrationsgrinserna bestims av vilken variabel vi integrerar med
avseende pa. Vi far di foljande tvd uttryck for en och samma integral:

b kb
ﬁm:ﬁﬂ=w—m (14)
a ka

Nu ersdtter vi ¥'= kx med en funktion Y= F(x), som inte nddvindigtvis ar
linjiar. Om vi sitter F "(x) = [f(x) erhaller vi dY = f(x)dx. (Se figur 6.6 och byt
dir ut fmot F och y mot ¥)) Vi ersitter ocksd ka2 med F(a) och kb med F(b),
varvid (14) dvergar i

b F(b)
jﬂ@ﬁ=]ﬁEF@%FM) (15)
a F(a)

Integralens definition dr dock inte si enkel som jag hir framstillt saken,
eftersom differentialen av Fx) ar differensen lings kurvans tangent, inte lings
kurvan sjilv annat dn dé grafen till Fir en rit linje. For allminnare funktioner
definieras integralen medelst en grinsprocess, dir differenserna i x gar mot
noll.

Integralens fysikaliska innebérd beror av vad x och f(x) ir for slags stor-
heter. Lit forst x och f(x) vara vanliga ligeskoordinater. Om ¥ ir litet, varie-
rar f endast litet i intervallet [x,x + dx]. Strimlan mellan x-axeln och kurvan
y = f(x) i detta intervall kan vi da approximera med en rektangel med bredden
dx och hdjden f(x). Summan av alla sidana strimlors areor ir hela arean mellan
kurvan och x-axeln i intervallet [, 6], dvs. integralen (15) ir lika med denna
area. Integralen ir alltsd en storhet av samma slag som produkeen f(x)dx. Hir
kommer ytterligare tre exempel:
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Om en partikel flyttas under inverkan av en kraft i forflyctningens rikening
och med absolutbeloppet f{(x), si betyder f(x)dx det arbete som utrittas vid
forflyteningen frdn x dll x + dx.

j‘ f(x)dx

ir hela arbetet vid forflyttningen frin 4 dll 4.
Om ¢ idr tiden och f(#) ir farten hos nagot som rér sig, sd ar f(#)dr den dll-
ryggalagda strickan under tidsintervallet [#, £ + d].

b
j F(t)dt
ir hela den tillryggalagda strickan under tidsintervallet [4, 6].

Om ¢ ir tiden och p(2) 4r den effekt en motor utvecklar, sa 4r p(#)dr det
arbete motorn utrittar under tidsintervallet [z, 7 + 41].

T p(t)d

ir hela det utrittade arbetet under tidsintervallet [, 6].
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7. Mekanik

7.1 Allmén bakgrund

I detta avsnite skall vi, mycket 6versikdigt och forenklat, avhandla den klassiska
mekaniken som huvudsakligen hirstammar frin Newton.” Detta har varit de
modeller (se kapitel 5) som i princip varit gillande frin det att de publicerades
till tidigt 1900-tal da Albert Einstein presenterade sina relativitetsteorier och dér
Newtons teorier till delar kom att modifieras. For vardaglig, praktisk verksamhet
duger dock Newtons teorier mer 4n vil; det dr forst ndr man arbetar med hastig-
heter nira ljusets, som de blir mindre anvindbara. Den klassiska mekaniken kan
sigas behandla materiella system i vila eller rérelse och de krafter som di ir in-
blandade. Studiet av system i vila kallas statik och studier av system i rorelse kall-
las dynamik. Dynamiken kan i sin tur delas in, ndgot som vi dock inte gor har. I
mekaniken behandlas system av mycket varierande storlek, allt frin mycket smé
system, dock inte si smd som pa molekyler eller atomer, upp till system av stjir-
nor, planeter och andra himlakroppar. Begreppet materiella system kan inne-
fatta mycket, nigra typer dr partiklar, stela kroppar, deformerbara kroppar, och
fluider. Deformerbara kroppars mekanik kan sigas vara de delar av mekaniken
som avhandlas inom héllfasthetsliran medan fluiders mekanik brukar benimnas
strdmningslira, som ir en grund for hydro- och acrodynamik (se kapitlen 9 och
12). Det vi hir huvudsakligen kommer att behandla ir s.k. stela kroppar.

Det absolut évervigande antalet fall inom mekaniken involverar vekeorer.
Dessa problem loses pa olika sitt bl.a. genom att komposantuppdela vekeo-
rerna och arbeta med ekvationssystem med de olika komposanterna. I denna
framstillning gors inga sadana berikningar utan de uttryck som ges kan sigas
gilla for ett endimensionellt fall, men kan litt utvecklas till fler dimensioner.

* Newton levde i England aren 1642-1727, se bl.a. Ny Téknik, Nr 23, 7 juni 2006.
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7.2 Begrepp och storheter

Med ”partikel” avses i den klassiska mekaniken inze en elementarpartikel, dvs.
atom, molekyl eller motsv. utan en kropp vilken som helst, men vars storlek
saknar betydelse for det aktuella problemets [6sande.” Ofta bérjar man med att
gora berikningar for en partikel for att sedan forfina modellen. Det 4r ocksd
oftast ytterst limpligt att gora denna ansats vid dverslagsmissiga berdkningar.

Med “kropp” avses i princip vilket foremal som helst (och inte enbart det
man kanske f6rst kommer att tinka pa). Med stel kropp forstds en kropp dir
varje punkt i kroppen hela tiden ligger i samma lage i forhillande till alla 6vriga
punkter. Detta 4r en approximation av verkligheten (en modell) vi gor, for i
verkligheten ir ju inget foremal helt stelt.

Inom fysiken arbetar man med ett enhetssystem med sju grundstorheter.
Det finns ett flertal andra enhetssystem, men vi anvidnder nagot som kallas SI-
systemet (Systeme International d"Unités), vilket ocksd borjar bli det i virlden
helt dominerande. De grundstorheter som 4r (mest) aktuella inom mekaniken
ir lingd, tid och massa, dvriga storheter, som vi kommer i kontakt med, ir
s.k. hirledda storheter, och de nimns dar det dr aktuellt. Forknippat med varje
storhet finns en enhet (jmf. avsnitt 6.2), enligt nedanstiende tabell. (Av 6vriga
system ir det som anvinds i US, speciellt i litet dldre litteratur, det som ir mest
vanligt forekommande.) Férdelen med att anvidnda SI-systemet 4r act inga om-
vandlingstal eller "onddiga” konstanter behéver anvindas.

Grundstorhet | Beteckning (vanligast | Enhet Enhetens | USA férekommande
forekommande) beteckning | enheter och bet.

Langd I L meter m slug

Tid t sekund S second (sec)

Massa m, M kilogram (kilo) | kg pound (Ib)

1 meter, 1 m, definierades ursprungligen av internationella meterprototy-
pen i Paris, men dr numera definierat som den stricka ljuset gir under tidsin-
tervallet 1/299 792 458 s.

1 sekund, 1 s, definierades ursprungligen som 1/86 400 av ett medelsol-
dygn men den moderna definitionen ir att det ir tiden f6r 9 192 631 770
perioder av ljusstrdlningen av en viss viglingd som sinds ut av cesium 133,
under vissa férhéllanden

1 kilogram, 1 kg, definieras av kilogramprototypen i Paris. Massenheten ir
den enda grundenhet som inte har en “atomir” definition i dagens lige.

*  Elementarpartiklarnas mekanik m.m. studeras i imnet "kvantfysik”, och berérs inte alls hir.
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Man talar ibland om vike och tyngd. Vikt kan sigas vara en ildre, dven
om den anvinds flitigt 4n idag, benimning f6r massa. Tyngd dr den kraft (se
avsnitt 7.4.2) med vilken jorden paverkar en viss massa. (Uttrycket “tyngdlost
tillstind” anvinds ofta nir det giller rymdflygningar, detta ir ett tillstind dé
t.ex. jordens dragningskraft balanseras av andra krafter.)

7.3 Koordinatsystem i mekaniken — troghet

De 7lagar” och formler, som kommer att avhandlas i mekaniken hir, giller i ett
fast (fixt) koordinatsystem. Oftast anser vi att ett koordinatsystem som sitter
fast” i jorden kan betraktas som fast.

Ett enkelt exempel pa rorligt koordinatsystem dr om vi t.ex. tinker oss ett
tig, som gar med konstant hastighet, pa en rak bana. Vi kan dé ligga ett koordi-
natsystem som “sitter fast” i tiget. Om du skall ga fran din plats till restaurang-
vagnen ir du ju i forsta hand intresserad av vad som hinder i detta "tagfasta”
koordinatsystem. Sa linge tdget ror sig rakt fram och med konstant hastighet
dr problemet timligen enkelt. Om tiget borjar bromsa upplever du det som
en kraft som vill slunga dig framat i tiget. Detta kallas ofta f6r troghet” eller
“tréghetskraft”. Det dr dock ingen kraft i den mening vi senare kommer att
behandla, utan endast ett uttryck for att det koordinatsystem som du betraktar,
nimligen det "tagfasta”, retarderar och du vill fortsitta med oférindrad hastig-
het (se avsnitt 7.4.5) i det fasta koordinatsystemet. Vi vet ju alla att jorden rér"
sig (roterar runt sin egen axel, vandrar runt solen osv.) vilket gor att for vissa
tillimpningar, t.ex. vid studier av langskjutande artilleri, lingskjutande robotar
m.m. maste man beakta att ett koordinatsystem som sitter fast i jorden ir ett
rorligt system, som har bade s.k. translation och rotation. Principer finns f6r
hur omrikning mellan olika koordinatsystem skall goras. I dessa sammanhang
talas ofta om Coriolis krafter och Coriolis acceleration. Detta dr dock inga "rik-
tiga” krafter? eller accelerationer utan faktorer som kommer in i berikningarna
pga. att det koordinatsystem vi studerar rorelsen i ror sig pd ett eller fler sitt.

7.4 Tyngdpunktens rérelse — translation
Nir man studerar en kropps rérelse delar man ofta upp denna rérelse i tva delar:

1. Tyngdpunktens rérelse
2. Rorelse kring tyngdpunkten

Vem sade ”...och dndock rér hon sig...”, nir och varfér?
T De benims ibland ”skenbara krafter”.
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Det forsta delproblemet, som man oftast 4r intresserad av, ar hur ett fore-
mal, en kropp, rér sig i stort, t.ex. hur en projektilbana gir genom lufthavet el-
ler en robot flyger fram. (Man antar da inledningsvis att den kommer med “ritt
dnde” forst.) Den ansats man gor 4r att kroppen 4r en punkt med samma massa
som det verkliga foremélet har. P4 denna punkt verkar sedan olika krafter, som
kommer att bestimma hur kroppen ror sig. I varje kropp finns en punke dér
all massa kan tinkas koncentrerad (se avsnitt 7.4.3) och denna punke kallas
tyngdpunke eller masscentrum och punktens rorelse benimns translationsrd-
relse. Man talar ocksd emellanat om en punktmassa och dess rorelse, vilket ar
samma sak.

Ovan sades att “man antog att projektilen kom med ritt dnde fore”. For
att sikerstilla att sd dr fallet behdver man studera hur kroppen roterar, rorel-
sen runt tyngdpunkten (se avsnitt 7.5.4). Inledningsvis betraktar vi nu enbart
tyngdpunktens rorelse.

7.4.1 Strédcka, hastighet och acceleration

Om ett foremdl, en "partikel” (se 7.2), rér sig lings en rit linje med konstant
hastighet kan man bestimma denna hastighet genom att mita tiden, t, for att
tillryggaldgga en viss stricka, s. Hastigheten, ofta betecknad med V eller v, ar
den aktuella strickan dividerat med den uppmitta tiden. Omvint kan allesd
tillryggalagd stricka berdknas som hastighet multdplicerat med tiden (med an-
taganden enligt vad som sades inledningsvis i detta avsnitt).

Enheten for hastighet 4r 1 m/s, och denna storhet 4r en s.k. hirledd storhet
(se avsnitt 7.2). Om hastigheten inte ir konstant fis med en mitning pé be-
skrivet sitt medelhastigheten. Onskar man en uppfattning om hur hastigheten
forindras utefter en stricka fir man, i princip, géra mitningar dver ett stort
antal mycket smi strickor.

Hastigheten ir en vektor vilket innebir att den kinnetecknas av savil en
storlek som en riktning. Grafiskt illustreras vektorer oftast med pilar.

Forindring, okning, av hastigheten kallas acceleration, och negativ accele-
ration, alltsd minskning av hastigheten, kallas retardation. P4 motsvarande sitt
som beskrevs ovan kan accelerationen, om den ir konstant, beriknas genom
att bestimma hastigheten vid tvé tidpunkter och sedan dividera den uppmatta
hastighetsférindringen med tiden mellan mittillfillena. Omvint beriknas has-
tighetsdkning genom att multiplicera accelerationen (antagen konstant) med
tiden.

Enheten for acceleration, ofta betecknad med a, dr 1 m/s2 [=1(m/s)/s], vil-
ket liksom hastigheten ér en vektor och en hirledd storhet.

Vid konstant acceleration kan hastigheten, V, beriknas som V = V) + at, dir
V, ir hastigheten da tiden t = 0.
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Hastigheten kan ocksi beriknas som funktion av strickan, nimligen ge-
nom att anvinda uttrycket V2— V2 = 2 45, under forutsitening ate hastigheten
V =V, dd strickan s = 0.

Strickan beriknas som s = 0.5a#? + V) t under antagandet att strickan bor-
jar mitas dé tiden bérjar mitas (t=0) och att hastigheten da ir V.

Mer stringent och allmint, utan antagande om konstant hastighet eller ac-
celeration, kan det nyss sagda beskrivas med foljande:

v=2_g
dt

Hastigheten, V, ir tidsderivatan av strickan, s, och accelerationen, a, defi-
nieras som tidsderivatan av hastigheten (jmf. avsnitt 6.8),

2
2= _dS g
dt  dt’?
vilket ocksa kan utvecklas till
&
ds
Omvint giller
\Y%
V= [adt
Vo
resp.
S
s= [ Vdt
So

7.4.2 Krafter

Kraft ir ett abstrakt begrepp och svart att definiera. Inom fysiken i allménhet
talar man om olika krafter som “héller ihop” universum i stort och i smatt. Av
dessa krafter skall vi hir bara diskutera gravitationskraften. Lagen om gravita-
tionskraften stilldes upp av Newton och siger att tva kroppar attraherar, dras
mot, varandra med en viss kraft. Det ir detta fenomen som vi kallar tyngd-
kraften och som gor att alla foremal nira jorden ”dras” mot jordytan. Newtons
gravitationslag siger att tvd kroppar med massorna m; och m, och pa avstandet
r mellan sig attraherar varandra med en kraft, E enl.
m,m
F= G—;z 2

dir G ir allminna gravitationskonstanten som har virdet = 6.67 10711 (Nm?/
kg?), se figur 7.1.
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m, m; I mekaniken dr det yttre krafter, dvs. kraf-
F F ter som t.ex. far ett foremal att rora sig eller
O_’ indra riktning, som ir av intresse. Inom an-

<
<

v

dra imnesomriden, t.ex. hallfasthetslira, ir
inre krafter ocksé av intresse. Aven om kraft-

Figur 7.1. Tva kroppar paverkar begreppet ir abstrakt har vi nog alla en god
varandra med kraften F.

(Kalla: FHS) uppfattning om vad kraft ir, t.ex. den kraft

som krivs for att lyfta ett foremal eller dra ett
foremal dver ett golv.

Enheten f6r kraft dr Newton, 1 N, vilket 4r den kraft som ger massa 1 kg
accelerationen 1 m/s2. Kraften betecknas ofta med bokstaven E sorten eller
dimensionen pd N ir [kg + m/s2].

En direke effekt av Newtons gravitationslag ar att varje foremal pé eller nira
jordytan paverkas av en kraft, riktad mot jordklotets centrum, som r 9.81 m
N, didr m ir foremalets massa. Virdet 9.81, som ir ett allmint anvint medel-
virde och som ofta betecknas med ”g”, kommer bl.a. av gravitationskonstanten
enl. ovan, jordens massa samt avstindet till jordens medelpunkt.

Virdet 9.81 4r, som redan nimnts, ett medelvirde som oftast anvinds. Vir-
det varierar frin 9.83 vid polerna till 9.78 vid ekvatorn vilket i sin tur beror
dels pd avstind dill jordens centrum dels pa “centrifugalkraften” pd jordytan
(se nedan). Dessutom avtar virdet pd g med hojden. Till yttermera visso finns
lokala variationer, om 4n sma.

Kraften ir, liksom hastighet och acceleration en vektor, och har alltsa bade
en storlek och en rikening. Krafter tillskrivs ocksd ofta en angreppspunke, dvs.
en punkt dir kraften kan tinkas angripa. Krafter adderas som vektorer i all-
minhet, vilket kan illustreras med det enkla fallet i figur 7.2 med tva krafter
som angriper i samma punkt.

\» F

Figur 7.2. Tva krafter som angriper samma punkt. (Kalla: FHS)

2

Figur 7.3. Resultanten av tva krafter. (Kélla: FHS)
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Ya

\4

Fx

Figur 7.4. En kraft F uppdelat i sina komposanter. (Kalla: FHS)

Summan av dessa tvé krafter fis som diagonalen i den parallellogram som
kan ritas med de tva krafterna som sidor. Summan kallas resultant och beteck-
nas ibland med R (se figur 7.3).

PA motsvarande sitt kan krafter adderas i tre dimensioner likvil som fler
krafter kan adderas till en resultant.

Tidigare har talats om koordinatsystem i mekaniken. En kraft, likvil som
hastighet och acceleration, delas oftast upp i komposanter i det koordinatsys-
tem man valt act arbeta i (se figur 7.4).

En kraft hirstammar ofta frin en utbredd last, som vattentrycket pa en
dammlucka. Denna utbredda last omriknas dock i minga fall, for mekaniska
berikningar, till en kraft som angriper i en viss punkt.

7.4.3 Tyngdpunkt — masscentrum

Tyngdpunkeen, dven kallat masscentrum, f6r en kropp 4r en tanke punke dar
kroppens hela massa ar koncentrerad. Att anvinda denna modell av en kropp
har visat sig ytterst anvindbart, speciellt nir det giller act berdkna rérelser,
energi m.m.

Om vi som exempel tinker oss en tunn homogen, jimntjock rektangulir
skiva av négot dmne, att vi gor ett ytterst litet hal dir diagonalerna skir varan-
dra och sedan hinger upp skivan pd en "nal” genom detta hal pa en vertikal
vigg s& att skivan ldct kan rotera, finner vi att man kan stilla skivan i vilket lige
som helst utan att den vrider sig.

Figur 7.5. Tyngdpunkten for en rektangel. (Kalla: FHS)
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Tyngdpunkten for denna skiva
ligger dir diagonalerna skir var-
andra.

Om vi ddremot hinger upp
skivan, fortfarande si att den ldtt

: kan vrida sig, kring nigon annan
Star stabilt Faller punkt kommer den alltid att vrida
Figur 7.6. Stabilitet. (Kalla: FHS) g S At oyngdpunkten komﬂmer
att ligga rakt under upphing-
ningspunkten.  (Ett undantag
finns och det 4r nir tyngdpunkten ligger rake dver upphingningspunkten, men
vid allra minsta lilla stérning kommer skivan att snurra sd att tyngdpunkeen till
slut ligger rake under upphiangningspunkten igen.) Tyngdkraften (jordens drag-
ningskraft) kan allesd cinkas verka i en enda punke, nimligen tyngdpunkeen.
Hur tyngdpunkten beriknas berdrs inte hir, utan vi néjer oss med att hin-
visa till att f6r “enkla” geometrier finns formler for var tyngdpunkten ligger i
tabellverk av typen TEFYMA." Dir finns ocksa de generella uttrycken for berik-
ning av tyngdpunkten f6r mer komplicerade kroppar eller system av kroppar.
Hir kan vi ocksd piminna om att ett foremal stir stabilt sa linge lodlinjen
genom tyngdpunkeen faller innanfor stddytan, men stjalper dé sa inte ir fallet

(se figur 7.6).

7.4.4 Newtons lagar

Allmint talar man om Newtons tre lagar i mekaniken. Dessa ir enligt fol-
jande.

e Forsta lagen: Troghetslagen

En kropp f6rblir i vila eller likformig rérelse sa linge inga yttre krafter verkar pd
kroppen eller summan av alla ytere krafter dr noll. Denna lag siger alltsa act det
krivs en kraft for act dndra en kropps hastighet och/eller rérelseriktning.

e Andra lagen: Accelerationslagen

Andringen per tidsenhet av en kropps rorelsemingd ir proportionell mot den
verkande kraften och ligger i dennas riktning.

Forst maste vi definiera “rérelsemingd”. Med rorelsemingd avses produk-
ten av en kropps massa och hastighet, mV. I nistan alla intressanta fall studerar
vi kroppar med konstant massa varvid lagen kan formuleras som kraften =
produkten av massa och acceleration = (massa) « (acceleration), F = ma. Denna

*

Ett annat exempel dr Carl Nordling and Jonny Osterman, Physics Handbook for Science and
Engineering (Lund: Studentlitteratur, 2006).

84



Mekanik

formel ir troligen den mest grundlidggande av alla samband inom dynamiken.
Ur detta fis att accelerationen ir kraften dividerat med massan, 2 = F/m. Det
allminna matematiska uttrycket lyder enl. foljande

Fe d(mV)
dt

dir mV saledes ir rorelsemingden. Da det vanligaste fallet 4r att m 4r konstant
blir uttrycket ovan

r dv
=m——=ma
dt

Andringen av rorelsemingd kallas impuls. Impulsen, 1, kan, vid konstant
kraft, beriknas som produkten av kraft och tid, 7 = F#, eller allmint som

I:det

Enheten for impuls ir Newtonsekunder, Ns.

Ecte fall ddr massan inte kan betraktas som konstant 4r vid studiet av raketmo-
torer och robotar med raketmotorer, dir ju brinsle forbrinns och totala massan
minskar. Dir finns ocksa begreppet impuls, men detta berrs inte mer hir.”

e Tredje lagen: Lagen om verkan och motverkan

Mot varje kraft svarar en lika stor och motriktad kraft, reaktionskraft, si att de
omsesidigt mellan tva kroppar verkande krafterna alltid ér lika stora och mot-
satt riktade. Detta innebir t.ex. att da du stér pa golvet paverkar du golvet med
din tyngd, mg, dir m 4r din massa och g~ 9.81 (enl. ovan) som ir riktad nedit,
och samtidigt paverkar golvet dig med en lika stor kraft som ér riktad uppat.

7.4.5 Rétlinjig rérelse

Vi tinker oss hir att vi f6r enkelhets skull bara ror oss utefter en rit linje. Det
som da giller for stricka, hastighet och acceleration har redogjorts fér under
7.4.1. Det som nu har tillkommit ir att vi enl. Newtons andra lag kan berikna
accelerationens storlek.

Ovan betecknades strickan med ”s”. D4 man ofta arbetar med koordinat-
system med x-, y- och z-axlar kan vi nu t.ex. tinka oss att vi ror oss utefter
endast en av dessa axlar forslagsvis x-axeln. Det som d& kommer att gilla ir:

2
I S

m  dt dt’ ds

* I samband med tryck- och stotvigsbelastningar av konstruktionselement forstis med impuls

ofta produkten (integralen) av tryck och tid.
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Problem: En JAS 39 stir vid baninden. Den vdger 12 ton och motorn
limnar 80.5 kN dragkraft med tind efterbrinnkammare (ebk). Vilken blir
accelerationen inledningsvis? Hur lang rullstricka behovs for att uppna ldte-
ningshastigheten, Vi, som vi antar ir 250 km/tim och om vi bortser frin
luftmotstidndet och antar att accelerationen ir konstant?

Lisning: Acceleration dr F/m = 80 500/12 000 = 6.7 [m/s?]. For hastigheten
giller V2 = 2as (forutsatt ate Vi = 0)vilket kan goras om till s = V2/2a vilket med
insdttning ger (250 km/s = 70 m/s): s =702/2 + 6.7 = 366 [m]. Startstrickan
blir saledes ca 366 m. Vid denna hastighet kan man inte helt bortse frin luft-
motstindet, varfor den verkliga startstrickan blir lingre. P4 FMV:s hemsida
uppges startstrickan till 400 m, dock sigs inget om motsvarande startvike.

e Fallrorelse

Ett exempel pa ritlinjig rorelse med konstant acceleration ir frict fall. Accele-
ration ir hir alltid g, som, enl. ovan, antas vara 9.81 m/s? nira jordytan, om vi
bortser fran luftmotstandet.

Problem: Man vill veta hur langt ner det ar dll vattenytan i en djup brunn.
For att fi en uppskattning av detta slipper man en sten och miter tiden till dess
att man hor nedslaget. Vi bortser vid denna forsta uppskattning fran luftmot-
stindets inverkan pa fallhastigheten och antar att ljudet gar odndligt snabbrt i
luften. Tiden miits till 2 s. (Kalla den vertikala koordinaten for z.)

Lésning: 7 = 0.5at? + Vot med a = 9.81 och V=0 fis z=0.5+9.81 + 4~
20 [m]. Brunnen ir alltsd ca 20 m djup.

e Avvarandra oberoende rorelsekomposanter

Den ridinjiga rorelsen enl. ovan kan synas utgora ett fital specialfall. Det gar
dock att visa att minga mer komplicerade fall kan losas genom att man be-
traktar rérelsen som bestéende av tvé eller fler av varandra oberoende linjira
rorelser. Ett exempel kan vara ett flygplan som flyger pa konstant hojd med
konstant fart. Om vi antar att planet vid ett visst gonblick filler en bomb kan
bombens rérelse beskrivas som en rorelse framét (x-riktningen) med konstant
hastighet och en fallrérelse nedat (z-rikeningen) enligt foregiende avsnit, allt
under forutsittning act vi borzser fran luftmotstandet.

P4 motsvarande sitt kan kulbanan frin ett eldrdrsvapen beriknas, dock
fortfarande under antagandet att inget luftmotstind finns. Da luftmotstindet
tas med i berdkningarna blir problemet visentligt mer komplicerat bl.a. genom
act luftmotstidndets rikening hela tiden varierar.

Problem: Ert flygplan flyger pa 40 m hoéjd med hastigheten 250 m/s. Upp-
skatta hur langt fore tinke traffpunke en 500 kg bomb skall fillas?

Lisning: Falltiden fran 40 m ir ca 2.9 s, forutsatt att begynnelsehastigheten
nedat ir 0 m/s. Massan har ingen betydelse om vi bortser frin luftmotstindet.
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Allesa skall bomben fillas ca 710 m fére tinke craffpunke. I figur 7.7 visas en
tabell 6ver “fallet” och virdena fran tabellen dven grafiske.

Tid (s) |Fallhastighet (m/s) |Fallstracka (m) |Hojd (m) |Horisontell |Total hastighet
stracka (m) | (m/s)
0 0 0 40 0 250
0.4 4 1 39 100 250
0.8 8 3 37 200 250
1.2 12 7 33 300 250
1.6 16 13 27 400 250
2 20 20 20 500 251
2.4 24 28 12 600 251
2.65 26 34 6 662.,5 251
2.75 27 37 3 687.5 251
2.8 27 38 2 700 252
2.85 28 40 0 712.5 252
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Figur 7.7. Tabell dver fritt fall for en bomb och graf visande den fallande bombens bana och tid.
(Kalla: FHS)
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7.4.6 Kroklinjig rérelse

Den enklaste kroklinjiga rorelsen dr mahinda cirkeln, 1ac oss dédrfor studera en
ren cirkelrorelse. Enligt Newtons forsta lag fortsicter en kropp, som inte utsitts
for nagra krafter, i en rit linje med konstant hastighet. For act fa en kroklinjig
rorelse krivs allts3 en kraft.

Denna kraft, E ir riktad mot cirkelns cen-
trum och kallas centripetalkraft. Lat oss tinka
oss att denna cirkelrorelse dstadkoms av t.ex.
en sliggkastare. ”Snoret” man haller i paver-
kar da sliggan/kulan med kraften F. Sldggans
hastighet 4r V. Vi hor ofta talas om centrifu-
galkraft, vilket kan sigas vara den kraft som

sliggan paverkar snéret” med.

Om F upphor fortsitter sldggan i cirkel-
tangentens, alltsd hastighetens, rikening. (Etc
fenomen som kan drabba dven en van bilfs-
rare vid forsta snofallet.)

Storleken pé kraften F kan beriknas ur
uttrycket F = mV?/R dir m ir kroppens massa, V hastigheten och R ir radien
pa cirkeln som kroppen ror sig i.

Figur 7.8. Cirkelrorelse hos en kropp.
(Kalla: FHS)

Eftersom kroppen paverkas av en kraft utsicts den ocksa for en acceleration,
i detta fall hela tiden riktad mot cirkelns centrum. denna acceleration kallas
centripitalacceleration, vilken d kan beriknas som @ = F/m = V2/R.

I samband med flygplans och robotars prestanda talas ofta om det antal
”g”, lastfaktorn, n, som roboten eller flygplanet kan svinga med. Det tal som
da nimns 4r centripitalaccelerationen, som vi just diskuterat, dividerat med
g =9.81, alltsa » = V2/Rg.

Samma formler som ovan giller dven om kroppen inte ror sig i en cirkel
utan i nigon annan kurva genom att varje liten del av banan kan tinkas utgoras
av en cirkelbdge med en viss radie, R.

Problem: Antag att en JAS 39 kan svinga med 9 g. Hur gor piloten snab-
bast en 180° sving? Skall han/hon ha hog eller lag hastighet? Vi forutsitter att
han/hon héller samma lastfaktor genom hela svingen samt bortser fran den tid
det skulle ta att accelerera eller retardera fore svingen. Ledning: Omkretsen pd
en halv cirkel dr mR.

Lisning: Tiden, ¢, for att svinga ett halvt varv ir tR/V; samtidigt giller att
n = V2/Rg =9, vilket ger t.ex. R = V2/9g. Om detta uttryck sitts in i samban-
det for tiden fis £ = nV/9 [s].

Av detta framgér att man bor halla sé lag hastighet som méjligt (dock géller
detta under de nigot konstlade forutsittningarna).
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Fre—F L » Fin

Figur 7.9. Friktion mellan golvet och foremalet. (Kélla: FHS)

7.4.7 Friktion

For att t.ex. dra ett foremal 6ver ett golv krivs en viss kraft. Skilet till detta ar
att mellan golvet och féremalet verkar en friktionskraft i motsatt riktning mot
rorelsen.

Vi dinker oss att vi drar en kropp med konstant hastighet 6ver en plan, ho-
risontell yta. Frigan ir hur stor kraft, F, krivs. Lat oss forst anta att kroppen har
massan = m. Detta innebir enl. tidigare att kroppen paverkar ytan med kraften
mg (g = 9.81) och ytan paverkar kroppen med en kraft, normalkraften, N, som
ar lika stor. Den kraft som da krivs dr F = UV = tmg.

u kallas friktionskoefficienten och beror pi vilka material, kropp och yta
bestir av samt ytornas beskaffenhet. Atc mirka ir att kontakeytans storlek inte
paverkar vilken kraft som krivs och ¢j heller med vilken hastighet foremalet
dras! Ddremot kan man konstatera att for att rérelsen over huvud taget skall
borja krivs en storre kraft 4n vad som sedan behovs for att hélla konstant has-
tighet. Av detta skil talar man om tva "olika” friktionskoefficienter, nimligen
den ”i vila”, ofta betecknad med p (s for statisk), alltsi den som bestimmer
vilken kraft som krivs for act rorelsen skall starta, och den friktionskoefficient
som rader vid rorelse, py (k for kinetisk). For friktionskraften mellan ett fast
foremél och en vitska eller gas giller andra formler.

Hir nagra exempel pa friktionskoefficienter (ett antal faktorer gor att vir-
dena kan variera):

Typ av ytor Ug Uk
Stal mot stal, torrt 0.6 0.4
Stal mot stal, oljigt 0.1 0.05
Stél mot teflon 0.04 0.04
Gummi mot asfalt, torrt 0.9 0.8
Metall mot is 0.02
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Problem: 1 ett problem ovan frigades efter accelerationen dé en JAS 39 star-
tade. Frigan nu dr: Kan piloten dra pa full gas och tind efterbrinnkammare
(ebk) utan att planet bérjar glida pd banan? Antag p mellan gummi och asfalc
ir 0.9 (enl. tabellen ovan).

Lisning:  Fgip, < mgpg = 12000 +9.81+0.9 = 105950 [N].  Eftersom
dragkraften med tind ebk dr 80 500 N 6vervinns inte friktionskraften! (Om
planet ddremot inte vore sd tungt lastat, sdg t.ex. att man infor en uppvisning pa
hemmabasen bara har tankat delar av vad som kan tas samt inte har nigra ytere
laster. Planet viger da ca 8 ton och friktionskraften blir maximalt ca 70 600 N.
I detta fall skulle motordragkraften 6vervinna friktionskraften.)

7.4.8 Fjéadrar — démpare

Manga mekaniska system innehéller fjddrar eller elastiska element som kan
betraktas som fjidrar. Ect gammalt praktiskt instrument som bygger péd fjider
ir ju fjadervagen. Vi antar att vi har en massa upphingd i en fjider.

Den kraft som krivs for att flycea

T e~ T ™~ massan avstindet AL brukar beriknas
§ som F =k AL dir k 4r den sk. fjader-
konstanten som beror helt av hur fji-

I:] dern dr uppbyggd. Vid berikningar

AL

[ ]

antas oftast att “k” ir lika stor obero-
ende av om drar i eller trycker ihop

fiidern. Om vi betraktar fjidern ovan
Figur 7.10. Fjadrar. (Kélla: FHS) innan vi hﬁngt dit massan och sedan
di massan hinger dir, dock utan att
vi lagger pa nagon ytterligare kraft, kommer f6ljande act gilla: mg = £ AL
Fjiaderns forlingning ir siledes proportionell mot massan. (Om vi f6r med
oss en fjadervag och ett visst foremal till manen, visar da fjadervagen lika stor
massa pd jorden som pa manen?)T
Fjiderkraften ir alltid riktad i motsatt riktning mot fjiderns lingdforind-
ring. Om man i ett fall som ovan dragit ut en fjider med en massa och sldpper
densamma uppstir en svingningsrorelse kring jamnvikespunkeen. Frekvensen
pa denna svingning kallas egenfrekvensen och bestims av massans storlek och
fjiderkonstanten. Om upphingningspunkten pifors en rérelse med samma
frekvens, om 4n aldrig si liten, som fjadersvingningen har, uppstir en s.k.
egensvingning som teoretiskt slutar med odndligt stor amplitud. (Antag att

Friktionskraften ir aldrig storre in den kraft som den motverkar, dvs. om ingen kraft finns
som férsdker dra ovannimnda kropp éver golvet finns heller ingen friktionskraft.

t  Fjidervdgen visar egentligen inte massan utan tyngden, som pa manen ir mindre dn pa
jorden.
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massan och fjadern dr upphingd i taket. I viningen ovanfor bérjar man dansa
jenka. Det giller d4 att takten inte dverensstimmer med egenfrekvensen.” Det-
ta dr ocksa skalet till att crupp aldrig skall marschera i takt éver en bro!)
Genom att utgd frin de samband vi talat om tidigare kan man beskriva
kroppens position och rérelse. Under antagande att fjidern dragits ut lingden
x 1 positiv x-riktning erhélles
F=ma=mX=-kx

ddr x sedan kan lsas ut och kroppens svingningsrorelse beskrivs av
.1k
x = b sin(,/—t+a)
m

dir b och o ir valfria konstanter. Ur detta kan di for den s.k. harmoniska
svingningen vinkelhastigheten bestimmas som Vk/m, frekvensen blir diray

f= L\/E och perioden T = 2n\/§
2n \ m k

I ett idealfall skulle en svingning, orsakad av att en fjiderbelastad massa
forts ur sict jamvikesldge, paga i all odndlighet. I verkligheten finns alltid en s.k.
dimpning, ofta avsikdigt inférd (jmf. stotdimpare pé bil). Dimpkraften ver-
kar alltid i motsatt rikening mot rorelsen/hastigheten och ir proportionell mot
hastigheten, till skillnad fran fjaderkraften som 4r proportionell mot liget.

7.5 Rorelse kring tyngdpunkten — rotation

Om vi betrakear fallet ovan, nir tyngdpunke diskuterades och dir vi pi en
vertikal vigg hingde upp en skiva genom sin tyngdpunke och da fann ate ski-
van kunde inta vilket lige som helst och {6rbli dir, och istillet tinker oss att
vi hinger den i nigon annan punkt. Den kommer d4 att, som nimndes redan
tidigare, att rotera for att inta ett jimvikeslige. Hur denna rotation sker och
vad som bestimmer hur den roterar skall vi nu (mycket kort och férenklar)
beskriva.

7.5.1 Moment

Vi tinker oss en kraft, F, och en punkt, O, i sidans plan.

Kraften F genererar nu ett moment, M, runt punkten O. Momentets stor-
lek dr M = Frdar r dr det vinkelritta avstindet (= minsta) fran kraftens riktning
till punkten O.

* 7., klockan ir langt efter tolv...da sldr det mig plétsligt ate mitt tak 4r ndgon annans golv”,

Alf Henriksson.

91



Larobok i militarteknik, vol. 1: Grunder
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Figur 7.11. Moment. (Kalla: FHS)

Enheten for moment ir Newtonmeter, Nm, och momentet ir, liksom kraf-
ten, en vekeor, vars rikening i detta fall dr vinkelrdct mot planet som kraften och
punkten ligger i, i detta fall sidans plan och riktad inat ("korkskruvsregeln”).

7.5.2 Tréghetsmoment

For att kunna berikna rotationsrérelsen behéver kroppen beskrivas med mer
dn enbart massa, vilket dr vad vi gjort hittills. Man behover hir ocksd pa nagot
sitt beskriva hur kroppens massa fordelas. Detta gérs genom det s.k. troghets-
momentet, vanligen betecknat med I eller J. Oftast berdknas tréghetsmomentet
runt tre mot varandra vinkelrita axlar, varvid t.ex. beteckningarna I, I, och I,
anvinds. Hir ges endast ett mycket enkelt exempel pd hur tréghetsmomentet
beriknas for en tinkt konfiguration bestdende av tv masspunkter med vardera
massan m och pa avstindet 2r frin varandra.

Troghetsmomentet, I, runt den streckade

. linjen, som gir genom tyngdpunkten, blir
. E . I = 2 mr?. Troghetsmomentet beskriver siledes
. : - ndgot om hur massan ir fordelad. Hir, liksom

- Ir

i fallec tyngdpunkten, hinvisas till tabellverk
Figur 7.12. Troghetsmoment. av typen TEFYMA for att dir finna virden pa
(Kélla: FHS) troghetsmoment for vissa enklare geometriska
konfigurationer samt vissa beridkningsregler.
Allmint giller att 7 = /r2dm dir r ir vinkelrita avstindert frin den axel, kring
vilken troghetsmomentet studeras, till ett litet masselement, dm.
Ibland talar man om troghetsradie, r, vilken definieras som 7 = r2m vilket
kan utvecklas till

Inte sillan talar man om huvudirdghetsaxlar och huvudtroghetsmoment.
For det fall vi har en kropp med en eller flera symmetriaxlar utgér dessa huvud-
troghetsaxlar, och troghetsmomenten kring dessa ir huvudtroghetsmoment.
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7.56.3 Rotationsacceleration, rotationshastighet och vinkel

Di en kropp roterar kring en axel har den en viss vinkelhastighet, betecknad
t.ex. med @. Om vinkelhastigheten betecknas med ® sa betecknas vinkelac-
celerationen med . Beteckningar for vinkel varierar mycket som t.ex. o, B,
3,¢ och 0. Vinkelhastigheterna kan d& betecknas med aktuell variabel med
en punkt dver och vinkelaccelerationerna med tva punkter 6ver. Enheten for
vinkel ir I radian, 1 rad (jmf avsnitt 6.12), enheten for vinkelhastighet 4r
1 rad/s, eller 1/s, och enheten for vinkelacceleration ir foljaktligen 1 rad/s2, el-
ler 1/s2. Savil vinkelhastigheten som vinkelaccelerationen ir vektorstorheter.

Analogt med vad som gillde for acceleration, hastighet och stricka vid
translationsrorelse (se avsnitt 7.4.1) giller hir samma saker for vinkelhastighet
och vinkel.

Vinkelmittet 1 rad (radian) definieras av att ett varv ir 27 radianer. (Matt-
tet ir mahinda mer kint som milliradianer eller streck, alltsd 0.001 radianer.
I Sverige har man tidigare riknat med att pa ett varv gir 6 300 streck medan
man i Nato-linder riknat med 6 400 streck pa ett varv.)

7.5.4 Rotationsrérelse

Stora likheter rider vad giller ekvatio-
ner for vinkelrorelse och translationsro-
relse, vilket visas nedan. Lt oss inled-
ningsvis ta ett enkelt exempel. Antag
atc vi har ett svinghjul som skall dras
igdng. Detta gors genom att en kraft
anbringas vid hjulets periferi , t.ex.
startsnoret till en grisklipparmotor.
Kraften, E ger ett moment kring

F svianghjulets axel, som antas vara vin-

Figur 7.13. Kraft som ger upphov till ett moment. kelrdct mot paPPrCtS plan. Vi dinker

(Kalla: FHS) oss att svinghjulets troghetsmoment
runt samma axel ir I. DA kraften F

laggs pa borjar hjulet rotera. Rotationsaccelerationen kan da berdknas som:

M=190 1,
de
eller
. M
o=
I
under fSrutsittning ate I dr konstant, vilket dr det i praktiken vanligast fore-

kommande fallet.
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Om dessutom M ir konstant och alltsd vinkelaccelerationen konstant, fas
vinkelhastigheten som @ = & och vinkel, kalla den i detta fall for ¢, som
Q=wt.

Ovanstéende formler hirleds fran det allminna uttrycket f6r sambandet
mellan moment och rérelsemingdsmoment nimligen

i o)
dt
dir saledes produkten av troghetsmoment och vinkelhastighet, I, kallas rorel-
semingdsmoment. Under forutsdttning ate I dr konstant blir uttrycket
M= IM =1lo
dt

Om momentet M = 0 kommer rérelsemingdsmomentet att vara konstant,
sd om t.ex. troghetsmomentet minskar kar rotationshastigheten. Detta visas
tydligt av "skridskoprinsessan” som med utstrickta armar har en viss rotations-
hastighet pd isen. Nir hon sedan drar in armarna och pa sa sitt minskar trog-
hetsmomentet 6kar rotationshastigheten!

7.5.5 Om gyron

Ett (tungt) gyro dr en kropp som kidnnetecknas av att tréghetsmomentet
kring en (huvudtroghets)axel 4r mycket stérre 4n runt de tva andra (huvud-
troghets)axlarna. Denna kropp ges en mycket hog rotationshastighet runt den
huvudtréghetsaxel som har stérst troghetsmoment.

Ett gyro vill alltid forbli med rotationsaxeln i samma rikening. Detta an-
vinds for att bygga plattformar som vinkelmissigt ligger stilla” di t.ex. en
farkost de sitter i ror sig.

Gyron har dessutom den egenskapen att, om vi tinker oss ett gyro som
roterar kring en vertikal axel, enl. figur 7.14, och som paférs ett moment, M,
runt en axel vinkelrdtt mot rotationsaxeln och riktad in i parets plan si kom-
mer inte gyrots rotationsaxel att vrida sig kring denna axel utan strivar att
vrida sig kring en axel (A — A i figuren) vinkelrdtt mot dessa bida axlar. Detta

Figur 7.14. Princip for ett gyro. (Kélla: FHS)
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fenomen kan anvindas for act bygga plattformar som ir skrovfasta. Genom att
mita de moment som uppkommer dé gyrot tvingas vrida sig kan man berikna
hur en “rymdfast plattform” skulle ha statt och pa s sitt fa samma information
som med en rérlig plattform.

Att vi talar om “tungt gyro” beror pa att i dagens lidge finns andra typer av
gyron som t.ex. lasergyron, men det “tunga gyrot” ir ursprunget.

7.5.6 Torsionsfjadrar

Tidigare har talats om fjadrar och di avsdgs frimst fjddrar av typen “spiral-
fjadrar”. En stav som vrids kring sin lingdaxel, kan ocksd betraktas som en
fyider och man talar d om torsionsfjader”.

For denna typ av fjadrar giller i princip samma som f6r spiralfjider men
med den skillnaden att istillet for “fjaderforlingningen” Ax betraktar man en
“vinkelforindring”, t.ex. A@.

7.6 Arbete — energi — effekt

Lat oss forst gora en liten utvikning genom att citera “termodynamikens forsta
huvudsats” som siger: "Energi kan varken skapas eller forstoras.”

Energin forstors alltsd inte utan omvandlas mellan olika typer av energi.
Inom mekaniken kommer vi i det f6ljande att berdra ett par typer av energi
som 4r intimt férknippade med det som vi hittills talat om. Utover detta finns
ett stort antal energiformer som t.ex. elektrisk energi, virmeenergi, kemiskt
bunden energi m.m.

Om ett foremal skall forflyteas krivs i allménhet ett arbete f6r att gora det-
ta. Lit oss ta tvd exempel. Om vi drar ett foremdl dver golvet med konstant
hastighet méste vi dra med en viss konstant kraft, F, som exakt kompenserar
friktionskraften.

F

S

Figur 7.15. En kropp ror sig langs ett golv. (Kélla: FHS)

Antag att vi forflyttat kroppen strickan s. Det arbete som vi da utfort ér Fs.
Alltsa arbetet W, definieras som W = Fs eller “arbetet ir produkten av kraftens

*  Detta gillde dnda tills man borjade med t.ex. kirnklyvningar d4 massa omvandlas till energi

enligt formler som redovisats av Einstein. Sa for praktiskt “vardagsbruk” giller fortfarande
denna férsta huvudsats.
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Figur 7.16. Kraften F uppdelat pa en komposant. (Kélla: FHS)

projektion pé vigen och tillryggalagd stricka”. Detta innebir att om vi sldpar
ett foremal over ett golv i ett rep 4r det bara den del av kraften som 4r parallell
med golvet, Fy, som "bidrar” till arbetet, det dr ju bara denna komposant som
overvinner friktionskraften.

Allmint giller att W = Fds. Lit oss tinka oss att man lyfter ett foremal,
vars massa ir m kg, strickan h m. Den kraft som krivs for detta ir mg N,
vilket innebir att det arbete som krivs fis som W = mgh. Enheten for arbete
ir 1 Joule,1J, (=Nm [Newtonmeter]).” En vanlig beteckning fér arbete dr W.
Arbete ir en form av energi.

Man kan da i t.ex. det senare fallet fréga sig i vilken form energin omvandlats
dd man lyfter ett féremal. Svaret 4r att det nedlagda arbetet aterfinns som po-
tentiell energi eller lagesenergi hos kroppen. Den potentiella energin har aldrig
nigot absolutbelopp utan anges alltid forhillande till nagot referensplan. I fallet
didr vi tdnker oss att vi lyfter ett foremal fran ett golv dr det logiskt, men inte
nddvindigt, att ha golvet som referensplan och att dirmed r den potentiella
energin dir = 0. (Detta innebir ocksa att potentiell energi kan vara negativ.)

Om vi tinker oss att vi slipper kroppen vi lyft. Den kommer da att bérja
falla enligt vad som avhandlats tidigare. Nu omvandlas den potentiella energin
till kinetisk energi eller rorelseenergi. For att vara exakt bér méjligen denna
form av rorelseenergi betecknas som translationsenergi, eftersom den 4r direke
forknippad med tyngdpunktens rérelse, translationen. Den kinetiska energin
betecknas ofta med T och enheten dr som for alla energiformer Joule.

Hur beriknas d& translationsenergin? Det gar att visa atc den ir

Woanst = ¥em V2 dir, som tidigare, V ir tyngdpunktens hastighet och m krop-
pens massa.

Om vi atergér till det tinkea fallet dd vi forst lyfter ett foremal strickan h
(t.ex. over ett golv) och sedan slipper detsamma, sd skall all potentiell energi ha
omvandlats till rorelseenergi dd foremélet dter ndr golvet, alltsd ¥2m V2 = mgh.
Ur detta kan hastigheten da féremalet nar golvet beriknas som V = V2gh. (Om
kroppen faller en lingre stricka dn avstindet till golvet, t.ex. genom att man gar
fram till ett fonster och slipper den, 4r h det avstind som kroppen fallit.)

*  Tidigare var enheten for virmeenergi kalorier (kilokalorier) varvid en omrikningsfaktor méste

inforas vid 6verging fran eller till virmeenergi. Genom att konsekvent anvinda SI-systemet
behovs inga sidana omrikningstal!
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Problem: Tidigare hade vi ett problem med att mita djupet pd en brunn.
Berikna pd tva sitt hastigheten som stenen du slipper har dd den nar vacteny-
tan under antagande av att luftmotstindet kan férsummas.

Lisning: 1 det tidigare exemplet sades att falltiden var 2 s och brunnens djup
ca20 m. Dettager V=V, + atmen V= 0alltsd V=9.81+2=19.6[m/s] el-
ler V= \/2g/7 =V2+9.81+20=19.8 [m/s] (brunnen var inte exakt 20 m!).

Vi har tidigare kort diskuterat fjaderkrafter. Under antagande av en ideal
fjader kan man ocksa berikna den energi som lagras i fjidern da den trycks
ihop eller dras ut! Denna energi blir Wider = 5kx? under antagandet att fji-
dern tryckts ihop/dras ut strickan x frin ett "viloldge”.

For en torsionsfjider giller motsvarande men med en vinkel som ersitter
forandringen i lingd samt den dd aktuella fjiderkonstanten.

En roterande kropp, t.ex. en gyrosnurra eller en roterande granat, har ocksi
en rotationsenergi. Denna energi beriknas som W, , = /51w? dir I dr troghets-
momentet runt rotationsaxeln och ® rotationshastigheten runt samma axel.

Den energi som utvecklas per tidsenhet kallas effekt. Enheten for effeke ar
1 watt, 1 W (=1 ]/s = 1 Nm/s). Effekten betecknas ofta med P och kan be-
riknas som P = FV dir F i4r kraften och V ir hastigheten. Vid konstant effekt
giller W= Pr.

Det allminna uttrycket 4r annars

p_ AW
de

eller

W:fpdt
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8. Hallfasthet

8.1  Allmant om héllfasthet

Mekaniken behandlar oftast kroppar som stela och beskriver dirmed inte vad
som hinder inuti kropparna nir de utsites for krafter eller moment. Manga av
de kroppar som aterfinns i mekanikexempel 4r inte helt stela, t.ex. en bil dndrar
form, eller deformeras, under ett accelerationsforlopp. For att kunna studera
hur och hur mycket bilen dndrar form och om det innebir att den riskerar att
ga sonder sa behévs kunskap i hallfasthet. Hallfasthet beskriver nimligen hur
en kropp, eller konstruktion, beter sig nir den belastas. Frigor som héllfast-
hetsberikningar ofta svarar pa ir:

e Hur kommer konstruktionen att deformeras?
¢ Kommer deformationen att kvarsti?
*  Kommer konstruktionen att gi sénder?

*  Var kommer konstruktionen att gi sonder?

En forutsictning for ace kunna svara pd dessa frdgor dr att man vet vilka
krafter konstruktionen kommer att utsittas fér. Det tar man oftast reda pd med
hjilp av mitningar och statistik, eller med hjilp av berikningar pi till exempel
accelerationer eller omgivande tryck.

For att kunna bestimma vad som hinder med konstruktionen méste man
veta vad som hinder med respektive del och dirmed méste man veta vad som
hinder inuti t.ex. pliten eller balken.
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8.2  Hookes lag

Tva centrala begrepp for att beskriva vad som hinder inuti ett material nir
det utsdtts for krafter 4r normalspidnning och t6jning. Normalspinningen kan
antingen vara i drag eller tryck och beskriver hur kraften fordelar sig inuti
kroppen.

a) F F
<—| Tvarsnittsarea = A |—>

R Fo  o-ria

Figur 8.1. En stdng som utsétts for en dragkraft F. (Kélla: FHS)

Normalspinning betecknas med den grekiska bokstaven o (sigma) och har
enheten N/m?. Figur 8.1 visar att i en sting som utsitts for en dragkraft F sd
blir det dragspinningen ¢ = F/A inuti. Enheten {6r normalspdnning 4r Pascal
(Pa), det vill siga samma enhet som tryck som ocksd 4r kraft per ytenhet. I fallet
ovan ir det enkelt att berdkna normalspinningen och den ir lika stor dverallt
i stangen. I de flesta fall s varierar dock normalspinningen avsevirt beroende
pa vilken punkt i figurer som ir aktuell. Till exempel om stingen skulle ha en
smalare midja ddr tvirsnittsarean skulle vara 5 ginger mindre s skulle normal-
spanningen i midjan vara 5 ganger storre.

Tojning beskriver hur mycket materialet deformeras: om tdjningen ir posi-
tiv s forlings materialet och om tojningen ar negativ si blir det kortare.

c F F
) <—| Tvarsnittsarea = A |—>

X

|l .|
I I

Figur 8.2. En stang utsatts for kraften F. (Kélla: FHS)

Om stingen var L ling innan kraften las pé s blir stingen nagot lingre nir
den utsitts for kraften E Tojningen € kan da berdknas genom att dela lingdfor-
dndringen (x — L) med den ursprungliga lingden. € = (x— L) / L (se figur 8.2).

Hookes lag beskriver hur normalspanning och tdjning beror av varandra
for ett specifikt materia: E= o/ ¢

E, elasticitetsmodulen, ir en materialparameter, som t.ex. kan slds upp i en
materialtabell. Dvs. att om man vet vilket material det dr och vilken t8jning
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det dr sd kan man berikna normalspanningen eller berikna téjningen om man i
stallet kinner normalspinningen. Elasticitetsmodulen f6r stdl 4r 211 GPa.

8.3 Dragbrott
Om man drar i en stilstav enligt figur 8.2 kommer den att slutligen ga sénder.
Figur 8.3 beskriver forhallandet mellan normalspanning och tdjning vid det
forloppet.

GA

Brottgrans-1------------------=

Strackgrans--|--

\ Plastiskt omrade
Elastiskt omrade

Figur 8.3. Forhallandet mellan normalspanning och téjning. (Kalla: FHS)

Vid liga normalspinningar, det vill siga svaga dragkrafter, dr tojningen i
det elastiska omrddet. Det innebir att tdjningen gar tillbaka om man tar bort
kraften. Nir kraften 6kas kommer tdjningen att 6verga till plastisk t6jning och
dirmed kvarsta dven om kraften tas bort. Nir normalspanningen ndr strick-
grinsen kommer tojningen att hastigt 6ka. Maximal normalspinning som ma-
terialet tdl kallas brottgrins.

Lutningen pa linjen bestdms av elasticitetsmodulen inom det elastiska om-
radet. Normalt konstruerar man till exempel ett fordon s att normalspinning-
en aldrig kommer nira strickgrinsen och att all deformation sker i det elastiska
omridet. Aven om konstruktionen fortfarande héller ihop vid strickgrinsen si
kommer den inte att fungera pa samma sitt som innan.

8.4  Bojning

De flesta konstruktioner innehéller ndgon typ av balkar som utsitts for mo-
ment och dirmed bojs ndgot. T.ex. har de flesta sett hur en flygplansvinge, som
hallfasthetsmaissigt dr en balk, bojs uppét nir farten okar innan start. Ocksd pd
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fartyg och fordon finns det manga bade stora och sma balkar. Broar 4r andra
bra exempel pa balkar.

yF

AN O

Figur 8.4. Bojning av en balk. (Kélla: FHS)

Nir en balk pd grund av krafter eller moment bojs tvingas lingden pa dver-
och underdelen av balken att dndra lingd.

Om balken béjs ner pd mitten kommer den 6vre delen bli nagot kortare
och den undre nagot lingre. Dvs. att vi far tryckspanningar i verdelen och
dragspinningar i underdelen. Hur stora dessa normalspinningar och hur ut-
bojningen blir beror pa hur stor kraften 4r, men ocksd pé hur balken ser ut.

8.5  Berdkningsmetoder

De flesta konstruktioner som tas fram idag 4r komplicerade och de krafter som
de utsitts for kan vara manga. Detta innebir att det sillan dr mojlige ace berik-
na detta for hand. Konstruktionen maste beskrivas mycket detaljerat i ndgon
typ av berikningsprogram. Sedan maiste dven de aktuella krafterna beskrivas
i programmet fér att programmet sedan skall kunna berikna de resulterande
pafrestningarna och deformationerna.

Det ir relative ldcc ace f3 ut firgglada bilder ur dessa berdkningsprogram,
men det krivs mycket kunskap for att gora beskrivningen av konstruktionerna
och krafterna tillrickligt bra.

8.6 Konstruktionsmaterial

Det vanligaste konstruktionsmaterialet 4r olika typer av metalliska legeringar
sdsom t.ex. stdl och missing. Dessa legeringar blandas olika beroende pa vilka
hallfasthetsegenskaper man vill ha ut. T.ex. skall ett stdl som anvinds i fjadrar
ha ett stort elastiskt omride, dvs. de skall tila stora deformationer men inda
fjadra tillbaka. Diremot anvinder man en mjuk metall till gérdlar pa granater;
gordeln tdtar mellan granat och rér men maste tillata atc rérets bommar gor
spar i materialet. Gordlar tillverkas dirfor ofta i koppar som bade har en lag
strackgrins och lag elasticitetsmodul och dirmed tidigt deformeras av bom-
marna utan att forstora roret.
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Keramer ir oftast en hog elasticitetsmodul, dvs. de ér styva och det krivs
héga normalspanningar for att uppna mycket sma deformationer. Keramer an-
vinds dirfor ofta i skyddsapplikationer.

Idag anvinds dven manga olika typer av plaster. Dessa kan ha mycket varie-
rande héllfasthetsegenskaper och dirmed verkligen skapas for ett specifike syfte.
Kompositer innebir att man blandar olika typer av material fér att uppné nya
materialegenskaper. Det finns dirfér minga olika typer av kompositer, t.ex.
kompositer som innehéller bade keramer och metaller. Det vanligaste dr dock
att man menar en komposit som bestar av nigon typ av fiber och en polymer,
polymera fiberkompositer. Glasfiberarmerad plast dr en polymer fiberkomposit
dir glasfiber omsluts av hirdplasten polyester. Fordelen med dessa polymera fi-
berkompositer dr att fiber 4r mycket dragstyv och man da kan ligga dessa fibrer
i den rikening dir man forvintar sig stora dragspanningar.

Det finns dven andra faktorer som paverkar material och deras hillfasthet;
den viktigaste dr temperatur som drastiskt kan pdverka materialets funktion.
Minga material blir sproda vid liga temperaturer och mjuknar vid hoga.
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9. Aerodynamik

Aero betyder luft och dynamik rorelse s i detta kapitel skall vi titta ndrmare
pa hur luftens rorelse paverkar olika farkoster. Aerostater, dvs. farkoster som ir
lattare 4n luft, kommer vi inte att behandla ingdende i denna bok. Férutom
fast forankrade aerostater, sd kallade spirrballonger, kan man konstatera att ut-
vecklingen inom detta omride (2006) gir mot luftskepp som skall kunna ligga
pa mycket hog hojd (12-20 km, dvs. ovanfor vanligt trafikflyg) under ling tid.
Det talas om tider pa upp till 5 &r i geostationir position, och dessa skulle i s
fall bli ett alternativ till satelliter. Det pagar ocksd forskning pa hybridfarkoster
som fir ca 80 % av sin lyftkraft som en aerostat och resterande del av rorelse
som ett traditionellt flygplan.

For att underlitta framstéllningen kommer négra antagande att goras. Det
forsta dr ace luften dr ett kontinuum, dvs. att vi inte tittar pd enskilda luftmole-
kyler utan anser luften vara homogen. Detta dr normalt en bra approximation
sd linge man inte tittar pa fysiskt mycket smé saker som gasturbiner som ir i
millimeterstorlek. Det fungerar inte heller pd hog hojd vid grinsen till rymden
ddr det 4r langt mellan luftmolekylerna och de triffar en farkost slumpmissigt.

9.1 Olika hastigheter med olika krav

Om man sticker ut handen genom sidorutan pa ett fordon nir detta har god
fart kan man kidnna att den aerodynamiska virlden inte 4r linjir. Om man
tex. provar att halla ut handen i 30, 60 och 90 km/h kinner man att mot-
standet inte okar linjirt, dvs. att skillnaden mellan 60 och 30 km/h skulle vara
lika stor som skillnaden mellan 90 och 60 km/h. Detta forutsitter naturligt-
vis att du haller handen pd samma sitt under ditt empiriska f6rsok same att
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eventuell vind inte varierar i nigon storre omfattning. Det visar sig att skill-
naden snarare dr kvadratiskt, dvs. motstandet dr cirka 4 ggr hogre i 60 km/h
jamfort med 30 km/h och hela 9 ggr hogre vid 90 km/h. Detta kallas det dy-
namiska trycket, ¢, och det kan matematiskt beskrivas av

|
==pV
9 =5P

dir p ir luftens densitet (ca 1.23 kg/m3 vid 15° C och havsnivi) och V beteck-
nar (fristroms-)hastigheten. Hir dr det ocksd pé plats att presentera det som
kallas Bernoullis ekvation (trots att det var Leonard Euler som presenterade
den f6rst):

p+ % pV* =konstant

dvs. att summan av det statiska trycket, p och det dynamiska trycket, ¢,
enligt ovan ir konstant.

Dags for nya forsok. Om man kor i motorvigsfart och 6ppnar sidorutan
hastigt kinner man att det rycker till i trumhinnorna. Detta beror lite férenklat
pa att det dynamiska trycket utanfér rutan ir hégre dn inuti bilen (dir V = 0)
ty luftstrommen utanf6r har en hastighet och det statiska trycket maste dirfor
minska for att summan skall f6rbli konstant.

Vidare brukar man dela in aecrodynamik i olika omréden baserat pé den s.k.
Machtalet, vilket definieras som

m="
a

0

dir a,, ir ljudhastigheten (ca 340 m/s vid 15° C och havsnivéd). Notera att
Machtalet kan vara béde stérre och mindre 4n ett. Det har nimligen visat sig
att det dr stora skillnader i vilka verktyg och matematiska modeller som ir
limpliga vid olika Machtal. Mycket férenklat kan man siga att vid M < 0.3
sa dr det relativt enkelt att férutsiga aerodynamiska prestanda och man ta-
lar om inkompressibel stromning, dvs. densiteten antas konstant. Det finns
mycket experimentella data f6r detta omrade och fram dll strax fore andra
virldskriget var detta hastighetsomradet man befann sig i med flygande far-
koster. Vid 0.3 < M < 0.8 dr det svérare att férutsiga luftstrémningen och vid
0.8 < M < 1.2 ir det riktigt besvirligt. Detta fartomrade kallas det transoniska
omradet, dvs. omslaget mellan under- och dverljudsstrémning. Nagot f6rva-
nande visar det sig sedan att vid supersonisk strémning 1.2 < M < 5 s dr det
relativt enkelt att utfora berdkningar. Inom detta fartomréde ér de stdrsta pro-
blemen normalt uppvirmningen av flygkroppen. Vid sa kallad hypersonisk
strdmning, M < 5, bérjar man fi nya problemstillningar, bland annat med
mycket hoga temperaturer. Hur uppndr man da riktigt hoga Machtal? Ett sitt
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dr ace flyga mycket fort pd lig hojd, ect annat 4r ace flyga relative fort dér luften
ir tunn, dvs. pa hog hojd, dir ljudhastigheten ar lig. Ett bra exempel utgérs av
en rymdfirjas dterintride i atmosfiren. Lisaren ombeds darfor att komma ihag
att Machtal ir ett relativt hastighetsbegrepp och inte direkt versittningsbart

till km/h.

9.2  Under- och dverljudsstrdomning

Inledningsvis kan man fundera 6vergripande vad det 4r som skiljer dessa tvé
discipliner at. Forst tinker vi oss en stackars luftmolekyl som hinger still och
funderar mitt i det odndliga lufthavet. Luftmolekyler har generellt mycket da-
lig syn och kan inte tillgodogéra sig den elektrooptiska informationen som
firdas med ljusets hastighet. Om en projektil nu kommer dkande i M < 1, dvs.
underljudstromning fir luftmolekylen informationen via sina kollegor med
ljudets hastighet att ndgot dr pa ging och har tid att maka pa sig. Om istillet
projektilen firdas i M > 1 fir luftmolekylen ingen férvarning da informatio-
nen inte kan firdas snabbare dn ljudhastigheten och silunda “smiller det bara
till” for den intet ont anande luftmolekylen. Mycket férenklat kan man ocksd
sdga att det 4r pd grund av detta en ljudbang uppkommer. Det hinder vildigt
mycket i chockvigen, som typiske dr nagon tiotusendels millimeter tunn, detta

behandlas dock inte i denna bok.

9.3  Hur uppkommer lyftkraft och luftmotstand?

Det finns manga olika teorier kring detta, men den enklaste dr den som ba-
seras pi Newtons teorier. Forst mdste man inse att en vinge som genererar
lyfikraft avlinkar flodet bakom sig. Dirfor accelereras (luft-)flodet nedac och
enligt Newtons andra lag uppkommer en kraft som ir direkt proportionell mot
accelerationen (F = ma). Baserat pd Newtons tredje lag om kraft och motkraft
(se avsnitt 7.4.4) uppkommer nu en lika stor och motriktad kraft pa vingen
som pressar den uppét. Denna del kallas lyftkraft. I korthet kan man siga att
om en vinge som avlinkar en luftstrdm med en viss kraft, uppstar en lika stor
och motriktad kraft pd vingen.

Lyftkraftskoeflicienten dr ett uttryck som ofta anvinds for att kunna jim-
fora lyftkraft vid olika hastigheter pé ett enkelt sitt, denna definieras som

L

C, =
LqS

0

didr S dr nagon referensyta foretridesvis vingarean. Lyftkraften, L har ett ganska
sjdlvbeskrivande namn och den ges (inom rimliga grinser) av L =C; ,0. som
beror pa den si kallade anfallsvinkeln, 0.
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CL

L,max

’snallt” flygplan

"elakt” flygplan

/|
7

anfallsvinkel

Figur 9.1. Lyftkraftskoefficient som funktion av anfallsvinkel. (K&lla: FHS)

I figur 9.1 kan man se lyftkraftskoefficienten som funktion av anfallsvin-
keln. Hur detta samspel sker beskrivs av C; , som kan utldsas som lutningen
pa kurvan. For en odndlige lang vinge i ideal stromning dr C; , = 2m = 6.28
och om nigon péstar sig komma nira eller overstiga detta virde bor ldsaren
kontakta expertis for att utreda pistdendet. Vidare kan man ur figur 9.1 se
hur en farkost tappar lyftkraft nir man passerar ett visst virde pa anfallsvinkel,
detta kallas att vingen stallar (uttalas ”stdlar”). Om detta sker snabbt har fora-
ren ingen chans att kompensera och flygplanet tappar mycket h6jd pa kort tid.
Detta 4r naturligtvis problematiskt om man befinner sig pa lig hojd. Om det
sker gradvis upplevs planet som snillare dé foraren har tid att reagera.

Vad ir det dd som orsakar stall? En forenklad forklaring syns i figur 9.2. 1
bild a har vi anliggande strémning och en anfallsvinkel pa ca 5 grader och som
synes avlinkas flddet négot vilket ger upphov till Iyftkraft. I bild b 4r anfallsvin-
keln f6r stor sd stromningen kan inte ligga kvar utan sldpper vingprofilen och

(a) (b)

Figur 9.2. Anliggande och avlost stromning. (Kélla: FHS)

108



Aerodynamik

Figur 9.3. Andvirvlar efter ett litet jetflygplan. (Foto: © Steve Morris, Air Team Images, Airliners.net)

dirfor blir det ingen ordnad avlinkning. Resultatet blir drastiske lagre lyftkraft
och ett kraftigt 6kat motstand.

Det som avhandlats hictills kallas tvidimensionell (2D) strémning for vi
har tittat pd vingar som varit "odndligt” linga. Vad hinder di i de verkliga fal-
len dir stromningen ir tredimensionell (3D)?

Den storsta skillnaden ir ett fenomen som uppstir fran alla lyftproduce-
rande vingar, dndvirvlar, illustrerat i figur 9.3. Stora och tunga flygplan med
hég vingbelastning ger upphov till dnnu kraftigare virvlar. Om man vill prova
sjalv kan man vid paddling i t.ex. en kajak, se denna virvelbildning vid pad-
deln om man tar i lite... P4 samma sitt uppkommer virvlar efter ett startande
passagerarflygplan. Det kan synas harmlést med lite luft som snurrar runt men
kraften i en sadan virvel som kommer frin t.ex. ett stort plan med en startvikt
pa runt 500 ton, ir enorm, kraften i varje virvel motsvarar att man drar sin
paddel med motsvarande 250 tons kraft. Normalt vandrar dessa virvlar i sid-
led och mattas av efter hand pd grund av friktion. Om det 4r vindstilla eller
bara svaga sidovindar kan virvlarna dock bli liggande 6ver startbanan. Det har
hint ate flygplan helt sonika hamnat pa rygg da de kért/flugit in i ndgot annat
flygplans dndvirvlar. Detta dr ocksé anledningen till att man har en relativ lang
tidsseparering mellan flygplan som skall starta pé vanliga flygplatser. Denna tid
okas speciellt vid lugnt vider och svag sidovind. Virvlarna uppléses snabbast i
stark och turbulent vind.
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Faglar har haft lite lingre tid att utveckla sin teknologi och anvinder dnd-
virvlarna fran framfdrvarande figel och flyger ddr kraften frin virvlarna gir
uppat vilket gor att det blir extra lyftkraft, ungefir som att surfa pa en vég.
Man byter sedan ledare for att spara energi och det dr dérfor de karakteristiska
fagelstricken i V-formation upptrider. Det talas om energibesparingar runt
50-70 % om man flyger pa detta sitt. Det talas vidare om att automatiserad
flygning i framtiden skall kunna utnyttja effekten. Kanske far vi s& sméningom
se transport- och passagerarflygplan i formation dver Adanten.

9.4  Skillnader mellan en deltavinge och en vanlig vinge

Namnet deltavinge kommer frin det grekiska tecknet delta, A som beskriver
utseendet hos minga militdra flygplan pé etc bra sict. En vanlig vinge har gene-
relle en ganska utpriglad stallgrins (uttalas szdlgrins) som diskuterats ovan, dvs.
man fir ¢j anliggande stromning pa ovansidan, vingen tappar lyftkraft och man
faller ner till man aterfatt anliggande stromning. En deltavinge klarar hogre an-
fallsvinklar, storleksordningen 35—45 grader att jimféra med 10-18 grader for
en traditionell vinge. Vid sidana héga anfallsvinklar blir motstdndet mycket
hégt, men detta kan normalt kompenseras med en stark motor. Men den kan-
ske frimsta fordelen dr att man med kort vingspann fir ett plan som ar biccre
ut héllfasthetssynpunkt. Om man jimfor med det extrema segelflygplanet, se i
figur 9.4, kan en stor utbojning konstateras redan vid relativt lag belastning; da

Figur 9.4. Foto pa det moderna segelflygplanet Eta. (Foto: © Holger Weitzel, www.aufwind-luftbilder.de)
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vill man kanske inte tillita en belastning som r 9 ill 12 g. Varfor flyger man
da med en sa “kinslig” struktur? Jo det s kallade glidtalet, enkelt uterycke hur
ménga meter man kommer framat for varje forlorad hojdmeter, ligger pa ca
6070 for ett extremt segelflygplan medan siffran 10 4r mer representativ for
ett vanligt flygplan. Detta beror i korthet pd att ju stdrre vingspann, ju mindre
blir de tidigare diskuterade dndvirvlarna. En odndligt lang vinge har inga 4nd-
virvlar och salunda forlorar man ingen lyftkraft dir.

9.5  Lyftkraftscentrum och lite om stabilitet

Detta kan verka lite komplicerat vid en forsta anblick men en enkel regel for
att komma ihag det hela 4r act tinka pa en dartpil. De flesta vet att en dartpil
har en stor vikt fram och vingytan lingt bak. Detta for att fi en sa stabil "far-
kost” som mojligt. Detta medfor siledes att den flyger stabilt. Den blir dock
relative svirmandvrerad, vilket i sin tur medfor att den blir relative okinsliga for
yttre storningar, en bra egenskap i t.ex. pubmiljo. Om dartpilen istillet kastas
baklinges, dvs. med vingytan forst, vinder den i luften sé fort den paverkas av
minsta storning.

Detta ir en instabil konfiguration och om man inte har ett datoriserat styr-
system som stabiliserar situationen slutar det hela i katastrof. Detta ir anled-
ningen till att folk ofta far sitta langt fram i ett icke fullsatt flygplan. Generellt
ir tyngdpunkten lingt fram att foredra, men detta gor samtidigt flygplanet
“trogare” att mandvrera. Sa beroende pé insatsomrade bor en limplig kompro-
miss som ar tillrickligt stabil och samtidigt tillrickligt mandvrerbar konstru-
eras. Vid militira tillimpningar anvinds ibland datorstabiliserade flygplan for
att dstadkomma extrem mandvreringsformiga med bibehéllen flygbarhet for
piloten.

Vid overljudsstrémning flyttas lyftkraftscentrum bakét, normalt fran 25
till 50 % av kordan (pa en oindlig, rak vinge). Detta medfor att stabilitets-
marginalen (skillnaden mellan lyftkraftcentrum och tyngdpunke) 6kar hogst
visentligt och en farkost som ir instabilt i underljud kan salunda bli stabil i
overljudshastighet. Detta giller f6r manga sé kallade instabila flygplan.

9.6  Luftmotstand

Om man gor vissa férenklingar, si visar de acrodynamiska och hydrodyna-
miska modellerna att motstandet borde vara noll om man inte tar ut ndgon
lyftkraft. Ar 1744 kom d’Alembert fram till detta och fenomenet ir kint som
d’Alemberts paradox. Han insdg act ndgot saknades i den teori som fanns vid
denna tidpunke. Vad ir det dd som orsakar detta motstand? Jo, det ir samma
princip som gor det jobbigt att dra denna lirobok over skrivbordet, friktion.
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Om vi studerar figur 9.5 och antar ate luften ror sig med hastigheten V2 at ho-
ger och tittar pa hastighetsprofilen nirmast “kroppen” ser vi att den bérjar vid
noll. Luften hakar alltsa fast och ligger still nirmast kroppen och hastigheten
okar uppat till dess att man kommer upp i fristromshastigheten. Det uppstar
nagot som kalls for skjuvkrafter mellan de olika "lagren”. Dessa skjuvkrafter ger
upphov till motstandet.

Motstandskoefhicienten, C; definieras i likhet med lyftkraftskoefhicienten
som

Om vi nu studerar motstindskoefhicienten, C; vid noll lyftkraft (det si
kallade nollmotstindet, Cd,o) som funktion av Machtal i figur 9.6 kan vi se

V2

\\K

V1

Figur 9.5. Hastighetsprofil ndra en kropp som ror sig i luft. (Kalla: FHS)

\f\

0
0 1.0 1.3 Mach

Figur 9.6. Nollmotstdnd som funktion av Machtal. (Kélla: FHS)
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act det 4r relativt konstant upp till det att man nirmar sig ljudhastigheten. D4
skjuter motstdndet kraftigt i hojden. Efter det att man kommit igenom ljudval-
len minskar motstindskoefficienten. Fér overljudsplan gér man ofta s att man
stiger med Mach 0.9 till hog hojd och sedan dyker man kraftigt f6r att snabbt
komma igenom detta motstandsomrade och upp i 6verljudshastighet. Detta ir
mer effektivt dn ate bara ”gasa” sig igenom ljudvallen pa konstant héjd.

Som ovan konstateras 6kar motstandet C;( kraftigt nir M ~ 1. For att
minska denna effekt kom NASA pa den si kallade arearegeln. Den betyder i
korthet att tvérsnittsarean pa luftfarkosten skall hillas konstant i dess lingd-
riktning. Detta medfor att flygkroppen gors smalare dir vingar och stabilisator
ar placerade. Applicering av denna regel kan minska C,, till ungefir hilften
nir man passerar ljudvallen.

9.7  Laminar och turbulent stromning

For att avsluta diskussionen om motstind skall vi diskutera skillnaden mellan
laminir och turbulent stromning. Ett enkelt sitt att studera skillnaden kan
man fi genom att dppna en vanlig vattenkran lite forsiktigt. Langst upp, nir-
mast mynningen dr det laminirt (ordnat) och lingre ner, innan vattnet nar vas-
ken, dr det turbulent (kaotiskt). Nir man ser pd strdmningen dr det inte svart
att inse att laminir stromning normalt ger ligre motstind dn turbulent. P4
ett modernt segelflygplan har man laminir stromning pa 80-90 % av vingens
korda vid gynnsamma férhillanden. Men varfor har en golfboll dé s.k. dimples
(sma gropar) som “triggar” den lamindra stromningen att bli turbulent? Pa
vissa passagerarflygplan kan man ocksé hitta sa kallade turbulatorer om man
tittar pd vingarna, vad skall det vara bra for? Det generella svaret 4r att det
ibland ir viktigare att veta var sjilva omslaget sker och att det dr konstant, 4n
att minimera motstindet till den sista decimalen. Hir kan man ocksa gora ett
enkelt empiriskt forsok om man spelar volleyboll (eller dnnu hellre en plast-
fotboll utan sémmar). Om man bara slir till bollen utan att skruva den, kan
man se hur den vandrar omkring lite i luften. Detta beror pa att omslagspunk-
ten mellan turbulent och laminir stromning vandrar lite. Bland golfspelare ar
detta, av forklarliga skil inget populirt beteende.

9.8  Stealth och aerodynamik

Manga ganger presenteras acrodynamik och szealth som ett motsatsforhallande,
men ofta dr problemen snarare act hinfora till dilig kommunikation mellan de
olika disciplinerna. Rena ytor med fa utstickande delar 4r t.ex. efterstravansvirt
av bade acrodynamik och stealth-konstruktorer. Stora strukturer som ir linje-
rade dr ocksd en fordel ur ett elektromagnetiskt perspektiv.

113






10. Véagutbredning och dess tillampningar

Nir energi dverfors fran en sindare (t.ex. ett foremdl) till en mottagare (t.ex.
ett 6ga) ger det mojlighet for mottagaren att uppticka sindaren. Vi siger att
de kommunicerar.

Energin 6verfors via ndgon form av végrorelse, antingen elektromagnetisk
eller mekanisk (t.ex. tryckvagor i en gas/vitska). Gemensamt for alla vigor
ir att de transporterar energi och inte materia. Vad 4r det som dr gemensamt
for 8gonen, vir kanske mest anvinda sensor, och andra sensorer som t.ex. ra-
dar, virmekamera och bildférstirkare? De dr alla kinsliga for elektromagnetisk
stralning (EM-strilning). Vad dr dd EM-stralning och vilka begrinsningar och
mojligheter har den? Detta kommer 6versikdligt atc behandlas i detta kapitel.

Vid tridlos kommunikation med t.ex. truppradio, radiolink, laserlink,
tradldst ndtverk (WLAN), GSM, 3G osv. anvinds elektromagnetisk strilning.
Sonarer utnyttjar istillet hydroakustiska vigor som ir en typ av mekaniska
vigor som utbreder sig i vatten. Aven ljud ir mekaniska vagor i luften. Sensorer
for att kunna detektera ljudvagor kallar vi mikrofoner.

Med stralningen menas att man Sverfor energi mellan tex. tva punkter A
och B (se figur 10.1.a pa nista sida), vilket ar fallet vid tradlés kommunikation
och “registrering” av ett foremél med t.ex. en virmekamera eller passiv sonar.

Geometrin i figuren 10.1.b pd nista sida visar ett fall dir energin frin A
reflekteras i B och atervinder till A dir den kan detekteras. Exempel 4r nir en
radar sinder en puls som sedan reflekteras av ett mal. Samma sak giller for en
aktiv sonar som sinder ljudvagor i vattnet mot ett mal. I figur 10.1.c pa nista
sida visas geometrin for t.ex. ett dga, dir t.ex. strilningen frin solen C reflekte-
ras i foremdlet B och sedan registreras av 6gat A.
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A B
a)| Sensor | «—— | Matobjekt Matobjektet genererar egenstralning
A 1 B
b)| Séandare > Mitobjekt Matobjektet reflekterar stralning
och sensor 2 fran sandaren A
A B
c)| sensor | < 2 Matobjekt M?tobjektet reflekterar stralning
fran en annan kalla C.

Kalla C

Figur 10.1. Nagra tankbara geometrier for vagutbredning. (Kalla: FHS)

I det foljande beskrivs elektromagnetisk stralning, for vilken vi kommer
att behandla begrepp som utbredningshastighet, frekvens, viglingd och sam-
banden mellan dessa. Direfter behandlas vagutbredning och antenner samt de
parametrar som styr utformningen av antenner. Kapitlet avslutas med nigot
om fotonen.

10.1 Uppkomst av elektromagnetisk stralning

I grund och botten handlar detta om krafter mellan laddningar. Stillastiende
laddningar ger upphov till det elekeriska filtet (E).” Laddningar som rér sig i
forhéllande dill varandra genererar dessutom ett magnetiske file (H). I denna
bok ges endast en mycket kort och forenklad beskrivning av fenomenet.
Accelererar man laddningar kommer en del av energin att strila ut fran
birarna av laddningarna (elektronerna), pd detta sitt genereras EM-strilning.
Det ir detta som sker i vira antenner. Vi for in stora mingder elektroner i an-
tennen genom att ansluta den till en spanningskilla (generator 1), se figur 10.2.

Antenn 1 —p 7 \/ <— Antenn 2
—

Gen 2
Gen 1 Mott

Figur 10.2. Séandare och mottagare. (Kélla: FHS)

*  Fet stil indikerar att filtet 4r en vektorstorhet, dvs. filtet har bide rikening och storlek.
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Men da elektronerna nir antennen bromsas de tvirt upp (jmf med att springa
in i en vigg), eftersom de inte kan limna antennen. Foremal som bromsas
upp forlorar energi, en del av energin stralar ut frin antennen och en del blir
varme.

Befinner man sig pa en fix punkt med en antenn si kommer den att kinna
av att det elektriska och magnetiska filtet varierar med tiden. Dessa f6rind-
ringar av filtet kommer att accelerera de laddningsbirare som finns i antennen;
ir den i sin tur ansluten till en mottagare kommer den att uppleva det som
att en spanningskilla finns i antennen (generator 2). Det fina med detta ér att
generator 2 svinger “identiskt” med generator 1.

10.1.1 Utbredningshastighet

EM-stralning kan beskrivas som en vigrorelse i analogi med t.ex. ljud- och vat-
tenvigor. Men det finns négra stora skillnader, bl.a. utbredningshastigheten.
EM-vagor utbreder sig med hastigheten 300 000 000 m/s = 300 000 km/s i
vakuum; detta ska dd jimforas med blygsamma ca 340 m/s for ljudet i luft
vid havsytan och ca 1 500 m/s for ljudet i vatten. Ytterligare en skillnad ir att
EM-stralning kan utbreda sig utan ett medium” till skillnad mot ljudvigor som
behover luft eller ndgot annat material. (Det gar inte att prata i vakuum.)
Utbredningshastigheten gar ner nigot nir EM-strilningen utbreder sig i
nagot annat in vakuum. Kvoten mellan hastigheten i vakuum och hastigheten
i det aktuella mediet kallas brytningsindex (n). Skillnaden i hastighet leder till
att stralningen bryts® ¥ (indrar rikening) i grinsskiktet mellan tvd material (se
figur 10.3).
Brytningsindex dndrar sig bl.a.
ndr temperatur och frekvens dndras.

i Det forsta leder bl.a. dll higringar
ni och 7virmedaller” ovanfér t.ex. ett
ny>n, varmt stridsfordon. Det andra leder

g bl.a. till regnbégen.

Figur 10.3. Brytning i gransskiktet mellan tvd material
med olika brytningsindex. (Kélla: FHS)

* Under 1800-talet lades mycket méda ner pd att forsdka gé runt detta faktum att ljus (som
man i och fér sig inte hade insett ir EM-strilning) kunde utbreda sig till synes utan ett me-
dium. Dirfor inforde man begreppet “etern”, som sades inte ha ndgon massa, luke eller annan
egenskap! Lustigt nog lever detta ord kvar i uttrycket etermedia.

+  Ordet refraktion anvinds ofta istillet fr brytning.

i Det finns ett matematiskt samband, kallad for Snells lag, som beskriver detta fenomen
ny sin a = ny sin f.
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10.1.2  Frekvens

Hur snabbt en spinningskilla svinger kallar vi frekvens. Frekvensen har stor
betydelse for bl.a. utformningen av antennen och dimpningen av den elek-
tromagnetiska vigen i atmosfiren. Hur snabbt ndgot svinger brukar vi mita
i Hertz [Hz] = antalet svingningar per sekund. Antag att vi har nigon fysisk
storhet som svinger runt ett jimvikeslidge (t.ex. en massa som hinger i en fjader
eller det elektriska faltet i var EM-vég). Figur 10.4 visar hur det elektriska filtet
varierar med tiden pa ett visst avstind frin antennen. Lat oss borja vid tiden ¢
ddr amplituden = 0, direfter 6kar amplituden successivt frin 0 till et maximalt
positivt virde +A. Sedan passerar vi 0 igen for att hamna pd maximalt negativt
virde —A och sedan acer dll 0 vid tiden t;. D4 har vi genomldpt en period pd
tiden T = t;—t; s. Antalet perioder per sekund ir inget annan 4n frekvensen f.
Antag att periodtiden T = 0.1 s, vilken frekvens svinger filtet med da? Ja, det
miste uppenbarligen g& 10 perioder pa 1 sekund, frekvensen ar alltsa 10 Hz.

A £ vim] x =10m
tA|-= =N
ZO tl/\ /
t[s]
AT lor Jd

Figur 10.4. Elektriska faltets variation med tiden pa avstandet x = 10 m fran kéllan.
(Kalla: FHS)

Detta kan sammanfattas s hir: Frekvensen f ir lika med 1 dividerat med
periodtiden T. Eller annu enklare:

1
I=7

Kort periodtid ir alltsa liktydigt med hog frekvens.

10.1.3  Vagldangd

Vad menas med vaglingd A [m] och hur ser kopplingen dill frekvens ut? Lat
oss gora om ovanstiende experiment men pd ett litet annorlunda sict. I stéllet
for ate sta stilla pa ete fixt stille och lita tiden g3, 1at oss frysa tiden och i stéllet
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forflytea oss i vagens utbredningsriktning och mita falestyrkan. Mitresultatet
blir snarlikt det forra, det enda som skiljer 4r ate vi far stricka [m] pé x-axeln i
stillet for tid [s], se figur 10.5.

4 £ vim] t=1s

R e Ay 4 Watatat -

Figur 10.5. Elektriska féltets variation utmed utbredningsriktningen x vid tident=1s.
(Kalla: FHS)

P4 motsvarande sitt som tidigare kan vi betrakea en period av signalen. I
detta fall méste vi forflytta oss en stricka A for att dterkomma till ursprungs-
situationen. Denna stricka kallar vi fér vaglingden och den betecknas vanligen

med den grekiska bokstaven A (lambda).

10.1.4  Sambandet mellan vagléngd och frekvens

Sé nu dill fragan hur frekvens och véglingd hinger ihop. For att forklara detta
miste vi blanda in utbredningshastigheten v. Vet vi frekvensen f och utbred-
ningshastigheten v, kan vi rikna ut viglingden.

*  Exempel 1. Antag att vigen ror sig med hastigheten v = 100 m/s och att frek-
vensen ir 10 Hz. Vi vet siledes att vigen flyttar sig 100 meter pé en sekund
och att den under samma tid (1 s) hinner genomldpa 10 perioder. Rimligen
maste da varje period vara 10 m lang och periodens lingd ir ju inget an-
nat in viglingden. For act fa fram resultatet dividerade vi hastigheten med
frekvensen (antal fullbordade perioder pé 1 sekund).

*  Exempel 2. Antag samma frekvens som i exempel 1 men att hastigheten har
okat till 300 000 km/s (= ljushastigheten). Vad blir da viglingden? Den blir
30 000 km! 75 % av jordens omkrets! Ovanstiende resonemang kan sam-
manfattas i nedanstdende formel:

A% A%
7»—7[m]<:>v—f~7u[m/s]<:>f—x[Hz] (1)
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Med hjilp av ovanstiende formler samt tvd av de tre parametrarna kan ni
nu sjilva rikna ut den okinda. En generell slutsats ur ovanstiende formel (re-
sonemang) ir att oavsett utbredningshastighet sa giller: Okad frekvens medfor
kortare vaglingd och vice versa.

Nu har vi visat hur frekvens, vaglingd och utbredningshastighet hinger
ihop. Varf6r 4r vi di sd intresserade av dessa parametrar? Jo, det visar sig att
transmissionen av EM-vagor ir starke beroende av frekvensen och far siledes
stor inverkan pa hur mycket vigen ddmpas och hur den utbreder sig. For ate 2
effektiv riktverkan av sin antenn méste man anpassa storleken till den aktuella
frekvensen. I militdra ssmmanhang 4r det ofta tvirtom. Utrymmet f6r en ra-
darantenn ir begrinsat i t.ex. en robot, dd maste man vilja en limplig vaglingd
for bra riktverkan i antennen.

10.2 Vagutbredning

De elektriska och magnetiska filten ir vinkelridta mot varandra och dven mot
utbredningsriktningen (se figur 10.6). Riktningen pd det elektriska faltet (E)
anger stralningens polarisation. Strdlning frén t.ex. solen och glodlampor ir
helt opolariserat, dvs. polarisationen skiftar hela tiden pé ett slumpmassigt sitt.
Vissa material sisom t.ex. vatten och sné har egenskapen att vertikalpolariserat
didmpas kraftigt vid reflektion.” Detta kan utnyttjas i si kallade Polaroid-glass-
gon som utnyttjar just denna effeke. Genom att tillverka glasdgonen si atc de
endast sldpper igenom vertikalt polariserat ljus dimpas besvirliga solreflexer ut
pa ett mycket bra sdtt utan att resten av omgivningen ocksi forsvinner.

Figur 10.6. EM-vagens "utseende” under utbredning langs x-axeln. (Kalla: FHS)

* Vid en viss vinkel, den s.k. Brewstervinkeln, forsvinner reflektionen helt och hillet.
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Manga av véra vanligaste militdra applikationer anvinder sig av polariserad
stralning. Nagra exempel ir laser, radar och radiokommunikation. Diremot ut-
nyttjas inte polarisationen i bildférstirkare och virmekameror, vanligen kallade
IRV-kameror (Infra Red Vision).

Vigutbredningen har ett starkt frekvensberoende. Vid liga frekvenser kan
strdlningen utbreda sig mycket linga strickor (i princip jorden runt) utmed jor-
dens yta genom att vixelverka med marken/vatten, s.k. ytvig (se figur 10.7).

Rymdvag
Direktvag R
\</ Reflekterad vag \</
Ytvag
S M

P

Figur 10.7. Vagutbredning. (Kélla: FHS)

Okar man frekvensen kommer ytvigen att dimpas ut tidigare och tidigare.
Vill man da fortfarande komma lingt kan man fa vigen att reflekteras hogt upp
i atmosfiren, det sker i jonosfiren.” Denna vig kallas rymdvag. Detta fungerar
bra i frekvensomradet 3-30 MHz; grinserna varierar kontinuerligt ver dygnet
och dret. Okar man frekvensen ytterligare finns det ingen méjlighet att bryta
av i jonosfiren och man blir helt beroende av direktvigen och den reflekterade
vagen. Dessa tvd tillsammans brukar kallas for atmosfirsvigen. Ligger man till
ytvagen far man det som brukar kallas for markvig. Vid ytterligare 6kning av
frekvensen 4r det endast direkevdgen som “éverlever”. Vill man komma langt pa
dessa frekvenser ir man helt beroende av fri sike.t Aven om det inte finns nigra
hinder sasom t.ex. berg och byggnader si ger jordens krokning upphov till en
radio-/radar-/optisk rickvidd for direktvagen (se figur 10.8 pd nista sida).

Avstindet R . ges av nedanstaende formel:

Ry, ~ 412(\f7 [m]+ Jh, [m])  [km] )

I jonosfiren (50—400 km upp) ir trycket sa lage att fria elektroner och positiva joner kan
overleva en icke férsumbar tid. Det bildas olika skike i jonosfiren dir brytning av EM-vigor
tillbaka till jorden dger rum.

T Detta leder till att man vill komma upp pé héjder med sina sensorer och radioldnkar.
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| skugga
hy

Figur 10.8. Radarrackvidd med hénsyn till jordens krékning och antennens resp. malets hojd.
(Kalla: FHS)

*  Exempel 5. En sjomdlsrobot flyger pa 9 meters hojd an mot en korvett av
Visbytyp. Dess radarantenn sitter pa 14 meters hojd. Vilket dr det storsta
avstind som radarn kan uppticka roboten pi om man endast tar hinsyn till
jordens krokning? Formel (2) ger oss svaret:

Ry ~ 41214 4+9)=4.1(3,74+3)=27.6 [km]

*  Exempel 6. Hur hogt upp maste en radarantenn placeras om man vill ha
méjlighet att uppticka mal pa 100 meters héjd 50 mil bort? Aterigen ger
formel (2) svaret pa frigan:

Ry ~4.12(Jh [m]+ i, [m]) [km] =
3ﬁz%—@=%—M=112:
— h, ~12500m

Ganska hogt! Att sitea en sensor i en aerostat verkar i alla fall vara en fung-
erande 18sning. Hir bér ldsaren observera att formel (2) giller framfor alle i
mikrovagsomradet. I optiska omradet giller i stillet:

Ry, 3.86(\ls[m]+ /I [m]) [km] 3)

Hur kommer det sig att den optiska rickvidden blir kortare? Det beror pa
att vagen bojer sig olika mycket pd grund av att brytningsindex n ir frekvens-
beroende. Vad har di brytningsindex med detta att gora? I normal atmosfir
minskar brytningsindex med stigande héjd. Om brytningsindex minskar bryts
stralningen tillbaka mot jorden. Faktum ir att rickvidden skulle vara betydligt
kortare om vagen inte bojde sig i atmosfiren. Om vi inte tar hinsyn till bryt-
ningen fir vi det som kallas f6r geometrisk rickvidd:

R, ~3.57(l[m]+ JI [m]) [km] 4)
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Kvoten mellan (2) och (4) blir

4.12(\/E[m]+\/E[m])= s
3.57( i [m]+ /i, [m])

Duvs. rickvidden 6kar med 15 % pé grund av brytningen i atmosfiren.

10.3 Antenner

Storleken och formen pa antennen bestims i huvudsak av de tva parametrarna
vaglingden, A [m] och anvindningsomradet. En indelning av anvindnings-
omride ir att skilja pd applikationer dir vi vill kunna rikta stralningen (radar,
radioldnk) och det rundstréilande fallet (truppradio, mobiltelefon).

10.3.1 Riktantenner

Ofta hér man talas om begreppet antennforstirkning, vad menas med det?
Lat oss borja med en ljusanalogi. Tink er en glodlampa som hinger fritt i sin
elkabel. Den skulle vi definiera som en isotrop lampa. All effekt P; som vi ma-
tar in i lampan sprider sig sfiriskt it alla hall. Ljuset skulle vara lika starkt var
vi 4n befinner oss pd en tinke sfir centrerad kring lampan. Denna lampa har
ljusforstarkningen = 1.

Denna typ av lampa verkar inget vidare dd huvuddelen av ljuset sprids i
oonskade rikeningar. Onekligen verkar det smartare att rikea ljuset mot det
man vill se istillet!

Lat oss sitta en reflektor runt lampan som riktar ljuset. Utformningen av
reflektorn beror pa hur vi vill att ljuset skall sprida sig. Till en bil kan man t.ex.
kopa till extra stralkastare med olika egenskaper. Det finns bl.a. s.k. flodljus
som har en bred ljuskdgla som ir relative kort och fjartljus som har en smal
och ling ljuskigla. For en given ljuseffekt P, krivs det siledes mindre strom till
glodlampan om den har en reflektor 4n om den saknar reflektor. Forhallandet
mellan effekterna Py och P, som ger samma ljusstyrka kan vi kalla Reflektor-
forstirkning, RE

A
RE = P, [ger] )

Virt att ndmna hir dr ocksa ett fenomen som vi brukar kalla for sidolober.
Det vill sdga att hur vl vi dn konstruerar var reflektor, sa kommer en del av lju-
set spridas vid sidan om huvudloben. Diremot ir styrkan i sidoloberna mycket
lagre 4n i huvudloben.

Ett liknande resonemang som ovan kan foras for ovrig elektromagnetisk
strilning. Skillnaden 4r att “refektor” kallas for antenn och “reflektorforstirk-
ning” blir antennférstirkning G.
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Lat oss studera figur 10.9 som Backlob
visar ett s.k. antenndiagram.

Diagrammet visar hur G varie- X
. . . GmaX
rar i horisontalplanet for t.ex. < _
~_

Huvudlob

en radarantenn. Figuren ir inte
skalenlig, oftast 4r antennfor- Sidolob
stitkningen i huvudloben ca  figyr 10.9. Antenndiagram. (Kalla: FHS)
1 000 ggr (30 dB) storre 4n dito

i sido-/backlober. Det bista

vore om vi inte hade néigra Girax
sido-/backlober dé dessa gor oss
kinsliga for telekrigatgirder.”

I figur 10.10 har vi fort in
lobbredden O (theta) som anger
hur smal eller bred var huvudlob
ir. Det finns flera olika defini-
tioner pé lobbredd, hir anvinds
den vanligaste s.k. 3dB-lobbred-
den. Med 3dB lobbredd menas
att vinkeln mits mellan de tvi
punkter a och b dir antennfdr-
stirkningen nedgétt till hilften
av G

max-
Med rimliga krav pfi sido- Figur 10.10. Ett antenndiagram frén en antenn som
lobsniva (ca—30 dB = 0.001 ggr) ar d m bred. (Kalla: FHS)

si kan nedanstiende tvi formler
anvindas for overslagsberikningar.

60- 1
0027 6
7 (6)
25000
G ® s
max Qh-gv (7)

Lat oss titta lite ndrmare pd formel (6), vad betyder den egentligen? Till att
borja med kan vi konstatera att A star ovanfor brikstrecket, vilket medfor att
om viglingden 6kar (frekvensen minskar) si 6kar ocksa lobbredden. Gor vi di-
remot antennen storre (d 6kar) si minskar lobbredden. Slutsatser: Lobbredden
minskar di frekvensen 6kar om d ir konstant, likasd om d dkar och frekvensen
ir konstant. En smal lob, som ofta efterstrivas, kriver en stor antenn riknat i
antal vaglingder. Lit oss titta pd ndgra exempel:

*  Sido/backlober méjliggor for fienden att signalspana och stéra oss dven fast denne inte befin-

ner sig i vir huvudlob.

124



Vagutbredning och dess tillampningar

* Exempel 3. En rimlig lobbredd pé en rike-
antenn dr 1 grad. Hur stor antennbred d be-
hévs om frekvensen ir 3 MHz (A = 100 m)?
Formel (1) ger oss 18sningen, 6° =1 med-
for att d maste vara 60 A bred. Alltsd
d =60 +100 = 6000 m, bred!

* Exempel 4. Antag att man vill ha samma
lobbredd som ovan f6r radarn i AH-64D
Longbow. Hur stor maste den antennen vara?
Vi 7vet” att antennen maste vara minst 60 A.
Enligt Janes™ ir frekvensen f = 35 GHz. Detta
motsvarar en viglingd

c 300 000 000

=—=—————=8.6mm
S 35000000 000

Figur 10.11. AH-64 Longbow med
radarantennen ovanfor huvudrotorn.
(Foto: US Department of Defense) 50 cm.

vilket i sin tur ger antennstorleken d ungefir

Pi bilden av helikoptern i figur 10.11 ser det ut som om den vore stérre
in 0.5 m. Detta beror formodligen pa att man dels har ett mekaniske skydd
(radom) samt att man vill ha en ligre sidolobsnivé dn vira —30 dB.

Hittills har vi bara behandlat antenner inom radio- och radaromradet, men
faktum ir att det dr samma fenomen som giller 4ven inom det optiska omra-
det. Lt oss titta pd ett exempel:

o Exempel 5. Jimforelse mellan storlek pa lins i termiska IR-omrédet och lins
for synlig stralning. For linser giller precis som for riktantenner att lobvin-
keln 0 4r beroende av bdde viglingden och storleken pé linsen. For linser
anvinds ofta detta forhallande:

0= %[mrad]

Dvs. samma forhallande giller mellan vinkel, vaglingd och storlek som di-
digare. Antag nu att vi vill kunna identifiera ett féremal pa samma avstind
med antingen ett visuellt sikte eller ett termiskt IR-sikte. Rimligt att anta dr
att for att kunna identifiera pi samma avstind si maste lobvinkeln vara den
samma for de tvd siktena. Det termiska IR-bandet ligger mellan 8-12 pm
och det visuella omradet dr 0.4-0.7 pm. Vaglingden f6r termisk IR 4r allesd
ca 20 ggr lingre dn vaglingden for visuell stralning. Detta innebir att en

*  Martin Streetly (ed.), Janes Radar and Electronic Warfare Systems 2004-2005 (Surrey, Eng-
land: Jane’s Information Group, 2004), s. 244.
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IR-lins méste vara 20 ggr stdrre dn den visuella linsen om samma prestanda
ska erhallas.

10.3.2 Rundstralande antenner

Ett exempel pa rundstralande antenn dr halvvigsdipolen,
vilket 4r ett ledande sprot som ir en halv vaglingd lingt
A2 (se figur 10.12).
Halvvagsdipolen strilar mest vinkelrit mot sprotet. Ar
sprotet vertikalt sd 4r alltsd strilningen som intensivast i

Figur 10.12. Halwégs horisontell riktning. Den strilar lika mycket &t alla hall i
dipolantenn. horisontplanet, dirav beteckningen rundstrilande (se fi-
(Kélla: FHS)

gur 10.13.a). I vertikal riktning finns det ingen stralning
alls (se figur 10.13.b).

a) Stralningsdiagram b) Uppskuret stralningsdiagram

Figur 10.13. Stralningsdiagram for en halvvags dipolantenn. (Kalla: FHS)

Maste den verkligen vara en halv vaglingd ling? Det méste den inte vara,
men gor man den kortare fir man problem med verkningsgraden. Dvs. anten-
nen blir varm och det blir svart att anpassa antennen elektriske till sindtagaren.
Gor man antennen lingre dr det dessutom inte sikert att den strilar mest i
horisontell riktning lingre.

For ate 2 hygglig verkningsgrad maste antennen vara av minst samma stor-
leksordning som vaglingden.”

Strilningen i vanlig stavantenn, enligt figur 10.12, ir polariserad i sam-
ma riktning som staven. Ar antennen riktad vertikalt sd blir stralningen ock-
sd vertikalt polariserad. En horisontellt riktad antenn kan teoretiskt inte ta
emot stralning frdn en vertikalt polariserad sindarantenn. Teoretiske blir den

*  Vid mottagning kan man tinka sig att anvinda mindre antenner. Likasa t.ex. i mobiltelefoni,

dé det inte vore sa roligt att ga runt med decimeterstora antenner i fickan!
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mottagna effekten noll, men i verkligheten kommer lite effeke in. Redan vid 45
graders skillnad mellan antennerna reduceras effekten med 50 %.

Stralning av olika polarisation har olika formagor att tringa genom olika
material. Exempelvis svensk “normalskog” dimpar horisontellt polariserad
strdlning i truppradiobandet mindre in vertikalt polariserad.”

10.3.3  Gruppantenner

Gruppantenner ir en typ av antenn dir man anvinder ett flertal antennele-
ment (se figur 10.14) och slir ihop signalerna for att pa sa sitt 6ka antennfor-
stirkningen G. En férdel med en gruppantenn ir att man kan "flytta” loben
utan att rent mekaniskt behova vrida antennen.

Plan vag

— i

Summator

Figur 10.14. Gruppantenn. (Kélla: FHS)

Att man kan oka antennforstirkningen genom att anvinda flera antenner
dr ganska rimligt. Antag att vi endast har ett antennelement som “fingar” upp
effekten P, fran borjan (se figur 10.15.a pd nista sida).

Tink nu istéllet att vi har tvd antennelement bredvid varandra enligt figur
10.15.b, d& maste rimligtvis bida elementen "finga” upp vardera effekten Py,
Tillsammans fingar de siledes upp effekten 2 P. Vi har siledes fitt nagon

* Varfér anviinder vi dd inte horisontell polarisation? Jo, det dr svért att bygga en antenn som

stralar varvet runt lika bra. (Man maste didrmed veta ungefir var den som man skall kom-
municera med befinner sig.)
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1 1 2
Py

Py b) Py

a)

Figur 10.15. Ett resp. tvd antennelement. (Kalla: FHS)

slags effektf6rstirkning, men hur ska vi sla ihop signalerna fran de tva antenn-
elementen?

Det som elementen egentligen fingar upp ir ju de elektromagnetiska filten
E och H. Dessa filt har bide en amplitud A och ett faslige 0 si vid sammanslag-
ningen madste vi ta hinsyn till dessa! Vi har tidigare antagit att bada elementen
fingar upp samma effekt; detta dr samma sak som att siga att amplituderna ar
lika. Men f6r fasldget giller att det mycket vél kan finnas en skillnad mellan de
tva elementen. I fjarrzonen (lingt frin sindarantennen) giller enligt tidigare att
végfronten ir plan, dvs. pa en linje vinkelrit mot utbredningsriktningen ir fasen
konstant. I utbredningsriktningen ddremot varierar fasen med avstandet frin
sindaren. Ligger man ihop tvé signaler med samma amplitud men olika fas kan
summan bli allt mellan 0 och 2A. Hur paverkar detta vir antenn i figur 10.16?

”
//
’/
”
PR \
//
,/
° L
Vag']_ — > . ey g v — m— o m— —
”
,/
//
vag2”~ 1 2
Po, A, ¢ ;‘ — Po, A, 2
+
Py, A

Figur 10.16. Exempel pa tva olika vagfronter. (Kalla: FHS)
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Vi studerar forst vag 1 som triffar bida antennerna samddigt. Eftersom va-
gen ir plan, far bida signalerna samma faslige och kommer darfor att adderas i
fas med varandra och amplituden A blir dirmed 2A, dvs. A, = 2A. Vag 2 kom-
mer att triffa antenn 1 en stund innan den triffar antenn 2, med tidsdifferensen
At. Detta méste ocksd innebira att signalen blir fasfordréjd en viss vinkel Ae,
storleken pa fasférdrojningen beror av bide” tiden At och frekvensen f. Sivida
fasfordrojningen inte motsvarar en multipel av 21 (360°) sd kommer amplitu-
den A pi den sammanslagna signalen att vara mindre dn 2A, dvs. Ay < 2A.

Slutsatsen blir att antennsystemet 4r mest kinsligt (G storst) f6r vig 1 och
mindre kinsligt f6r vag 2. Vi har siledes fitt en riktantenn!

Egentligen dr vi mest intresserade av vig 2. Da uppstér frigan om det finns
nagot enkelt sitt modifiera antennsystemet s vi far denna egenskap. Det som
behéver goras dr ate vi méste se till ate vag 2 fran antenn 1 resp. 2 adderas i
fas. Vi vet att vag 2 blir fasfordrojd A pa grund av tidsférdrojningen At. Om
vi infor en fastordrojning @1 = A¢ 4ven pa signalen fran antenn 1 s3 kommer
signal 1 och 2 att vara i fas igen och summan Aj = 2A. Vig 1 kommer diremot
inte langre att vara i fas nir de summeras pa grund av fasfordréjningen ¢
vilket leder dill att Ay <2A. Om vi nu bygger oss en gruppantenn bestiende
av N stycken element enligt figur 10.17 med samma inbérdes avstand mellan
elementen sd kan vi lict summera ihop alla signalerna genom att ha olika fas-
fordréjningar ¢, for respektive element.

Plan vag

— i

Summator

Figur 10.17. Gruppantenn bestdende av N st antennelement. (Kalla: FHS)

*  Sambandet ir A = 2mfAz
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Storleken pa fordrojningarna blir:

9, =(N-nAo

P4 detta site kan vi siledes summera i fas, i godtycklig riktning. Fasfordroj-
ningarna i figur 10.17 kan bl.a. realiseras elektroniskt eller mekaniske. Med
elektroniske avses att man pa elekeronisk vig kan variera fasférdréjningen,
t.ex. genom att variera spinningen over en komponent. P4 detta sitt kan man
mycket snabbt (del av ms) dndra riktning pa antennloben. Med mekaniske
menas att fasforskjutningen dndras genom att man mekaniske forskjuter mat-
ningen av arrayen. Det finns ytterligare ett sitt att forma loben/loberna. Det
sker genom att forma loberna digitalt vid mottagningen (se figur 10.18).

= NAt = NAg
Plan vag

3A1 = 3A¢

A/D A/D A/D AD | ===-- A/D

—|li—

Signalbehandling

Figur 10.18. Digital lobformning. (Kéalla: FHS)

Signalen frin antennelementen 1-N omvandlas frin analoga signaler till
digitala innan de gar vidare till signalbehandlingen. Dir kan sedan signalerna
t.ex. behandlas parallellt i flera kanaler. I varje kanal kan sedan olika fasfordroj-
ningar anvindas, vilket leder till att man kan skapa flera olika lober med olika
rikeningar. Detta 4r en mycket stor fordel f6r moderna radarer och telekom-
utrustningar.
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10.4 Fotonen

Hirtills har vi behandlat EM-strilning som en vagrorelse. Tyvirr kan vi inte
forklara alla fenomen med den modellen. Ett av dessa fenomen ir den foto-
elektriska effekten som beskrivs i nista stycke. Ett annat 4r s.k. fotondetektorer
som anvinds i t.ex. virmekameror och bildférstirkare.”

Nir man belyser en metall si lyckas man ibland ”sl&” loss en elektron fran
metallen. Befinner sig di metallen i vakuumrér sa kan den frigjorda elektronen
anvindas till att leda strom. Det mirkliga dr act om man belyser en viss metall
med blatt ljus (hog frekvens) sa leder vakuumréret strém dven vid mycket liten
ljusstyrka. Om vi i stillet belyser samma metall med rott ljus (lag frekvens) si
leder den inte strom oavsett hur stor ljusstyrka vi har! Vore ljuset en vagrorelse
s ska det enligt alla teorier slas loss en elektron bara ljusstyrkan ir tillrdckligt
stor. Vid forra sekelskiftet fanns ingen forklaring pa detta. Men 1905 kom
Albert Einstein pa en forklaring till detta problem.t Hans [6sning var att ener-
gin inte kom kontinuerligt i en vigrorelse, utan som sm3 paket* (kvanta) och
energin i varje paket var beroende av frekvensen for motsvarande végrorelse.
Energin i varje sidant paket ir E = h ¢ f [J] ddr h = 6.63 « 10-34 Js. Ljus ir alltsa
bade en végrorelse och en partikel!

Inom radio- och radaromradet anvinds uteslutande vigmodellen. Diremot
inom IR-tekniken och det visuella omrddet méste man anvinda foronmodellen
for att forklara funktionen hos bl.a. detekrorer.

Det finns en annan typ av detektorer som reagerar pa virmedkningen i sjilva detektorn, s.k.

bolometriska detektorer.

t  Det var for den fotoelektriska effekten som Einstein fick Nobelpriset i fysik 1921; hans relati-
vitetsteorier var for kontroversiella for Nobelkommitén.

1 Ordet foton kom langt senare.
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11. Atmosfarens paverkan pa
aerodynamik och vagutbredning

I detta kapitel studeras det tunna skike som omger jorden och kallas atmos-
fir. Forst kommer atmosfirens sammansittning och tillstdnd att beskrivas och
slutligen kommer atmosfirens paverkan pa tekniska system och vigutbredning
att beskrivas.

I stort bestdr atmosfiren av gaserna kvive (78 %) och syre (21 %), det vi
kallar luft, och halls pa plats av jordens gravitation. Det dr vért att notera att
atmosfiren inte slutar pa en vildefinierad hojd utan blir tunnare och tunnare
innan den 6vergir i rymden. Ungefir 75 % av atmosfirens massa aterfinns pa
under 11 km héjd. For att fa kalla sig astronaut, om ldsaren har sadana planer,
midste man befinna sig pd hogre héjd 4n 80 km, dtminstone kortvarigt.

Atmosfiren skyddar de olika livsformerna pa jorden genom att dels ab-
sorbera ultraviolett stralning och dels genom att jamna ut de annars extrema
temperaturskillnaderna mellan dag och natt. Knappt hilften (43 %) av den
solenergi som nar atmosfirens yttersta grins nar ner till jordytan. Resten sprids
i atmosfiren (22 %) eller reflekteras ut i rymden (35 %). Nistan ingen upp-
virmning av atmosfiren sker nir energin passerar igenom densamma, dvs. luft
dr yteerst transparent i dessa vaglingdsomraden. Medeltemperaturen vid jordy-
tan dr 14 °C, beridknat pé hela jordklotet.

11.1 Atmosférens sammanséattning och indelning

Atmosfiren indelas i héjdled pa grund av sin temperaturférdelning (se figur
11.1). Det forsta skikeet, troposfiren, har himtat sitt namn fran ett grekiske
ord som kan Sversittas med att vrida eller blanda. Troposfiren har en tjocklek
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pa ca 7 km vid polerna och ca 17 km vid ekvatorn; pa vara breddgrader dr den
ca 10 km. P4 grund av solens uppvirmning av jordytan stiger varm luft och
kyls ner med 6kad héjd, detta i kombination med jordens rotation orsakar det
vi kallar vider. Solen med sin 6 000-gradiga yta ir siledes vidrets motor.

I troposfiren minskar temperaturen normalt med 0.65 °C/100 m hgjd.
Det medfér mycket liga temperaturer vid hégre hojder, jamfér med normal
flyghojd for trafikflyg, 10-12 km. I vissa moderna passagerarflygplan anges
yttertemperaturen. Den intresserade ldsaren uppmanas bedoma rimligheten i
detta pastidende genom att notera yttertemperatur och hojd vid nista flygresa.

Vid overgingen mellan troposfiren och stratosfiren, tropopausen, dndrar
sig temperaturfordelningen och temperaturen 6kar sedan med ckande héjd i
stratosfiren (se figur 11.1). Detta pdgér dnda upp till den s kallade mesopau-
sen. | mesosfiren minskar temperaturen dnyo for ate 6ka i jonosfiren (eller
thermosfiren). Att gora en avgrinsning till att frimst titta pa troposfiren kan
tyckas inskrinkt men en overvildigande del av militir (och annan) verksamhet
sker med nodvindighet dir.

Hojd 4 km
920

Jonosfar

80 \
N,
70 Mesosfar \
N
60
Stratopaus \
d

50— )
40
30| Stratosfar /
iy
Tropopaus
10
Troposfar \\\

-90 -60 -30 O +30
Temperatur, grader C

Figur 11.1. Atmosfarens olika skikt och ungefarlig temperatur. (Kélla: FHS)
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11.2  Temperatur, lufttryck och densitet

I troposfiren minskar alltsa temperaturen med ca 0.65 °C /100 m héjdokning.
P4 grund av olika viderbetingelser skiftar detta, men mer om detta nedan.
Lufterycket dr en direkt f6ljd av luftens egen massa (vike). Trycket vid jordytan
dr 101 325 N/m? vilket motsvarar drygt 10 meter vattenpelare. Detta 4r sikert
kint av dykare som har ungefir dubbel luftférbrukning pa 10 meters djup
jamfort med sin f6rbrukning vid ytan. Lufterycket som motsvarar 10 meter
vattenpelare r ocksa anledningen till att man aldrig kan suga upp” vatten mer
dn ca 10 meter, ddremot gar det bra att trycka upp det mycket hogre.

Lufttrycket minskar till ungefir hilften om man kommer upp pa 5 km
héjd. Ndgot man skall vara medveten om ir att kroppens forméaga att utnytt-
ja hemoglobin for syretransport beror pd deltrycket av syre och redan vid ca
3 000 m hojd minskar syresittningsformégan (hos icke bergslevande personer)
dramatiskt. For att vara fullt kapabel att utféra sina uppdrag bor syrgas an-
vindas fran denna hojd och uppat. Vid héjder ver 8 000 m ir deltrycket for
daligt for god syresittning dven om ren syrgas inandas.

Densiteten pé luft dr ca 1.225 kg/m3 vid jordytan. Varm luft har ligre den-
sitet dn kall luft och stiger saledes. Detta dr det fenomen som vanligen anvinds
av segelflygare, dvs. varm luft som vdrmts upp av solinstralningen nira jordytan
stiger fortare dn flygplanet tappar hojd och nettoresultatet blir att man lyfts
upp” till en hogre héjd. Ett annat konkret exempel bestar av varmluftsbal-
longer som alstrar hela sin lyftkraft pa detta sitt.

Prestanda pa tekniska system paverkas i allminhet mycket beroende pd den-
sitetsskillnaden med varierande hojd. Eftersom luften blir tunnare far t.ex. flyg-
plan forsimrade stighastighets- och stigvinkel prestanda. Tills nyligen (2005)
hade t.ex. ingen helikopter lyckats landa pd virldens hdgsta berg, Mount Eve-
rest. Tillgingligt syre, eller syrets deltryck, fér en motor minskar med hojden
och dven pa rimliga héjder (Iis 2-3 000 m) kan man mirka uppenbart frsim-
rade prestanda for en vanlig Ottomoror. A andra sidan minskar luftmotstin-
det vid 6kad hojd (firre luftmolekyler att krocka med). For flygplan ar dirfor
jetmotorer att foredra vid hoga héjder (och hoga hastigheter).

Varfor minskar da ljudhastigheten med minskande densitet? I korthet kan
man siga att det beror pa att avstdndet mellan luftmolekylerna ir lingre sa nir
man petar till en dréjer det lingre innan den triffar nista och informationen
sprids vidare. Om man tar ett titare medium, t.ex. vatten, si okar ljudhastighe-
ten drygt 4 ginger pa grund av att “informationsvdgarna” dr kortare.

For att man skall kunna jimféra prestanda pé ett korreke sdce for olika be-
tingelser dr det vikeige atc det finns en standard for de fysikaliska storheterna
som en funktion av hojden. Eftersom den riktiga atmosfiren aldrig ir stilla
méste en modell anvindas. Modellen av atmosfiren ir kind som Standard
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Atmosfiren. Luften i modellen antas fri fran smuts, fuktighet och vatteninga.
Dessutom antas att det r vindstilla, dvs. ingen rérelse i forhallande till Jorden
och ingen turbulens.

Efter lite trevande forsok (innan 1952) finns numera 7he International
Standard Atmosphere (ISA) som tagits fram av International Civil Aviation
Organization (ICAO). ISA ir ett tabellverk med tryck, temperatur, densitet,
ljudhastighet m.m. som funktion av hojden. Dessa virden ar baserade pa tidiga
mitningar med allt fran raketer till viderballonger och kan sigas utgora med-
elvirden pd dessa mitningar.

Ett vanlig virde ir t.ex. International Standard Atmosphere (ISA) 0 vilket ir
en vanlig dag med en lufttemperatur av 15 °C vid havsytan. Vid ISA +5 ir det
20 °C vid havsytan, vid ISA —10 ir det 5 °C vid havsytan osv.

11.3 Vattendnga

Vattendnga ir en osynlig gas som alltid férekommer i troposfiren och har stor
inverkan pa molnbildning, nederbérd och rickvidder for elektrooptiska sys-
tem. Ett exempel ir ldsarens elektrooptiska 6ga som fungerar mycket daligt vid
dimma. Luftfuktigheten kan, som alla kdnner dill, variera kraftigt dag dill dag
och ibland fran timme dill timme.

Vattendnga tillfors luften frimst genom avdunstning frdn storre och mindre
vattendrag samt vegetation och fuktig mark. Luften har dock en grins for hur
mycket vatteninga den kan innehilla, den s.k. mittnadsgrinsen. Om mer vat-
tendnga tillfors sd kondenseras 6verskottet i droppar (eller iskristaller). Luftens
formaga till att innehdlla vactendnga bestims frimst av temperaturen. Eftersom
vi sedan tidigare vet att temperaturen normalt sjunker med 6kande héjd finns
nu alla ingredienser for att forklara uppkomst av moln. Soluppvirmd, fuktig
luft stiger och nir temperaturen sjunker minskar formagan att hélla vatten-
dngan och moln bildas. Detta ir sa kallade cumulus eller "vackert vider”-moln.
Manga andra mekanismer alstrar moln men d4 tar en ny vetenskap vid, meteo-
rologi, som inte skall avhandlas hir.

11.4 Atmosfarsddmpning

Elektromagnetisk strilning dimpas under utbredning i atmosfiren. Dimp-
ningen varierar starkt med frekvensen. I stora drag dr det sé att ju hogre frek-
vens desto storre ddmpning. Se figur 11.2, ddr man ocksd kan se en del toppar
som beror pé resonans i vatten- och syremolekyler.

Detta dr mestadels ett bekymmer for vara sensorer och radiokommunika-
tionssystem. Detta kan man utnyttja i militdra sammanhang. T.ex. kan man
tinka sig ett radiosystem som anvinder 60 GHz-omridets stora dimpning for
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Atmosfarsdampning vid klar vaderlek utmed havsytan
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Figur 11.2. Atmosfarsdampning. (Kalla: FHS)

att implementera en smygfunktion. Ett sidant system blir svirt att uppticka
pa lingre avstind. Redan efter 3 km har signalstyrkan minskat med en faktor
180 000 ggr (= 52.5 dB)!

Ytterligare en observation ir att vid 35 GHz finns ett minima i dimpning-
en. Det ir siledes ingen slump att radarn i AH-64 Longbow anvinder just den
frekvensen. Lit oss titta pd ett annat frekvensomrade, nimligen det optiska.
Hur ser dimpningen ut dir? I figur 11.3 pa nista sida ir transmissionen” upp-
ritad som funktion av vaglingd.

Notera att frekvensen &kar till vinster i bilden. (0.2 pm = 1.5 « 1015 Hz =
1.5 PHz samt 20 pm = 1.5 « 1013 Hz = 15 THz). Hir gor vi bara en observa-
tion att det finns vissa fonster ddr transmissionen dr hog, bl.a. inom det visuella
omridet och termiska IR-omradet.

*  Med transmission menas hur stor del av den ursprungliga signalen som ar kvar.
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Transmission
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Figur 11.3. Transmissionen ¢ver 1 km, hojd 10 m, temp 15°C, sikt 23 km.
(Kalla: FHS, lllustration: Samuel Svard)
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12. Hydroakustik

12.1 Kort historik

Historiske har sjovdgarna varit avgérande f6r handel och varutransport liksom
for upptickt och politisk expansion. Aven i dag transporteras huvuddelen av
handelns gods pa kol. Behov av att kunna mita vattendjupet pd annat sitt dn
genom empiriska frsok (grundstotningar) har siledes funnits linge och skedde
inda in pa 1900-talet medelst handlodning — man sinkte ned en blytyngd lina
med djupmarkeringar och avliste djupet. DA fartygen var relativt lingsamma
(framdrevs med hjilp av dror eller segel) fungerade metoden frvanansvire bra.
Allt eftersom fartygen blev maskindrivna och dirmed gick fortare och kunde
ga pé rakare kurs mellan hamnarna, uppstod behov av att mita vattendjupet
pa annat sitt. Aven den (nya) militira anvindningen av dykbétar (ubatar) bi-
drog till utvecklingen av den tillimpade disciplinen hydroakustik och i dess
kélvatten (sic!) foljde en stor mingd uppfinningar/instrument.

Det forsta forsoket ate mirta ljudhastigheten i vatten genomféordes 1826 i
Geneve-sjon av Daniel Colladon. Fran en bat som befann sig 8 distansminuter
frin stranden genererades ett kraftigt ljud i vattnet samtidigt som man tinde
en fosforblixt. Colladon mitte tiden fran det han noterade blixten till dess att
han mottog ljudet genom en i vattnet nedsinke tratt férsedd med ett gummi-
membran. Ljudhastigheten som uppmittes, 1 435 m/s, ir forvanansvirt kor-
reke (utgor 99.98 % av det virde som idag anvinds f6r liknande forhéllanden).
Efter dessa f6rsok blev man allmint medveten om att ljud kunde transporteras
langa strickor i vattnet och studier av hydroakustik paborjades dverlag.

Ett problem man tidigt identifierade dr det minskliga orats daliga anpass-
ning till att uppfatta ljud i vatten. Orat ir, foga forvinande, anpassat for att
uppfatta ljud i luft. Dérfor utnyttjade man initialt ete i vattnet nedsanke ror dir
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nederdelen var forsedd med ett gummimembran. Réret med dess membran
fungerar som en impedansanpassare for att maccha 6rats akustiska egenskaper.
Vid slutet av 1800-talet konstruerade Samuel Gray, USA, en ljudmottagare
for undervattensbruk genom att kli in sin uppfinning kol-mikrofonen med
gummi och koppla den till ett par hérlurar. Den utnyttjades nu for djupbe-
stimning, men var dock begrinsad di tidtagningen skedde manuellt.

Den kanadensiske ingenjéren och uppfinnaren Fessendens elektromeka-
niska oscillator var omnidirektional, dvs. saknade riktningsverkan, och uetnytt-
jades under VK1 som kommunikationssystem for alla amerikanska ubatar. Vi-
dare var Fessendens system ett av flera som utvecklades for att uppticka isberg
efter Titanics forlisning 1912. Dess laga sindarfrekvens (upp till ett par kHz)
gjorde den dock inte sirskilt limplig som djupmitare genom sin déliga upplos-
ning och ringa riktningsverkan.

I Tyskland utvecklades omkring 1920 en djupmitare, Behm-lodet, dir lju-
det genererades av sma krutpatroner och de mottagna ekona registrerades pa
fotografiska platar som senare ersattes av en elektromagnetisk funktion som
dven blockerade mottagaren under explositionsdgonblicket. Den senare funk-
tionen var en avgorande faktor f6r Behm-lodets framging, t.ex. inom svenska
marinen.

Aven forsok med piezoelektriska svingare inleddes kring 1920 da frans-
mannen Langevin upptickte ett sitt att utnyttja den mekaniska resonansen
i en sandwich-konstruktion mellan stal och kvartskristaller. P4 s3 sitt kunde
savil frekvens och effekt héjas betydligt och grunden var lagd f6r moderna
ekolod/sonarsystem.

Dagens system anvinder sig i huvudsak av elekerostrikeiva ljudomvandlare,
keramer som i dillverkningen polariserats, t.ex. bariumtitanit. Terfenol-D ar
ett hogmagnetostriktivt material limpad for lagfekventa ljudomvandlare med
hég effekt och primirt militira tillimpningar. Namnet kan hirledas frin dess
huvudkomponenter, terbium (Te), jirn (Fe) och dysprosium (Dy) samt var det
utvecklades, nimligen vid Naval Ordnance Laboratory NOL).

Parallellt med utveckling av hydroakustisk mitutrustning har forskning ro-
rande ljudutbredningen i vatten skett. Det dr frimst forhéllandena i de stora
oceanerna som ront ett omfattande intresse, medan de betydligt mer komplexa
forhallandena i grunda vatten (< 200 m) forst de senaste 2—3 decennierna har
varit foremdl for intensiva studier och omfattande faltforsok.

God kunskap om hydroakustik kan nimligen ha en avgorande takeisk, ope-
rativ och dven strategisk betydelse. Ect belysande exempel fran VK2 idr den tyska
marinens bristande kunskap om de hydroakustiska férhallandena i Adanten.
Nir de tyska ubatarna blev utsatta f6r ubatsjakt sokte de sig regelmissigt ned
pd maximalt dykdjup. Det ir naturligt att forsoka komma s langt bort fran
en jagande motstindare som méjligt. D4 ubdtarna inte kunde dyka djupare dn
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omkring 100 meter befann de sig dirmed pé ett djup dir de hydroakustiska
forhallandena gjorde det lice for de jagande dvervattensfartygen att uppticka
dem och hilla kontakt. Med bittre kunskap om de hydroakustiska forhallan-
dena hade ubdtscheferna kunnat vilja det for cillfillet mest skyddande djupet
och dirmed okat 6verlevnadschansen visentligt.

12.2  Begrepp

Hydroakustiken ir ingen exakt vetenskap i den bemirkelse att den har sina
tillimpningar i en miljé som ir utomordentligt besvirlig att ha full kontroll
over vid experiment och faltmitningar. Laboratorieresultaten har hir svart att
fullt ut kunna tillimpas. Den teori som omradet vilar pd, i huvudsak akustiken
och elekricitetslidran, dr dock vilkind och dito renommerad. Minga begrepp
anvinds och de flesta termer har amerikanske ursprung, varfor (onddigtvis?)
ménga akronymer stir for engelska ord. Nedan f6ljer en forteckning dver for
framstillningen relevanta begrepp med forklaringar:

Absorption. Betecknas 0t och orsakas av att friktion uppstér vid rorelse mellan
partiklar varvid en del av energin omvandlas tll virme. Absorptionen ir
beroende av viskositeten U, titheten p, ljudhastigheten ¢ och frekvensen f°
enligt sambandet o0 = k(u/p-c3)f? dir k ir en konstant.

Aktiv sonar. Ett system som utsinder ljudpulser i vattnet. Dé dessa ljudpulser
triffar ecc objeke reflekteras delar av den utsinda ljudpulsen och tas emot av
systemet. Ofta medger detta liges- och karaktirsbestimning av objektet.

Akustisk impedans. Betecknas z och utgor produkten av mediets tithet, p,
och ljudhastigheten c.

Asdic. Forkortning av Anti-Submarine Detection and Investigation Commit-
tee. Den tidigare brittiska beteckningen pé sonar.

Brus. Oregelbundna tryckférindringar.

Cylindrisk spridning. Ljudet utbreder sig i en skiva med konstant tjock-
lek lika med vattendjupet. Detta forutsdtter dock att vattenyta och bot-
ten ir helt plana. Vid cylindrisk utbredning avtar ljudintensiteten med
10 log r + our

DI. Dirckdivitetsindex, egentligen antennforstirkningen (eng. Directivity

Index).

DT. Detekeeringstroskeln, signal/brus-forhallande som precis medger detek-
tion (eng. Detection Treshold).
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Haloklin. Ett springskikt med en pétaglig vertikal salthaltsforindring jamfore
med omgivande vatten. Bildas mellan vattenmassor med olika salthalt (sa-
linitet). Vattnets tithet 6kar med dkande salthalt.

Hydroakustik. Ordet har bildats av hydro — vatten och akustik — ljudlira, dvs.
det handlar om ljud i vatten och di i allminhet om ljudutbredningen och
dess tillimpningar i olika sensorsystem, ofta benimnda sonarsystem.

Hydrofon. Tidigare svensk benimning pa sonar. Numera avses endast under-
vattensmikrofon, dvs. omvandlare fran akustisk energi i vattnet till elek-
trisk. Engelsk beteckning hydrophone.

Hydrografi. Den del av havsforskningen som ror mitningen av havens vat-
tenstand, djup, strommar och végrorelser samt havsvattnets fysikaliska och
kemiska egenskaper.

Isotermi. Konstant temperatur. Anvinds i allminhet for de forhillanden som
priglar ett vattenskikt med konstant temperatur.

Isotropt brus. Bruset ir lika stort i alla riktningar.

Isoveli. Konstant ljudhastighet. Anvinds i allminhet f6r de férhallanden som
priglar ett vattenskikt med konstant ljudhastighet.

Ljud. Med ljud menas rorelsen hos molekylerna i ett elastiskt medium (t.ex.
vatten eller luft).

Ljudhastighet. Betecknas med ¢ och utgdr den hastighet med vilken rérelsen
hos molekylerna i ett elastiskt medium transporteras genom mediet.

Ljudintensitet. Akustisk effekt, betecknas med 7, utgér den energimingd som
per tidsenhet genomstrommar en ytenhet och utgdrs av produkten av ljud-
trycket p och partikelhastigheten #. Ljudintensiteten kan ocksa uttryckas som
kvoten mellan kvadraten pa ljudtrycket och den akustiska impedansen.

Ljudtryck. Betecknas med p. Utgér produkten av partikelhastigheten i mediet,
u, och den akustiska impedansen.

Ljudutbredningsforluster. Betecknas i sonarekvationerna med TL (transmis-
sion losses). Orsakas av geometrisk spridning (sfarisk och cylindrisk), ab-
sorption, temperatur- och salthaltsvariationer, bottenkaraktir, bottentopo-
grafi samt av inhomogeniteter i vattnet m.m.

NL. Brusnivén, dvs. nivi av odnskat buller (eng. Ambient-Noise Level).

Passiv sonar. Ett system som endast lyssnar och 4r limpat for att registrera och
vidareforidla ljud som alstrats i vatten av t.ex. ubdtar. Ofta medger detta
riktnings- och karaktirsbestimning av objektet.
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Perifon. Tidigare tysk benimning pa sonar. Ordet troligen bildat av orden
periskop (utseendet) och fon (ljudfunktionen).

Reverberation. Spridning, scattering, av ljudet i vatten. Yireverberation upp-
kommer frin spridning vid ytor med olika akustisk impedans (bottnen,
vattenytan etc.). Volymreverberation orsakas av inhomogeniteter (luftblasor,
plankton etc.) i mediet.

Sfirisk spridning. Ljudet sprider sig likformigt i vacenet dills det triffar en
yta med annan akustisk impedans som t.ex. vattenytan eller bottnen. Vid
sfirisk utbredning avtar ljudintensiteten med 20 log r + ot

SL. Signalstyrkan, malets buller i passiva fallet, eget utsint ljud i det aktiva fal-
let (eng. Source Level).

Sonar. Forkortning av Sound Navigation and Ranging (jmf Radar). Amerikansk
beteckning, numera internationell standard, pa akustiska sensorsystem for
undervattensbruk.

Svingare. Omvandlare fran elektrisk energi till akustisk energi i vattnet. Eng-
elsk beteckning transducer.

Termoklin. Ett sprangskikt med en pataglig vertikal temperaturforindring
jamfort med omgivande vatten. Bildas mellan vattenmassor med olika tem-
peratur, ofta sisongsberoende. I Ostersjon kan temperatursprangsikt finnas
pa bara ndgra eller nagra tiotals meters djup, medan i tropiska hav finns de
pa 300-400 m djup.

TL. Utbredningsforluster (eng. Transmission Losses).

Ton. Regelbundna tryckf6rindringar. Reverberationen kallas ibland populirt
for "vattenton”.

TS. Styrkan pa den del av utsint ljud som malet reflekterar (eng. Zarger
Strength).

12.3  Ljudets utbredning i vatten

12.3.1  Allmént

Jordens yta dr dll 2/3 ticke av vatten. Medeldjupet i oceanerna ir omkring
3 700 m, medelsalthalten 4r strax under 35 promille och medeltemperaturen ir
ca 3.5 grader. Ostersjon ir speciell och utgor ett epikontinentalhav (innanhav)
och kinnetecknas av ett litet vattendjup (medeldjupet 4r 62 m) samt kraftigt
skiktade vattenmassor. Skikeningen beror pd densitetsskillnader i vattnet och
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om de ir orsakade av forindrade salthalter kallas de for halokliner medan de
skikt som uppstitct pga. skilda temperaturforhéllanden bendmnes termokliner.
Vattnet i Ostersjon har en relativt lig salthalt som vixlar fran 15 promille (tu-
sendelar) i séder till 3 promille i norr och brukar betecknas som brackvatten.
Saltvatten, som finns i Kattegatt och Skagerack, har halter som normalt vixlar
mellan 20 och 30 promille. Ostersjons bottenforhillanden, priglade av de tidi-
gare ridande glaciala férhallandena (inlandsisen), kinnetecknas av stora arealer
med “hirda” bottnar vilket bidrar till besvirande hydroakustiska férhallanden.
En fordel dr dock att absorptionen, som péaverkar transmissionsforlusten, ar i
Ostersjons vatten ca 1/3 av vad den ir i saltvattnet pa vistkusten.

Vatten ir ett utmirkt medium for utbredning av ljudvagor. Radarvigor
penetrerar vatten diremot endast i ringa omfattning och t.ex. en (blé)gron laser
uppndr en penetration pd hogst 50 m i klart vatten. I grumligt vatten nér dessa
végor (A =500 nm) dock endast ndgon meter.

12.3.2  Spridning

Ljudvagorna férindras och sprids under sin fortplantning genom vattnet.
Ljudintensiteten minskas och brusnivén tilltar. Man talar om tvd former for
spridning, namligen geometrisk spridning och reverberationsspridning.

Den geometriska spridningen sker enligt tvi ideala modeller: sfirisk och
cylindrisk spridning. 1 verkligheten s existerar inte ideala forhallanden utan
man tillimpar en erfarenhetsbaserad mix dem emellan vid hydroakustiska be-
rikningar.

Nir ljudet sprider sig likformigt i vattnet kallas det f6r sfirisk spridning.
Den pagér tills ljudet triffar en yta med annan akustisk impedans, t.ex. vat-
tenytan eller bottnen. Vid sfirisk utbredning avtar ljudintensiteten med
20 log r + oz Man brukar nyttja sfirisk spridning i modeller ddr vattenvoly-
men ir stor eller odndlig.

Vid cylindrisk spridning utbreder sig ljudet i en tinkt skiva med kon-
stant tjocklek lika med vattendjupet och férutsitter givetvis att vattenyta och
botten 4r helt plana. Vid cylindrisk utbredning avtar ljudintensiteten med
10 log r + ar. Den péverkas 6ver avstindet dd bottentopografins variation in-
verkar starkt. Reverberationen sitter ofta begriansningen f6r denna beriknings-
modell.

Di ljudutbredningen i grunda vatten 4r komplex nyttjas for att berdkna
ljudutbredningen sirskilda matematiska modeller baserade pé en sfirisk sprid-
ning i niromradet som 6vergdr i cylindrisk spridning. Modellerna ir dock i
allminhet starke forenklade och har svart att berikna inverkan fran vattenytan
och bottentopografien.
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Yireverberation uppkommer frin spridning vid ytor med olika akustisk im-
pedans (bottnen, vattenytan etc.). Bottenbeskaffenheten har hirvid stor bety-
delse. Man talar ofta om vattenytereverberation och botttenreverberation di
de i allminhet skiljer sig tiden i det svar som erhélles frin en utsind sonars-
puls. Volymreverberation orsakas av inhomogeniteter i vattnet sisom plankton,
fiskstim, gasbubblor, oorgansiska partiklar etc. Reverberation i grunda vatten
ar starkt koherent. Vid avsaknad av en bra modell f6r berdkning av reverbera-
tionen kan man uppnd ett hyfsat resultat genom att gora en stralgingsanalys
for att ungefirligt se nir i tiden effekten av de olika reverberationskillorna
(vattenytan, botten, inhomogeniteter i vattnet) bor dterfinnas i den mottagna
signalen.

Reverberationen utgdr tillsammans med ljudavbojningen den viktigaste
rickviddsbegrinsande faktorn vid anvidndningen av hydroakustiska system i
grunda vatten.

Forenklat kan ytreverberationen (RL,) beriknas om man kinner ljudkillans
niva, pulslingd, lobbredd, avstindet, ljudhastigheten samt reverberationskoef-
ficienten (S,). Den senare styrs i huvudsak av bottenbeskaffenheten och varie-
rar ungefir fran —10 dB f6r hérd botten till -40 dB for lerbotten. Sandbottnar
har en Sy pa ca—25 dB. Detekteringstroskeln (DT) blir annorlunda i det fall en
sonar ir reverberationsbegrinsad jamfort med om den 4r brusbegrinsad, DTy
respektive DTy (se avsnittet om sonarekvationerna).

12.3.3 Absorption

Ar egentligen en virmeforlust. Den orsakas genom den friktion som uppkom-
mer vid molekylernas rorelse varvid en del av [judenergien omvandlas till virme.
Absorptionen tilltar med 6kande salthalt, liksom med stigande frekvens hos den
utsinda ljudsignalen. Aktiva hogfrekventa sonarsystem i Atlanten dr utsatta for
mycket hog absorption o > 40 dB/km, medan ett lagfrekvent (normalt fo-
rekommande) har en absorption pa o < 0.2 dB/km. I Ostersjon, med dess
brackvatten, dr absorptionen lag, men det ringa vattendjupet gor systemen
ofta reverberationsbegrinsade, varfor det ar vanligt att nyttja hogfrekventa
sonarsystem, vilka dessutom medger en hégre upplosning. Absorptionen
kan beriknas enligt sambandet o = k(/p-c3)f? dir 4 ir en konstant, [ visko-
siteten, p titheten, ¢ ljudhastigheten och f frekvensen.

12.3.4  Hastighet

Ljudhastigheten i vatten ir ¢j konstant. Den varierar med 6 % kring schablon-
virdet 1 500 m/s. Variationerna beror i huvudsak pa vattnets temperatur och
salthalt. Vattentrycket péverkar dven, men i mindre grad. Det finns minga
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empiriske grundade formler for att berdkna ljudhastigheten. Det som kinne-
tecknar dem alla 4r ate de ér relative omfattande och limpade {6r ocean-forhél-
landen. Ett exempel pd en mer omfattande formel kan himtas fran Instruktion
[for Stridstjinsten for Flottan (ubj):

c=1402.5 + 4.95t - 0.0457t2 - 0.011¢S + 1.28 S + 0.016 S? + 0.017d

dir c dr ljudhastigheten i m/s, t = temperaturen i °C, S = saliniteten i promille
och d = vattendjupet i m.

Helt avgérande inverkan pé ljudhastigheten har siledes temperaturen och
for grunda vattenforhallanden med laga salthalter som i Ostersjon erhilles ofta
tillrickligt bra ljudhastighet genom att nyttja denna starke férenklade formel:

c=1405+4t+ S

dir c dr ljudhastigheten i m/s, t = temperaturen i °C och S = saliniteten i pro-
mille.

12.3.5 Dopplereffekt

Ett eko fran ett mél i rérelse dndrar frekvens jamfore med den utsinda ljudpul-
sen. Detta beror pa den s.k. Dopplereffekten som innebir att en ljudpuls som
sinds frin ett objekt i rorelse far en frekvensindring som ér proportionell mot
sindarens rorelse. Frekvensindringen (Af) kan beriknas genom sambandet
Af = 2vflc dir v ir mélets hastighet relativt sikelinjen i m/s, far den utsinda
frekvensen i Hz och ¢ ljudhastigheten i mediet. Ect mél som gar vinkelrdct mot
siktlinjen ger ingen dopplereffekt emedan det har en relativ hastighet pd 0 m/s.
Gar det mot mitande enhet erhilles positiv doppler (ckad frekvens) och gir
det frin mitande enhet registreras negativ doppler (minskad frekvens).

12.3.6  Ljudavbsjning

En ljudstrile som triffar en diskontinuitetsyta (grinsytan mellan tvd medi-
er med olika ljudhastigheter) béjs av i enlighet med Snell’s lag frin optiken,
1/ cosOy = ¢y / cosOly = ¢3/ cosO3 ete. dir ¢, = ljudhastigheten i skiktet n och
o, = strilens infallsvinkel mot diskontinuitetsytan. Traffar stralen ett skikt med
lagre ljudhastighet sa bojs strilen nedat, mot bottnen, och vice versa.
Sisongsvariationerna avseende ljudutbredning ir avsevirda i Ostersjon och
ofta dr de besvirande. Dessa bestims av om det foreligger en negativ eller posi-
tiv vertikal ljudhastighetsgradient. En negativ gradient innebér en minskande
ljudhastighet i vertikalled och uppstir di vattnets temperatur avtar frin ytan
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mot bottnen. Dessa forhallanden rider under sommaren och man far di en
kraftig ljudavbojning mot bottnen och en sonarrickvidd pa nigra hektometer.
Under hésten rader ofta isoveli ned till 25-30 m djup varunder den negativa
vertikala gradienten kvarstar. Det medfor att den rickviddsbegrinsande av-
bojningen, for en ytligt placerad ljudkilla, inte blir sirskilt besvirande och
den praktiska rickvidden flerfaldigas jamfort med férhéllandena tidigare under
sommaren. Under vinterforhallanden, d4 det rider en positiv gradient i Ost-
ersjon med isoveli i den undre delen av vattenmassan, maste ljudsindaren pla-
ceras djupt for att fa linga rickvidder; en ytligt liggande ljudkilla under dessa
forhallanden har en begrinsad rickvidd pd grund av att ljudstrilarna bojer av
upp ytan och en skuggzon bildas. Dock ir forhallandena avsevirt mer gynn-
samma in under sommaren dé allt utom niromradet ligger i akustisk skugga.

I Kattegatt och Skagerrak dr vattenvolymen oftast skiktad, med ett skike
brackvatten som strommat ut frin Ostersjon over ett skikt med salt ocean-
vatten. En mycket kraftig och distinkt haloklin 4r i dessa vattenomraden oftast
for handen.

I en ljudkanal fortplantar sig ljudet med smi forluster. En ljudkanal kan
uppstd i ett horisontellt utbrett vattenskike med ldgre ljudhastighet 4n omgi-
vande vatten varvid ljudet reflekeeras i de omgivande grinsytorna genom lju-
davbojning. Hirvid kan linga, anomala, rickvidder uppnis. I de stora ocea-
nerna ir sidana kanaler vilkinda. I Ostersjon uppstar lokala sidana i synnerhet
under den del av dret dd ytvattnet har en hégre temperatur (och dirmed héogre
ljudhastighet) 4n underliggande vattenmassa och vattnet nirmast bottnen pga.
hégre salthalt har en hégre ljudhastighet dn vattnet ovanfér (inflodet i Oster-
sjon av saltare havsvacten sker med bottenstrommar i en motsols rorelse).

Laterala ljudhastighetsvariationer ir vanliga (jmf badvattentemperaturen)
och ir ofta besvirliga att bedoma for stora avstind. De flesta ljudutbrednings-
modeller som finns tillgingliga saknar férméga till prognoser Gver stérre av-
stand utan r baserade pa att man miter temperatur och salthalt i vertikalled
pa den plats dir man befinner sig. De laterala variationerna orsakas av hydro-
grafiska, meterologiska och maringeologiska forhallanden. Kyligt vatten kan
genom strdmmars forsorg villa upp, vindar kan momentant forindra ytvatten-
temperaturen, stormar kan orsaka isoveli och yt- och bottenstrommarna styrs
bl.a. av bottentopografien.

Transmissionsindex T1 = 20 log p,/p, dir py dr ljudtrycket innan passage av
akustiskt medium med annan akustiskt impedans (t.ex. ett "akustiskt fonster”)
och p, ir ljudtrycket efter passage. Kvoten p,/p, beriknas ur foljande formel
himtad fran optiken:

pilpy =2/ [ deosB+ G+ 1) sinP
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dir B =2nd/A, x = pici/pycy, d = tjockleken av det akustiska fonstret och
p1c1/pacy dr kvoten mellan den akustiska impedansen {6r resp. medium. Ofta
dr det 6nskvirt att applicera ett akustiskt fonster (en dom) som blir akustiskt
transparent, dvs. att ljudet passerar genom fénstret utan nigon dimpning. Om
man i ovanstiende formel sitter d till halva viglingden (i plattan) blir f =7
och TT blir lika med noll och ljudet passerar utan dimpning.

12.3.7 Sonarekvationerna

Sonarekvationerna, en for aktiva sonarsystem och en for passiva, utnyttjas for
att berdkna det troskelvirde di ett mél kan upptickas, detekteras av ett speci-
fikt sonarsystem. Sonarekvationerna tar hinsyn till sonarsystemets egenskaper,
malets karakeir och upptridandemiljo. I ekvationerna relateras alla enheter till
grundenheten 1 pPa pa avstindet 1 m och i Hz-band och anges i logaritmisk
form (dB). Referenssignalen hinfor sig alltid till en plan vig med ett ljudtryck
av 1 pPa effektivvirde.

* Den passiva sonarekvationen tecknas: DT = SL - TL — NL + DI.

* Den aktiva sonarekvationen tecknas normalt och vid brusbegrinsande for-

hallanden: DTy = SL - 2TL + TS — NL + DI

* Vid reverberationsbegrinsande férhillanden fir den aktiva sonarekvationen
foljande utseende: DT =SL - 2TL + TS - RL

Parametrar som styrs av...
Sonarsystemet Aktuellt medium Malet
e SL (Sandarens signal- e TL (Utbredningsforlus- e SL (Malets utstralade
styrka) terna) buller)
e NL (Egenbrus) e RL (Reverberationsnivan) | e TS (Malekostyrkan)
e DI (Forstarkning av mot- e NL (Sjobrus, Regn- och
tagen signal i antennens vindgenererat brus)
riktning)
e DT (Detektionstroskeln)

TS, malekostyrkan, kan vara besvirlig act berdkna. For ubatar 4r den-
na omgirdad av hog sckretess. Enligt definitionen tecknas malekostyrkan
som kvoten mellan intensiteten av den reflekterade vigen pd 1 m avstind
frin dess akustiska centrum och intensiteten hos den infallande ljudvagen:
18 =10 log (1./1;)

Betydelsen av en lag malekostyrka hos ubétar for att forsvara eller forhin-
dra uppticke torde vara uppenbar. Malekostyrkan hos ubatar kan dock variera
hégst avsevirt, mahinda fran —6 dB till 35 dB och ér beroende av geometrisk
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form och ytbeldggningens reflekteringsférméga. Vidare r den vinkel med vil-
ken den utsinda signalen criffar (insonifieringsvinkeln) betydelsefull, varfor
ubétens taktiska upptridande i forhallande till den spanande sonaren ér av stor
vikt och forutsitter goda hydroakustiska kunskaper hos ubatsofficeren.

12.4  Exempel

12.4.1 Passiva system

e Bestamning av rackvidder for passiva system (vid sfarisk spridning)

Som grund for rickviddsbestdimning utnyttjas den passiva sonarekvationen:
DT =SL-TL-NL + DI
Rickvidden r ingar i uttrycket for transmissionsdimpningen (TL) enligt

TL = 20 log (r) + ot + 60 (dB)(ref. avst R = 1 m)
(o = absorptionskoefficienten uttrycke i dB/km, r = rickvidden i km)

Om man kinner malets spektrala nivd (SL), sitt egenbuller (NL), ev. an-
tennférstirkning (DI) och virdet for detekteringstroskeln (DT) kan man be-
rikna rickvidden r for olika mél (olika SL) vid olika hydrografiska forhallan-
den (olika o). Se foljande exempel:

1. Mialets utstrilade buller 4r 116 dB.

2. Uppmitt egenbuller dr 60 dB.

3. Detektion erhilles vid 0 dB (s/n).

4. o i Ostersjon ir 2 dB/km.
5

. Berikning ger da en rickvidd pa 560 m.

Det finns i allménhet firdiga nomogram for detta syfte.

12.4.2  Aktiva system

e Bestdmning av rackvidder for aktiva system (vid sfarisk spridning)

Bestim rickvidden med hjilp av féljande uppgifter:
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1. Givet ar SL=210dB
TS=12dB
NL =70 dB
DI=15dB
DTy=3dB
o = 10 dB/km (sindarfrekvens ca 100 kHz)

2. Sokt ir r (rickvidden i km).
Sonaren ir ¢j reverberationsbegrinsad.
3. Som grund for rickviddsbestimning utnyttjas den aktiva sonarekvationen
DTy =SL-2TL + TS -NL + DI
Vilken ger 2TL =210 + 12-70 + 153
TL = 82
4. Rickvidden (r) ingér i uttrycket for transmissionsddmpningen (TL) enligt
TL =20 log (r) + or — 60 dB  (ref. avst Ry = 1 m)
Vilket ger 82 = 20 log(r) + 10r — 60
r=12
Rickvidden blir ca 12 km.

e Bestamning av malekostyrka for olika geometriska former

1. Berikna malekostyrkan hos en sfir med radien 2 m. Sfiren antas vara en
perfeke och isotrop reflektor, dvs. den reflekeerar lika i alla rikeningar och

all effekt reflekteras.

Insonifieringseffekten blir I; © a2 dir I; = intensiteten hos den infallande
ljudvagen och a = radien hos sfiren. D3 hela effekten reflekteras blir den
reflekterade intensiteten pa avstindet 1 m frin sfiren I, = (na?/4nr?) efter-
som den reflekterade effekten fordelas 6ver ytan 4mr? och dir a = radien hos
sfiren och r = avstandet fran sfiren.

I, kan da beriknas och blir I, = (ma?/4nr?)I; 1, = (a2/4)];.

Milekostyrkan TS definierad som TS = 10 log (I,./I;) ger di

TSz, = 10 log (a?/4).

Milekostyrkan hos den ideala sfiren med 2 m radie blir da 0 dB.

For en dito sfir med radien 5 m blir TS = 8 dB; med radien 1 m blir
TS = -6 dB.
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Frekvensen saknar betydelse i fallet ovan med sfiren, forutsatt att sfirens
diameter dr mycket stor i forhallande till viglingden hos den utsinda sig-
nalen. Vid 6vriga geometriska former ingir dock viglingden.

TS for en ideal cylinder kan beriknas ur sambandet TS, =10 log (aL?/
2)) dir a ir radien, L dr lingden och A ir vaglingden. Allt uttrycke i m.

Bestam malekostyrkan hos en cylinder med radien a = 1.5 m och lingden
L=15m.

Den insonifierande ljudkillan sinder med en frekvens av 8 kHz.
Ljudhastigheten i vattnet sitts till 1 440 m/s

Viglingden beriknas ur sambandet A = c/f

A =1440/8 000 = 0.18 m

TSy = 10 log (337.5/0.36) = 29 dB

TS for ett idealt plan kan beriknas ur sambandet 7S,,,,, = 10 log (A/))?
dir A dr arean i m? och A ir viglingden i m.

Bestim malekostyrkan hos ett plan med arean 10 m? och dir insonifierande
ljudkilla sinder med en frekvens av 30 kHz.

Ljudhastigheten i vattnet sitts till 1 500 m/s.
A =1500/30 000 = 0.05 m

TSplan = 10 log (10/0.05)* = 46 dB

e Dopplereffekt

Ett fartyg gir rakt mot sonaren i siktlinjen. Berikna malets fart i knop:

1.

Utsind signal (f) 16 kHz

2. Registrerad dopplereffekt (Af) 115 Hz

3. Ljudhastigheten (c) 1 440 m/s

4.

5. Sambandet Af = 2vf/c ger 115 =2 + v « 16 000/1 440; v = 5.2 (m/s)

Malets fart (v) soke

v =10 knop
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e Ytreverberation

En aktiv sonar har lobbredden 129, sinder ut en signal p& nivan 205 dB med
en pulslingd om 33 ms. Bottnen bestér av lera. Ljudhastigheten 4r 1 440 m/s.
Berikna ytreverberationen RL, pd avstandet 2 500 m:

1. Den bestrilade ytan A = ®rcT/2

dir @ = sonarens ppningsvinkel i radianer (1° = ©/180 rad)

r = avstindet i m

¢ = ljudhastigheten i m/s

T = pulslingden i sek

ger A=12+7/180+2 500« 1440 « 33+ 10-3/2; A = 12 440 m?

2. SL=205dB
r=2500m

Reverberationskoefficienten Sy, (for lera) = —40 dB (sand —25 dB och berg
~10 dB)

3. Sambandet RLy =SL-40logr + Sy + 10 log A ger
RLy =205 - 40 log 2 500 — 40 + 10 log 12 440
RLy=205—136—40+41

RL},=70dB

e |judintensitet

Ljudintensiteten kan beriknas ur sambandet I = p%/z:

1. Antag ett ljudtryck p pa 1 Pa (1 N/m?2).

2. Ljudhastigheten i vatten c antas vara 1 500 m/s.

3. Vattnets tithet p sites till 1 000 kg/m3.

4. Sambandet z = pc ger en akustisk impedans z = 1.5 x 10 kg/mZs.
5

. Ljudintensiteten blir da:
[=1/1.5+10°
I=6.5:107W/m2

(Omvint ger en ljudintensitet pa 1 W/m? upphov dll ett ljuderyck
y (zl) = 1.225 kPa.)
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13. Laser

LASER ir en akronym for Light Amplification by Stimulated Emission of Ra-
diation, vilket pa svenska blir "ljusforstirkning genom stimulerad emission av
stralning”. T detta kapitel behandlas grunderna for laser, olika typer av lasrar,
strdlutbredning, atmosfirspéverkan och lasersikerhet.

13.1 Grunder for laser

Med laser menas en apparat som levererar monokromatiskt ljus, det vill siga
ljus av princip en enda vaglingd, och att ljuset dr koherent, vilket innebir att
allt ljus, fotonerna, svinger i fas med varandra. Laserns grundprincip bygger
pa forstirkning av ljus genom stimulerad emission dir forsta steget dr att en
ytere energikilla tillfor energi i ett lasermaterial for att lyfta elektronerna, exci-
tera, frin sin grundnivd till en hégre energiniva (se figur 13.1). Detta kallas att
pumpa lasern.

Elektronen har mycket kort livslingd p& pumpnivin och faller snabbt
ner till vad som kallas den ovre lasernivin (se figur 13.1), dir livslingden dr
avsevirt lingre. Genom att kontinuerligt pumpa lasern kan en populations-
inversion skapas mellan den &vre och undre lasernivan. Populationsinversion
innebir att det ér fler elektroner i den 6vre lasernivan 4n i den naturliga grund-
energinivan.

Nir en elektron rér sig frin den ovre lasernivan till den ligre lasernivin
emitterar den en foton, det vill siga ljus. Denna emission av ljus (fotoner) kall-
las spontan emission.

Energiskillnaden mellan évre och den undre lasernivan bestimmer ljusets
véiglingd. Nir elektronen faller frain pumpnivédn tll 6vre laserniva respektive
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Pumpniva
1 e l (varmeforlust)
Ovre laserniva
Tillférd energi € Ljus (Fotoner)
Y Nedre laserniva
€ l(vérmef('jrlust)
Grundniva

Figur 13.1. Pumpning av laser. (Kalla: FHS)

spegel spegel
Pumpniva

Ovre laserniva

\/\/ W Ljus (Fotoner)

l Nedre laserniva

Grundniva

Figur 13.2. Hur en laserstrale produceras. (Kalla: FHS)

fran nedre lasernivan tll grundnivdn emitteras ingen foton utan blir istillet
virmeforluster.
Det som krivs utdver yttre energikilla och lasermaterial for att d&stadkomma en
laser dr speglar, dven kallat optisk resonator. Speglarna placeras pé var sin sida
om lasermaterialet riktade sa att de kan reflektera ljuset, dvs. fotonerna, mellan
speglarna (se figur 13.2). En foton som reflekteras mellan speglarna passerar
igenom lasermaterialet och om den di triffar en exciterad elektron kommer
den att stimulera emission av ytterligare en foton med samma fas, vaglingd och
riktning som den infallande fotonen. Dirav namnet LASER (Light Amplifica-
tion by Stimulated Emission of Radiation).

En av speglarna maste vara delvis genomskinlig sa att en del av fotonerna
kan komma ut f6r ate bilda en laserstrale. Sa linge den yttre energikillan tillfor
energi i lasermaterialet kommer lasern ate lysa (se figur 13.3).
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O Atomer
@ Exciterade atomer

Spegel
o) © °0 0 o 1
o o0©%o Lasern &r i sitt icke-

lasrande tillstand.

Halvgenomslapplig spegel

/

( Blixtlampa

2

§ Blixtlampan lyser (tillfér energi)
(0}70 §f§ o. o 8 ' O( in i rubinen och exciterar rubinens

atomer.

Blixtlampa ) 3

\, .f ° Nagra av atomerna gor en spontan
° emission och emitterar atomer.

4

( Blixtlampa ) Nagra av fotonerna ror sig parallellt
med rubinstavens langdriktning och
studsar fram och tillbaka mellan
0|0 &5 e® o speglarna. Under tiden traffar de
(0] ] OCe andra exciterade atomer och stimu-
lerar dem att emittera en foton (sa
kallad stimulerad emission).

C Blixtlampa D) 5

JSSSTTI SIS Laserljus med samma frekvens,
0o %0 ® 5% fas och riktning strémmar ut ur
den halvgenomslappliga spegeln.

Figur 13.3. Hur laserljus skapas. (Kalla: FHS, lllustration: Samuel Svérd)
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En laser kan ha olika lasermaterial och delas in i kategorier efter vilket ma-
terial som anvinds for ace skapa laserstrdlen. Dessa ir:

o Gaslaser
*  Kemisklaser
* Firgimneslaser
* Halvledarlaser
* Fastatillstindslasrar
Som yttre energikilla, pumpning av lasermaterialet, anvinds elekerisk eller
kemisk energi alternativt optisk stralning.
Laserstralen har foljande speciella egenskaper:
* Den ir parallell och far didrmed lag spridning (divergens).
¢ Den ir koherent, dvs. har samma fas.
* Den ir monokromatisk, vilket innebir att den ligger inom ett smalt vig-

lingdsomride.

Dessa egenskaper medfér att lasern dr attraktiv ate nyttja f6r militdra dill-
limpningar, t.ex. f6r avstindsmitning och som ledstralar for styrning av t.ex.
robotar. En nackdel med laser ir att den har lag verkningsgrad.

13.2 Olika typer av lasrar

Ovan har endast koherent laser berdrts men det finns iven lasrar som ir inko-
herenta, dvs. fotonerna i stralen ligger inte i fas (se figur 13.4).

Koherent Inkoherent

(Fotonerna i stralen ar i fas) (Fotonerna i stralen &r inte i fas)

Figur 13.4. Skillnad pa koherent och inkoherent laser. (Kalla: FHS)
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13.2.1 Inkoherent laser (direkt detektion)

Ar man endast intresserad av att fi ett avstand till ett objekt genom att mita
gangtiden f6r en kraftig laserpuls med en laseravstindsmitare kan direkt detek-
tion anvindas med en inkoherent laser. Avstindet riknar den ut genom att mita
tiden det tar f6r laserpulsen att firdas fran lasern till mélet och tillbaks igen. D3
hastigheten i pulsen ir kind (ljusets hastighet, ca 300 000 km/s) kan avstindet
till mélet beriknas. Vid direkt detektion mits endast den reflekterade strilning-
ens intensitet. En nackdel med direkt detektion ér att signal-brustérhéllandet
inte 4r s& bra. Med hjilp av ett smalbandigt filter dir endast den intressanta re-
flekeerade laserstralningen slipps igenom kan mycket av bakgrundsstrilningen
filtreras bort. Eftersom detektorn bara miter intensiteten kan dopplerskift inte
mitas och dirmed erhills ingen information om hastighet.

Fordelar Nackdelar
e Enkelt e Bakgrundstralning
o Billigt e | ag kanslighet
e Kan inte mata hastighet

13.2.2  Koherent laser

Med koherent detektion, vilket dr ett mer komplicerat system, kan ocksd amp-
litud- och fasinformationen detekeeras, vilket utdkar anvindningsomradet for
en laser. Genom att kunna mita fasen pd inkommande strilning finns mojlig-
het att bl.a. mita hastighet.

Ett koherent lasersystem som ir pulsat kriver en lokaloscillatorstrale som
genereras internt i systemet. P4 detektorn blandas den mottagna strilningen
med lokaloscillatorstrilen. P4 si sitc kan fasindringar pga. doppler mitas i den
mottagna stralen, vilket mojliggor mitning av hastighet. Systemet blir jamfdre
med en inkoherent laser relative komplicerat, vilket 6kar kostnaden, och efter-
som man anvinder tva laserstralar krivs det en noggrann upplinjering av dessa
sd att de dr parallella for att systemet skall fungera pa avsett sitt.

Fordelar Nackdelar
e QOkanslig for bakgrundsstralning e Komplicerat system
e Hog kanslighet (ca 1 000 ggr hogre én e Dyrt
inkoherent laser) e Hoga krav pa upplinjering
e Kan mata hastighet

157



Larobok i militarteknik, vol. 1: Grunder

13.3  Stralutbredning for laser

En laserstrale beskrivs vanligen som en strale med gaussisk strilprofil, dvs. den
har normalférdelad intensitetsférdelning. Fordelen med att beskriva strilens
utbredningsegenskaper pd detta sitt ar att man kan anvinda formler hirledda
fran vagekvationen. Laserljuset ir parallellt och har dirmed lag divergens. Aven
om spridningen av strdlen dr lag sa ar divergensen av sddan storlek att den pa-
verkar systemets prestanda och dirmed vikeig att hélla si liten som mojligt.
Viktiga parametrar {or att beskriva en laserstrile, och didrmed systemet pre-
standa, ir stralradie, divergens och diffraktion. Radien for strilen anges som
stralradien och divergensen beskriver hur stralradien 6kar med avstandet fran
lasern (se figur 13.5). En stor divergens innebir att strilradien 6kar snabbt
med avstindet, vilket paverkar systemets prestanda negativt som t.ex. ger simre
upplosning och ligre energi per ytenhet. Nir en laserstrale, vigor, passerar en
apertur som har begrinsad 6ppning uppstar diffraktion (strilen bdjs av i yt-
terkanterna). Det ir diffraktionen som primirt paverkar vilken minsta straldi-
vergens som kan uppnas. Forhillandet mellan strildivergens och diffraktion 4r
sidan att 6kas aperturstorleken si reduceras divergensen. For att fa s hog effeke
per ytenhet, dvs. liten divergens, som méjligt pa lingt avstind frin sindaren
miste aperturen vara relative stor. Sambandet mellan strilradie och straldiver-

gens.
;. stkm) * @ (mrad
2
E
Laser
. s N
r = stralradie r~8X @
@ = straldivergens 2

s = avstandet till objektet

Figur 13.5. Sambandet mellan strélradie och straldivergens. (Kalla: FHS)
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13.4  Atmosféarspaverkan

Det ér inte bara diffraktion som paverkar egenskaperna hos en laserstrle. At
mosfiren paverkar laserstralen, och dirmed systemets prestanda, genom:

e Transmissionsdimpning
* Turbulens

¢ Termisk distorsion

Transmissionsdimpning paverkar rickvidden for systemet och generellt
kan sigas att ju lingre viglingd desto bittre rickvidd. Den dimpning i at-
mosfiren som paverkar transmissionen ir i huvudsak absorption, vitske- och
stoftpartiklar samt spridning i gaser.

Atmosfirens transmission har uppmitts vid havsniva (se figur 13.6). Bilden
visar att transmissionen ir lig inom vissa viglingdsomriden men att det ocksi
finns omriden med relativt hdg transmission, s.k. transmissionsfonster. Dessa
transmissionsfonster som ligger inom vaglingderna 300-1 300 nm, 1 500—
1700 nm, 2 000-2 500 nm, 3 000-5 000 nm samt 8 000—14 000 nm &r de
omraden som bist limpar sig for lasersystem.

Den dimpning som orsakas av absorbtion samt vitske- och stoftpartiklar
beror frimst pa hur mycket partiklar det finns, koncentrationen, och partikel-
storleken. Dimma, dis, r6k och damm ger hégre dimpning vid kortare vag-
lingder medan sné och regn ger en relativt vaglingdsoberoende dimpning (se
figur 13.7 pd nista sida).

Transmittans (%)

Vaglangd (m)

Figur 13.6. Transmissionen i atmosféren. (Kélla: FOI)
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107
§ 107
&
€ 10° Vaglangd 0.55 pm
2
© 4 ) }
= 10 Visuell sikt
10_5 s 100 km
w10 km
-6
10 3 km
; 1 km
10°
107
102 10° 10* 10°

Avstand [m]

Figur 13.7. Ddmpning. (Kélla: FOI)

Turbulens medfér bland annat att laserstralens divergens 6kar och att stré-
lens rikening dndras slumpmassigt.

Nir foremadl betraktas pa lingt avstind i en kikare ver uppvirmd terring
kan inverkan av turbulens iakttas genom att bilden fluktuerar i kikaren. Or-
saken till detta r det linga avstindet 6ver den uppvirmda terringen dir tem-
peraturen slumpmissigt kommer att variera och blandas pga. vindar, vilket
medf6r att brytningsindex kommer att variera slumpmassigt. Resultatet blir en
flimrande bild i kikaren.

Termisk distorsion ar primirt ett problem som uppstar for lasersystem som
skall belysa ett stillastdende eller nistan stillastiende objekt. For ett flygburet
lasersystem eller ett system som skall belysa ett foremal med hog vinkelhastig-
het blir problemet mindre eftersom luften hela tiden snabbt byts ut. Laserstré-
lens intensitet orsakar uppvirmning av den nirmsta liggande luften som far
till £6ljd att brytningsindex varierar vilket leder till att strilradien 6kar pga. att
strdlen bojs. Stralen bojs mest i mitten eftersom luften virms upp mest dar.

Sidvind paverkar ocks ett lasersystem som belyser ett stillastdende objekt.
Luften kommer att vara kallare i lovart 4n i ld om strilen da luften virms upp
vid passage genom stralen. Kallare luft har hogre brytningsindex varfor stralen
kommer béjas av mot vindrikeningen, dvs. lovart. For lasersystem med hég ef-
fekt dr detta fenomen mer mirkbart.
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Figur 13.8. Distortion. (Kélla: FOI)

13.5 Lasersakerhet

13.5.1 Allmédnt om lasersékerhet

Beroende pa vilket lasermaterial som anvinds i en laser kommer laserstralen
ha olika vaglingd, frin ca 193 nanometer upp dll lite dryge 10 600 nanome-
ter. Detta innebir att 6gar ligger i riskzonen att utsittas for laserljus. Ogat
ar kinsligt for viglingder mellan 400—1 400 nanometer eftersom hornhinnan
och pupillen fokuserar dessa viglingder mot gula flicken, vilket medfor att
dven laga lasereffekter kan vara skadliga (se figur 13.9 pd nista sida). Ligger
laserstralen inom det synliga omriddet 400-770 nm, som ocksa kallas synligt
ljus, ger blinkreflexen i dgat ett visst skydd eftersom vi blundar om vi exponeras
for laserljus inom detta viglingdsomride.

Viglingder fran ca 700 nm upp till 1400 nm ir sirskilt farliga eftersom
blinkreflexen inte fungerar inom detta viglingdsomrade. Ett exempel pd en
farlig laservaglingd 4r neodymlaserns, NdYAG, 1 060 nm som &r vanlig i la-
seravstindsmitare. Det dr framforallt fastatillstandslasrar, laserdioder firgim-
neslasrar som ligger inom hornhinnans och pupillens fokuseringsviglingder
(400-1 400 nm).

Utifran hur farlig en laser ir for bl.a. ett oskyddat 6ga ir lasrarna indelade i
laserklasser. Indelningen av lasrar i olika klasser enligt den internationella stan-
darden, dr ett sitt att beroende pa strdlningsegenskaperna ge en grov sortering
av lasrar med olika grader av skaderisker. En sammanfattning av dessa risker
ges nedan.
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Figur 13.9. Ogats brytning av ljus mot hornhinnan vid olika vaglangder.

(Kalla: FHS, lllustration: Samuel Svard)

13.5.2  Aldre laserklasser

* Kilass 1. Lasrar i klassen 4r ofarliga dven vid ling tids exponering. Antingen
ar lasrarna s svaga att de inte kan ge nagra skaderisker oavsett hur de han-
teras, eller ocksd ror det sig om apparater som innehaller lasrar som i sig kan
vara av en farligare klass men som ir inbyggda och forseglade sa att ingen
farlig stralning kommer ut. Den maximalt tillitna stralningseffekten eller

pulsenergin for lasrar i klassen 4r direke kopplad till exponeringsgrinsvir-

dena. Den ovre klassgrinsen dr naturligtvis rigordst definierad, men later

sig inte beskrivas enkelt.
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Klass 2. Klassen innehaller bara lasrar som avger synlig stralning varmed i
laserstandarden menas stralning inom intervallet 400-700 nm. Exponering
av ett oskyddat 6ga ger upphov till blindning och dgonlocket sluts reflex-
missigt. Blinkreflexen gor dé att 6gat inte exponeras under tillrickligt lang
tid for att skadas. For cw-lasrar, dvs. sidana som kan lysa med konstant
strlningseffeke, dr den 6vre klassgrinsen 1 mWi.

Klass 3a. Lasrar inom denna klass har relativt hog effekt, men dé den inte 4r
sarskilt koncentrerad skadar den inte 6gat om inte frstirkande optik, t.ex.
kikare, anvinds.

Klass 3b. Direkt exponering av 6gon eller hud kan ge skador. Diffust reflek-
terad stralning dr vanligtvis ofarlig.

Klass 4. Hir kan det dven vara farligt att oskyddad betrakta en laserbelyst
flack pa en matt yta. Klass 4-lasrar kan ocksé vélla brand. Klassen saknar
ovre grans.

13.5.3 De nya laserklasserna

Klass 1. Ar i princip oférindrad jamfort med tidigare.

Klass 1M. Lasrar vars totala effeke eller pulsenergi verskrider vad som tilléts
i klass 1 (galler savdl UV, synligt och IR), men dir strilen inte dr smal utan
utbredd. P4 sa sitc kan exponeringsgrinsvirdena f6r ett obevdpnart 6ga eller
oskyddad hud inte &verskridas. Om man samlar strilknippet t.ex. med en
kikare eller betraktar en fiberinda med en lupp, kan dock ofarligheten inte
garanteras. M star for magnifier.

Klass 2. Ar oforindrad jimfort med tidigare.

Klass 2M. Klassen omfattar bara lasrar som avger synlig strilning (400—
700 nm). Klass 2-grinsen fir overskridas totalt, om stralknippet ir utbrett
enligt samma principer som for klass 1M. Om stralknippet inte samlas med
hjilp av nagon optik giller samma riskbedémning som f6r klass 2, dvs.
blinkreflexen skyddar det obevipnade dgat.

Klass 3R. Klassen omfattar lasrar som avger upp till 5 ggr klassgrinsen for
klass 1 vid motsvarande vaglingder eller pulstider, om stralningen 4r osyn-
lig. For synlig strilning tillats upp till 5 ggr grinsen for klass 2. Grins-
virdena for exponering av oskyddade 6gon kan alltsd dverskridas, men de
innehéller sidana sikerhetsmarginaler att skador i praktiken inte uppstar. R
star for restricted.
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* Kilass 3B. Klassen innehaller lasrar vars styrka 6verskrider klass 3R. T 6vrigt
ir den of6rindrad.

Klass 4. Omfattar alla lasrar som ir starkare 4n klass 3B. Klassen ir oforind-

rad.

SAKI har antagit de nya laserklasserna.
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Bilaga: Om materialet pa medféljande cd

For att kéra nedanstiende filer, kan de matematiska programmen Matlab eller
Octave anvindas. Octave ir tillginglig gratis pa <http://www.octave.org>.

Sammanstallning av Matlabfiler pa cd:n

Filnamn Programmets anvandning

skostud.m Hamtar en vektor v, lagrad i filen skonr, utgérande ett fingerat material
pa 1 000 varnpliktigas skonummer. Pa materialet gérs beskrivande
statistik.

Ingdstud.m Hamtar en vektor v, lagrad i filen vplingd, utgérande ett fingerat material
pa 1 000 varnpliktigas langd [mm]. Pa materialet gors beskrivande
statistik.

tresampler.m | Visar beskrivande statistik péa tre stickprov av nagot olika utseende.

stdgiss.m Visar stolpdiagram pa slumpvis valda stickprov, varefter du med 6gon-
matt far skatta medelvarde och standardavvikelse.

symmtern.m Simulerar kastserier om valt antal kast med symmetrisk tdrning. Anvan-
der programmet kastseriesymm.m som subrutin.

falsktern.m Simulerar kastserier om valt antal kast med en typ av osymmetrisk
tarning. Anvénder programmet kastseriefalsk.m som subrutin.

upprepn.m Ett slumpmaéssigt forsok upprepas under samma omstandigheter till
dess du avbryter. Vid forsoket kan héndelsen A intraffa. Du bestammer
inledningsvis P(A). Med vissa mellanrum redovisas relativa frekvensen
for A.

tcount.m Réknar, vid kast med tva, tre, fyra, sex eller tio tarningar, antal element
i handelserna att erhélla ett givet antal 6gon. Subrutiner: tvotern.m, tre-
tern.m, fyrtern.m, sextern.m, tiotern.m. Svarar med resp. sannolikhet.

binstolp.m Stolpdiagram visas dver en binomialfordelning, vars parametrar du far
véalja. Darefter genererar subrutinen binstat.m stickprov pa fordelningen.

nostat.m Visar stickprov pa en standardiserad normalférdelad s.v. (dvs. med
vantevardet O och standardavvikelsen 1). Histogrammet jamfors med
fordelningens tathetsfunktion, och det kumulerade histogrammet med
dess fordelningsfunktionen. Den senare berdknas med programmet
Fi.m.

binorm.m Visar approximation av binomialférdelningens sannolikhetsfunktion med
tathetsfunktionen for en normalférdelning med samma vantevarde och
standardavvikelse.
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lanch.m En enkel, datoriserad Lanchestermodell (ingen geometrisk representa-
tion).

lanchm.m En modifiering av lanch.m med en ansats till geometrisk representation.

lanset.m Ger, i kombination med subrutinerna langrp.m, lanskjut.m, en
Lanchester-variant med annu mer geometrisk representation.

procent.m Ovning pé att med dgonmatt skatta procenttal.

lutning.m Ovning pé att med dgonmatt skatta lutningen hos en rét linje.

funk.m Visar kurvor 6ver en rad elementara funktioner som du véljer ur menyer.

deriv.m Programmet ar avsett att illustrera derivatans definition och innebérd.
Anvénder programmet deriv2.m som subrutin.

sincos.m Avser att illustrera definitionerna och nagra egenskaper hos sinus- och

cosinusfunktionen.
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