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Förord

Vi	 lever	 i	en	föränderlig	värld	där	även	krigets	karaktär	 förändras;	dess	kon-
sekvenser	är	dock	 lika	ohyggliga	som	tidigare.	Hoten	är	nya	och	ofta	dolda.	
Traditionella	fronter	försvinner,	nationalstater	är	sedan	länge	inte	de	enda	par-
terna	vid	konflikter.	Kunskap	om	och	förståelse	av	de	militära	arbetsredskapens	
funktion	och	nyttjande	utgör	en	viktig	framgångsfaktor	för	dagens	och	mor-
gondagens	officer.	Verktygen	är	till	helt	övervägande	del	av	teknisk	art.	Denna	
nära	 koppling	 mellan	 teknik,	 taktik	 och	 operationer	 behöver	 betonas	 inom	
officersutbildningen.	Detta	sker	genom	ämnet	Militärteknik.	Militärteknik	är	
nämligen	den	vetenskap	som	beskriver	och	förklarar	hur	tekniken	inverkar	på	
militär	 verksamhet	 på	 alla	 nivåer	 och	 hur	 officersprofessionen	 påverkar	 och	
påverkas	av	tekniken.	Militärtekniken	har	sin	grund	i	flera	olika	ämnen	från	
skilda	discipliner	och	förenar	samhällsvetenskapens	förståelse	av	den	militära	
professionen	 med	 naturvetenskapens	 fundament	 och	 ingenjörsvetenskapens	
påbyggnad	 och	 dynamik.	 Militärtekniken	 behandlar	 således	 tekniken	 i	 dess	
militära	kontext	och	utifrån	officerens	perspektiv.	

Som	 följd	 av	militärteknikens	 tvärvetenskaplighet	 studeras	 och	utvecklas	
ämnet	med	stöd	av	både	natur-,	samhälls-	och	ingenjörsvetenskaper.	De	me-
toder	vilka	traditionellt	tillämpats	är	främst	kvantitativa.	Matematik,	statistik,	
tekniska	experiment,	modellering	och	simulering	är	exempel	på	sådana	meto-
der.	Vid	studiet	av	interaktionen	mellan	teknik	och	taktik,	operation	respektive	
strategi	kan	även	kvalitativa	metoder	behövas.

Teknikens	påverkan	finns	på	såväl	stridsteknisk,	taktisk/operativ	som	stra-
tegisk	nivå.	Påverkan	är	mest	 tydlig	och	mätbar	på	 lägre	nivåer,	 t.ex.	när	ett	
eller	flera	tekniska	system	av	motståndaren	sätts	ur	spel	genom	störning,	vilse-
ledande	information	etc.	och	man	genom	att	använda	sig	av	en	kombination	
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av	teknisk	och	taktisk	kompetens	genomför	erforderlig	taktikanpassning.	Med	
god	kunskap	om	verktygen,	dvs.	allt	från	vapen	och	plattformar	till	informa-
tions-	och	ledningssystem	samt	principer	för	att	bedriva	strid	på	olika	nivåer	
kan	den	väpnade	striden	föras	framgångsrikt	på	alla	nivåer.	Teknikens	påverkan	
ökar	dock	på	strategisk	nivå	och	är	då	ofta	knuten	till	väsentliga	teknologiska	
utvecklingssteg.

Föreliggande	Lärobok i Militärteknik	är	uppdelad	i	flera	delar,	av	vilka	detta	
är	den	första.	Skilda	teknikområden	redovisas	i	separata	bokvolymer	för	att	vid	
behov	snabbt	kunna	revideras	utan	att	hela	boken	för	den	delen	måste	omarbe-
tas.	Likaså	möjliggör	denna	struktur	att	nya	och	för	officersprofessionen	viktiga	
teknikområden	snabbt	och	enkelt	kan	ingå	i	läroboken	genom	att	addera	nya	
volymer.

Denna	volym,	benämnd	Grunder,	 innehåller	ett	urval	av	matematik,	na-
turvetenskap	och	teknik	till	stöd	för	vidare	militärtekniska	studier.	Studiet	av	
teknik	 för	militära	syften	ger	nödvändig	teknisk	 förståelse	 liksom	kunskaper	
inom	relevanta	och	aktuella	teknikområden.	Detta	skapar	förutsättningar	för	
att	förstå	interaktionen	mellan	teknik	och	militär	verksamhet.	

Militärtekniken	utgör	 länken	mellan	den	rena	teknikkunskapen	och	dess	
tillämpningar	inom	officersprofessionen	och	jag	hoppas	att	Lärobok i Militär-
teknik	kommer	att	tillföra	dagens	och	morgondagens	officerare	kunskaper	och	
intellektuella	redskap	till	fromma	för	såväl	karriär	som	försvarsmakt.

Stockholm i januari 2007 

Stefan Axberg, professor i Militärteknik
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1. Inledning

1.1 Allmänt

Denna	bok	utgör	volym	1	av	Lärobok i Militärteknik.	Skälet	till	att	flera	voly-
mer	ges	ut	inom	samma	serie	är	bland	annat	att	böckerna	skall	vara	hanterligt	
stora	och	att	det	underlättar	framtida	bearbetningar	för	nya	utgåvor.	

•	 Vol.	2	behandlar	sensorer	med	tillhörande	teknikområden.

•	 Vol.	3	behandlar	ledning	med	tillhörande	teknikområden.

•	 Vol.	4	behandlar	verkan	av	stridsdelar	och	skydd	mot	dessa	med	tillhörande	
teknikområden.

•	 Vol.	5	behandlar	plattformar	med	tillhörande	teknikområden.

•	 Vol.	6	behandlar	relationen	teknik,	taktik,	operationen	och	strategi.

•	 Vol.	7	behandlar	rymdteknik.

•	 Vol.	8	behandlar	och	exemplifierar	militärtekniska	erfarenheter.

Föreliggande	bok	behandlar	de	grunder	 som	erfordras	 för	att	kunna	 till-
godogöra	sig	de	mer	avancerade	delarna	i	främst	vol.	2–5	enligt	ovan.	Utöver	
denna	bok	krävs	vissa	grundläggande	kunskaper	särskilt	inom	matematik	och	
fysik.	Boken	är	framtagen	av	lärare	vid	Försvarshögskolan	(FHS).	Denna	bok	
vänder	sig	främst	till	de	som	vill	ha	möjlighet	att	kunna	tillgodogöra	sig	allt	
som	behandlas	i	Lärobok i Militärteknik.	Den	är	skriven	för	officerare	och	civila	
som	verkar	inom	försvaret	och	är	tänkt	att	vara	en	lärobok	vid	de	skolor	som	
har	utbildning	inom	militärtekniken.
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1.2 Övrigt

•	 Texten	stöds	av	datorprogram,	skrivna	i	Matlab	(<filnamn.m>).

•	 I	denna	bok	används	punkt	som	decimaltecken.
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2. Vad är vetenskap?

2.1 Teknik och vetenskap

Vi	förknippar	gärna	teknik	med	naturvetenskap.	I	vår	tid	är	detta	helt	befogat.	
Modern	naturvetenskap	kan	inte	bedrivas	utan	en	högt	utvecklad	teknik,	och	
den	moderna	tekniken	skulle	inte	vara	möjlig	utan	en	gedigen	naturvetenskap-
lig	grund.	Men	denna	koppling	är	av	sent	datum.	Medan	naturvetenskapen,	
sådan	vi	nu	känner	den,	bara	har	några	hundra	år	på	nacken,	har	människan	
nyttjat	 teknik	 i	 olika	 former	 alltsedan	 hon	 började	 tillverka	 saker	 och	 ting,	
alltså	i	hundratusentals	år.

Den	tekniska	kunskapen	har	förts	vidare	från	generation	till	generation	i	
olika	hantverkstraditioner,	och	den	visade	sig	i	att	hantverket	fungerade	i	det	
praktiska	utövandet.	Det	mesta	av	sådan	kunskap	vilade	på	betydligt	säkrare	
grund	än	åtskillig	av	dagens	vetenskapliga	kunskap.	Varför	betraktar	vi	då	inte	
denna	tekniska	kunskap	som	vetenskaplig?	

Den	nu	nämnda,	tekniska	kunskapen	hör	närmast	till	det	vi	kallar	beprövad 
erfarenhet.	Den	 skapas	och	 förmedlas	på	 ett	helt	 annat	 sätt	 än	 vetenskapen.	
Den	som	lär	sig	ett	hantverk	får	själv	göra	samma	erfarenheter	som	läromäs-
taren	en	gång	gjorde.	Den	beprövade	erfarenheten	tillväxer	och	förnyas	ytterst	
långsamt,	ofta	genom	tillfälligheternas	spel.	

Detta	ligger	i	sakens	natur,	ty	teknik	utövas	för	materiell	produktion,	varvid	
kunskapen	blir	en	biprodukt.	Vetenskaplig	forskning	är	däremot	ett	systema-
tiskt	kunskapssökande.	I	empirisk	–	erfarenhetsbaserad	–	forskning	kan	förlop-
pet	se	ut	så	här:	Forskaren	väljer	ett	problem	(som	han/hon	själv	eller	någon	
annan	har	ställt).	Därefter	samlar	han/hon	fakta	som	väntas	belysa	problemet.	
Det	kan	ske	genom	observationer,	studier	av	historiskt	källmaterial,	intervju-
undersökningar	etc.	Ur	det	erhållna	materialet	försöker	forskaren	dra	slutsatser,	
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som	i	bästa	fall	ger	ett	svar	på	den	ställda	frågan.	Hela	denna	procedur	doku-
menteras	och	publiceras.	

Medan	 den	 beprövade	 erfarenheten	 förmedlas	 från	 mästare	 till	 lärjunge,	
förmedlas	vetenskapliga	resultat	genom	att	de	publiceras.	Andra	förmedlings-
former	–	kongresser,	seminarier,	lektioner	m.m.	–	kan	ses	som	komplement	till	
de	tryckta	skrifterna.

Av	detta	följer	att	vetenskaplig	och	teknisk	kunskap	är	av	delvis	olika	slag.	
Vetenskaplig	kunskap	är	formulerad	i	påståenden,	medan	teknisk	kunskap	vi-
sar	sig	i	vad	människor	förmår	göra.	Tekniken	legitimerar	sig	själv	genom	vad	
den	åstadkommer,	medan	ett	vetenskapligt	resultat	inte	kan	legitimeras	på	an-
nat	sätt	än	att	man	argumenterar	för	det.	

Hur	går	sådan	argumentation	till?	Vilka	typer	av	argument	kan	användas	
för	att	styrka	ett	vetenskapligt	resultat?	Hur	säker	är	vetenskaplig	kunskap?	Är	
det	någon	väsentlig	skillnad	mellan	vetenskaplig	kunskap	och	annan	kunskap?	
Detta	är	kärnfrågor	i	den	filosofiska	disciplin	som	i	Sverige	brukar	kallas	veten-
skapsteori	och	som	på	engelska	benämns	philosophy of science.

2.2 Tro, övertygelse, vetande

När	du	säger	att	du	vet	något,	så	är	du	övertygad	om	att	det	är	sant.	Ibland	
misstar	du	dig	emellertid.	Det	du	trodde	var	sant	visade	sig	vara	fel.	Då	var	det	
i	själva	verket	inte	något	vetande.	Vetande	är	övertygelse,	men	mer	än	så.	Det	
du	tror	måste	vara	sant.	Men	räcker	det?

Tänk	dig	följande	situation	i	krig:	Härföraren,	H,	har	skaffat	sig	en	upp-
fattning	om	den	fientliga	styrkan,	var	den	befinner	sig	och	hur	stor	den	är.	Han	
anfaller	och	vinner	slaget.	Efteråt	kunde	han	konstatera	att	hans	uppfattning	
om	fiendens	styrka	stämde.

Du	frågar	H	hur	han	kunde	veta	detta	i	förväg.	Han	svarade	att	han	hade	
konsulterat	sin	astrolog	och	fått	uppgiften	av	denne.	Han	litade	helt	och	fullt	
på	sin	astrolog.	Skulle	du	 i	det	 läget	betrakta	hans	övertygelse	som	vetande?	
Antagligen	inte.	Du	skulle	nog	anse	att	det	var	rena	turen	att	astrologens	upp-
gift	stämde.

Anta	att	H	i	stället	svarade	att	han	hade	skickliga	spanare,	som	hade	rekog-
noserat	 bakom	 fiendens	 linjer.	 Underrättelseavdelningen	 hade	 sammanställt	
spanarnas	uppgifter	och	fått	 fram	en	bedömning,	 som	den	vidarebefordrade	
till	H.	Han	litade	på	personalens	kompetens.	Hur	skulle	du	då	ställa	dig?	

I	bägge	fallen	visade	H	tilltro	till	människor.	I	bägge	fallen	var	uppgifterna	
riktiga.	Är	det	någon	väsentlig	 skillnad	mellan	 att	 lita	på	 astrologen	och	på	
underrättelsetjänsten?	

Allt	mänskligt	samarbete	måste	bygga	på	en	grundläggande	tillit.	Det	kan	
inte	vara	fel	i	sig.	Är	det	någon	väsentlig	skillnad	mellan	en	sådan	tillit	och	det	
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vi	kallar	auktoritetstro?	Båda	orden	innebär	ju	att	vi	tar	till	oss	och	litar	på	vad	
en	annan	människa	säger.	Astrologi	och	religion	har	sina	auktoriteter,	vetenska-
pen	har	sina.	Vad	är	skillnaden?	

Skillnaden	visar	sig	i	vad	som	händer	när	du	frågar:	”Vad	är	grunden	för	
ditt	påstående?”	Inom	vetenskapen	är	tvivlet	alltid	accepterat.	Om	du	betvivlar	
ett	vetenskapligt	resultat	kan	du	i	princip	alltid	spåra	resultatets	ursprung.	Det	
kan	vara	mödosamt.	Du	måste	söka	i	den	litteratur	som	hävdar	resultatet,	gå	
till	referenserna,	till	referensernas	referenser	o.s.v.,	ända	tills	du	finner	ett	origi-
nalarbete	där	resultatet	presenteras.	Där	oberopas	kanske	en	mängd	fakta	som	
erhållits	genom	observationer,	så	utförligt	beskrivna	att	du	själv	skulle	kunna	
utföra	samma	slags	observationer.	På	det	sättet	skulle	du	själv	kunna	ta	ställ-
ning	till	om	resultatet	är	riktigt.	

Även	om	detta	är	möjligt	i	princip,	finns	det	praktiska	svårigheter	som	gör	
att	du	inte	säkert	kan	genomföra	de	behövliga	undersökningarna.	Det	kan	bli	
för	dyrt	för	dig.	Du	måste	kanske	vänta	på	ett	astronomiskt	observationstillfälle	
som	inte	kommer	att	inträffa	under	din	livstid.	Eller	de	kvarlevor,	som	beskrivs,	
är	bortplockade	från	fyndplatsen.

Vill	 du	på	motsvarande	 sätt	 undersöka	 sanningshalten	 i	 en	 religiös	 tros-
sats	eller	en	astrologisk	princip,	kan	du	också	gå	till	urkunderna.	Men	du	kan	
aldrig	komma	längre	än	till	den	allra	första	urkunden.	På	dess	auktoritet	vilar	
alltsammans.	Du	kommer	aldrig	till	någon	ursprunglig	observation,	som	du	
själv	skulle	kunna	kontrollera.

Det	som	är	utmärkande	för	vetenskaplig	verksamhet	är	alltså	reproducerbar-
heten.	En	undersökning,	som	en	person	har	gjort,	kan	en	annan	upprepa	eller	
kontrollera	–	n.b.	att	det	kan	kräva	tid	och	resurser.	Men	det	är	alltid	tillåtet.	
Finner	du	att	du	inte	lyckas	reproducera	ett	påstått	resultat,	så	är	det	ett	indi-
cium	på	att	resultatet	är	felaktigt.	Det	du	bör	göra	i	det	läget	är	att	publicera	
dina	rön	och	en	utförlig	beskrivning	av	hur	du	har	gått	tillväga.	Då	föreligger	
två	varandra	motsägande	resultat.	Problemet	är	då	inte	löst.	Fortsatt	forskning	
behövs	innan	det	ena	eller	andra	resultatet	betraktas	som	säkerställt.

2.3 Vetenskapen som process

På	det	sättet	utvecklas	vetenskapen	i	processer,	som	inte	alltid	tycks	gå	framåt.	
Det	beror	dels	på	att	enstaka	vetenskapliga	observationer	är	behäftade	med	fel	
(tillfälliga	mätfel	såväl	som	systematiska	fel),	dels	att	de	kan	vara	svårtolkade.	
Ett	publicerat	vetenskapligt	resultat	kan	därför	vara	felaktigt,	även	om	det	byg-
ger	på	omsorgsfullt	gjorda	undersökningar.	Det	vetenskapliga	i	en	forsknings-
rapport	består	alltså	inte	i	att	att	resultatet	säkert	är	riktigt,	utan	i	att	arbetet	är	
så	utfört	och	presenterat	att	andra	kan	kontrollera	det.
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Denna	 syn	på	 vetenskapen	 står	 i	 stark	 kontrast	mot	 en	 ”naiv”	 syn,	 som	
tidigare	kan	ha	varit	vanlig.	Enligt	den	naiva	 synen	börjar	 forskningen	med	
insamling	av	fakta.	Dessa	fakta	används	i	ett	pusselläggande,	varvid	kunskapen	
gradvis	byggs	upp.	Bit	läggs	till	bit	och	bilden	av	det	färdiga	pusslet	växer	suc-
cessivt	fram.	

Att	den	naiva	synen	inte	håller	kan	bara	delvis	förklaras	av	det	redan	sagda	
–	observationsfel	och	feltolkningar.	En	annan,	kanske	viktigare,	del	av	förkla-
ringen	ligger	i	att	de	fakta	som	framkommer	vid	en	undersökning	är	fragmen-
tariska.	De	utgör	i	själva	verket	en	försvinnande	liten	del	av	den	verklighet	man	
vill	undersöka.	Ska	man	jämföra	med	pusselläggande,	så	måste	man	förutsätta	
att	de	flesta	av	pusselbitarna	har	gått	förlorade	och	inte	kan	återfinnas.	I	allra	
bästa	fall	har	man	pusslets	”lock”	till	hands,	men	i	allmänhet	finns	i	vetenskap-
lig	forskning	inte	något	som	kan	fylla	lockets	funktion.

Felaktiga	 observationer	 kan	 jämföras	 med	 att	 vissa	 av	 de	 återfunna	 pus-
selbitarna	är	illa	åtgångna.	Feltolkningar	kan	jämföras	med	att	man	gissar	pus-
selbitens	rätta	plats,	men	misstar	sig.	Och	även	om	de	återfunna	bitarna	har	
placerats	rätt;	vad	gör	man	när	fler	bitar	inte	är	tillgängliga?	Vill	man	ändå	få	
ett	färdiglagt	pussel,	måste	man	rekonstruera	de	saknade	bitarna.	Det	kan	ske	
på	basis	av	det	sammanhang	som	kan	skönjas.	Men	ibland	finns	inte	underlag	
ens	för	rekonstruktioner.	Då	får	man	själv	skapa	återstoden,	väl	medveten	om	
att	denna	inte	är	mer	än	ens	egen	skapelse.

De	få	tillgängliga	pusselbitarna	kan	vi	jämföra	med	fakta.	Det	vi	själva	kon-
struerar	eller	rekonstruerar	är	jämförbart	med	vetenskapliga	teorier.	Osäkerhe-
ten	i	teoribildningen	är	uppenbar,	men	vi	vill	hellre	ha	en	rekonstruerad	helhet	
än	något	som	liknar	en	ruin.	När	pusslet	är	färdiglagt	återstår	många	obesvarade	
frågor	om	hur	pusslet	kunde	ha	sett	ut	i	stället.	Vad	gör	man	om	någon	hittar	yt-
terligare	en	pusselbit?	Passar	den	inte	in	i	det	färdiga	mönstret,	måste	hela	bilden	
–	teorin	–	revideras.	Sådant	händer	hela	tiden	under	vetenskapens	utveckling.

Rätt	förstådd,	är	pusselliknelsen	ganska	träffande,	men	kan	inte	ge	en	rik-
tig	uppfattning	om	forskarens	villkor.	Hur	ter	sig	det	vetenskapliga	arbetet	 i	
verkligheten?

2.4 Hypoteser

Det	hör	till	undantagen	att	en	forskare	beträder	helt	ny	mark;	ger	sig	in	i	något,	
där	ingen	kunskap	alls	fanns	tidigare.	De	problem	en	sådan	forskare	står	inför,	
kan	vi	lämna	därhän.	

Vi	tänker	oss	därför	en	forskare,	som	valt	ett	problem	inom	ett	område,	där	
mycket	är	känt	förut.	Genom	sin	bekantskap	med	ämnet	har	han/hon	en	hel-
hetsbild	av	den	verklighet	han/hon	studerar,	en	bild	som	dock	är	ofullständig	
och	som	forskaren	vill	bidra	till	att	fylla	ut.	Denna	helhetsbild	är	vad	vi	kallar	
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en	teori.	För	att	fylla	ut	den,	och	göra	teorin	mer	fullständig,	behövs	fler	fakta.	
Vad	slags	nya	fakta	behövs?	Hur	får	man	tag	i	dem?

Finns	det	någon	allmän	strategi	som	lämpar	sig	 i	en	sådan	situation?	En	
vanlig,	och	ofta	lämplig	strategi	är	att	bilda	en	hypotes.	Den	som	ger	sig	in	i	
ett	forskningfält,	gör	det	väl	oftast	till	följd	av	intresse	och	fallenhet	för	ämnet.	
När	man	möter	en	obesvarad	fråga,	leder	intuitionen	till	idéer	om	vad	svaret	
kan	vara.	En	sådan	idé	är	vad	vi	kallar	en	hypotes.

En	 väl	 fungerande	 intuition	 är	 en	 av	 förutsättningarna	 för	 framgångsrik	
forskning.	När	en	hypotes	har	formulerats,	måste	den	testas.	Det	kan	gå	till	så	
här:	Om	hypotesen	är	sann,	följer	därav	att	vissa	fakta	måste	föreligga.	Visar	
en	undersökning	att	dessa	fakta	inte	föreligger,	så	är	hypotesen	falsifierad,	dvs.	
bevisad	vara	falsk.	Om	å	andra	sidan	dessa	fakta	påvisas,	behöver	hypotesen	för	
den	skull	inte	vara	sann.	Det	kan	hända	att	samma	fakta	skulle	kunna	förklaras	
av	en	alternativ	hypotes.	Att	visa	att	en	hypotes	är	sann	kallas	att	verifiera	den.	
Men	vetenskapliga	hypoteser	 låter	 sig	sällan	verifieras.	Hur	kommer	det	sig?	
Om	en	hypotes	är	falsifierad,	så	är	väl	den	motsatta	hypotesen	verifierad?	Alltså	
borde	falsifiering	och	verifiering	bara	vara	två	sidor	av	samma	sak.

Låt	 oss	 belysa	 situationen	 med	 det	 välbekanta	 ”svanexemplet”:	 Alla	 ob-
serverade	svanar	har	visat	sig	vara	vita.	Hypotesen	”Alla	svanar	är	vita”	ligger	
därför	nära	till	hands.	Så	upptäcker	någon	en	svart	svan	någonstans	på	södra	
halvklotet.	Därmed	är	hypotesen	 falsifierad.	Men	 samtidigt	 är	den	motsatta	
hypotesen	verifierad,	nämligen:	”Det	finns	svanar	som	inte	är	vita.”	

Men	den	första	hypotesen	och	den	motsatta	är	av	helt	olika	slag.	Den	första	
är	falsifierad	så	snart	vi	har	observerat	en	svan	som	inte	är	vit.	Men	den	mot-
satta	hypotesen	kan	inte	falsifieras	med	mindre	än	att	vi	undersöker	alla	svanar	
som	finns.	Och	hur	ska	vi	veta	att	vi	funnit	allihop?

En	överläggning	i	den	här	riktningen	ledde	vetenskapsteoretikern	Karl	Pop-
per	till	ståndpunkten,	att	för	att	en	hypotes	ska	godtas	som	vetenskaplig	måste	
den	vara	falsifierbar.	Det	måste	alltså	vara	tänkbart	att	man	kan	finna	något	
faktum,	som	falsifierar	den.	Som	en	allmän	strategi	för	vetenskaplig	forskning	
föreslog	han	att	man	formulerar	”djärva”	hypoteser,	alltså	hypoteser	som	man	
kan	tänka	sig	 skulle	kunna	 falsifieras	av	vissa	 fakta.	Sedan	man	föreslagit	en	
hypotes,	gör	man	vad	man	kan	för	att	falsifiera	den.	Visar	den	sig	vara	falsk,	
försöker	man	en	annan	hypotes,	och	låter	den	genomgå	samma	skärseld.	En	
hypotes,	som	man	inte	lyckats	falsifiera,	är	naturligtvis	inte	för	den	skull	verifie-
rad,	men	har	den	motstått	många	falsifieringsförsök,	så	har	den	vunnit	åtskil-
ligt	i	trovärdighet.	En	sådan	hypotes	är,	i	Poppers	terminologi,	korroborerad.	

Kravet	på	falsifierbarhet	kan	också	uttryckas	som	ett	krav	på	precision.	Ett	
tillräckligt	vagt,	eller	mångtydigt,	uttalande	är	i	praktiken	omöjligt	att	falsifie-
ra.	Ta	som	exempel	horoskop	eller	orakelspådomar.	De	är	avsiktligt	utformade	
så	att	de	har	någon	sanningshalt,	alldeles	oavsett	vad	som	inträffar.	
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Exempel	på	hypoteser	med	stor	precision	är	brottsåtal.	Åklagaren	har	att	
visa	att	en	viss	person	är	skyldig	till	ett	dåd.	En	sådan	hypotes	är	i	hög	grad	
falsifierbar.	Ett	hållbart	alibi	spräcker	hypotesen.	Åtskillig	historisk	forskning	
kan	i	det	avseendet	jämföras	med	brottmålsutredning.

Vetenskaplig	forskning	leder	aldrig	till	absolut	visshet	om	någonting.	Men	
den	leder	i	långa	loppet	till	ökad	kunskap	i	form	av	alltfler	alltmer	korrobore-
rade	hypoteser.

Man	bör	inte	ta	Poppers	syn	alltför	bokstavligt.	Den	borde	hellre	uppfattas	
som	en	modell	eller	ett	grovt	schema	för	vetenskaplig	verksamhet,	ett	försök	att	
förstå	något	av	dess	kärna.	En	sak	som	tycks	saknas	hos	Popper	är	insikten	om	
att	all	vår	verklighetsbeskrivning	sker	via	mer	eller	mindre	goda	modeller	(se	
kapitel	5).	En	modell	kan	vara	sämre	än	man	hade	trott,	men	behöver	för	den	
skull	inte	förkastas	helt,	utan	bör	i	stället	förbättras.	

En	annan	sak	som	Popper	tycks	lämna	ur	räkningen	är	att	åtskillig	hypotes-
prövning	är	av	statistisk	karaktär.	I	statistiken	talar	man	aldrig	om	att	verifiera	
eller	falsifiera	en	hypotes,	eftersom	prövningen	är	behäftad	med	statistisk	osä-
kerhet.	I	stället	talar	man	om	att	godta	eller	förkasta,	vilket	är	något	annat.	Se	
mer	om	det	i	slutet	av	kapitel	3.	

2.5 Fakta och teorier

Om	vi	ska	återknyta	till	pusselanalogin,	kan	vi	säga	att	själva	pusselbitarna	ut-
gör	fakta.	Var	en	enskild	bit	skall	läggas	kan	man	bilda	en	hypotes	om,	medan	
det	färdiga	pusslet,	helheten,	är	den	teori	vi	söker	bygga	upp.	Men	vi	påpekade	
också	att	själva	bitarna	kan	vara	illa	åtgångna,	varför	”fakta”	inte	är	så	oproble-
matiska	som	man	ibland	kunde	tro.

Så	är	det	också	i	verkligheten.	Det	som	kallas	fakta	utgör	inte	alltid	så	säker	
kunskap	som	ordet	kanske	antyder.	I	själva	verket	finns	det	ingen	skarp	gräns	
mellan	fakta	och	teorier.	Vad	som	är	fakta	idag	var	teorier	igår.	För	dig	är	det	
förmodligen	ett	 faktum	att	vatten	är	en	 förening	av	väte	och	syre.	Men	hur	
vet	du	det?	Du	har	lärt	dig	det	i	skolan,	och	du	ifrågasätter	det	förmodligen	
inte.	Men	vet	du	vad	väte	egentligen	är,	eller	syre?	I	början	av	1700-talet	fanns	
inte	de	begreppen.	 Syret	upptäcktes	 av	 svensken	Scheele	 och	 engelsmannen	
Priestley	oberoende	av	varandra.	Till	 att	börja	med	 ingick	 syre	bara	 som	en	
del	 i	en	teori	om	förbränning,	utvecklad	av	Lavoisier	 (som	avrättades	under	
franska	revolutionen).	Långt	senare	inrangerades	det	i	systemet	av	grundämnen	
–	Mendelieffs	schema,	som	också	var	en	ansats	till	en	teori.

Men	de	fakta	som	samlas	under	forskningsprocessen,	vad	har	de	med	teo-
rier	att	göra?	Svaret	är,	att	vad	du	än	har	för	metoder	att	samla	fakta,	så	är	dina	
protokollförda	 fakta	 ”teoriladdade”.	Du	mäter	 en	elektrisk	 spänning.	Redan	
det	 avlästa	 värdet	 bygger	 på	 antaganden	 om	 bl.a.	 ditt	 synsinne.	 Och	 steget	
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därifrån	till	uppgiften	om	den	avlästa	spänningen	bygger	på	en	teori,	utifrån	
vilken	voltmetern	är	konstruerad.	Och	även	om	den	så	härledda	spänningen	är	
ett	faktum,	så	är	frågan	om	du	har	mätt	mellan	rätt	punkter.	Osv.

Eller	 anta	 att	 du	 gör	 en	 intervjuundersökning	 för	 att	 kartlägga	 väljares	
partisympatier.	Du	antecknar	svar	på	ett	frågeformulär.	Själva	svaren	är	kan-
ske	odiskutabla	fakta.	Men	när	du	ska	redovisa	en	sammanfattning	av	svaren,	
måste	du	tolka	dem.	Hur	vet	du	att	folk	svarar	som	de	i	verkligheten	kommer	
att	rösta?

Fakta	är	alltså	bara	ena	ändan	av	en	skala	av	mer	eller	mindre	säkerställda	
hypoteser	eller	teorier.	När	en	hypotes	är	tillräckligt	väl	säkerställd	–	korrobore-
rad	–	placerar	vi	in	den	bland	fakta.	Djupare	än	så	ligger	inte	skillnaden	mellan	
fakta	och	teorier.

Här	har	vi	ömsom	talat	om	teorier,	ömsom	om	hypoteser.	Vad	är	egentligen	
skillnaden	mellan	de	begreppen?	Inte	heller	här	finns	någon	djupare	liggande	
skillnad.	En	hypotes	kan	vara	en	enkel	utsaga,	men	kan	också	bestå	av	ett	helt	
system	av	inbördes	relaterade	utsagor.	Det	är	en	sådan	sammansatt	hypotes	vi	
kallar	för	en	teori.
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3. Om statistik

3.1 Stickprovsundersökningar

I	empirisk	vetenskap	är	man	oftast	hänvisad	till	att	studera	en	mycket	liten	del	
av	den	verklighet	man	vill	undersöka.	Från	de	fakta	man	får	fram	om	denna	del	
söker	man	sedan	rekonstruera	helheten.	Sätten	att	välja	ut	delarna	är	olika	för	
olika	vetenskaper.	Ett	sätt	som	nyttjas	i	de	mest	skilda	undersökningar	är	att	ta	
stickprov.	Den	metoden	lämpar	sig	när	den	helhet,	som	ska	undersökas,	består	
av	ett	antal	individuella	objekt	som	är	väl	avgränsade	från	varandra.	Mängden	
av	alla	dessa	objekt	kallar	man	då	en	population.	Stickprovet	består	av	en	del-
mängd	av	populationen.	Att	bedriva	statistik	är	att	undersöka	populationer.

Population	betyder	befolkning.	Statistik	var	ursprungligen	studiet	av	en	stat	
och	dess	befolkning.	Sedan	har	ordet	population	fått	en	mer	generell	innebörd.	
Individerna	i	en	population	kan	vara	av	vad	slag	som	helst.	Vill	man	undersöka	
en	population	kan	man	i	princip	undersöka	alla	individer.	Det	kallas	för	en	to-
talundersökning.	Är	populationen	stor,	och	är	många	av	dess	individer	svåra	att	
få	tag	i,	blir	en	totalundersökning	dyr	och	opraktisk.	Då	får	man	nöja	sig	med	
att	ta	ut	ett	stickprov.	Det	kallas	även	urval,	eller	(från	engelskan)	sample.	

En	stickprovsundersökning	består	därför	av	följande	steg:

1.	 Populationen	avgränsas	och	ett	stickprov	väljs	ut.

2.	 Från	varje	individ	i	stickprovet	hämtas	de	fakta	som	efterfrågas.

3.	 Stickprovet	beskrivs	på	basis	av	dessa	undersökningar.

4.	 Från	beskrivningen	av	stickprovet	dras	slutsatser	om	hela	populationen.
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Steg	 1,	 3	 och	 4	 hör	 till	 den	 egentliga	 statistiken,	 medan	 steg	 2	 hör	 till	
den	speciella	vetenskap	inom	vilken	undersökningen	görs.	Vi	berör	varje	steg	
i	korthet:

1.	 Ofta	är	det	långt	ifrån	självklart	vilken	populationen	bör	vara.	Antag	t.ex.	
att	du	ska	lägga	upp	planer	för	uniformeringen	av	soldater	i	framtida	freds-
bevarande	 operationer.	 Du	 vill	 veta	 vilka	 mått	 som	 ska	 ligga	 till	 grund	
för	tillverkningen.	Från	vilken	population	ska	du	dra	ditt	 stickprov?	Alla	
svenska	värnpliktiga?	Knappast!	Vi	sänder	 inte	vilka	som	helst	på	sådana	
uppdrag.	Om	du	nu	har	kommit	fram	till	vilka	värnpliktiga	som	hör	till	
populationen,	hur	ska	då	stickprovet	dras?	Om	du	väljer	bland	dem	som	
mönstrar	i	år,	ska	du	då	ta	allihop?	Annars	vilka	av	dem?

	 I	en	statistisk	undersökning	med	vetenskapliga	ambitioner	görs	urvalet	slump-
mässigt,	och	så	att	man	vet	vilka	sannolikheter	de	olika	individerna	i	popula-
tionen	har	att	komma	med	i	stickprovet.	Det	finns	många	sätt	att	göra	det.	
Vi	nämner	här	bara	det,	ur	teoretisk	synpunkt,	enklaste	förfarandet:	obundet 
slumpmässigt urval,	förkortat	OSU.	Det	innebär	att	alla	individer	har	lika	stor	
sannolikhet	att	komma	med	och	att	de	väljs	ut	helt	oberoende	av	varandra.	
Vi	går	i	denna	bok	inte	in	på	olika	tekniker	för	att	dra	stickprov.

2.	 Fakta	hämtas	genom	observationer,	mätningar,	 intervjuer	 etc.,	där	 tekni-
kerna	 är	 olika	 för	 olika	 vetenskaper.	 Dessa	 fakta	 protokollförs	 i	 form	 av	
sifferdata	eller	på	annat	sätt.

3.	 Det	erhållna	protokollet	utgör	i	sig	en	beskrivning	av	stickprovet.	Men	den	
inhämtade	informationen	ska	användas	på	något	sätt	och	måste	bearbetas	
för	det	ändamålet.	Den	bearbetningen	syftar	till	att	så	tillgängligt	och	över-
skådligt	 som	 möjligt	 sammanfatta	 resultaten	 i	 protokollet.	 Detta	 är	 den	
beskrivande	delen	av	statistiken.	

4.	 Att	beskriva	stickprovet	är	dock	inget	självändamål.	Undersökningen	syftar	
till	uttalanden	om	hela	populationen.	Säkra	slutsatser	om	populationen	kan	
förstås	inte	dras	från	stickprovet,	som	i	allmänhet	bara	är	en	liten	del	av	hela	
populationen.	Är	stickprovet	draget	med	ett	slumpförfarande,	kan	slutsat-
serna	dock	anges	med	hjälp	av	sannolikheter.	Hur	det	kan	gå	till	berör	vi	i	
korthet	i	kapitlets	sista	avsnitt.

3.2 Beskrivande statistik

På	varje	 individ	 i	 stickprovet	kan	många	olika	observationer	och	mätningar	
göras.	Vi	begränsar	oss	här	till	mätningar	av	en	enda	storhet.	Protokollet	inne-
håller	då	en	lista	på	mätetal.	
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Som	exempel	 tar	 vi	 ett	 (fingerat)	 stickprov	på	1	000	värnpliktiga,	där	 vi	
noterat	deras	skonummer.	En	lista	på	dessa	nummer	finns	i	filen	skonr.mat.	
Du	kan	studera	den	medelst	programmet	skostud.m.	Listan	är	den	mest	full-
ständiga	 beskrivning	 av	 materialet	 man	 kan	 åstadkomma.	 Men	 den	 sortens	
beskrivning	är	för	oöverskådlig	för	att	kunna	användas.	Mer	överskådligt	blir	
materialet	om	vi	grupperar	det	efter	nummer	och	räknar	antalet,	frekvensen,	av	
varje	nummer.	I	nedanstående	tabell	anges	också	de	relativa frekvenserna,	vilka	
erhålls	genom	att	dividera	frekvenserna	med	antalet	element	i	stickprovet.	Så	
här	ser	den	representationen	ut,	där	relativa	frekvensen	är	uttryckt	i	procent:

Nummer 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Frekvens 3 40 141 199 206 169 97 80 35 19 8 3

Rel. frekv. 0.3 4.0 14.1 19.9 20.6 16.9 9.7 8.0 3.5 1.9 0.8 0.3

Kum.rel.fr. 0.3 4.3 18.4 38.3 58.9 75.8 85.5 93.5 97.0 98.9 99.7 100

Sista	raden	innehåller	de	kumulerade	relativa	frekvenserna,	dvs.	summan	av	
de	relativa	frekvenserna	upp	till	resp.	nummer.	Informationen	uttrycks	i	grafisk	
form	i	ett	s.k.	stolpdiagram	–	se	figur	3.1.

Gruppering	 av	 material	 lämpar	 sig	 om	 antalet	 olika	 värden	 är	 måttligt.	
Här	var	det	antalet	tolv.	Nästa	exempel	är	ett	fingerat	material	om	1	000	värn-
pliktigast	 längd	 [mm].	 Här	 är	 antalet	 olika	 värden	 betydligt	 större,	 ca	 250.		

39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Figur 3.1. Relativa frekvensernas representation i form av stolpdiagram. (Källa: FHS)
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Stolpdiagram	över	det	grupperade	materialet	visas	i	den	övre	delen	av	figur	3.2.	
Som	synes	är	det	mycket	oöverskådligt	–	många	av	värdena	förekommer	bara	
en	gång.	För	att	öka	överskådligheten	gör	man	en	s.k.	klassindelning,	dvs.	man	
sammanför	alla	värden	inom	ett	intervall	till	en	klass	och	räknar	antalet	element	i	
resp.	klass.	Den	undre	delen	av	figur	3.2	visar	en	grafisk	framställning	av	relativa	
frekvenserna	inom	de	olika	klasserna.	Här	har	bredden	på	klasserna,	klassbredden,	
valts	till	20	mm.	En	sådan	framställning	av	materialet	kallas	för	ett	histogram.

Om	du	kör	programmet	lngdstud.m,	kan	du	experimentera	med	olika	klass-
bredder.	Är	klassbredden	liten	blir	histogrammet	ganska	likt	ett	stolpdiagram.	
Är	klassbredden	stor,	går	åtskillig	information	förlorad.	En	rekommendation	är	
att	välja	klassbredden	så	att	antalet	klasser	blir	något	mellan	tio	och	tjugo.

I	figur	3.3	är	de	kumulerade	relativa	frekvenserna	representerade.	Det	övre	
diagrammet	är	ett	kumulerat	histogram,	det	undre	en	s.k.	summapolygon.	I	det	
senare	är	de	relativa	frekvenserna	interpolerade	inom	klasserna,	så	att	kurvan	är	
sammansatt	av	räta	linjer.

Minskar	man	klassbredden,	kommer	det	kumulerade	histogrammet	att	bli	
alltmer	likt	summapolygonen.

Programmet	tresampler.m	innehåller	tre	tänkta	stickprov	från	varsin	popu-
lation.	De	presenteras	dels	med	alla	erhållna	värden	(ordnade	efter	storlek),	dels	
i	grupperad	form	med	en	lista	på	frekvenser	samt	grafiskt	med	stolpdiagram.	
Kör	programmet	och	titta	på	diagrammen.	Ha	dem	framför	dig	när	vi	nedan	
diskuterar	läges-	och	spridningsmått.	Notera	hur	de	tre	stolpdiagrammen	ser	
ut!	Hur	vill	du	beskriva	deras	likheter	och	olikheter?	Titta	också	på	stolpdia-
grammen	för	de	kumulerade	relativa	frekvenserna.

3.3 Lägesmått

En	redovisning	av	ett	grupperat	eller	klassindelat	material	kan	många	gånger	
lämpa	sig	som	diskussionsunderlag.	Men	för	många	andra	ändamål	innehåller	
de	 åtskillig	 onödig	 information.	Vill	man	karakterisera	 ett	material	med	 ett	
fåtal	mått,	använder	man	i	första	hand	läges-	och	spridningsmått.	Ett	lägesmått	
säger	något	om	var	på	x-axeln	materialet	ligger.	Ett	spridningsmått	säger	något	
om	materialets	bredd.

Ett	sätt	att	ange	ett	materials	läge	på	x-axeln	är	medelst	det	minsta	och	det	
största	värdet.	De	värdena	säger	dock	inte	så	mycket,	eftersom	värden	långt	ut	
i	flankerna	ofta	har	låg	relativ	frekvens.

Om	du	med	ett	enda	mått	skulle	ange	var	huvuddelen	av	materialet	befin-
ner	sig,	så	skulle	du	välja	något	värde	mellan	det	minsta	och	det	största.	Ett	
sådant	värde	kallas	ett	medelvärde.	Nu	finns	 faktiskt	oändligt	många	 sätt	att	
bilda	medelvärden.	Det	gäller	att	välja	något	som	som	har	en	lätt	tolkad,	och	
relevant,	relation	till	alla	de	olika	värdena	i	materialet.
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Figur 3.2. Ett stolpdiagram och ett histogram över samma material. (Källa: FHS)
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Figur 3.3. Det övre diagrammet är ett kumulerat histogram och det undre en s.k. summapolygon.  
(Källa: FHS)
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Säger	man	”medelvärdet”	rätt	och	slätt,	utan	ytterligare	precisering,	brukar	
man	 mena	 det	 aritmetiska medelvärdet.	 Det	 erhålls	 genom	 att	 man	 adderar	
samtliga	värden	och	dividerar	med	antalet.	

Om	en	vektor	 (dvs.	en	uppsättning	 tal)	med	materialets	 samtliga	värden	
betecknas	(x1,	x2,...,	xn),	brukar	medelvärdet	betecknas	x .	Det	gäller	alltså

	 ∑
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Summatecknet	 Σ	 är	 den	 grekiska	 bokstaven	 stora	 sigma.	 Det	 är	 ofta	
bekvämt	 att	 använda,	 och	 du	 bör	 vänja	 dig	 vid	 denna	 symbol.	 Den	 an-
vänds	 flitigt	 i	 matematisk	 text.	 Skriven	 utan	 summatecknet	 blir	 formeln	
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Är	 materialet	 grupperat,	 brukar	 man	 modifiera	 beteckningarna.	Vektorn	

(x1,	x2,...,	xm)	får	då	betyda	de	olika	 förekommande	värdena.	Om	vi	beteck-
nar	 motsvarande	 frekvenser	 med	 (f1,	f2,...,	fm)	 och	 relativa	 frekvenser	 med		
(r1,	r2,...,	xm),	erhåller	vi

	 ∑∑
==

==
m

i
ii

m

i
ii xrxf

n
x

11

1
	 	 	 	 (2)

Av	en	formel	för	medelvärdet	ser	man	alltså	direkt	om	materialet	är	grup-
perat	 eller	ogrupperat.	 (I	 formlerna	 (2)	 är	n	 fortfarande	 stickprovsstorleken,	
medan	m	är	antalet	olika	värden.)

Också	för	ett	klassindelat	material	används	(2)	för	beräkning	av	medelvärdet,	
men	då	tolkas	xi	som	klassmitten	i	den	i-te	klassen.	Det	sättet	att	räkna	ut	med-
elvärdet	är	förstås	inte	exakt,	men	ger	vanligtvis	ett	acceptabelt	närmevärde.

Ett	 annat	 ofta	 använt	 lägesmått	 är	 medianen.	 Om	 x-värdena	 är	 ordnade	
efter	storlek,	och	n	är	udda,	så	är	medianen	det	mellersta	värdet.	Är	n	jämnt,	
har	 de	 två	mellersta	 värdena	 lika	 anspråk	på	 att	 vara	median.	Då	definieras	
medianen	som	deras	medelvärde.

Nu	kan	du	beräkna	medelvärdena	och	medianerna	för	de	tre	stickproven	i	
tresampler.m.	Kör	programmet,	beräkna	eller	gissa	värdena	och	kolla	om	dina	
resultat	stämmer	med	dem	som	visas	i	programmet.

För	stickprov	1	såväl	som	stickprov	2	är	medianen	ungefärligen	lika	med	
medelvärdet.	För	stickprov	3	är	medelvärdet	märkbart	större	än	medianen.	Ger	
stolpdiagrammens	utseenden	någon	förklaring	på	det?

Stickproven	 1	 och	 2	 är	 någorlunda	 symmetriska.	 För	 varje	 symmetriskt	
stickprov	är	medelvärdet	och	medianen	exakt	lika.	Stickprov	3	visar	en	kraftigt	
sned	fördelning	–	positiv snedhet,	eftersom	det	finns	en	lång	”svans”	åt	höger.	
Vid	positivt	sneda	fördelningar	är	medelvärdet	alltid	större	än	medianen.

Vilken	information	om	en	sned	fördelning	erhåller	man	medelst	medelvärdet	
resp.	medianen?	(Tänk	t.ex.	på	inkomstfördelningen	i	ett	ojämlikt	samhälle.)
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För	 ett	 klassindelat	 material	 kan	 medianen	 skattas	 medelst	 summapoly-
gonen.	Kör	lngdstud.m	tills	du	fått	fram	summapolygonen.	Medianen	ligger	
nära	den	punkt	där	polygonen	skär	0.5-nivålinjen.	Zooma	in	skärningspunk-
ten	med	figurens	zoom-in-verktyg	och	jämför	med	medianvärdet	1	785,	som	
erhålls	medelst	median(v).

Zooma	sedan	in	polygonens	skärningar	med	0.25-	och	0.75-nivålinjen.	De	
x-värden	som	då	kan	avläsas	är	de	s.k.	kvartilerna.	Den	undre	kvartilen	bör	lig-
ga	nära	vs(250)	och	den	övre	nära	vs(750)	i	det	inledande	exemplet.	Stämmer	
det?	(Vektorn	vs,	som	tas	fram	av	programmet,	innehåller	materialets	värden	
ordnade	efter	storlek.)

Medan	medianbegreppet	är	väldefinierat,	finns	det	inte	någon	lika	naturlig	
definition	av	kvartilerna	för	ett	statistiskt	material.	Är	materialet	stort,	så	har	
den	olägenheten	ingen	praktisk	betydelse.	Vill	man	karakterisera	ett	material	
med	 flera	 lägesmått,	 kan	 man	 använda	 medianen	 och	 kvartilerna.	Vill	 man	
ange	ytterligare	två	mått,	kan	man	ta	minsta	och	största	värdet.	Om	frekven-
serna	för	ett	material	har	ett	tydligt	maximivärde	brukar	det	kallas	den	mätta	
storhetens	typvärde.	

3.4 Spridningsmått

Ett	 tänkbart	 spridningsmått	 är	variationsbredden	 –	 skillnaden	mellan	 största	
och	minsta	värdet.	Detta	är	dock	inte	lämpligt	när	värdena	längst	ut	i	flankerna	
är	få.	Skillnaden	mellan	kvartilerna	säger	mer.	Halva	skillnaden	mellan	kvarti-
lerna	kallas	kvartilavvikelsen	och	är	ett	spridningsmått	som	då	och	då	används	
för	stora	material.

Vi	behöver	dock	spridningsmått	som	är	användbara	för	både	stora	och	små	
material.	En	nära	till	hands	liggande	idé	är	att	bilda	medelvärdet	av	de	enskilda	
värdenas	avstånd	från	medelvärdet,	dvs.	
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Fastän	detta	mått	verkar	vettigt,	 används	det	 inte	 i	praktiken.	Det	beror	
främst	 på	 att	 statistiska	 teorier,	 baserade	 på	 det	 måttet,	 skulle	 bli	 onödigt	
komplicerade.	 Man	 får	 betydligt	 enklare	 teorier	 om	 man	 i	 stället	 använder	
det	kvadratiska	medelvärdet	av	de	enskilda	avvikelserna.	Det	måttet	benämns	
standardavvikelsen.	Det	betecknas	med	den	grekiska	bokstaven	σ (sigma),	och	
definieras	genom	formeln
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Innebörden	av	denna	formel	är	kanske	inte	så	lätt	att	föreställa	sig	intuitivt.	
Programmet	 stdgiss.m	är	 till	 för	att	öva	upp	 intuitionen.	Du	får	 se	material	
som	tas	fram	slumpvis.	För	varje	stolpdiagram	kan	du	med	ögonmått	försöka	
bedöma	medelvärde	och	standardavvikelse.	Efter	Enter	får	du	se	svaret.

För	statistisk	slutledning	används	en	modifierad	form	av	standardavvikelse,	
s,	där	man	dividerar	med	n	–	1	i	stället	för	n.	Den	varianten	kan	inte	motiveras	
utifrån	den	beskrivande	statistikens	ståndpunkt.

3.5 Statistisk hypotesprövning

Det	finns	två	huvudtyper	av	statistisk	slutledning.	Den	ena	typen	kallas	skatt-
ning.	En	skattning	går	ut	på	att	finna	ett	approximativt	värde	på	en	storhet	
som	är	karakteristisk	för	en	population	–	ett	medelvärde,	en	proportion	e.d.	
–	genom	att	utgå	från	mätningar	på	ett	stickprov.	Exempelvis	kan	stickprovets	
medelvärde	 x 	 tas	 som	 skattning	 av	 populationens	 medelvärde	 m.	 Vill	 man	
ange	osäkerheten	i	denna	skattning,	anger	man	ett	intervall,	som	med	viss	san-
nolikhet	innehåller	m.	Ett	sådant	intervall	kallas	konfidensintervall.

Den	andra	typen	av	slutledningsförfaranden	är	hypotesprövning.	Vi	ska	här	
endast	presentera	den	statistiska	hypotesprövningens	grundidéer.	Den	som	vill	
lära	sig	de	tekniska	detaljerna	hänvisas	till	universitetskurser	i	statistik.

En	vanlig	frågeställning	i	statistiska	undersökningar	är	om	två	populatio-
ner	skiljer	sig	åt	i	något	väsentligt	avseende.	Det	kan	röra	sig	om	utprovning	
av	 läkemedel,	där	man	 jämför	dem	som	fått	medlet	med	dem	som	inte	 fått	
det.	Eller	man	vill	jämföra	näringsvärdet	i	två	grödor,	t.ex.	två	olika	vetesorter.	
Hypotesen	att	de	två	populationerna	inte	skiljer	sig	åt	kallas	nollhypotesen	(ef-
tersom	skillnaden	mellan	medelvärdena	för	de	två	populationerna	då	är	noll).	
Nollhypotesen	betecknas	H0.	När	den	testas,	ställs	den	emot	en	annan	hypotes,	
som	benämns	mothypotesen	och	betecknas	H1.	Vad	mothypotesen	utsäger	beror	
på	sammanhanget.	Om	H0	innebär	att	ett	visst	medelvärde	m	är	lika	med	noll,	
kan	H1	vara	m ≠ 0,	m	>	0	eller	m	<	0,	beroende	på	vilken	kunskap	man	har	
innan	testet	utförs.

Som	exempel	tar	vi	den	situation	en	domstol	står	inför,	när	den	ska	döma	
i	ett	brottmål.	Låt	oss	anta	att	åklagarens	bevisning	baseras	på	ett	DNA-prov,	
som	starkt	pekar	i	riktning	att	den	åtalade	är	skyldig,	men	att	det	ändå	finns	
utrymme	för	tvivel.	H0	är	i	detta	fall	hypotesen	”oskyldig”	medan	H1	är	”skyl-
dig”.	Godtas	H0,	frikänns	den	åtalade.	Förkastas	H0,	betyder	det	att	i	stället	H1	
godtas,	dvs.	domen	blir	fällande.	Beroende	på	om	H0	är	sann	eller	falsk,	och	
beroende	på	om	H0	godtas	eller	förkastas,	får	vi	följande	fyra	möjligheter:
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H0 sann H0	falsk

H0	godtas + – 

H0	förkastas – +

Att	godta	nollhypotes	om	den	är	sann,	och	att	förkasta	den	om	den	är	falsk,	
är	vad	man	önskar.	Därför	har	vi	skrivit	+	i	båda	de	rutorna.	De	övriga	rutorna	
är	markerade	med	–.	De	innebär	att	beslutsfattaren	misstagit	sig.	Vilket	av	de	
två	 felen	är	vi	mest	angelägna	om	att	undvika:	 förkasta	en	sann	nollhypotes	
eller	godta	en	falsk?	

Att	förkasta	en	sann	nollhypotes	kallas	fel av första slaget.	Det	är	den	sortens	
fel	man	i	första	hand	vill	undvika.	Därför	arrangeras	en	statistisk	hypotespröv-
ning	så	att	sannolikheten	för	fel	av	första	slaget	är	litet.	Vilken	sannolikhet	som	
är	acceptabel,	beror	förstås	på	beslutssitutationen.	I	vårt	rättssamhälle	önskar	vi	
en	försvinnande	liten	sannolikhet	för	att	fälla	en	oskyldig.	I	andra	testsituatio-
ner	kan	vi	acceptera	en	större	risk.

Den	största	sannolikhet	med	vilken	vi	accepterar	att	förkasta	nollhypote-
sen,	om	den	är	sann,	kallas	testets	signifikansnivå	(äv.	risknivå).	I	vetenskapliga	
sammanhang	är	5	%	en	nivå	man	ofta	väljer.	Om	man	förkastar	nollhypotesen	
vid	ett	test	med	5	%	signifikansnivå,	brukar	man	säga	att	resultatet	är	signifi-
kant	på	5	%-nivån.

Politiska	opinionsundersökningar	åtföljs	 av	 statistiska	hypotesprövningar.	
Opinionssiffrorna	 brukar	 publiceras	 med	 vissa	 mellanrum.	 Man	 iakttar	 då	
upp-	och	nergångar	i	de	olika	partiernas	procenttal.	Ofta	beror	förändringarna	
på	slumpen,	ty	stickproven	brukar	inte	vara	större	än	tusentalet	personer.	När	
en	förändring	sägs	vara	statistiskt	säkerställd,	betyder	det	att	man	testat	noll-
hypotesen	att	partiet	har	oförändrad	andel	sympatisörer,	och	förkastat	denna	
på	5	%-nivån.

En	hypotes	kan	aldrig	verifieras	eller	falsifieras	medelst	statistisk	hypotes-
prövning.	Vad	innebär	det	då	i	ett	vetenskapligt	sammanhang	att	förkasta	en	
nollhypotes?	Det	kan	medföra	att	man	rapporterar	en	viss	skillnad	mellan	två	
populationer,	fastän	det	bara	råkat	bli	en	slumpmässig	skillnad	mellan	stick-
proven.	Och	sådant	är	 inte	alls	sällsynt,	 ty	testar	man	rutinmässigt	på	nivån	
5	%,	kommer	ca	en	tjugondel	av	alla	situationer,	då	ingen	skillnad	finns,	att	
leda	till	falsklarm.

Efter	ett	enda	statistiskt	test	är	ett	vetenskapligt	resultat	aldrig	säkerställt.	Tes-
tet	är	bara	ett	sållningsinstrument.	När	ett	resultat	rapporteras	som	signifikant,	
är	det	en	signal	till	andra	forskare	att	undersöka	samma	sak.	Först	när	många	
forskare	har	nått	samma	resultat,	kan	det	vinna	vetenskapligt	erkännande.
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Skulle	den	vedertagna	 signifikansnivån	 sänkas,	 så	 skulle	 vi	 få	 färre	 fel	 av	
första	slaget,	men	till	priset	av	att	fler	av	de	effekter	som	verkligen	finns	skulle	
undgå	uppmärksamhet.	Detta	är	ett	dilemma	som	vi	måste	leva	med.	Innebör-
den	inses	lätt	om	vi	har	neurosedynkatastrofen	på	sextiotalet	i	åtanke.	Statis-
tiken	över	fosterskador	tydde	på	en	uppgång	av	en	viss	typ	av	missbildningar.	
När	var	det	dags	att	slå	larm?	Hade	man	varit	alltför	rädd	för	falsklarm,	skulle	
det	 ha	 tagit	 längre	 tid	 innan	 man	 kunde	 identifiera	 den	 omständighet	 som	
hade	orsakat	uppgången.
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4. Om sannolikhet

4.1 Träffsannolikhet vid flera skott

Du	har	 lärt	dig	en	del	om	sannolikhet	 i	gymnasiet,	och	som	officer	har	du	
många	gånger	talat	om	träffsannolikhet.	Vi	börjar	därför	med	ett	diagnostiskt	
exempel:	Du	skjuter	flera	skott	mot	ett	och	samma	mål.	Vi	antar	att	förhål-
landena	är	likartade	för	varje	skott,	att	du	riktar	på	nytt	varje	gång	du	skjuter	
och	att	skotten	därför	skjuts	oberoende	av	varandra.	För	varje	skott	är	träff-
sannolikheten	0.3.	Hur	stor	är	sannolikheten	för	att	få	minst	en	träff,	om	du	
skjuter	

•	 två	skott?

•	 tre	skott?

•	 fyra	skott?

Läs	inte	vidare	förrän	du	har	förslag	till	svar	på	de	tre	frågorna.	Lösningarna	
finner	du	i	avsnitt	4.6.	Är	alla	dina	tre	svar	rätta,	så	kan	du	troligen	tillräckligt	
om	sannolikhet	för	dina	studier	i	Militärteknik.

Detta	exempel	har	ibland	använts	för	att	introducera	sannolikhet	på	kurser	
vid	FHS.	Några	har	därvid	svarat	0.6	på	den	första	frågan	och	0.9	på	den	an-
dra.	När	de	sedan	använt	samma	resonemang	på	den	tredje	frågan,	och	då	fått	
svaret	1.2,	har	de	förstått	att	något	är	fel.	De	har	vetat	att	en	sannolikhet	aldrig	
kan	vara	större	än	1.

Ambitionsnivån	i	detta	kapitel	är	att	du	ska	veta	vad	sannolikhet	är	och	vad	
ett	uppgivet	värde	på	en	sannolikhet	innebär,	samt	att	du	ska	kunna	beräkna	
sannolikheter	för	sammansatta	händelser	av	ungefär	samma	komplexitet	som	i	
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de	diagnostiska	frågorna.	I	detta	ingår	att	kunna	tolka	diagram	som	innehåller	
sannolikhetsinformation.

4.2 Slumpmässiga försök

Ett	försök	sägs	vara	slumpmässigt	om	det	kan	utfalla	på	olika	sätt	då	försöket	
upprepas,	och	där	kommande	utfall	inte	med	säkerhet	kan	förutsägas.	Skjut-
ning	 är	 ett	 exempel	 på	 slumpmässiga	 försök.	 Du	 kan	 i	 allmänhet	 inte	 veta	
säkert	om	skottet	kommer	att	 träffa	eller	bomma.	Ett	annat	exempel	är	 tär-
ningskast.	När	du	kastar	en	vanlig	tärning	kan	du	inte	på	förhand	veta	vilket	
ögontal	som	kommer	att	visa	sig.

När	vi	nu	introducerar	sannolikhetslärans	begrepp,	kommer	vi	att	använda	
enkla	exempel	såsom	skjutning,	tärningkast	etc.	som	illustration.	Om	ett	för-
sök	utförs	n	gånger	och	en	viss	händelse	A	därvid	inträffar	f	gånger,	sägs	f	vara	
frekvensen	för	A.	Kvoten	f / n	kallas	frekvenskvoten	eller	relativa	frekvensen	för	
A.	Dessa	begrepp	introducerades	i	kapitel	3.

Programmet	symmtern.m	är	till	för	att	simulera	kastserier	med	en	symme-
trisk	tärning.	Du	väljer	ett	antal	kast	och	får	sedan	se	stolpdiagram	på	nio	kast-
serier	med	det	valda	antalet	kast.	Diagrammen	visar	de	relativa	frekvenserna	
för	tärningens	sex	olika	ögontal.	Efter	Enter	får	du	se	nio	serier	till	osv.	Vill	du	
ändra	antalet	kast	i	varje	serie,	matar	du	in	det	nya	antalet	före	Enter.	Därefter	
gäller	det	antalet	tills	ett	nytt	matas	in.

Börja	med	korta	kastserier,	 t.ex.	på	sex	kast.	Du	finner	att	stolpdiagram-
mens	utseenden	varierar	kraftigt	till	följd	av	slumpen.	Öka	sedan	till,	förslags-
vis,	60	kast	per	serie.	Även	nu	finner	du	att	diagrammen	varierar,	men	inte	lika	
kraftigt.	 Ju	 större	 kastserier,	 desto	 mindre	 blir	 variationerna.	Väljer	 du	 flera	
hundra	tusen	kast	eller	mer,	kan	man	nästan	inte	se	att	diagrammen	är	olika.	
Dessutom	är	stolparna	i	varje	diagram	nästan	lika	höga	vid	stora	kastserier.	Det	
tyder	på	att	den	simulerade	tärningen	är	symmetrisk.

Pröva	nu	programmet	falsktern.m.	Även	här	är	det	svårt	att	se	skillnad	mel-
lan	diagrammen	för	stora	kastserier.	Men	här	är	stolparna	i	ett	diagram	inte	
lika,	vilket	tyder	på	att	tärningen	är	osymmetrisk.

Dessa	experiment	illustrerar	en	företeelse	som	kallas	relativa	frekvensernas	
stabilitet.	Innebörden	är,	att	så	länge	en	försöksserie	är	kort,	fluktuerar	relativa	
frekvensen	 för	 en	viss	händelse	märkbart,	men	allt	 eftersom	antalet	 försök	 i	
serien	ökar,	så	minskar	dessa	fluktuationer,	och	den	relativa	frekvensen	tycks	
stabilisera	sig	nära	något	visst	värde.

Slumpen	tycks	alltså	i	praktiken	lyda	en	sorts	lag	eller	princip,	som	vi	ut-
trycker	som	att	de	relativa	frekvenserna	stabiliserar	sig	vid	många	försök.	Om	
du	inte	känner	dig	övertygad,	så	kan	du	också	pröva	programmet	upprepn.m,	
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som	upprepar	ett	visst	försök	tills	du	själv	avbryter	och	som	med	vissa	mellan-
rum	visar	den	relativa	frekvensen	en	tänkt	händelse.

4.3 Sannolikhet

Vi	betraktar	i	fortsättningen	de	relativa	frekvensernas	stabilitet	som	ett	empi-
riskt	faktum.	För	varje	händelse	A,	som	kan	inträffa	varje	gång	ett	visst	försök	
upprepas,	finns	det	då	ett	tal	sådant	att	den	relativa	frekvensen	för	A	svänger	
in	sig	allt	närmare	detta	tal	ju	fler	försök	som	görs.	Detta	tal	kallar	vi	sanno-
likheten	för	A.	

Relativa	frekvenser	är	något	som	finns	i	verkligheten	i	 lika	hög	grad	som	
att	händelser	inträffar	i	verkligheten.	Men	sannolikheten	för	A	är	ett	teoretiskt	
hjälpbegrepp.	Gör	vi	en	försöksserie	och	protokollför	den	ordentligt,	har	rela-
tiva	frekvensen	för	A	vid	den	försöksserien	ett	alldeles	bestämt	värde	som	vi	kan	
ange.	Men	sannolikheten	för	A	kan	aldrig	bestämmas	med	full	säkerhet,	i	varje	
fall	inte	experimentellt.

Relativa	frekvensen	för	A	betecknar	vi	r (A)	och	sannolikheten	P (A).	Medan	
r (A)	hänför	sig	till	en	viss	försöksserie,	hänför	sig	P (A)	till	själva	försökets	ka-
raktär	utan	att	vara	knuten	till	någon	viss	försöksserie.	Relationen	mellan	r (A)	
och	P (A)	kan	uttryckas	så	här:

• P (A)	kan	tjäna	som	en	förutsägelse	av	det	ungefärliga	värdet	av	r (A)	vid	ett	
stort	antal	försök.

• r (A)	kan	användas	som	en	skattning	P (A),	som	är	allt	säkrare	ju	fler	försök	
som	görs.

Detta	nära	samband	mellan	relativ	frekvens	och	sannolikhet	gör	att	några	
egenskaper	hos	sannolikheter	följer	direkt	av	motsvarande	egenskaper	hos	rela-
tiva	frekvenser.	Begrunda	följande:

1.	 För	varje	händelse	A	gäller	att	0	≤	P (A) ≤	1.

2.	 Om	A	är	omöjlig	är	P (A)	=	0.	Om	A	säkert	måste	inträffa	är	P (A)	=	1.

3.	 För	två	händelser	som	utesluter	varandra,	gäller	P (A	eller	B)	=	P (A)	+	P (B).

Kommentarer: Antag	 att	 ett	 försök,	 där	 A	 kan	 inträffa,	 utförs	 n	 gånger	
(under	 lika	 förutsättningar	 varje	 gång).	Låt	 f (A)	betyda	 absoluta	 frekvensen	
för	 A,	 dvs.	 antalet	 gånger	 A	 inträffat	 under	 försöksserien.	 Då	 gäller	 förstås		
0 ≤ f (A) ≤ n.	 Dividerar	 vi	 båda	 leden	 i	 båda	 olikheterna	 med	 n,	 får	 vi		
0	≤	r (A)	≤	1.	Detta	gäller	för	alla	slags	försök,	alla	tänkbara	försöksserier	och	
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alla	slags	händelser.	Eftersom	r (A)	kan	komma	hur	nära	P (A)	som	helst,	bara	n	
görs	tillräckligt	stort,	måste	även	0	≤	P (A)	≤	1.	

Om	A	är	omöjlig,	dvs.	A	 inte	kan	 inträffa,	 är	 f (A)	=	0	 för	 alla	n.	Alltså	
är	 alltid	 r (A)	=	0,	 varför	P (A)	=	0.	Om	 tvärtom	A	 säkert	måste	 inträffa,	 är		
f (A)	=	n ,	varav	r (A)	=	n /n	=	1	för	alla	försöksserier.	Alltså	är	P (A)	=	1.

Att	A	och	B	utesluter	varandra	–	A	och	B	är	uteslutande,	som	man	också	
säger	–	betyder	att	inte	både	A	och	B	kan	inträffa	i	ett	och	samma	försök.	Vissa	
händelser	utesluter	varandra,	vissa	kan	inträffa	samtidigt.	Exempel:	Vid	ett	tär-
ningskast	kan	ögontalet	 inte	bli	både	udda	och	 jämnt.	Men	händelserna	att	
ögontalet	är	udda	och	att	det	är	större	än	två	utesluter	inte	varandra.	Blir	det	
en	trea	eller	femma,	inträffar	båda	de	nämnda	händelserna.	

Med	”A	 eller	B”	menar	 vi	 att	 antingen	A	 eller	B	 inträffar.	Kan	A	 och	B	
inte	 inträffa	 samtidigt,	 måste	 det	 antal	 gånger	 A	 eller	 B	 inträffar	 vara	 lika	
med	summan	av	antalet	gånger	A	inträffar	och	antalet	gånger	B	inträffar,	dvs.		
f (A	eller	B)	=	f (A)	+	f (B).	

Dividerar	vi	med	n	får	vi	r (A	eller	B)	=	r (A)	+	r (B)	och	alltså	måste	samma	
relation	gälla	för	sannolikheterna,	dvs.	P (A	eller	B)	=	P (A)	+	P (B).

Egenskaperna	1–3	är	alltså	inte	särskilt	konstiga.	Men	de	är	grundläggande	
för	all	räkning	med	sannolikheter.	Det	kan	tyckas	att	man	inte	kan	komma	så	
långt	med	dem.	Men	med	rimliga	tilläggsantaganden,	kan	man	bygga	upp	en	
fruktbar	sannolikhetskalkyl	utifrån	dessa	egenskaper.	

Den	tredje	egenskapen	leder	omedelbart	till	två	resultat	som	vi	här	uttryck-
er	i	form	av	satser.	Den	ena	satsen	handlar	om	komplementära	händelser.	Till	
varje	händelse	A	finns	en	händelse	A*	sådan	att	A	eller	A*	måste	inträffa	och	
att	de	utesluter	varandra.	A*	kallas	komplementet	till	A.	Självfallet	är	också	A	
komplementet	till	A*.

Sats 1. För en godtycklig händelse A gäller P(A*) = 1 – P(A).	

Bevis:	Eftersom	A	och	A*	är	uteslutande	gäller	P(A	eller	A*)	=	P(A)	+	P(A*).		
Men	eftersom	A	eller	A*	måste	inträffa,	är	P(A	eller	A*)	=	1,	varav	satsen	följer.

Den	andra	satsen	är	en	generalisering	av	egenskapen	3	till	ett	godtyckligt	
(ändligt)	antal	händelser:

Sats 2. För n godtyckliga händelser A1,A2, ...,An, som parvis utesluter varandra 
vid ett slumpmässigt försök, gäller 

P (A1	eller	A2	eller	...	eller	An)	=	P (A1)	+	P (A2)	+	...	+	P (An)
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Den	sistnämnda	summan	kan	också	skrivas	

	 ∑
=
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i
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vilket	ofta	känns	bekvämare.	Om	du	inte	kommer	ihåg	summatecknet,	så	gå	
tillbaks	och	läs	om	det	i	kapitel	3	i	samband	med	medelvärde.

4.4 Utfallsrum

Hittills	har	vi	betraktat	det	som	bekant	vad	en	händelse	är	för	något.	Ordet	är	
ju	välkänt	från	vardagsspråket,	och	fram	till	första	hälften	av	1900-talet	före-
kom	ingen	sträng	definition.	Den	bristen	ledde	emellertid	till	en	rad	svårighe-
ter,	 som	man	slapp	 ifrån	när	begreppet	utfallsrum	infördes	 (av	Kolmogoroff	
1930).

Exemplet	tärningskast	räcker	för	att	illustrera	idén.	Vid	kast	med	vanlig	tär-
ning	uppfattar	vi	endast	sex	olika	utfall	som	möjliga.	Varje	sida	på	tärningen	
svarar	mot	ett	utfall.	Att	tärningen	kan	ligga	på	många	olika	sätt,	när	en	viss	sida	
är	uppåt,	bryr	vi	oss	inte	om.	Utfallen	betecknar	vi	med	siffrorna	1–6.	Mängden	
av	dessa	utfall,	alltså	{1,2,3,4,5,6},	kallar	vi	tärningskastets	utfallsrum.

I	detta	fall	är	utfallsrummet	ändligt.	Det	finns	oändliga	utfallsrum,	men	vi	
går	inte	in	på	den	svårigheten	här.	För	varje	försök	är	utfallsrummet	mängden	
av	alla	utfall	som	kan	erhållas.	I	fortsättningen	betecknar	vi	ett	försöks	utfalls-
rum	med	U.	Med	en	händelse	menar	vi	då	en	delmängd	av	U.	

Det	här	tycks	i	förstone	inte	stämma	med	den	vardagliga	uppfattningen	av	
vad	en	händelse	är.	Men	om	vi	tar	några	exempel	på	händelser	som	kan	inträffa	
vid	tärningskast,	så	ser	vi	att	varje	händelse	svarar	mot	en	viss	delmängd	av	utfalls-
rummet	U	=	{1,2,3,4,5,6}.	Till	varje	händelse	anger	vi	också	dess	komplement.	

Händelse formulerad i ord Mängd Komplement

Udda antal ögon {1,3,5}	 {2,4,6}

Minst tre {3,4,5,6} {1,2}

Högst tre {1,2,3} {4,5,6}

Två eller fyra {2,4}	 {1,3,5,6,7}

Komplementet	till	en	händelse	A	består	alltså	av	alla	element	i	utfallsrum-
met	som	inte	tillhör	A.	För	den	som	känner	till	mängdlärans	symbolik	nämner	
vi	också	att	”eller”	svarar	mot	union	av	mängder.	Händelsen	”udda	antal	ögon	
eller	två	eller	fyra”	är	alltså	{1,3,5}	∪ 	{2,4}	=	=	{1,2,3,4,5}.	
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Komplementet	 till	 U	 är	 tomma	 mängden,	 Ø,	 vilket	 är	 en	 omöjlig	 hän-
delse,	eftersom	något	av	utfallen	i	utfallsrummet	alltid	inträffar	vid	ett	försök.		
P (U)	=	1	och	P (Ø)	=	0.

4.5 Likformig sannolikhetsfördelning

Sats	2	ovan	ska	vi	 tillämpa	på	en	viktig	 typ	av	situationer	där	sannolikheter	
kan	beräknas	rent	teoretiskt.	Vi	anknyter	ånyo	till	 tärningskast	 för	att	sedan	
generalisera	 resonemanget.	 Vi	 antar	 att	 tärningen	 är	 symmetrisk	 och	 kastas	
så	 att	 alla	 utfallen	 1–6	 är	 lika	 sannolika.	 Då	 råder	 det	 som	 kallas	 likformig 
sannolikhetsfördelning.	Tillämpar	 vi	 Sats	 2	 på	 hela	 utfallsrummet	 erhåller	 vi		
1	=	P (U)	=	P (1)	+	P (2)	+	P (3)	+	P (4)	+	P (5)	+	P (6).

Då	tärningen	är	symmetrisk	är	alla	dessa	sex	sannolikheter	lika.	Därför	är	
P (1)	 /	 P (2)	 /	 P (3)	 /	 P (4)	 /	 P (5)	 /	 P (6)	 =	 6

1 .	 Därur	 kan	 vi	 räkna	 ut	 san-
nolikheten	 för	 vilken	 händelse	 som	 helst	 i	 utfallsrummet.	 Exempelvis	 är		
P (udda	antal)	=	P ({1,3,5})	=	P (1)	+	P (3)	+	P (5)	=	 6

1
	+	 6

1 +	 6
1 +	=	 6

3 .
Detta	resultat	generaliserar	vi	nu	till	godtyckliga	händelser	i	ett	godtyckligt	

ändligt	utfallsum:

Sats 3. Om U är ett ändligt utfallsrum med likformig sannolikhetsfördelning och 
A är en godtycklig händelse i U, så gäller

P (A )	=	antalet	element	i	A
antalet	element	i	U

Av	historiska	 skäl	kallas	denna	 formel	 för	klassiska	 sannolikhetsdefinitio-
nen.	För	oss	är	detta	dock	inte	en	definition	utan	ett	resultat.	Men	när	san-
nolikhetsläran	föddes	på	1600-talet	betraktades	formeln	som	definitionen	på	
sannolikhet.

För	att	räkna	ut	sannolikheten	för	en	händelse	A	 i	ett	ändligt	utfallsrum	
U	med	likformig	sannolikhetsfördelning	behöver	vi	alltså	”bara”	räkna	antalet	
element	i	A	och	U.	Även	då	A	och	U	inte	är	större	än	att	räknandet	tar	rimlig	
tid,	finns	en	svårighet,	nämligen	att	hålla	reda	på	vilka	element	som	är	räknade,	
så	att	man	inte	hoppar	över	något	eller	räknar	något	mer	än	en	gång.	När	A	
och	U	är	så	stora	att	räknandet	tar	lång	tid,	behöver	man	metoder	att	beräkna	
antalet	element	i	en	given	ändlig	mängd.	Sådana	metoder	hör	till	kombinatori-
ken,	vilken	vi	inte	går	in	på	här.	I	stället	visar	vi	några	exempel,	där	räkningen	
antingen	kan	utföras	manuellt	eller	med	hjälp	av	datorn.

Exempel: Du	kastar	 två	 symmetriska	 tärningar.	Ange	 ett	 lämpligt	utfalls-
rum.	Beräkna	sannolikheten	för	att	summan	av	ögontalen	är	a)	lika	med	7,	b)	
minst	9.	Fundera	själv	ett	tag	innan	du	läser	igenom	diskussionen.
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Diskussion:	Ett	tänkbart	utfallsrum	för	
båda	frågorna	är	mängden	av	möjliga	ögon-
summor,	 dvs.	 {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.		
Men	 sannolikhetsfördelningen	 på	 det	
utfallsrummet	 är	 inte	 likformig.	 För	 att	
räkna	 ut	 de	 olika	 utfallens	 sannolikhe-
ter,	 måste	 man	 ändå	 återföra	 dem	 på	 ett	
utfallsrum	 med	 likformig	 fördelning.	
Ett	 sådant	 är	 mängden	 av	 alla	 ordnade	
par	 (ö1,ö2)	 där	 ö1	 är	 den	 ena	 tärningens	
ögontal	och	ö2	den	andras,	dvs.	mängden		
U	 =	 {(1,1),(1,2),(1,3),...,(5,6),(6,6)}.	 För	

att	räkna	antalet	element	i	de	sökta	händelserna	måste	du	dock	skriva	ut	alla	
trettiosex	elementen	i	U.	Det	blir	överskådligare	att	ange	U	i	grafisk	form,	t.ex.	
så	här,	där	varje	prick	representerar	ett	element	i	U.	

Vi	 kan	 låta	den	 vågräta	 axeln	 representera	den	 första	 tärningen	och	den	
lodräta	 den	 andra.	 De	 utfall,	 för	 vilka	 ögonsumman	 är	 lika	 med	 7,	 ligger	 i	
diagonalen	från	(1,6)	till	(6,1).	Antalet	element	i	den	händelsen	är	6.	Alltså	är	
P (ögonsumman	=	7)	=	 6

1
36
6)7ögonsumman( P .

28,0)9ögonsumman( 18
5

36
10 P .

	=	 6
1 .

De	 utfall,	 för	 vilka	 ögonsumman	 är	 minst	 9,	 ligger	 i	 diagona-
len	 från	 (3,6)	 till	 (6,3)	 eller	 däröver.	 Antalet	 av	 dessa	 är	 10,	 varav		
P (ögonsumman	≤	7)	=	

6
1

36
6)7ögonsumman( P .

28,0)9ögonsumman( 18
5

36
10 P .	=	

6
1

36
6)7ögonsumman( P .

28,0)9ögonsumman( 18
5

36
10 P .	≈	0,28.

Är	antalet	 tärningar	 inte	mer	än	 två,	kan	man	alltså	 lätt	 åskådliggöra	 si-
tuationen.	Men	redan	för	tre	tärningar	börjar	det	bli	svårt.	Med	datorns	hjälp	
kan	vi	dock	räkna	antalet	element	i	händelser	av	likartad	typ.	Kör	programmet	
tcount.m	–	med	hjälpfilerna	 tvotern.m,	 tretern.m,	 fyrtern.m,	 sextern.m	och	
tiotern.m	–	och	undersök	 liknande	frågeställningar.för	 två,	 tre,	 fyra,	 sex	och	
tio	tärningar.

4.6 Oberoende händelser

Anta	att	vi	känner	P (A)	och	P (B),	där	A	och	B	är	händelser	som	kan	inträffa	
vid	ett	visst	försök.	I	många	tillämpningar	önskar	man	bestämma	sannolikhe-
ten	för	att	både	A	och	B	inträffar.	

Som	exempel	tar	vi	ånyo	kast	med	symmetrisk	tärning.	Välj	A	=	{1,2,3},		
B	=	{2,3,4,5}.	Sätt	C	=	A	och	B,	dvs.	när	C	inträffar	betyder	det	att	både	A	och	
B	inträffar.	Då	är	C	=	{2,3}.	När	tärningen	är	symmetrisk	erhåller	vi	medelst	
Sats	3	att	P (A)	=	 6

3 	=	2
1 ,	P (B)	=	 6

4
	=	 3

2 	och	P (C )	=	 6
2 	=	3

1 .	I	detta	exempel	gäller	
alltså	P (A	och	B)	=	P (A)	•	P (B).

Detta	samband	gäller	för	vissa	par	av	händelser,	men	inte	för	alla.	Väljer	vi	
samma	A	som	nyss,	men	B	=	{4,5,6},	erhåller	vi	P (A)	•	P (B)	=	 2

1 	•	 2
1 	=	 4

1 .	Men	

1				2				3				4				5				6

1
2
3
4
5
6

.     .     .     .     .     .

.     .     .     .     .     .

.     .     .     .     .     .

.     .     .     .     .     .

.     .     .     .     .     .

.     .     .     .     .     .

Figur 4.1. Ett utfallsrum vid kast med två 
tärningar. (Källa: FHS)
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A	och	B	har	inget	gemensamt	element	och	kan	därför	inte	inträffa	samtidigt.	
Alltså	är	i	detta	fall	P (A	och	B)	=	0.	Frågan	är	alltså:	När	är	P (A	och	B)	lika	med		
P (A)	•	P (B)?	Vi	föredrar	att	ge	svaret	i	följande	sats:

Sats 4.	Om A och B är oberoende, så är P(A och B) = P (A) • P(B).

Det	finns	emellertid	en	hake	här.	Vi	behöver	en	definition	av	”oberoende”.	
I	de	flesta	 framställningar	av	sannolikhetsläran	sägs	A	och	B	vara	oberoende	
just	om	P (A	och	B)	=	P (A)	•	P (B).	Det	vi	kallat	Sats	4	är	då	inte	en	sats	utan	
en	definition.	Vi	behöver	emellertid	 inte	fördjupa	oss	 i	denna	svårighet,	 ty	 i	
praktiken	behandlar	vi	två	eller	flera	händelser	som	oberoende	om	vi	kan	anta	
att	de	inte	har	något	orsaksmässigt	samband.	Sats	4	kan	utvidgas	till	mer	än	två	
händelser	och	blir	då

Sats 4′. Om händelserna A1, A2 ,..., An är oberoende, så är	

P(A1 och A2 och ... och An) = P(A1) • P(A2) ... + P(An)

Anm:	Med	mängdlärans	symbolik	skriver	man	”A∩B”	i	stället	för	”A	och	B”.	
Att	både	A	och	B	inträffar	betyder	alltså	att	skärningen	mellan	dessa	händelser	
inträffar.	Då	A	=	{1,2,3}	och	B	=	{2,3,4,5}	är	alltså	A∩B = {2,3}.

Nu	är	vi	redo	att	lösa	skjutproblemet	i	kapitlets	början.	Vi	antog	att	skotten	
avlossades	oberoende	av	varandra,	vilket	kan	vara	rimligt	om	man	siktar	på	nytt	
efter	varje	skott.	Då	är	såväl	händelserna	”träff”	som	”bom”	i	två	olika	skott	
oberoende.	Låt	Ai 	vara	händelsen	”träff	i	skott	nr	i”,	då	i	=	1,...4.	Händelsen	
”bom	i	skott	nr	i”	betecknas	då	Ai*.	Enligt	antagandet	är	P (Ai)	=	0.3	för	varje	
i.	Från	Sats	1	får	vi	då	P (Ai*)	=	1	–	P (Ai)	=	1	–	0.3	=	0.7.	Genom	att	använda	
satserna	1	och	4′	får	vi	därför	följande:

•	 Två	skott:
P (minst	en	träff)	=	1	–	P (båda	bommar)	=	1	–	P (A1*	och	A2*)	=
=	1	–	P (A1*)	•	P(A2*)	=	1	–	0.7	•	0.7	=	1	–	0.49	=	0.51

•	 Tre	skott:
P (minst	en	träff)	=	1	–	P (alla	bommar)	=	1	–	P (A1*	och	A2*	och	A3*)	=
=	1	–	P (A1*)	•	P (A2*)	•	P (A3*)	=	1	–	0.73	=	1	–	0.343	≈	0.66

•	 Fyra	skott:
P (minst	 en	 träff)	 =	 1	 –	 P (alla	 bommar)	 =	 1	 –	 P (A1*	 och	 A2*	 och	 A3*		

	 	och	A4*)	=
=	1	–	P (A1*)	•	P (A2*)	•	P (A3*)	•	P (A4*)	=	1	–	0.74	=	1	–	0.2401	≈	0.76
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4.7 Stokastiska variabler

Utfall	av	försök	består	i	många	viktiga	sammanhang	av	att	storheter	antar	vissa	
värden.	 En	 storhet,	 vars	 värde	 varierar	 slumpmässigt	 från	 försök	 till	 försök,	
kallas	en	stokastisk variabel (förk.	s.v.).	Är	antalet	möjliga	värden	ändligt	(eller	
oändligt	men	uppräkneligt)	sägs	variabeln	vara	diskret.	Vi	har	redan	sett	några	
exempel	på	s.v.,	nämligen	summan	av	ögontalen	vid	kast	med	tärningar.	I	detta	
avsnitt	nämner	vi	ytterligare	två	viktiga	typer	av	s.v.

Den	första	typen	är	de	s.k.	binomialfördelade	variablerna.	Exempel	på	en	så-
dan	får	vi	om	vi	betraktar	en	serie	på	n	skott	som	skjuts	oberoende	av	varandra,	
vart	och	ett	med	träffsannolikheten	p.	Låt	X	betyda	antalet	träff.	(Det	är	vanligt	
att	beteckna	stokastiska	variabler	med	stora	bokstäver.)	Denna	s.v.	variabel	är	
binomialfördelad.	

Varför	dess	fördelning	kallas	så,	går	vi	förbi	här.	Men	vi	kan	förstås	byta	ut	
skottserien	mot	vilken	typ	av	försök	som	helst,	som	utförs	flera	gånger	under	
samma	betingelser,	och	där	 en	viss	händelse	A	har	 samma	sannolikhet	varje	
gång.	X	får	då	betyda	det	antal	gånger	som	A	inträffar.	

Om	P (A)	=	p	och	försöket	utförs	n	gånger,	betecknas	den	fördelning	av	X,	
som	därvid	erhålls,	Bin(n, p).	De	värden	X	kan	anta	är	0,1,...,n.	Sannolikheten	
P (X	=	k)	är	en	funktion	av	k,	som	kallas	sannolikhetsfunktionen	för	X,	ofta	
betecknad	pX(k).

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0

0.05

0.1

0.15

0.2 Bin(n,p)
n	= 20
p	= 0.3
m	= 6
2.0494

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0

0.05

0.1

0.15

0.2

Figur 4.2. Stolpdiagram över en binomialfördelning och ett stickprov på denna av storlek 100.  
(Källa: FHS)



40

Lärobok i Militärteknik, vol. 1: Grunder

Den	övre	bilden	i	figur	4.2	på	förgående	sidan	är	ett	stolpdiagram	över	san-
nolikhetsfunktionen	för	en	s.v.	med	fördelningen	Bin(20,0.3).	Det	kan	t.ex.	
vara	antalet	träff	då	tjugo	skott	skjuts	oberoende	av	varandra,	vart	och	ett	med	
träffsannolikheten	0.3.	Den	undre	bilden	är	ett	stolpdiagram	över	ett	stickprov	
av	storleken	100	på	samma	fördelning.	

Med	programmet	binstolp.m	och	dess	subrutin	binstat.m	kan	du	få	fram	
stolpdiagram	över	valfria	binomialfördelningar	och	sedan	experimentera	med	
stickprov	av	olika	storlek,	tagna	på	dessa	fördelningar.	Ju	större	stickprov	du	
väljer,	desto	större	blir	i	allmänhet	överensstämmelsen	mellan	binomialfördel-
ningens	sannolikheter	och	stickprovens	relativa	frekvenser.

Medelvärdet	för	ett	sådant	stickprov	erhålls	genom	att	tillämpa	formel	(2)	i	
kapitel	3.	Om	relativa	frekvensen	för	utfallet	k	betecknas	r (k),	blir	stickprovets	
medelvärde	

	



n

k
kkr

0
)(




n

k
X kkp

0
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Låter	 vi	 stickprovsstorleken	 växa	obegränsat,	 kommer	 r (k)	 att	närma	 sig	
px(k)	och	medelvärdet	närmar	sig	
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som	 kallas	 fördelningens	 väntevärde.	 På	 motsvarande	 sätt	 kan	 man	 bilda	
standardavvikelsen	 för	 en	 fördelning	 genom	 att	 i	 formeln	 för	 stickprovens	
standardavvikelse	(formel	(3),	kapitel	3)	byta	ut	r (k)	mot	px(k).	Man	kan	visa	
att	om	X	är	fördelad	Bin(n,p),	så	har	X	väntevärdet	np	och	standardavvikelsen	

)1( pnp  .
Den	andra	typ	av	s.v.,	som	vi	här	nämner,	är	de	normalfördelade.	Dessa	hör	

till	 gruppen	 kontinuerliga	 s.v.	 Sådana	 kan	 vanligen	 anta	 värden	 i	 ett	 helt	 in-
tervall.	Om	X	är	en	kontinuerlig	s.v.	så	är	P(X	=	x)	=	0	för	varje	x.	Därför	kan	
fördelningen	av	en	kontinuerlig	s.v.	inte	anges	med	en	sannolikhetsfunktion.	I	
stället	anger	man	för	alla	a	och	b,	där	a	<	b,	sannolikheten	för	att	X	ligger	i	inter-
vallet	]a,b],	alltså	P(a	<	X	≤	b).	Det	kan	göras	t.ex.	med	hjälp	av	den	s.k.	täthets-
funktionen	för	X,	betecknad	fx.	Kurvan	i	figur	4.3	visar	hur	fx kan	vara	beskaffad.	
För	alla	x	är	f(x)	≥	0.	Arean	mellan	kurvan	y	=	fx(x)	och	x-axeln	är	lika	med	1.

Arean	mellan	funktionskurvan	och	x-axeln	samt	linjerna	x	=	a	och	x	=	b är	
lika	med	P (a	<	X	≤	b).	Medelst	täthetsfunktionen	kan	man	därför,	för	varje	x,	
bestämma	sannolikheten	Fx(x)	=	P (X	≤	x).	Funktionen	Fx	kallas	 fördelnings-
funktionen	för	X.
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Varje	kontinuerlig	s.v.	har	ett	väntevärde	och	en	standardavvikelse,	som	kan	
beräknas	med	hjälp	av	 täthetsfunktionen.	Dessa	värden	är	ungefär	 lika	med	
medelvärdet	resp.	standardavvikelsen	för	ett	stort	stickprov	på	X.

Normalfördelad	sägs	en	kontinuerlig	s.v.	X	vara	om	dess	täthetsfunktion	är	
av	typen

	 2

2

2
)(exp

2
1)(

σπσ
mxxf X

−−
= 	 	 	 (1)

Parametrarna	m	och	σ är	väntevärdet	resp.	standardavvikelsen.	Själva	for-
meln	ger	ingen	förklaring	till	att	en	fördelning	med	en	sådan	täthetsfunktion	
benämns	”normal”.	Det	som	rättfärdigar	benämningen	är	att	stokastiska	vari-
abler	i	goda	modeller	av	verkligheten	ofta	är	normalfördelade.	Detta	beror	på	
en	sannolikhetslag,	som	kallas	centrala gränsvärdessatsen,	vars	andemening	är	att	
en	summa	av	många	oberoende	s.v.	under	mycket	allmänna	villkor	är	ungefär	
normalfördelad.	Detta	framkom	bl.a.	vid	studiet	av	tillfälliga	mätfel.	Sådana	
uppstår	i	praktiken	till	följd	av	ett	stort	antal	oberoende	felkällor.

Då	x	=	m	(=	väntevärdet)	har	funktionen	(1)	sitt	största	värde.	En	föränd-
ring	av	m	innebär	bara	en	förflyttning	av	kurvan	längs	x-axeln.	Den	övre	delen	
av	figur	4.4	visar	täthetsfunktioner	för	tre	olika	normalfördelningar,	alla	med	
väntevärdet	0,	men	med	olika	standardavvikelse:	0.5,	1	resp.	2.	De	skiljer	sig	åt	
endast	genom	en	skalning	i	båda	axelriktningarna.	Ökar	σ,	så	blir	täthetsfunk-
tionens	kurva	bredare	och	plattare.	

                                y 
: täthetsfunktionen för XXf

a b x

Figur 4.3. En möjlig täthetsfunktion för en kontinuerlig stokastisk variabel X. (Källa: FHS)
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Den	undre	delen	av	figur	4.4	visar	motsvarande	fördelningsfunktioner.	Ju	
större	σ blir,	desto	flackare	fördelningsfunktion.

Som	synes	har	kurvan	över	en	normal	täthetsfunktion	nästan	formen	av	en	
klocka.	Den	brukar	kallas	Gauss	klockkurva	–	även	Gauss	felkurva	–	efter	sin	
upptäckare.

I	programmet	nostat.m	studeras	stickprov,	hämtade	från	normalfördelning	
med	väntevärde	0	och	standardavvikelse	1.	Där	kan	du	jämföra	täthetsfunktio-
nen	med	stickprovets	histogram	samt	fördelningsfunktionen	med	motsv.	ku-
mulerade	histogram.	Gör	jämförelserna	för	olika	val	av	stickprovsstorlek.

En	s.v.	X	med	fördelningen	Bin(n,p)	kan	uppfattas	som	summan	av	n	obe-
roende	s.v.,	var	och	en	med	fördelningen	Bin(1,p).	Om	n	är	stort	är	X	därför,	
och	pga.	centrala	gränsvärdessatsen,	mycket	nära	normalfördelad	(under	förut-
sättning	att	p	inte	är	nära	0	eller	1).	Det	visar	sig	genom	att	stolparnas	toppar	i	
ett	stolpdiagram	över	Bin(n,p)	nästan	överensstämmer	med	täthetsfunktionen	
för	en	normalfördelad	s.v.	med	samma	väntevärde	och	standardavvikelse	som	
X.	Programmet	binorm.m	är	avsett	att	illustrera	detta.	Figur	4.5	kommer	från	
en	körning	av	binorm.m,	där	n	=	100	och	p	=	0.5.
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Figur 4.4. Täthets- resp. fördelningsfunktioner för tre normalfördelade s.v. med olika standardavvikelser. 
(Källa: FHS)
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Figur 4.5. En binomialfördelning och en normalfördelning med samma väntevärde och standardavvikelse. 
(Källa: FHS)
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5. Modell och verklighet

Ordet	”modell”	betyder	ibland	förebild	eller	något	liknande.	Konstnärens	mo-
dell	är	något	som	finns	i	verkligheten	och	som	denne	avbildar.	Inom	forskning	
och	utredning	används	ordet	på	nästan	motsatt	sätt,	inte	som	beteckning	på	ett	
stycke	verklighet	(V),	utan	på	ett	hjälpmedel	för	att	beskriva	V.	Verkligheten	är	
komplex	eller	på	annat	sätt	svårgripbar.	Modellen	(M)	är	enklare	och	mer	till-
gänglig	för	studier.	Om	det	finns	goda	skäl	att	tro	att	M	i	väsentliga	avseenden	
liknar	V,	så	kan	kunskap	om	M	också	vara	ett	slags	kunskap	om	V.

Du	känner	säkert	 till	 situationer	där	modeller	används	 för	verklighetsbe-
skrivning.	Det	här	kapitlet	är	till	för	att	med	några	exempel	ge	en	uppfattning	
om	hur	många	varierande	slag	av	modeller	som	förekommer.	Någon	fullstän-
dighet	eftersträvas	inte.	När	du	har	sett	ett	antal	exempel	kommer	du	själv	att	
inse	mångfalden	av	möjliga	modeller.

5.1 Mentala modeller

Alla	våra	föreställningar	om	verkligheten	kan	vi	uppfatta	som	modeller,	som	
finns	i	våra	hjärnor.	Med	våra	sinnen	registrerar	vi	delar	av	verkligheten	och	
rekonstruerar	 sedan	–	medvetet	 eller	omedvetet	–	det	 som	kan	ha	betydelse	
men	som	vi	inte	kan	registrera.	Denna	rekonstruktion	kan	vi	kalla	för	en	men-
tal	modell.

När	du	har	 lärt	dig	hitta	 i	en	byggnad	har	du	skaffat	dig	en	 inre	bild	av	
lokaliteterna.	Om	du	leder	en	strid	har	du	först	skaffat	dig	en	lägesuppfattning	
i	form	av	en	mental	modell	av	egna	och	fiendens	stridskrafter.	

Efter	dessa	två	exempel	kan	du	fortsätta	själv	och	medvetandegöra	mentala	
modeller	som	du	använder	i	olika	sammanhang.
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5.2 Fysiska modeller

Bilder	och	skulpturer	är	exempel	på	fysiska	modeller,	även	om	vi	inte	benämner	
dem	så.	Däremot	används	ordet	ofta	om	miniatyrer	av	bilar,	järnvägar,	flygplan	
m.m.	En	docka	är	en	sorts	modell	av	en	människa.

Sådana	modeller	kan	användas	i	forskningssyfte.	Dockor	i	naturlig	storlek,	
gjorda	i	lämpliga	material	kan	t.ex.	användas	för	att	studera	hur	människor	på-
verkas	av	bilkrockar.	Skalenliga	modeller	av	flygplan	används	i	vindtunnlar	för	
att	studera	aerodynamiska	egenskaper.	På	samma	sätt	kan	skalenliga	modeller	
av	fartyg	användas	för	att	studera	flyt-	och	stabilitetsegenskaper.	Sådana	försök	
utförs	systematiskt	för	att	testa	konstruktioner.	

Omräkning	från	en	skalmodell	till	naturlig	storlek	kan	dock	kräva	åtskilligt	
teoretiskt	kunnande.	Det	inses	omedelbart	av	att	något	som	fungerar	bra,	inte	
skulle	kunna	fungera	på	samma	sätt	om	alla	dess	dimensioner	förstorades	i	en	
viss	skala.	Det	är	ingen	slump	att	en	elefant	är	helt	annorlunda	byggd	än	en	
fluga.	

Djur	används	i	medicinsk	forskning	som	modeller	av	människor.	Ofta	är	
modellen	tillräckligt	verklighetstrogen	för	att	tillåta	säkra	slutsatser.	Men	det	
är	välkänt	att	djurförsök	ibland	kan	leda	alldeles	fel.	Neurosedynkatastrofen	är	
ett	extremt	exempel.	Helt	oväntat	visade	sig	människans	fosterutveckling	i	ett	
kritiskt	skede	vara	åtskilligt	känsligare	för	den	aktiva	substansen	än	hos	någon	
annan	undersökt	art.	Det	illustrerar	vikten	av	att	hela	tiden	vara	medveten	om	
att	modellen	inte	är	verkligheten.

5.3 Matematiska modeller

En	modell	behöver	 inte	ha	någon	yttre	 likhet	med	sitt	 föremål.	Vi	 talar	om	
modell	även	om	det	bara	är	en	eller	ett	fåtal	aspekter	på	föremålet	som	återfinns	
i	modellen.	En	matematisk	formel	kan	uttrycka	en	sådan	aspekt.	Vi	ger	här	tre	
enkla	exempel.	I	de	olika	delarna	av	denna	lärobok	finner	du	många	andra	ma-
tematiska	formler.	Ha	då	i	åtanke	att	de	inte	uttrycker	verkligheten	själv,	bara	
mer	eller	mindre	goda	modeller	av	verkligheten.	

5.3.1	 Boyles	lag

Om	man	har	en	gas	innesluten	i	en	behållare	och	varierar	behållarens	volym	V,	
under	det	att	temperaturen	hålls	konstant,	så	varierar	gasens	tryck	p.	Boyle	fann	
genom	experiment	att	sambandet	ungefärligen	kan	beskrivas	med	formeln

 p	=	 k
V

där	k	är	en	konstant	(som	bestäms	av	gassorten,	gasens	massa	och	temperaturen).	
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Själva	formeln	kan	sägas	vara	en	modell	av	gasen	(eller	mer	egentligt,	en	mo-
dell	av	sambandet	mellan	trycket	och	volymen).	Denna	modell	har	vidsträckt	
användning.	Men	modellen	kan	byggas	på	så	att	den	blir	ännu	mer	verklig-
hetstrogen,	vilket	sker	till	priset	att	formeln	blir	mer	komplicerad.	Van	der	Vaal	
föreslog	följande	modell,	som	gäller	med	större	noggrannhet	än	Boyles:	

 p	=	        k        b
V – a    V 2

där	 a	 och	 b	 är	 konstanter.	 Genom	 a	 tar	 man	 hänsyn	 till	 volymen	 av	 själva	
gasmolekylerna	medan	den	sista	termen	tar	hänsyn	till	att	attraktionen	mellan	
molekylerna	 ökar	 då	 deras	 genomsnittliga	 avstånd	 minskar.	 Det	 finns	 ännu	
exaktare	gasmodeller,	men	de	är	också	mer	komplicerade.

5.3.2	 Fritt	fall

Om	man	släpper	en	kropp	i	lufttomt	rum	och	studerar	hur	fallsträckan	s	beror	
av	falltiden	t,	så	finner	man

 s	=	g	t
2

2
där	g	är	tyngdaccelerationen.	Denna	modell	är	mycket	noggrann.	Men	den	är	
inte	helt	exakt,	dels	beroende	på	att	gravitationsfältet	inte	är	exakt	homogent,	
dels	till	följd	av	relativistiska	effekter	(upptäckta	av	Einstein).	Finns	det	luft	i	
rummet	blir	noggrannheten	sämre.	Modeller	som	tar	hänsyn	till	luftmotstån-
det	är	betydligt	mer	komplicerade.

5.3.3	 Lanchestermodeller

Frederick	William	Lanchester	har	gett	namn	åt	vissa	enkla,	analytiska	modeller	
av	strider,	där	man	i	huvudsak	bara	beaktar	de	stridande	parternas	numerärer.	
Frågan	är	vilken	betydelse	numerärerna	har	om	alla	andra	egenskaper	hos	de	
stridande	antas	vara	lika.	Vi	kan	t.ex.	tänka	oss	två	skyttekompanier,	som	sam-
tidigt	öppnar	eld	mot	varandra	och	fortsätter	skjuta	tills	den	ena	sidan	är	helt	
utplånad.	

Antag	att	A-sidan	har	100	enheter	och	B-sidan	80	enheter	vid	stridens	bör-
jan.	Hur	många	kommer	då	A-sidan	att	ha	kvar	när	alla	på	B-sidan	är	skjutna?	
Gör	en	egen	bedömning	innan	du	läser	vidare!

Här	kommer	först	en	formel,	där	begynnelsevärdena	kan	väljas	godtyckligt.	
Kalla	A-sidans	styrka	x	och	B-sidans y.	Vid	stridens	början	är x	=	a	och	y	=	b.	
Under	stridens	gång	minskar	både	x	och	y.	För	deras	samband	kan	man	härleda	
formeln	x2	=	y2	+	a2	–	b2.
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Den	 härleds	 med	 hjälp	 av	 den	 matematiska	 analysens	 metoder,	 var-
för	modellen	sägs	vara	analytisk.	Sätter	vi	 in	a	=	100	och	b	=	80,	erhåller	vi		
x2	=	y2	+	3	600.

Då	B-sidan	är	utplånad	är	y	=	0,	vilket	ger	x	=	60.	Hade	du	gissat	något	i	
den	vägen?	

Oavsett	ditt	svar,	måste	vi	ånyo	påminna	om	att	modellen	inte	är	verklig-
heten.	När	man	använder	 en	modell	måste	man,	 så	 gott	man	kan,	bedöma	
i	 vilka	 avseenden	 modellen	 skiljer	 sig	 från	 verkligheten.	 Ibland	 kan	 skillna-
den	vara	obetydlig,	 ibland	är	de	så	 stora	att	modellen	 leder	alldeles	 fel.	Kan	
denna	 enkla	 Lanchestermodell	 användas	 i	 praktiken?	 Ger	 den	 någon	 anvis-
ning	 för	 en	 taktisk	doktrin?	Kanske	Sovjet	 en	gång	 tog	 intryck	av	den.	En-
ligt	sovjetisk	doktrin	skulle	man	undvika	strid	om	den	egna	styrkan	inte	var	
minst	tre	gånger	fiendens.	Antag	att	a	=	300	och	b	=	100.	Insättning	ger	då		
x2	=	y2	+	3002	–	1002	=	y2	+	80	000.	När	B-sidan	är	utplånad,	dvs.	y	=	0,	är		
x	=	 80000 	≈	283.	Enligt	modellen	har	A-sidan	alltså	kvar	drygt	94	%	av	sin	
styrka	efter	den	striden.

Sådana	här	enkla	modeller	kan	ge	en	viss	insikt.	Men	man	får	inte	lita	på	en	
modell	förrän	den	omsorgsfullt	prövats.	Lanchesters	modell	testar	man	förstås	
inte	i	verkliga	försök.	Ett	annat	sätt	att	testa	en	modell	är	att	konstruera	andra	
modeller	av	samma	typ	av	verklighet	och	pröva	de	olika	modellernas	inbördes	
överensstämmelse.	

Den	nu	beskrivna	Lanchestermodellen	skiljer	sig	bl.a.	i	följande	två	avseen-
den	från	den	verklighet	den	avses	representera:

1.	 Betraktelsesättet	är	kontinuerligt:	A-	och	B-sidans	styrka	representeras	inte	
av	antal	utan	av	kontinuerligt	varierande	storheter.

2.	 Modellen	är	deterministisk.	Det	betyder,	att	med	ett	givet	utgångsläge	blir	
slutresultatet	alltid	detsamma.	Men	 i	verkligheten	kommer	resultaten	att	
variera	från	försök	till	försök	till	följd	av	slumpen.	En	modell	som	tar	hän-
syn	till	slumpens	inverkan	kallas	stokastisk.

Med	datorer	är	det	lätt	att	skapa	stokastiska	modeller.	Vi	ska	nedan	referera	
till	några	varianter	på	stokastiska	Lanchestermodeller.

5.4 Dynamiska modeller och simuleringar

En	modell	där	tid	finns	inbyggd,	och	där	tillståndet	förändras	med	tiden,	kan	
vi	kalla	en	dynamisk modell.	Om	därtill	verklighetens	förändringsmekanismer	
finns	avbildade	i	modellen,	säger	vi	att	skeendet	i	modellen	är	en	simulering	av	
verklighetens	skeende.	En	simulering	kan	alltså	uppfattas	som	en	modell	av	ett	
tidsförlopp	med	dess	inbyggda	mekanismer.
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Ett	försök	med	levande	djur,	där	djuret	används	som	modell	av	människan,	
är	en	simulering.	En	arrangerad	bilkrock,	där	en	docka	används	som	modell	av	
en	människa,	är	en	annan	simulering.	Fysiska,	dynamiska	modeller	används	i	
många	sammanhang	för	att	åstadkomma	simuleringar.

Datorer	lämpar	sig	också	för	simuleringar.	I	våra	dagar	är	digitala	datorer	de	
vanligaste.	En	sådan	arbetar	steg	för	steg.	Den	har	en	inbyggd	klocka,	som	gene-
rerar	dessa	tidssteg.	Förändringarna	i	datorn	sker	alltså	språngvis,	men	om	tids-
stegen	är	tillräckligt	små,	duger	datorn	gott	till	att	simulera	verkliga	förlopp.

Programmet	lanch.m	är	en	datoriserad	variant	av	den	ovan	beskrivna	Lan-
chestermodellen.	I	datorn	representeras	numerärerna	x	och	y	av	heltal.	När	du	
startar	programmet	får	du	först	välja	a	och	b.	Sedan	får	du	också	välja	de	bägge	
sidornas	träffsannolikheter.	Därefter	får	du	välja	hur	många	partier	du	vill	spela	
i	en	omgång.	Datorn	genomför	dessa	partier	och	levererar	sedan	statistik	över	
resultatet.	

Kör	först	en	omgång	med	de	förvalda	värdena	(a	=	100,	b	=	80,	träffsan-
nolikheterna	=	0.5,	antalet	partier	=	100).	Stämmer	medelvärdet	av	resultaten	
någorlunda	väl	med	ovanstående	analytiska	modell?

Det	kan	räcka	med	några	hundra	simuleringar	för	att	du	ska	kunna	märka	
en	liten	skillnad.	Datormodellen	ger	något	lägre	slutvärden	för	A-sidan	än	den	
analytiska	modellen.	Ökar	man	värdena	på	 a	och	b	men	bibehåller	propor-
tionen	100:80,	blir	skillnaden	mellan	de	båda	modellerna	mindre,	och	märks	
nästan	 inte	då	a	 och	b	 är	 åtskilliga	 tusen.	Detta	 tyder	på	 att	den	analytiska	
modellens	kontinuerliga	betraktelsesätt	gynnar	den	starkare	sidan	något.

Modellen	lanch.m	är	mycket	primitiv.	Den	bygger	på	antagandet	att	sanno-
likheten	för	att	A-sidan	skjuter	nästa	skott	är	x	/(x	+	y),	men	den	tar	inte	hänsyn	
till	skyttarnas	gruppering.	I	en	modifierad	modell,	lanchm.m,	antas	skyttarna	
stå	på	linje	och	skjuta	på	den	närmaste	fiendesoldaten.	Därmed	kan	två	eller	
flera	på	den	starkare	sidan	komma	att	skjuta	på	samma	soldat	på	den	svagare	si-
dan.	Denna	oundvikliga	överlappning	försämrar	ytterligare	den	starkare	sidans	
slutresultat,	vilket	märks	särskilt	tydligt	om	träffsannolikheten	är	hög.

En	modell,	som	är	uppbyggd	medelst	de	tre	programmen	lanset.m,	langrp.m		
och	lanskjut.m,	tar	ännu	bättre	hänsyn	till	de	geometriska	förhållandena.	Det	
möjliggör	också	att	den	ena	sidan	grupperar	sig	på	djupet.	Du	kan	experimen-
tera	med	olika	djup	och	studera	hur	detta	påverkar	utfallet.	Stämmer	resultatet	
med	din	intuitiva	uppfattning?

5.5 Ytterligare exempel

För	 att	 ge	 eftertryck	 åt	 det	 faktum,	 att	 åtskillig	 (kanske	 egentligen	 all)		
beskrivning	av	verkligheten	görs	via	modeller,	nämner	vi	här	ytterligare	några	
exempel.
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Mekanismen	i	en	lottoapparat	är	tänkt	att	göra	obundet	slumpmässigt	urval	
av	kulor.	Antagligen	åstadkommer	den	en	god	modell	av	OSU	(se	kapitel	3).	

En	dator	arbetar	deterministiskt	och	kan	därför	 inte	producera	egentliga	
slumptal.	En	s.k.	slumptalsgenerator	kan	bara	ses	som	en	modell	av	slumpen.	
De	 erhållna	 talen	 är	 alltså	 deterministiskt	 genererade	 och	 kallas	 egentligen	
pseudoslumptal.	

Ett	stickprov	kan	uppfattas	som	en	modell	av	en	population.	
I	kapitlet	om	sannolikhet	använde	vi	programmet	symmtern.m	som	mo-

dell	av	en	symmetrisk	tärning.	Den	stora	vinsten	med	det	är	att	vi	på	några	
sekunder	kan	göra	experiment,	som	skulle	ta	månader	att	utföra	med	riktiga	
tärningar.	

Varje	modell,	som	ska	användas	för	att	dra	slutsatser	om	verkligheten	måste	
testas.	Visar	den	sig	inte	hålla	måttet,	måste	den	modifieras	till	dess	överens-
stämmelsen	med	verkligheten	blir	acceptabel.	Därvid	säger	man	att	modellen	
valideras.
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6. Några matematiska verktyg

I	det	här	kapitlet	presenteras	några	matematiska	hjälpmedel	 som	behövs	 för	
delar	 av	 Militärtekniken.	 Framställningen	 bygger	 på	 vad	 du	 väntas	 ha	 med	
dig	från	gymnasieskolans	samhällsvetenskapliga	program.	Dit	hör	räkning	med	
de	fyra	vanliga	räknesätten,	omformning	av	uttryck	med	dessa	räknesätt	och	
lösning	av	ekvationer	av	första	graden.	Du	förutsätts	också	veta	att	tal	ofta	be-
tecknas	medelst	bokstäver	och	att	vilken	bokstav	som	helst	kan	föreskrivas	att	
beteckna	vilket	tal	som	helst.

Vidare	förutsätter	vi	att	du	känner	till	potenser	och	rötter,	koordinatsystem	
och	funktioner,	räta	linjens	ekvation,	likformiga	trianglar	och	Pythagoras	sats,	
men	dessa	saker	kommer	vi	att	repetera	vi	i	korthet.

Att	matematiken	är	ett	oumbärligt	hjälpmedel	för	fysiken	beror	bl.a.	på	att	
fysikaliska	data	erhålls	genom	mätningar.	Vad	gör	man	när	man	mäter?	Vad	är	
det	som	framkommer	vid	en	mätning?	Grunden	för	all	mätning	är	räknandet	
av	antal.	Därför	börjar	vi	där.

6.1 Naturliga tal

Att	 räkna	 antal	 har	 väl	 varit	 en	nödvändighet	 ända	 sedan	människorna	 fått	
ägodelar	att	hålla	reda	på.	Antalen	måste	också	kunna	kommuniceras	till	andra	
människor.	Med	olika	knep	kunde	man	kommunicera	antal	långt	innan	räk-
neorden	utvecklades.	

Den	skriftliga	kommunikationen	framtvingade	olika	symbolsystem	för	att	
representera	antal.	Vårt	positionssystem,	med	tio	som	bas,	det	decimala	(deka-
diska)	systemet,	fördes	till	oss	från	Indien	via	araberna,	men	kom	inte	i	allmänt	
bruk	i	Sverige	förrän	runt	1600-talet.	Idag	är	det	så	införlivat	i	vår	kultur	att	vi	
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använder	det	dagligen	och	stundligen,	utan	att	vi	kanske	reflekterar	så	mycket	
över	det.

Du	 förutsätts	vara	 förtrogen	med	det	decimala	 systemet.	Så	 t.ex.	bör	du	
veta	att	53	248	är	ett	komprimerat	sätt	att	skriva	5	•	104	+	3	•	103	+	2	•	102	+	
4	•	101	+	8	•	100.

Femman	i	talet	är,	på	grund	av	sin	position,	värd	50	000	osv.	(Att	jag	här	
skrev	101	i	stället	för	10	och	100	i	stället	för	1	var	enbart	för	att	belysa	systema-
tiken	i	positionssystemet.)

Ett	positionssystem	kan	bygga	på	vilken	bas	som	helst.	Ju	större	basen	är,	
desto	fler	olika	siffersymboler	behövs.	Två	är	den	minsta	möjliga	basen.	Posi-
tionssystemet	med	basen	två	kallas	binära	talsystemet.	I	många	tekniska	sam-
manhang	är	det	binära	systemet	att	föredra	framför	system	med	andra	baser.	
De	enda	siffersymboler	som	behövs	i	det	binära	systemet	är	ettor	och	nollor.	
Internt	räknar	datorer	med	binära	systemet,	beroende	på	att	ettor	och	nollor	är	
lätta	att	representera	i	elektrisk	eller	magnetisk	form.	

Att	skriva	ett	tal	i	binära	systemet	är	att	skriva	det	som	en	summa	av	två-
potenser.	Exempelvis	betyder	101101001,	tolkat	som	ett	binärt	uttryck,	talet		
1	•	28	+	0	•	27	+	1	•	26	+	1	•	25	+	0	•	24	+	1	•	23	+	0	•	22	+	0	•	21	+	1	•	20	=		
256	+	64	+	32	+	8	+	1	=	361.

Det	binära	talsystemet	är	på	sätt	och	vis	det	enklaste.	Att	vi	 föredrar	det	
decimala	systemet	till	vardags	är	bl.a.	därför	att	det	inte	kräver	lika	långa	sif-
ferföljder.	

Du	kan	testa	din	förståelse	av	det	binära	systemet	genom	att	skriva	om	det	
decimalt	skrivna	talet	53	248	till	binär	form.	Sådana	omskrivningar	kommer	
inte	att	krävas	av	dig,	men	för	fullständighetens	skull	ger	jag	här	en	lösning:

Vi	börjar	med	att	skriva	upp	alla	heltalspotenser	av	två	som	är	mindre	än	
53	248.	Dessa	är:	

32768		16384		8192		4096		2048		1024		512		256		128		64		32		16		8		4		2		1

Den	 första	 siffran	 (ettan)	 i	 den	 binära	 framställningen	 har	 därför	 värdet	
32	768.	Drar	vi	det	från	53	248	erhålls	20	480.	Detta	är	större	än	16	384	var-
för	nästa	binära	siffra	blir	en	etta,	vilken	får	värdet	16	384.	Dras	det	från	20	480	
erhålls	4	096.	Det	är	mindre	än	8	192,	varför	nästa	binära	siffra	blir	en	nolla.	
Sen	får	vi	en	etta,	vars	värde	är	4	096.	Resten	är	nollor.	Vi	har	alltså	funnit	att		
53	24810	=	11010000000000002.	(Indexsiffrorna	10	och	2	markerar	det	deci-
mala	resp.	det	binära	systemet.)	

De	tal,	som	på	detta	sätt	betecknas	medelst	ett	positionssystem,	kallar	vi	
de	naturliga	 talen.	Vilken	bas	 vi	 än	väljer,	kan	vilket	naturligt	 tal	 som	helst	
representeras	medelst	en	svit	av	siffror.	Två	olika	uppsättningar	siffror,	utifrån	
en	och	samma	bas,	representerar	alltid	två	olika	tal.
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6.2 Mätning av fysikaliska storheter

Exempel	på	fysikaliska	storheter	är	längd,	tid,	massa,	kraft,	elektrisk	spänning	
och	strömstyrka,	belysningsstyrka	och	värmemängd.	Om	någon	frågar	dig	hur	
långt	det	är	från	Stockholm	till	Uppsala,	svarar	du	kanske	att	det	är	ca	7	mil.	
Då	har	du	angett	avståndet	medelst	enheten	mil,	varvid	mätetalet	blev	7.	Alla	
fysikaliska	storheter	anges	med	en	enhet	och	ett	mätetal.	Att	finna	mätetalet	för	
en	storhet,	utifrån	en	given	enhet,	är	att	mäta	denna	storhet.

Så	här	kan	det	gå	till	i	princip:	Först	ser	man	efter	hur	många	gånger	enhe-
ten	går	i	den	givna	storheten?	Om	storheten	är,	låt	säga,	mer	än	fyra	enheter,	
men	mindre	än	fem,	så	är	mätetalet	4	plus	mätetalet	av	den	överskjutande	de-
len.	Denna	jämförs	nu	med	en	lämplig	bråkdel	av	enheten,	vanligen	en	tiondel.	
Låt	säga	att	den	rymmer	sex	tiondels	enheter,	men	inte	sju.	Då	är	mätetalet	4.6	
plus	mätetalet	av	den	nu	överskjutande	delen.	På	samma	sätt	 fortsätter	man	
med	hundradelar,	tusendelar	osv.	av	enheten.	Hur	långt	man	går	i	uppdelning	
av	enheten	beror	på	vilken	noggrannhet	man	önskar	(och	kan)	uppnå.	

Proceduren	är	i	själva	verket	en	division.	Att	storheten	=	mätetalet	gånger	
enheten	kan	uttryckas	i	formen

	 mätetalet	=	storheten
enheten

Låt	oss	anta	att	enheten	är	1	tum	=	24	mm	och	att	storheten	är	112	mm.	Vill	
du	uttrycka	storheten	i	tum,	erhåller	du	mätetalet	genom	att	dividera	112	mm	
med	24	mm,	dvs.	112	med	24.	Om	du	ställer	upp	divisionen	på	vanligt	sätt,	ser	
du	att	förfarandet	överensstämmer	med	det	ovan	beskrivna.

Vid	de	mest	 förfinade	 fysikaliska	mätningar	man	kan	 göra	 idag,	 uppnår	
man	ungefär	tiosiffrig	noggrannhet.	I	matematiken	finns	ingen	sådan	begräns-
ning.	En	decimalföljd	kan	vara	hur	lång	som	helst,	t.o.m.	oändlig.	Divisionen		
122/24	kan	du	driva	hur	 långt	du	 vill,	men	hade	det	 rört	 sig	 om	konkreta	
fysikaliska	objekt,	så	hade	du	nått	en	gräns	där	du	inte	kunde	avgöra	vad	nästa	
decimal	skulle	bli.

6.3 Proportioner

Med	divisionsförfarandet	i	åtanke	ser	vi	att	varje	positivt	tal	uttrycker	en	pro-
portion,	dvs.	det	anger	hur	 stort	någonting	är	 i	 förhållande	 till	något	annat.	
Den	egenskapen	hos	talen	är	viktig,	ty	en	korrekt	uppfattning	om	proportio-
ner	behövs	 för	många	 av	 våra	beslut.	För	 att	bedöma	proportioner	 försöker	
man	 konkretisera	 dem.	 Ofta	 handlar	 det	 om	 proportioner	 mellan	 noll	 och	
ett	eller	måttligt	större	än	ett.	Ett	bra	sätt	konkretisera	sådana	proportioner	är	
att	uttrycka	dem	i	procent	–	%,	hundradelar.	Etthundra	är	ett	för	människan		
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någorlunda	fattbart	heltal,	och	en	jämförelse	med	hundra	ger	oss	en	god	före-
ställning	om	en	proportion.

Av	den	anledningen	bör	du	kunna	räkna	om	ett	givet	förhållande	till	pro-
cent:	 Du	 utför	 divisionen,	 multiplicerar	 kvoten	 med	 100	 och	 avrundar	 på	
lämpligt	sätt	(t.ex.	till	närmaste	heltal	eller	till	två	värdesiffror).	När	du	får	ett	
procenttal	angivet,	bör	du	kunna	föreställa	dig	vilket	förhållande	det	represen-
terar.	Omvänt:	Om	du	iakttar	två	storheter	bör	du	kunna	bedöma	på	ett	un-
gefär	hur	många	procent	den	ena	utgör	av	den	andra.	Programmet	procent.m		
är	till	för	att	öva	upp	den	förmågan.

Exempel	på	proportioner	som	brukar	anges	i	procent	är	andelar	och	halter	
samt	gradvisa	ökningar	och	minskningar	som	t.ex.	index	och	räntor.

Procentangivelser	 lämpar	 sig	 dock	 inte	 för	 förhållanden	 som	 är	 avsevärt	
större	 än	 ett.	 För	 att	 konkretisera	 förhållanden	 som	är	 åtskilliga	 tiopotenser	
större	än	ett,	är	det	inte	till	stor	hjälp	att	vare	sig	ange	talet	med	siffror	direkt	
eller	i	procent.	Ett	vanligt	sätt	att	ange	sådana	förhållanden	är	med	decibel,	dB.	
Vi	återkommer	till	detta	i	avsnitt	7.10	i	samband	med	logaritmer.

Lutning:	En	backes	lutning	(stigning)	är	ett	exempel	på	proportioner.	Med	
lutningen	menas	förhållandet	(kvoten)	mellan	den	vertikala	och	den	horison-
tella	projektionen	av	backen.	De	tre	sträckorna	–	backen	och	de	två	projektio-
nerna	–	utgör	en	rätvinklig	triangel.

Bokstäverna	a,	b	och	c	betecknar	längderna	av	den	vertikala	och	horison-
tella	projektionen	(kateterna	i	den	rätvinkliga	triangeln)	och	backen	själv	(hy-
potenusan).	 Backens	 lutning	 är	 a/b.	 Om	 t.ex.	 a	 =	 76	m	 och	 b	 =	 143	m	 är		
lutningen	=	76/143	≈	0.51	=	51	%.

Också	vinkeln	v	kan	användas	för	att	ange	lutningen.	Från	gymnasiet	för-
utsätts	du	känna	till	några	vinkelmått.	Du	bör	veta	att	ett	varv	=	360°	(°=	deg	=	
grader),	en	rät	vinkel	=	90°,	att	vardera	av	de	två	övriga	vinklarna	i	en	rätvinklig	
triangel	är	mindre	än	90°	och	att	summan	av	vinklarna	i	en	godtycklig	triangel	
alltid	är	180°.	Programmet	lutning.m	är	till	för	att	öva	upp	känslan	för	vinklar	
och	lutningar.

Hur	 många	 grader	 bedömer	
du	att	vinkeln	v	i	figur	6.1	är?	Om	
triangeln	 är	 skalenligt	 ritad,	 samt  
a	 =	 76	m	 och	 b	 =	 143	m,	 så	 är		
v	≈	28°.	Vinkeln	kan	alltså	 räknas	
ut	 om	 a/b	 är	 känd.	 Omvänt	 be-
stäms	 a/b entydigt	 av	 v,	 dvs.	 för	
ett	givet	värde	på	v	har	a/b	samma	
värde	oberoende	av	triangelns	stor-
lek.	Kvoten	a/b	kallas	tangens	för	v,	

c a

v
b

Figur 6.1. Rätvinklig triangel. Hypotenusans längd  
är c, kateternas a och b. (Källa: FHS)
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vilket	kortare	skrivs	a/b =	tan	v.	Backens	lutning	är	alltså	tangens	för	vinkeln.	
(Mer	om	tangens	finns	i	avsnitt	6.11.)

6.4 Reella tal, tallinjen och koordinatsystem

Utifrån	divisionsförfarandet	är	det	lätt	att	se	att	talen	kan	representeras	med	
punkter	på	en	linje,	så	snart	en	nollpunkt	och	en	enhetssträcka	är	bestämd.	På	
linjen	nedan	är	punkterna	0,1	och	–1	markerade.

11− 0 x

För	övriga	punkter	på	 linjen	bestäms	 resp.	 tal	medelst	division	av	 sträckor.	
Varje	punkt	på	denna	linje,	som	vi	nu	kallar	tallinjen,	svarar	mot	ett	och	endast	ett	
tal.	Varje	sådant	tal	skrivs	med	ett	ändligt	eller	oändligt	antal	decimaler.	Dessa	tal	
kallar	vi	de	reella	talen.	Varje	reellt	tal,	skilt	från	noll,	är	antingen	positivt	eller	ne-
gativt.	Nollpunkten	på	tallinjen	benämns	origo.	Pilspetsen	markerar	åt	vilket	håll	
talen	växer,	i	detta	fall	åt	höger	vilket	är	det	vanligaste	då	tallinjen	ritas	vågrätt.

Vid	pilspetsen	har	här	angetts	bokstaven	x.	Det	är	vanligt	att	på	det	sättet	
ange	en	benämning	på	den	storhet	som	representeras	på	en	given	tallinje.	Man	
tänker	sig	att	mätetalet	för	denna	storhet	varierar	från	tid	till	tid,	eller	att	vi	
kan	föreskriva	olika	värden	på	detsamma.	En	sådan	variabel	storhet	kallas	rätt	
och	slätt	en	variabel.	Är	det	en	fysikalisk	storhet	anger	man	också	gärna	den	
använda	enheten	inom	klammer,	[	],	vid	pilspetsen.	

Vill	man	grafiskt	visa	sambandet	mellan	två	variabler,	ritar	man	ut	två	tal-
linjer,	en	vågrät	kallad	den	vågräta	axeln,	och	en	lodrät	kallad	den	lodräta	axeln.	
Axlarna	benämns	även	efter	de	variabler	de	representerar.	Variabelbeteckning-
arna	kan	man	välja	som	man	vill.	Det	är	dock	vanligast	att	variabler	betecknas	
med	bokstäver	i	slutet	av	alfabetet	(x ,y ,z , t ,u ,v , ...)	och	konstanter	med	bok-
stäver	i	början	av	alfabetet	(a ,b ,c ,d , ...).	I	figur	6.2	på	nästa	sida	har	vi	valt	de	
allra	vanligaste	variabelbeteckningarna,	x	och	y,	varvid	x-axeln	är	den	vågräta	
och	y-axeln	den	lodräta. 

Det	vi	erhållit	på	detta	sätt	kallas	 för	ett	koordinatsystem.	Med	dess	hjälp	
kan	vi	ange	punkter	i	planet	med	hjälp	av	talpar.	Talen	i	ett	sådant	par	kallas	
punktens	koordinater.	Första	koordinaten	betyder	x-värdet,	andra	koordinaten	
y-värdet.	I	figur	6.2	har	vi	medelst	kryss	markerat	två	punkter	och	angivit	de-
ras	koordinater.	Punkten	(2,3)	skall	befinna	sig	mitt	ovanför	2	på	x-axeln	och	
i	 jämnhöjd	med	3	på	y-axeln.	Kontrollera	att	det	stämmer	(inom	ramen	för	
figurens	noggrannhet).	Kontrollera	även	punkten	(–3,–3).	

Mycket	ofta	ritar	man	axlarna	så	att	de	skär	varandra	origo,	punkten	(0,0).	
Figur	6.2	är	ritad	medelst	Matlab,	som,	oavsett	hur	skalorna	är	valda,	lägger	
den	vågräta	axeln	i	figurens	underkant	och	den	lodräta	längst	till	vänster.
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När	axlarna	skär	varandra	i	origo	avskiljer	de	fyra	delar	i	planet	som	benämns	
kvadranter.	I	första	kvadranten	är	x	>	0	och	y	>	0.	Andra,	tredje	och	fjärde	kva-
dranten	genomlöper	vi	om	vi	från	första	kvadranten	går	motsols	kring	origo.

6.5 Relationer och funktioner

Så	snart	du	har	förstått	idén	med	koordinatsystem	kan	du	inse	att	varje	punkt-
mängd	i	ett	plan,	där	det	finns	ett	koordinatsystem,	representerar	en	relation	
mellan	axlarnas	variabler.	I	figur	6.2	finns	tre	sådana	relationer	utritade:	kur-
vorna	som	markerats	med	A,	B,	och	C.	Titta	först	på	kurvan	A.	Välj	ett	x-värde	
som	finns	med	i	A.	Du	ser	att	det	bara	finns	en	punkt	i	A	som	har	det	x-värdet.	
Därmed	finns	det	bara	ett	enda	y-värde	som	hör	till	det x-värdet.	När	y	på	det	
sättet	bestäms	entydigt	av	x	sägs	y	vara	en	funktion	av	x.	Man	säger	också	att	A	
utgör	en	funktion	från	x	till	y.	

Titta	sedan	på	kurvan	B.	Till	varje	x,	utom	det	i	vänstra	ändpunkten,	svarar	
två	olika	y-värden,	varför	B	inte	är	en	funktion	från	x	till	y.	Däremot	är	B	en	
funktion	från	y	till	x.	Kurvan	C	slutligen,	är	varken	en	funktion	från	x	till	y	
eller	från	y	till	x.

Antag	att	f	är	en	funktion	från	x	till	y.	De	x-värden	som	finns	med	i	f	utgör	
dess	s.k.	definitionsmängd	(även	domän,	eng.	domain)	och	betecknas	Df .	Mot-
svarande	mängd	av	y-värden	kallas	funktionens	värdemängd	och	betecknas	ofta	
Vf .
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Figur 6.2. Punkter och relationer representerade i koordinatsystem. (Källa: FHS)



57

Några matematiska verktyg

Att	f	är	en	funktion	från	x	till	y brukar	skrivas	y	=	f (x)	(uttal:	y	är	lika	med	
f	av	x).	Väljer	man	ett	visst	värde	x	=	x1,	så	betyder	f (x1)	det	till	x1	hörande	y-
värdet.	Den	variabel,	vars	värden	sätts	in	i	parentesen,	i	detta	fall	x,	kallas	den	
oberoende	variabeln,	medan	den	variabel	som	genomlöper	funktionens	värde-
mängd,	i	detta	fall	y,	kallas	den	beroende	variabeln.	Mängden	av	alla	par	(x ,y ),	
sådana	att	y	=	f (x)	kallas	grafen	till	funktionen	f.	Om	kurvan	A	i	figur	6.2	är	
grafen	till	f,	så	är	exempelvis	f (4)	=	–3	och	f (3)	=	f (5)	=	–1.

Det	tar	kan	ta	någon	tid	att	smälta	begreppet	funktion	och	alla	hithörande	
begrepp	och	termer.	Men	varför	är	funktionsbegreppet	så	viktigt?	Kanske	där-
för	att	det	handlar	om	att	få	ett	entydigt,	ett	bestämt,	svar	på	en	fråga.	Vad	är	
y,	då	x	=	x1?	A	i	figur	6.2	ger	alltid	ett	entydigt	svar,	men	inte	B	eller	C.	Vi	vill	
ofta	ha	ett	enda	svar	på	en	ställd	fråga.	Låt	y vara	en	storhet	som	vi	vill	mäta,	
men	inte	kan	mäta	direkt.	Däremot	känner	vi	funktionssambandet	y	=	f (x)	och	
vi	kan	mäta	x.	Därmed	får	vi	ett	mått	också	på	y.	Sådana	förfaranden	är	utom-
ordentligt	vanliga.	Med	en	termometer	får	vi	temperaturen	genom	att	avläsa	
höjden	på	en	kvicksilverpelare.	Strömstyrka	kan	vi	mäta	via	dess	magnetiska	
verkningar	osv.

Funktioner	används	i	de	flesta	matematiska	modeller	av	verkligheten.	I	av-
snitt	5.3	ger	vi	några	sådana	exempel.	En	lång	rad	andra	exempel	ges	i	olika	
delar	av	boken.

När	vi	använder	en	funktion	kan	vi	vara	intresserade	av	enskilda	funktions-
värden.	Men	ofta	är	vi	mer	intresserade	av	funktionen	som	helhet:	är	funktionen	
växande	eller	avtagande?,	har	den	något	maximum?,	var	växer	den	snabbast?,	
hur	är	dess	förlopp	för	stora	x?	osv.	Sådana	kvalitativa	egenskaper	framträder	
tydligast	vid	grafisk	framställning	som	t.ex.	kurvor	i	koordinatsystem.

En	kurva	på	ett	papper	ger	också	enskilda	funktionsvärden,	men	inte	sär-
skilt	noggrant.	Krävs	större	noggrannhet	kan	man	presentera	funktionen	i	ta-
bellform.	 Före	 datorernas	 tid	 var	 böcker	 med	 tabeller	 över	 olika	 funktioner	
viktiga	hjälpmedel.	Idag	lagras	tabeller	med	fördel	i	datorer.	Många	funktioners	
värden,	som	förr	slogs	upp	i	tabeller,	går	dock	så	snabbt	att	räkna	ut	medelst	
datorer	att	de	inte	behöver	tabelleras.	

Studiet	av	en	bit	verklighet	kan	gå	till	 så	att	vi	utför	en	serie	mätningar,	
som	resulterar	i	en	tabell	över	en	viss	funktion.	Vi	kan	t.ex.	tänka	oss	Boyles	
situation,	då	han	studerade	sambandet	mellan	trycket	och	volymen	hos	en	gas.	
Antag	att	han	fick	fram	mätvärden	som	i	figur	6.3,	där	den	vågräta	axeln	repre-
senterar	volymen	(V )	och	den	lodräta	trycket	(p)	i	lämpligt	valda	enheter.	Det	
första	diagrammet	visar	bara	mätvärden.	De	övriga	tre	visar	försök	att	anpassa	
data	till	formler	av	typen	p	=	k	/V	med	olika	värden	på	k,	som	satts	ut	i	diagram-
men.	Som	synes	ger	 inget	k-värde	en	kurva	som	anpassar	sig	väl	 till	 samtliga	
punkter.	I	en	sådan	situation	får	man	välja	mellan	en	enkel	modell,	med	måttligt	
god	anpassning,	och	en	mer	komplicerad	modell	med	bättre	anpassning.
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6.6 Rationella funktioner

Våra	vanliga	fyra	räknesätt	räcker	ofta	för	att	generera	formler	som	ger	goda	
modeller	av	verkligheten.	Om	vi	först	utesluter	division,	kan	vi	med	de	åter-
stående	 tre	 räknesätten	 få	 fram	 formler	 för	 funktioner	 av	 x,	 som	 utöver	 x	
bara	 innehåller	 konstanter.	 Om	 vi	 utgår	 från	 talet	 1	 och	 multiplicerar	 med	
x	 ett	 antal	 gånger,	 får	 vi	 potenser	 av	 x	 där	 exponenterna	 är	 naturliga	 tal:		
1		x  x2		x3		x4		x5		x6		...	(Observera	att	0	är	ett	naturligt	tal	och	att	x0	=	1	för	
alla	x	≠	0.)	Tar	vi	ett	ändligt	antal	sådana	potenser	och	multiplicerar	med	kon-
stanter,	betecknade	t.ex.	a0, a1,a2,a3, ...,	samt	lägger	ihop	dessa	produkter,	så	
får	vi	ett	uttryck	av	typen

 p (x)	=	a0	+	a1x	+	a2x2	+	...	+	an xn	 	 	 	 (1)

Ett	 sådant	uttryck	kallas	 för	 ett	polynom	 i	x.	En	 funktion	p,	 vars	 värden	
beräknas	medelst	ett	polynom	p (x)	kallas	för	en	polynomfunktion.	Om	an	≠	0	
sägs	n	vara	polynomets	grad.	

Mer	allmänt	betyder	”polynom”	uttryck	med	flera	termer	–	”binom”	ut-
tryck	med	två	termer.	Säger	man	”polynom	i	x”,	menar	man	att	termerna	är	av	
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Figur 6.3. Några försök att anpassa formler av typen p = k / v till sambandet mellan trycket och volymen 
hos en gas. (Källa: FHS)
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typen	aix i	där	i	=	0,1,2,...,	dvs.	naturliga	tal.	Konstanterna	i	(1)	kallas	polyno-
mets	koefficienter.

Uttryck	i	x,	som	erhålls	medelst	konstanter	samt	addition	och	multiplika-
tion	(och	subtraktion	om	man	så	vill)	kan	förstås	se	ut	på	många	andra	sätt	än	
(1),	men	alla	sådana	uttryck	kan	omformas	till	ett	uttryck	av	typen	(1).	Många	
gånger	kan	man	dock	föredra	att	dela	upp	(1)	i	faktorer.	Den	mest	fullständiga	
faktoruppdelning	av	(1),	som	kan	åstadkommas,	är	då	alla	faktorer	är	av	första	
graden.	Så	uppdelad	kan	(1)	skrivas

 p (x)	=	an	(x	–	α1)(x	–	α2)	•	...	•	(x	–	αn)	 	 	 (2)

där	 α1,α2, ...,αn 	 är	 polynomets	 nollställen,	 dvs.	 de	 värden	 på	 x	 för	 vilka		
p (x)	=	0.	

Exempel:	Skriv	 i	 formen	(1)	polynomet	p (x)	=	x (x	–	1)(x	+	1)	+	 (x	–	1)	
(x	–	2)	+	x (x	–	2).	Räkna	sedan	ut	p (3).

Lösning:	Multiplicera	ihop	parenteserna:	p (x)	=	x3	–	x	+	x2	–	3x	+	2	+	x2	
–	2x.	Samla	därefter	alla	termer	med	samma	gradtal,	så	erhålls	p (x)	=	x3	+	2x2	

–	6x + 2.
Hur	man	räknar	ut	p (x)	för	givet	värde	på	x	beror	på	vad	man	har	för	räk-

nehjälpmedel.	Använder	man	datorns	kalkylator,	är	det	lämpligt	att	först	skriva	
om	p (x)	så	här:	p (x)	=	x (x (x	+	2)	–	6)	+	2.

Därefter	lägger	vi	in	3	i	kalkylatorns	minne	med	sekvensen	3	M+.	Då	finns	
3	i	minnet.	(Kontrollera	genom	att	först	nollställa	med	C,	därefter	göra	MR.)	
Nu	erhålls	p (3)	medelst	sekvensen	MR	+	2	=	× 	MR	–	6	=	× 	MR	+	2	=.	Rätt	
svar	är	29.

Polynomfunktionerna	utgör	en	så	 rik	 funktionsklass	att	vilken	som	helst	
kontinuerlig	funktion	med	varje	önskad	noggrannhet	kan	approximeras	med	
en	polynomfunktion.	(Att	funktionen	f	är	kontinuerlig	betyder	att	en	mycket	
liten	ändring	av	x	 alltid	 resulterar	 i	 en	mycket	 liten	ändring	av	 f (x).)	Detta	
innebär	dock	inte	att	ett	polynom	alltid	är	en	lämplig	representationsform.	Det	
kan	krävas	mycket	högt	gradtal	för	önskad	noggrannhet.

En	rikare	klass	av	funktioner	får	vi	om	vi	dessutom	använder	division.	Ett	
så	erhållet	uttryck	i	x	sägs	vara	rationellt	och	kan	alltid	omformas	till	en	kvot	
mellan	två	polynom:

	 n
n

m
m

xbxbxbb
xaxaxaa

xr
++++
++++

=
...
...

)( 2
210

2
210 	 	 	 (3)

Vi	ser	omedelbart	att	polynomfunktionerna	hör	till	de	rationella	funktio-
nerna,	eftersom	nämnaren	i	(3)	kan	vara	av	grad	noll,	dvs.	konstant.

Bland	de	funktioner	som	kan	studeras	medelst	programmet	funk.m	finns	
vissa	polynomfunktioner	med	givna	nollställen	och	vissa	rationella	funktioner.
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6.7 Räta linjer och riktningskoefficient

Grafen	till	ett	förstagradspolynom	är	alltid	en	rät	linje.	Omvänt	är	varje	rät	lin-
je,	som	inte	är	parallell	med	y-axeln,	graf	till	något	förstagradspolynom.	Detta	
är	lätt	att	visa	med	hjälp	av	basal	kunskap	om	likformiga	trianglar.	Som	exem-
pel	tar	vi	den	räta	linje	som	går	genom	punkterna	(2,3)	och	(6.5).	Låt	(x,y)	vara	
en	godtycklig	punkt	på	denna	linje.	Situationen	visas	i	figur	6.4.

Figuren	 innehåller	 två	 rätvinkliga	 trianglar.	Den	som	innehåller	punkten	
(6,5)	har	basen	6	–	2	=	4	och	höjden	5	–	3	=	2.	Härur	får	vi	att	linjens	lutning		
=	2	/	4	=	 2

1 	(läs	om	lutning	i	avsnitt	6.3).	Triangeln	med	punkten	(x,y)	har	
basen	x	–	2	och	höjden	y	–	3,	vilket	ger	att	linjens	lutning	=	(y	–	3)(x	–	2).	Sät-
ter	vi	dessa	uttryck	för	linjens	lutning	lika	och	multiplicerar	båda	leden	med		
x	–	2,	erhåller	vi

	 y	–	3	=	 2
1 	(x	–	2)		 	 	 	 	 (4)

Denna	ekvation	är	satisfierad	för	alla	punkter	på	den	angivna	räta	linjen,	
men	inte	för	någon	annan	punkt.	Därför	säger	man	att	(4)	är	ekvationen	för	
denna	linje.	Löser	man	ut	y	ur	(4)	och	förenklar,	får	man	y	=	 2

1 	x	+	2.
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Figur 6.4. Rita linjen genom punkterna (2,3) och (6,5). (Källa: FHS)
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På	motsvarande	sätt	kan	man	för	vilken	rät	linje	som	helst,	som	inte	är	pa-
rallell	med	y-axeln,	finna	konstanter	k	och	l	sådana	att	ekvationen

	 y	=	kx	+	l	 	 	 	 	 	 (5)

satisfieras	av	punkterna	på	den	linjen	och	inte	av	några	andra	punkter.	Talet	k	
är	lika	med	linjens	lutning.	Eftersom	k	är	en	koefficient	i	högerledet	i	(5)	kall-
las	k	också	för	linjens	riktningskoefficient.	Dess	tecken	bestämmer	åt	vilket	håll	
linjen	lutar.

Riktningskoefficienten	ger	besked	om	hur	y	förändras	då	x	förändras.	Då		
k	>	0	är	funktionen	(5)	växande,	dvs.	y	växer	då	x växer.	Då	k	<	0	är	funktionen	
avtagande.

6.8 Derivata

En	rät	linje	lutar	lika	mycket	överallt.	För	andra	funktioner	kan	man	använda	
räta	 linjer	 som	jämförelseobjekt.	Låt	 f	vara	en	funktion,	 låt	x	och	ξ	vara	 två	
godtyckliga,	men	olika,	punkter	på	den	vågräta	axeln	samt	antag	att	y	=	f (x)	
och	η	=	f (ξ).	(De	grekiska	bokstäverna	ξ	och	η	uttalas	xi	resp.	eta).	I	figur	6.5	
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Figur 6.5. En funktionskurva med inritad sekant. (Källa: FHS)
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har	vi	ritat	ut	punkterna	(x,y)	och	(ξ,η)	samt	funktionskurvans	sekant	(skär-
ningslinje)	genom	dessa	två	punkter.	Dess	riktningskoefficient	(η	–	y)	/	(ξ	–	x)	
är	ett	mått	på	medellutningen	hos	kurvan	mellan	de	två	punkterna.

Nu	låter	vi	punkten	(ξ,η)	röra	sig	mot	(x,y).	Punkterna	får	inte	samman-
falla,	 ty	då	blir	 linjen	obestämd,	men	de	 får	komma	hur	nära	varandra	som	
helst.	Om	sekanten	har	ett	gränsläge,	då	(ξ,η)	kommer	godtyckligt	nära	(x,y),	
sägs	den	linjen	vara	kurvans	tangent	i	punkten	(x,y).	Kör	programmet	deriv.m	
om	du	vill	se	en	illustration	av	denna	gränsprocess.	

Om	grafen	 till	 f	har	 tangent	 i	 en	viss	punkt,	 sägs	 f	 vara	deriverbar	 i	den	
punkten.	Tangentens	riktningskoefficient	är	ett	mått	på	funktionskurvans	lut-
ning	i	punkten	x	och	kallas	derivatan	av	f	i	denna	punkt.	Om	du	med	ögon-
mått	kan	skatta	lutningen	av	en	rät	linje,	så	kan	du	i	princip	skatta	en	funktions	
derivata	i	en	punkt.	Programmet	deriv.m	innehåller	en	övning	på	det.

Det	 finns	 många	 olika	 beteckningssätt	 för	 en	 och	 samma	 derivata.	 Om		
y	=	f (x)	så	kan	vi	beteckna	derivatan	av	f	i	punkten	x	på	bl.a.	följande	olika	sätt:		
yy′	(uttal:	y-prim)	f )(xf ′(x),	Df (x)	och	

	
dy
dx

Den	 sistnämnda	beteckningen	 ser	ut	 som	en	kvot	och	kan	uppfattas	 så.	
Nämnaren	är	en	differens	i	x,	täljaren	motsvarande	differens	i	y	längs	tangen-
ten	till	kurvan.	Differenserna	längs	tangenten	kallas	differentialer.	Då	y	=	f (x)		
är	alltså	dy	=	f dxxfdy )(′= (x)dx,	som	illustreras	av	figur	6.6.

Många	gånger	är	det	lämpligt	att	framställa	en	kurva	i	parameterform.	Såväl	
x	som	y uppfattas	då	som	funktioner	av	en	tredje	variabel,	den	s.k.	parametern.	
Låt	oss	kalla	den	t.	Vill	man	inte	införa	några	nya	funktionsbeteckningar,	kan	
man	skriva	x	=	x (t),	y	=	y (t).	Att	ha	samma	beteckningar	på	funktionerna	som	
på	variablerna	kan	verka	oegentligt	men	brukar	inte	vålla	några	missförstånd.	

y

dx x

y = f(x)

tangent

dy = f ′(x)dx

Figur 6.6. Differentialen av en funktion är differensen längs tangenten till dess graf. (Källa: FHS)
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När	dessa	funktioner	deriveras,	bör	man	ha	nya	beteckningar	för	att	undvika	
förväxling.	Man	brukar	använda	prickar	i	stället	för	prim-tecken.	Med	de	be-
teckningarna	får	vi	

	 dt
dxtxx  )( ,

dt
dytyy  )( 	

För	tydlighetens	skull	säger	man	också	att	y y′	är	derivatan	av	y	med avseende 
på x,	medan	y 	är	derivatan	av	y	med	avseende	på	t.	Differentialerna	dx,	dy	och	
dt	kan	man	räkna	med	som	med	tal.	Genom	att	förlänga	

	
dy
dx

med	dt	får	vi

	
dt
dx

dt
dy

dx
dt

dt
dy

dx
dy : , d.v.s. 

x
yy



,	dvs.	

dt
dx

dt
dy

dx
dt

dt
dy

dx
dy : , d.v.s. 

x
yy





f )(xf ′(x)	bestäms	entydigt	av	x	och	är	alltså	en	funktion	av	x.	Om	du	tittar	på	
grafen	till	en	funktion	f,	så	kanske	du	kan	föreställa	dig	ungefär	hur	grafen	till		
ff ′	ser	ut.	En	övning	på	det	ges	också	av	programmet	deriv.m.	När	du	kör	den	
delen	av	programmet,	slumpar	det	ut	en	funktion	som	du	ska	försöka	föreställa	
dig	derivatan	till.	Sen	får	du	se	grafen	till	derivatan	osv.	

I	den	matematiska	analysen	är	derivatan	ett	oumbärligt	hjälpmedel	för	att	
undersöka	en	funktion.	Derivatan	ger	besked	om	var	funktionen	växer	resp.	
avtar	och	var	ev.	maximi-	och	minimipunkter	finns.	Genom	att	studera	deri-
vatans	derivata	etc.	(derivator	av	högre	ordning)	kan	man	härleda	metoder	att	
beräkna	funktioners	värden	med	den	noggrannhet	man	önskar.

I	fysiken	har	derivatan	otaliga	användningar.	Viktiga	tillämpningar	är	när	
man	studerar	tidsförlopp.	När	något	förändras	med	tiden	är	derivatan	ett	mått	
på	hur	snabbt	förändringen	sker.	Deriverar	man	en	tidsberoende	sträcka	med	
avseende	på	tiden	erhåller	man	hastigheten.	Derivatan	av	hastighet	är	accelera-
tion.	Tillförs	energi	till	ett	system,	och	man	deriverar	den	tillförda	energimäng-
den	med	avseende	på	tiden,	erhåller	man	effekten.	

Du	behöver	inte	nödvändigtvis	lära	dig	att	utföra	derivationer,	men	för	att	
förstå	fysik	måste	du	förstå	derivatans	innebörd.

6.9 Potensfunktioner

Funktioner	 av	 typen	 f (x)	 =	 xa	 kallas	 potensfunktioner.	 Om	 a	 är	 ett	 positivt	
heltal	 är	potensen	xa	 definierad	genom	produkten	x	 •	x	 •	 ...	 •	x	 där	 antalet	
faktorer	=	a.	Detta	går	bra	för	varje	reellt	x.	Är	a	=	–	n	där	n	är	ett	positivt	
heltal,	definierar	vi	xa	=	1/xn	 för	 alla	 tal	x	≠	0.	För	övriga	a	 låter	vi	defini-
tionen	av	xa vägledas	av	sambanden	xm+n	=	xm	 •	xn	och	(xm)n	=	xmn,	som	
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kan	utsträckas	till	att	gälla	för	alla	m	och	n,	inte	bara	heltal.	Exempelvis	gäller		
(x0.5)2	=	x2	 •	0.5	=	x.	Detta	 förutsätter	 att	x	 ≥	0.	För	x	 =	0	 är	x0.5	=	0.	För		
positiva	x	definierar	vi	x0.5	som	det	positiva	tal	vars	kvadrat	=	x.	Det	betyder	att		
x0.5	=	 x .	

I	stället	för	att	här	systematiskt	gå	igenom	vad	xa	är	för	sorts	funktioner	för	
olika	a-värden	låter	vi	figur	6.7	illustrera	nio	exempel.

6.10 Exponential- och logaritmfunktioner

Vi	håller	nu	basen	för	en	potens	konstant	och	låter	exponenten	variera.	Då	får	
vi	en	s.k.	exponentialfunktion:	f (x)	=	ax.	Om	a	>	0,	vilket	vi	i	fortsättningen	
antar,	så	består	Df	av	alla	reella	tal	och	Vf	av	alla	positiva	tal.	Om	a	>	1	är	f	
växande.	Om	a	<	1	är	f	avtagande.

Med	hjälp	av	datorns	kalkylator	kan	du	räkna	ut	ax	 för	valda	värden	på	
a	och	x.	För	att	få	t.ex.	81/2	knappar	du	in	sekvensen	8	x^y	.5	=.	Svaret	är	ca	
2.828.	(Somliga	kalkylatorer	använder	decimalkomma	i	stället	för	punkt.)

Exponentialfunktioner	 uppträder	 ofta	 i	 matematiska	 modeller	 varför	
du	 bör	 känna	 till	 deras	 förlopp.	 Figur	 6.8	 visar	 fyra	 avsnitt	 av	 funktionen		
f (x)	=	10x,	där	x	varierar	över	intervall	av	olika	längd.	
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Figur 6.7. Nio kurvor för olika värden på a i funktionen xa. (Källa: FHS)
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Som	synes	är	det	inte	stor	idé	att	här	välja	intervall	på	x-axeln,	som	är	be-
tydligt	längre	än	ca	en	enhet,	ty	när	y-värdena	spänner	över	många	tiopotenser	
kan	man	ändå	bara	överblicka	en	liten	del	av	dem.	Hur	ska	man	då	bära	sig	åt	
när	man	vill	jämföra	storheter	som	skiljer	sig	åt	flera	tiopotenser	eller	göra	sig	
en	föreställning	om	mycket	stora	eller	små	storheter?

Följande	exempel	är	hämtat	 från	”Knepiga	klubben”:	Tänk	dig	att	en	av	
dina	förfäder	vid	tiden	för	Kristi	födelse	hade	satt	in	en	krona	på	en	bank	som	
gav	fem	procents	ränta	(sammansatt	ränta	med	årlig	kapitalisering)	och	att	du	
var	arvtagare	 till	det	 förräntade	kapitalet.	Hur	mycket	 skulle	du	 i	 så	 fall	äga	
idag,	om	vi	gjorde	(det	orimliga)	antagandet	att	någon	inflation	inte	förekom?	
Om	vi	avrundar	tiden	till	2	000	år	blir	svaret	1.052000	kr.	Uttryckt	som	tiopo-
tens	blir	det	ca	1043 kr.	Hur	mycket	pengar	är	det?	Skulle	du	kunna	köpa	upp	
allt	guld	på	jorden	för	det	beloppet?	Ja,	många	gånger	om.	Skulle	du	kunna	
köpa	ett	helt	 jordklot	 fullt	av	guld?	 Ja,	många	gånger	om.	Du	skulle	kunna	
köpa	ca	1012	(en	biljon	=	en	miljon	miljoner)	guldklot	av	jordens	storlek	

Exemplet	illustrerar	hur	snabbt	exponentialfunktioner	växer,	även	om	ba-
sen	bara	är	något	större	än	1.	Vidare	ger	det	en	antydan	om	att	tiopotenser	kan	
vara	ett	bra	hjälpmedel	för	att	uttrycka	mycket	stora	tal	(och	mycket	små,	dvs.	
nära	0).	Du	bör	därför	göra	dig	förtrogen	med	användningen	av	tiopotenser.

0 0.5 1
0

2

4

6

8

10

0 1 2 3 4
0

2000

4000

6000

8000

10000

0 5 10 15 20
0

5

10
x	1015

0 20 40 60 80
0

5

10
x	1063

Figur 6.8. Fyra avsnitt av funktionen f (x) = 10x, där x varierar över intervall av olika längd.  
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Det	är	exponenten	i	tiopotensen	som	anger	talets	storlek.	Därför	kan	man	
arbeta	med	exponenterna	själva	utan	att	skriva	ut	basen	varje	gång.	Låt	T	vara	
ett	godtyckligt	positivt	tal.	Låt	x	vara	den	exponent,	som	10	ska	upphöjas	till	
för	att	resultatet	ska	bli	T.	Denna	exponent	kallas	logaritmen	för	T	och	skrivs	
logT.	Om	T	=	10x	är	alltså	x	=	logT.	

Logaritmer	kan	bildas	med	andra	baser	än	10,	varför	man	för	tydlighetens	
skull	ofta	säger	”tiologaritmen”	när	basen	är	10.	I	förkortad	form	hakar	man	då	
på	tian	på	”log”	så	att	det	blir	10log,	log10	e.d.

I	 tillämpningar	 där	 man	 systematiskt	 arbetar	 med	 tiopotenser	 uttrycker	
man	sig	gärna	i	logaritmisk	form.	Här	kommer	två	exempel	på	det.

Ljud-	och	ljus	som	vi	kan	uppfatta	spänner	över	styrkeintervall	på	åtskilliga	
tiopotenser.	Låt	I0	vara	intensiteten	på	nätt	och	jämnt	hörbart	ljud.	Ett	mått	
på	styrkan	hos	ett	ljud	med	intensiteten	I	kan	då	vara	I/I0.	Denna	kvot	varierar	
i	normala	fall	mellan	1	och	kanske	1010	eller	mer.	Som	mått	på	ljudnivån	kan	
man	använda	log(I/I0).	Man	brukar	dock	använda	decibeltalet,	dB,	definierat	
som	10	•	log(I/I0).	Om	ljudnivån	är	100dB,	så	är	I/I0	=	10100/10	=	1010,	vilket	
betyder	att	intensiteten	är	tio	miljarder	gånger	så	stark	som	gränsen	för	hörbar-
het.	Den	nivån	ligger	i	närheten	av	smärtgränsen.

I	kemin	uttrycks	jonkoncentrationer	ofta	i	logaritmisk	form,	beroende	på	
att	de	normala	variationerna	sträcker	sig	över	flera	tiopotenser.	Man	definierar		
pH	=	–	log[H+],	där	[H+]	är	vätejonkoncentrationen	(i	mol/liter).	För	en	neu-
tral	vattenlösning	är	pH	=	7.	Då	pH	=	1	är	lösningen	starkt	sur,	då	pH	=	13	
starkt	alkalisk.

För	att	uttrycka	en	exponentialfunktion	kan	vilken	bas	som	helst	användas.	
Oftast	föredrar	man	att	använda	basen	e	≈	2.718.	(Exakt	definieras	e	som	gräns-
värdet	för	 n

n )1( 1+ 	då	n	går	mot	oändligheten.)	Det	som	gör	talet	e	intressant	
i	sammanhanget	är	att	funktionen	f (x)	=	ex	är	sin	egen	derivata,	dvs.	om	y	=	ex  

så	är	yy′ =	ex.	En	alternativ	(och	vanlig)	beteckning	på	ex	är	exp(x).
Om	a	 är	 ett	 godtyckligt	 positivt	 tal,	 så	finns	 ett	 tal	k	 sådant	 att	a	 =	 ek.	

Det	betyder	 att	k	 är	 logaritmen	 för	a	med	 e	 som	bas,	dvs.	 eloga.	En	vanlig	
beteckning	är	lna.	(Många	författare	skriver	dock	log	i	betydelsen	elog .)	Med	
k	=	lna	gäller	ax =	(ek)x	=	ekx.

Derivatan	 av	 ekx	 är	 kekx.	 Derivatans	 värde	 är	 alltså	 proportionellt	 mot	
funktionens	värde.	Detta	är	orsaken	till	att	många	i	verkligheten	förekomman-
de	processer	är	ungefärligen	exponentiella.	Så	fort	något	tillväxer,	eller	avtar,	i	
en	takt	som	är	proportionell	mot	mängden,	så	blir	mängden	en	exponentiell	
funktion	av	tiden.	Detta	kan	tillämpas	på	radioaktivt	sönderfall,	bakterie-	och	
befolkningstillväxt,	urladdning	av	kondensatorer	m.m.
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6.11 Trigonometiska funktioner

Titta	 tillbaks	på	figur	6.1.	Om	två	av	 längderna	 i	figuren	är	kända	kan	den	
tredje	räknas	ut	medelst	Pythagoras	sats,	som	utsäger	att	a2	+	b2	=	c2.	Därav	
följer	att	om	kvoten	mellan	två	av	dessa	längder	är	känd,	kan	de	övriga	sex	kvo-
terna	räknas	ut.	Varje	sådan	kvot	bestäms	entydigt	av	v,	dvs.	den	är	en	funktion	
av	v.	I	avsnitt	6.3	mötte	vi	tangensfunktionen.	Här	följer	benämningarna	på	
samtliga	de	sex	funktionerna:

a/c	 kallas	 sinus	 för	v	och	betecknas	sin	v 
b/c		 kallas	 cosinus	 för	v och	betecknas	cos	v 
a/b 	 kallas	 tangens	 för	v och	betecknas	tan	v 
b/a 	 kallas	 cotangens	 för	v och	betecknas	cot	v 
c/b 	 kallas		 sekanten	 för	v och	betecknas	sc	v 
c/a	 kallas	 cosekanten	 för	v och	betecknas	csc	v 

Alla	dessa	 funktioner	kallas	 trigonometriska	 (trigon	=	trehörning).	De	två	
sista	förekommer	i	anglosaxisk	litteratur,	men	just	inte	i	svensk.	De	tre	första	är	
viktigast	att	vara	förtrogen	med.	

Vissa	egenskaper	hos	dessa	funktioner	kan	vi	se	direkt	ur	figur	6.1.	Efter-
som	0	≤	a	≤	c	är	0	≤	sin	v	≤	1.	I	dessa	olikheter	kan	likhet	gälla,	ty	vi	godtar	
extremfallet	v	=	0,	då	a	=	0	och	det	motsatta	extremfallet	v	=	90°,	då	a	=	c.	I	
extremfallen	är	triangeln	”urartad”,	men	innebörden	är	lätt	att	se.	Då	v	växer	
från	0	till	90°	växer	sin	v	från	0	till	1.	På	samma	sätt	ser	vi	att	cos	v	avtar	från	1	
till	0	då	v	växer	från	0	till	90°.

Två	vinklar,	vars	summa	är	90°	kallas	komplementvinklar.	Av	figur	6.1	och	
definitionerna	på	sin	och	cos	framgår	att	cosinus	för	en	vinkel	är	komplement-
vinkelns	 sinus,	 dvs.	 cos	 v	 =	 sin(90°	 –	 v).	 Av	 definitionerna	 följer	 vidare	 att		
tan	v	=	sin	v	/	cos	v.	Tangensfunktionen	är	växande	och	tan	0	=	0.	För	v	=	90°	
existerar	inte	tan	v,	men	vi	ser	att	tan	v	växer	över	alla	gränser	då	v	närmar	sig	
90°.	

Följande	tabell	exemplifierar	närmevärden	på	sin,	cos	och	tan.

v [deg] 0 10 20 30 40 45 50 60 70 80 90 

sin v 0 .17 .34 .50 .64 .71 .77 .87 .94 .98 1

cos v 1 .98 .94 .87 .77 .71 .64 .50 .34 .17 0

tan v 0 .18 .36 .58 .84 1 1.19 1.73 2.75 5.67 –
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Figur	6.9	visar	de	tre	funktionernas	grafer.	Eftersom	tan	v	växer	över	alla	
gränser	då	v närmar	sig	90°	måste	grafen	för	tan	huggas	av	en	bit	från	90°.	Här	
har	grafen	av	det	skälet	presenterats	i	två	bilder.	Skalorna	i	vertikal	led	är	valda	
av	Matlabsystemet.	Medelst	programmet	funk.m	kan	du	variera	det	intervall	
där	grafen	för	tan	visas	och	studera	effekten	av	att	låta	intervallets	högra	änd-
punkt	närma	sig	90°.

6.12 Enhetscirkeln, utvidgning av sinus och cosinus, radianer

Definitionen	 utifrån	 rätvinkliga	 trianglar,	 som	 i	 figur	 6.1,	 förutsätter	 att		
0	≤	v	≤	90°.	Men	sinus-	och	cosinusfunktionernas	definitioner	kan	utvidgas	till	
godtyckliga	vinklar.	För	det	syftet	placerar	vi	triangeln	i	ett	rätvinkligt	koor-
dinatsystem	med	vinkelspetsen	i	origo	och	den	vågräta	kateten	längs	positiva	
x-axeln.	Välj	i	fortsättningen	c	=	1.	När	v	varierar	kommer	hypotenusans	andra	
ändpunkt	(x ,y)	att	röra	sig	längs	en	cirkel	med	medelpunkt	i	origo	och	radien	
1,	den	s.k.	enhetscirkeln.	Så	länge	0	<	v	<	90°	befinner	vi	oss	i	första	kvadran-
ten.	Låter	vi	v	växa,	passerar	vi	i	tur	och	ordning	2:a,	3:e	och	4:e	kvadranten	
för	att	sen	börja	om	i	1:a	kvadranten.	På	det	sättet	kan	vi	fortsätta	varv	efter	
varv.	Startar	vi	vid	x-axeln	med	v	=	0	och	låter	punkten	(x ,y)	röra	sig	medsols,	
uppfattar	vi	v	som	negativ.	Tecknen	på	x	och	y	i	de	fyra	kvadranterna	framgår	
av	figur	6.10.
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Figur 6.9. Grafer för sin, cos och tan. (Källa: FHS)
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Vi	definierar	nu	utifrån	dessa	förutsättningar

	 sin	v	=	y,	cos	v	=	x	 	 	 	 	 (6)

Du	kan	se	att	de	definitionerna,	så	länge	vi	ligger	i	1:a	kvadranten,	stämmer	
med	de	föregående	definitionerna.	Nu	är	sin	och	cos	definierade	för	alla	reella	
vinklar.	På	enhetscirkeln	gäller	enligt	Pythagoras	sats	x2	+	y2	=	1,	varför

	 sin2	v	+	cos2	v	=	1	 	 	 	 	 (7)

Denna	relation	kallas	”trigonometriska	ettan”.	(sin2	v är	ett	kortare	skrivsätt	
för	(sin	v)2	o.s.v.)

Här	följer	några	andra	relationer	som	direkt	kan	utläsas	ur	definitionerna.

	 sin(v	+	360°)	=	sin	v,	cos(v	+	360°)	=	cos	v	 	 	 (8)

utsäger	 att	 funktionerna	 är	 periodiska	 med	 perioden	 360°.	 Det	 betyder	 att	
funktionerna	upprepar	sina	förlopp	varv	efter	varv.
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Figur 6.10. Enhetscirkeln och kvadranterna. (Källa: FHS)
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En	funktion	f	där	f (–x)	=	f (x)	för	alla	x	sägs	vara	jämn.	Är	f (–x)	=	–	f (x)	
för	alla	x	sägs	f	vara	udda.	Cosinus	är	en	jämn	funktion	medan	sinus	är	udda,	
alltså

	 cos(–v)	=	cos	v,	sin(–v)	=	–sin	v	 	 	 	 (9)

Att	 cosinus	 är	 komplementvinkelns	 sinus	 har	 vi	 redan	 sett.	 Detta	 gäller	
också	för	de	nu	utvidgade	funktionerna.	Kombineras	det	med	att	cosinus	är	
jämn,	erhåller	vi

	 sin(v	+	90°)	=	cos	v	 	 	 	 	 (10)

Den	 relationen	utsäger	 att	de	 två	 funktionerna	är	 lika	 så	när	 som	på	att	
cosinus	är	vad	man	säger	fasförskjuten	90°	i	förhållande	till	sinus.

När	vi	ska	studera	derivation	av	sin	och	cos	är	en	grad	inte	någon	lämplig	
vinkelenhet.	Vi	behöver	en	enhet	som	står	i	en	enkel	relation	till	sinusfunktio-
nen.	Vinkelbenen	skär	av	en	båge	av	enhetscirkeln	vars	längd	är	proportionell	
mot	v.	Vi	 låter	denna	 längd	vara	måttet	på	v.	Den	så	erhållna	vinkelenhetn	
kallas	1	radian	(rad).	Enhetscirkelns	hela	omkrets	är	2π.	Alltså	är	2π	radianer		
=	360°,	varav

	 1	rad	=	180°
π

	≈	57.3	deg		 	 	 	 	 (11)

När	vinklar	mäts	i	rad	brukar	rad	inte	skrivas	ut,	ty	en	vinkelenhet	är	di-
mensionslös,	och	rad	är	underförstådd	om	ingen	annan	enhet	sätts	ut.	

Är	man	van	vid	att	tänka	i	grader,	krävs	det	en	mental	omställning	att	gå	
över	till	radianer.	I	figur	6.11	har	vinklarna	i	radianer	satts	ut	för	några	vanligt	
förekommande	riktningar.	Siffrorna	inom	parentes	är	resp.	vinkels	mått	i	deg	
(som	inte	heller	skrivits	ut	i	denna	figur).	

Figur	6.12.	visar	situationen	för	en	liten	positiv	vinkel	v.	Bågens	längd	är	
markerad	med	v,	och	den	lodräta	sträckans	längd	är	sin	v.	Ju	mindre	v	är,	desto	
mer	lika	blir	som	synes	v	och	sin	v.	Man	kan	visa	med	stränga	matematiska	
metoder	att	=	sin	v

v 	går	mot	1	då	v	går	mot	0.
Innebörden	i	det	är	att	derivatan	av	sin	v	är	lika	med	1	då	v	=	0.	En	fortsatt	

undersökning	av	sinus-	och	cosinusfunktionen	leder	till	relationerna	

 D	sin	v	=	cos	v	och	D	cos	v	=	–	sin	v	 	 	 (12)

I	fält	kan	radianens	egenskap	av	bågmått	utnyttjas	praktiskt	genom	att	in-
strument	graderas	 i	något	 som	 liknar	milliradianer.	En	 sträcka	av	1	m,	 som	
iakttas	på	ett	avstånd	av	1	km,	upptar	en	vinkel	på	ca	en	milliradian.	Antalet	
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I	Matlab	skriver	man	normalt	"pi"	i	stället	för	"		".	Vinklarna	som	är
uttryckta	i	pi	är	mätta	i	radianer,	vinklarna	inom	parentes	i	grader.

Varje	riktning	svarar	mot	oändligt	många	alternativa	vinklar.
Man	kan	lägga	till	eller	dra	ifrån	ett	godtyckligt	antal	varv.

Figur 6.11. Vinklar i radianer (resp. grader) för några vanligt förekommande riktningar.  
(Källa: FHS)

vsin v

Figur 6.12. En liten positiv vinkel och dess sinus. (Källa: FHS)

milliradianer	på	ett	varv	är	6	283.2.	Man	måste	därför	avrunda	till	ett	heltal.	
Avrundar	man	till	närmaste	hundratal	får	man	enheten	1	streck =	1/6	300	varv.	
En	något	sämre	approxation	är	1	mils =	1/6	400	varv,	som	har	den	fördelen	att	
en	kvadrant	består	av	ett	helt	hundratal	mils,	1	600.	Men	den	sämre	approxi-
mationen	kan	 i	 praktiken	vara	 en	nackdel	 vid	 skjutning	med	hög	precision,	
särskilt	inom	luftvärnet.
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6.13 Sinus som representation av svängningar

Om	vinklarna	representeras	längs	den	vågräta	axeln,	samt	sinus-	och	cosinus-
funktionernas	värden	längs	den	lodräta,	kommer	dessa	funktioner	att	represen-
teras	av	kurvor	som	i	figur	6.13.

Med	vinklarna	i	radianer	har	sin	och	cos	perioden	2π	vilket	syns	på	att	deras	
förlopp	upprepar	sig	med	ett	mellanrum	av	ca	6.28	enheter.

Det	första	diagrammet	visar	y	=	sin	x	(där	den	vågräta	axeln	är	x-axeln	och	
den	lodräta	y-axeln).	Det	andra	diagrammet	visar	y	=	cos	x.	Tittar	man	närmare	
på	kurvorna	ser	man	att	varje	punkt	på	cosinuskurvan	 ligger	ca	1.6	enheter	
före	motsv.	punkt	på	sinuskurvan	(π	/	2	≈	1.57).	Det	tredje	diagrammet	visar	
kurvan	y	=	sin(x	+	π	/	4).	Kolla	att	den	ligger	ca	0.8	enheter	före	sinuskurvan	
–	i	x-led	mitt	emellan	sinus-	och	cosinuskurvan.

Funktionen	y	=	sin(x	+	φ)	är	fasförskjuten	vinkeln	φ (phi)	i	förhållande	till	
funktionen	y	=	sin(x).	Vinkeln	φ kallas	fasvinkeln.

Sinus	 och	 cosinus	 uppträder	 vanligen	 som	 tidsfunktioner.	 Vinkeln	 v	 är	
då	proportionell	mot	 tiden.	En	 vanlig	beteckning	 är	v	 =	ω t.	 (Den	grekiska	
bokstaven	ω	 uttalas	 omega.)	Ett	 fysikaliskt	 förlopp,	 som	kan	beskrivas	med	
funktionen	y	=	sin(ω t	+	φ),	där	y	är	en	fysikalisk	storhet	–	en	variabel	sträcka,	
spänning,	 strömstyrka,	 fältstyrka	 etc.	 –	 är	 en	 sinusformad	 svängning.	 Dess		
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Figur 6.13. Sinuskurvor med olika fasvinklar. (Källa: FHS)
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periodtid	är	2π	/	ω och	dess	frekvens,	dvs.	antalet	perioder	per	sekund,	är	ω / 2π.		
Storheten	ω kallas	svängningens	vinkelfrekvens.

Programmet	sincos.m	är	till	för	att	åskådliggöra	de	nu	behandlade	funktio-
nerna.	Det	består	av	fyra	delar.	Del	1	avser	illustrera	hur	sin	och	cos	genereras	
av	en	rörlig	punkt	på	enhetscirkeln.

Del	2	visar	hur	en	fasförskjuten	sinussvängning	kan	uppfattas	som	en	bland-
ning	av	sin	och	cos	i	 lämpliga	proportioner.	Den	bakomliggande	formeln	är		
sin(ω t	+	φ)	=	sin	ω t	cosφ	+	cos	ω t sinφ,	som	vi	dock	inte	härleder	här.

I	del	3	visas	interferens	(överlagring)	av	två	sinusvågor	med	olika	frekvens,	
som	rör	sig	i	förhållande	till	varandra.	Du	kan	välja	hur	frekvenserna	ska	för-
hålla	sig	till	varandra.

Del	 4	 visar	 ett	 exempel	 på	 en	 viktig	 tillämpning	 av	 sinus-	 och	 cosinus-
funktioner.	Varje	periodiskt	förlopp	med	vinkelfrekvensen	ω0 	kan	tänkas	sam-
mansatt	 av	 rena	 sinus-	 och	 cosinussvängningar,	 vars	 vinkelfrekvenser	 är	 ω0	
själv	(grundtonen)	och	heltalsmultipler	av	ω0 (övertonerna).	Detta	faktum	är	
av	stor	teknisk	betydelse	vid	signalbehandling.	Benämningarna	”grund-”	och	
”övertoner”	är	hämtade	från	akustiken	och	är	kanske	välkända	för	dem	som	
sysslar	med	musik.

6.14 Kort om integraler

Du	har	kanske	 förut	 sett	 ett	 integraltecken,	”∫”.	Det	är	 ingen	 slump	att	det	
liknar	ett	”S”.	En	integral	är	nämligen	en	sorts	summa.	Fysikaliska	storheter,	
som	kan	uppfattas	som	summor	av	ett	stort	antal	små	delar,	beräknas	ofta	med	
hjälp	av	integraler.	Som	exempel	nämner	vi	den	elektriska	fältstyrka	i	en	punkt,	
som	orsakas	av	ett	stort	antal	elementarladdningar	i	dess	närhet.

De	smådelar,	som	en	integral	kan	uppfattas	som	summan	av,	kallas	differen-
tialer.	Vi	mötte	begreppet	i	samband	med	derivatan	(avsnitt	7.8)	och	återkny-
ter	till	det	nu.	Betrakta	ett	intervall	[a,b]	på	x-axeln.

Vi	delar	in	intervallet	i	delintervall	med	längd	dx	(som	kan	ha	olika	värden	
för	olika	delintervall).	

a dx b x

Summan	av	delintervallens	 längder	är	förstås	 längden	av	[a,b]	dvs.	b	–	a	
(där	vi	nu	antar	att	a	<	b).	Vi	betecknar	denna	summa	medelst	integraltecknet,	
varvid	sträckans	vänstra	ändpunkt,	a,	markeras	nertill	på	integraltecknet	och	
den	högra	ändpunkten,	b,	markeras	upptill.	Med	det	beteckningssättet	får	vi	
alltså
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Vi	benämner	a den	undre integrationsgränsen	och	b	den	övre.	Symbolen	
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uttalas	”integralen	från	a	till	b”.
Meningen	med	detta	framgår	först	när	man	tillämpar	det	på	en	funktion	

av	x,	Vi	börjar	med	en	linjär	funktion,	Y	=	kx.	När	x	genomlöper	intervallet	
[a,b]	på	x-axeln,	genomlöper	Y	intervallet	[ka,kb]	på	Y-axeln.	Av	Y	=	kx följer	
dY	=	kdx.	Integrationsgränserna	bestäms	av	vilken	variabel	vi	integrerar	med	
avseende	på.	Vi	får	då	följande	två	uttryck	för	en	och	samma	integral:
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	 	 	 (14)	

Nu	ersätter	vi	Y	=	kx med	en	funktion	Y	=	F (x),	som	inte	nödvändigtvis	är	
linjär.	Om	vi	sätter	FF ′(x)	=	f (x)	erhåller	vi	dY	=	f (x)dx.	(Se	figur	6.6	och	byt	
där	ut	f	mot	F	och	y mot Y.)	Vi	ersätter	också	ka	med	F (a)	och	kb	med	F (b),	
varvid	(14)	övergår	i	
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Integralens	definition	är	dock	 inte	 så	enkel	 som	jag	här	 framställt	 saken,	
eftersom	differentialen	av	F(x)	är	differensen	längs	kurvans	tangent,	inte	längs	
kurvan	själv	annat	än	då	grafen	till	F	är	en	rät	linje.	För	allmännare	funktioner	
definieras	 integralen	 medelst	 en	 gränsprocess,	 där	 differenserna	 i	 x	 går	 mot	
noll.	

Integralens	 fysikaliska	 innebörd	beror	av	vad	x	och	 f (x)	är	 för	slags	stor-
heter.	Låt	först	x	och	f (x)	vara	vanliga	lägeskoordinater.	Om	dx	är	litet,	varie-
rar	 f	endast	 litet	 i	 intervallet	[x,x	+	dx].	Strimlan	mellan	x-axeln	och	kurvan		
y = f (x)	i	detta	intervall	kan	vi	då	approximera	med	en	rektangel	med	bredden	
dx	och	höjden	f (x).	Summan	av	alla	sådana	strimlors	areor	är	hela	arean	mellan	
kurvan	och	x-axeln	i	intervallet	[a,b],	dvs.	integralen	(15)	är	lika	med	denna	
area.	Integralen	är	alltså	en	storhet	av	samma	slag	som	produkten	f (x)dx.	Här	
kommer	ytterligare	tre	exempel:
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Om	en	partikel	flyttas	under	inverkan	av	en	kraft	i	förflyttningens	riktning	
och	med	absolutbeloppet	 f (x),	 så	betyder	 f (x)dx det	arbete	som	uträttas	vid	
förflyttningen	från	x	till	x	+	dx.	

	

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är	hela	arbetet	vid	förflyttningen	från	a	till	b.	
Om	t	är	tiden	och	f (t)	är	farten	hos	något	som	rör	sig,	så	är	f (t)dt	den	till-

ryggalagda	sträckan	under	tidsintervallet	[t, t	+	dt].	
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är	hela	den	tillryggalagda	sträckan	under	tidsintervallet	[a,b].	
Om	t	är	tiden	och	p (t)	är	den	effekt	en	motor	utvecklar,	så	är	p (t)dt	det	

arbete	motorn	uträttar	under	tidsintervallet	[t, t	+	dt].	
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är	hela	det	uträttade	arbetet	under	tidsintervallet	[a,b].
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7. Mekanik

7.1 Allmän bakgrund

I	detta	avsnitt	skall	vi,	mycket	översiktligt	och	förenklat,	avhandla	den	klassiska	
mekaniken	som	huvudsakligen	härstammar	 från	Newton.*	Detta	har	varit	de	
modeller	(se	kapitel	5)	som	i	princip	varit	gällande	från	det	att	de	publicerades	
till	tidigt	1900-tal	då	Albert	Einstein	presenterade	sina	relativitetsteorier	och	där	
Newtons	teorier	till	delar	kom	att	modifieras.	För	vardaglig,	praktisk	verksamhet	
duger	dock	Newtons	teorier	mer	än	väl;	det	är	först	när	man	arbetar	med	hastig-
heter	nära	ljusets,	som	de	blir	mindre	användbara.	Den	klassiska	mekaniken	kan	
sägas	behandla	materiella	system	i	vila	eller	rörelse	och	de	krafter	som	då	är	in-
blandade.	Studiet	av	system	i	vila	kallas	statik	och	studier	av	system	i	rörelse	kall-
las	dynamik.	Dynamiken	kan	i	sin	tur	delas	in,	något	som	vi	dock	inte	gör	här.	I	
mekaniken	behandlas	system	av	mycket	varierande	storlek,	allt	från	mycket	små	
system,	dock	inte	så	små	som	på	molekyler	eller	atomer,	upp	till	system	av	stjär-
nor,	planeter	och	andra	himlakroppar.	Begreppet	materiella	 system	kan	 inne-
fatta	mycket,	några	typer	är	partiklar,	stela	kroppar,	deformerbara	kroppar,	och	
fluider.	Deformerbara	kroppars	mekanik	kan	sägas	vara	de	delar	av	mekaniken	
som	avhandlas	inom	hållfasthetsläran	medan	fluiders	mekanik	brukar	benämnas	
strömningslära,	som	är	en	grund	för	hydro-	och	aerodynamik	(se	kapitlen	9	och	
12).	Det	vi	här	huvudsakligen	kommer	att	behandla	är	s.k.	stela	kroppar.	

Det	absolut	övervägande	antalet	fall	inom	mekaniken	involverar	vektorer.	
Dessa	problem	 löses	på	olika	 sätt	bl.a.	genom	att	komposantuppdela	vekto-
rerna	och	arbeta	med	ekvationssystem	med	de	olika	komposanterna.	I	denna	
framställning	görs	inga	sådana	beräkningar	utan	de	uttryck	som	ges	kan	sägas	
gälla	för	ett	endimensionellt	fall,	men	kan	lätt	utvecklas	till	fler	dimensioner.
*	 Newton	levde	i	England	åren	1642–1727,	se	bl.a.	Ny Teknik,	Nr	23,	7	juni	2006.	
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7.2 Begrepp och storheter

Med	”partikel”	avses	i	den	klassiska	mekaniken	inte	en	elementarpartikel,	dvs.	
atom,	molekyl	eller	motsv.	utan	en	kropp	vilken	som	helst,	men	vars	storlek	
saknar	betydelse	för	det	aktuella	problemets	lösande.*	Ofta	börjar	man	med	att	
göra	beräkningar	för	en	partikel	för	att	sedan	förfina	modellen.	Det	är	också	
oftast	ytterst	lämpligt	att	göra	denna	ansats	vid	överslagsmässiga	beräkningar.	

Med	”kropp”	avses	i	princip	vilket	föremål	som	helst	(och	inte	enbart	det	
man	kanske	först	kommer	att	tänka	på).	Med	stel	kropp	förstås	en	kropp	där	
varje	punkt	i	kroppen	hela	tiden	ligger	i	samma	läge	i	förhållande	till	alla	övriga	
punkter.	Detta	är	en	approximation	av	verkligheten	(en	modell)	vi	gör,	för	i	
verkligheten	är	ju	inget	föremål	helt	stelt.	

Inom	fysiken	arbetar	man	med	ett	enhetssystem	med	sju	grundstorheter.	
Det	finns	ett	flertal	andra	enhetssystem,	men	vi	använder	något	som	kallas	SI-
systemet	(Système	International	d´Unités),	vilket	också	börjar	bli	det	i	världen	
helt	dominerande.	De	grundstorheter	som	är	(mest)	aktuella	inom	mekaniken	
är	 längd,	 tid	och	massa,	övriga	 storheter,	 som	vi	kommer	 i	kontakt	med,	är	
s.k.	härledda	storheter,	och	de	nämns	där	det	är	aktuellt.	Förknippat	med	varje	
storhet	finns	en	enhet	(jmf.	avsnitt	6.2),	enligt	nedanstående	tabell.	(Av	övriga	
system	är	det	som	används	i	US,	speciellt	i	litet	äldre	litteratur,	det	som	är	mest	
vanligt	förekommande.)	Fördelen	med	att	använda	SI-systemet	är	att	inga	om-
vandlingstal	eller	”onödiga”	konstanter	behöver	användas.

Grundstorhet Beteckning (vanligast 
förekommande)

Enhet Enhetens 
beteckning

I USA förekommande 
enheter och bet.

Längd l, L meter m slug

Tid t sekund s second (sec)

Massa m, M kilogram (kilo) kg pound (lb)

1 meter,	1 m,	definierades	ursprungligen	av	internationella	meterprototy-
pen	i	Paris,	men	är	numera	definierat	som	den	sträcka	ljuset	går	under	tidsin-
tervallet	1/299	792	458	s.

1 sekund,	1 s,	definierades	ursprungligen	som	1/86	400	av	ett	medelsol-
dygn	 men	 den	 moderna	 definitionen	 är	 att	 det	 är	 tiden	 för	 9	192	631	770	
perioder	av	 ljusstrålningen	av	en	viss	våglängd	som	sänds	ut	av	cesium	133,	
under	vissa	förhållanden

1 kilogram,	1 kg,	definieras	av	kilogramprototypen	i	Paris.	Massenheten	är	
den	enda	grundenhet	som	inte	har	en	”atomär”	definition	i	dagens	läge.

*	 Elementarpartiklarnas	mekanik	m.m.	studeras	i	ämnet	”kvantfysik”,	och	berörs	inte	alls	här.
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Man	 talar	 ibland	om	vikt	och	 tyngd.	Vikt	kan	 sägas	 vara	 en	äldre,	 även	
om	den	används	flitigt	än	idag,	benämning	för	massa.	Tyngd	är	den	kraft	(se	
avsnitt	7.4.2)	med	vilken	jorden	påverkar	en	viss	massa.	(Uttrycket	”tyngdlöst	
tillstånd”	används	ofta	när	det	gäller	rymdflygningar,	detta	är	ett	tillstånd	då	
t.ex.	jordens	dragningskraft	balanseras	av	andra	krafter.)

7.3 Koordinatsystem i mekaniken – tröghet

De	”lagar”	och	formler,	som	kommer	att	avhandlas	i	mekaniken	här,	gäller	i	ett	
fast	(fixt)	koordinatsystem.	Oftast	anser	vi	att	ett	koordinatsystem	som	”sitter	
fast”	i	jorden	kan	betraktas	som	fast.	

Ett	enkelt	exempel	på	rörligt	koordinatsystem	är	om	vi	t.ex.	tänker	oss	ett	
tåg,	som	går	med	konstant	hastighet,	på	en	rak	bana.	Vi	kan	då	lägga	ett	koordi-
natsystem	som	”sitter	fast”	i	tåget.	Om	du	skall	gå	från	din	plats	till	restaurang-
vagnen	är	du	ju	i	första	hand	intresserad	av	vad	som	händer	i	detta	”tågfasta”	
koordinatsystem.	Så	länge	tåget	rör	sig	rakt	fram	och	med	konstant	hastighet	
är	problemet	tämligen	enkelt.	Om	tåget	börjar	bromsa	upplever	du	det	som	
en	kraft	som	vill	slunga	dig	framåt	i	tåget.	Detta	kallas	ofta	för	”tröghet”	eller	
”tröghetskraft”.	Det	är	dock	ingen	kraft	 i	den	mening	vi	senare	kommer	att	
behandla,	utan	endast	ett	uttryck	för	att	det	koordinatsystem	som	du	betraktar,	
nämligen	det	”tågfasta”,	retarderar	och	du	vill	fortsätta	med	oförändrad	hastig-
het	(se	avsnitt	7.4.5)	i	det	fasta	koordinatsystemet.	Vi	vet	ju	alla	att	jorden	rör*	
sig	(roterar	runt	sin	egen	axel,	vandrar	runt	solen	osv.)	vilket	gör	att	för	vissa	
tillämpningar,	t.ex.	vid	studier	av	långskjutande	artilleri,	långskjutande	robotar	
m.m.	måste	man	beakta	att	ett	koordinatsystem	som	sitter	fast	i	jorden	är	ett	
rörligt	system,	som	har	både	s.k.	translation	och	rotation.	Principer	finns	för	
hur	omräkning	mellan	olika	koordinatsystem	skall	göras.	I	dessa	sammanhang	
talas	ofta	om	Coriolis	krafter	och	Coriolis	acceleration.	Detta	är	dock	inga	”rik-
tiga”	krafter�	eller	accelerationer	utan	faktorer	som	kommer	in	i	beräkningarna	
pga.	att	det	koordinatsystem	vi	studerar	rörelsen	i	rör	sig	på	ett	eller	fler	sätt.

7.4 Tyngdpunktens rörelse – translation

När	man	studerar	en	kropps	rörelse	delar	man	ofta	upp	denna	rörelse	i	två	delar:

1.	 Tyngdpunktens	rörelse

2.	 Rörelse	kring	tyngdpunkten

*	 Vem	sade	”…och	ändock	rör	hon	sig…”,	när	och	varför?
�	 De	benäms	ibland	”skenbara	krafter”.
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Det	första	delproblemet,	som	man	oftast	är	intresserad	av,	är	hur	ett	före-
mål,	en	kropp,	rör	sig	i	stort,	t.ex.	hur	en	projektilbana	går	genom	lufthavet	el-
ler	en	robot	flyger	fram.	(Man	antar	då	inledningsvis	att	den	kommer	med	”rätt	
ände”	först.)	Den	ansats	man	gör	är	att	kroppen	är	en	punkt	med	samma	massa	
som	det	verkliga	föremålet	har.	På	denna	punkt	verkar	sedan	olika	krafter,	som	
kommer	att	bestämma	hur	kroppen	rör	sig.	I	varje	kropp	finns	en	punkt	där	
all	massa	kan	tänkas	koncentrerad	(se	avsnitt	7.4.3)	och	denna	punkt	kallas	
tyngdpunkt	eller	masscentrum	och	punktens	rörelse	benämns	translationsrö-
relse.	Man	talar	också	emellanåt	om	en	punktmassa	och	dess	rörelse,	vilket	är	
samma	sak.	

Ovan	sades	att	”man	antog	att	projektilen	kom	med	rätt	ände	före”.	För	
att	säkerställa	att	så	är	fallet	behöver	man	studera	hur	kroppen	roterar,	rörel-
sen	runt	tyngdpunkten	(se	avsnitt	7.5.4).	Inledningsvis	betraktar	vi	nu	enbart	
tyngdpunktens	rörelse.

7.4.1	 Sträcka,	hastighet	och	acceleration

Om	ett	föremål,	en	”partikel”	(se	7.2),	rör	sig	längs	en	rät	linje	med	konstant	
hastighet	kan	man	bestämma	denna	hastighet	genom	att	mäta	tiden,	t,	för	att	
tillryggalägga	en	viss	sträcka,	s.	Hastigheten,	ofta	betecknad	med	V	eller	v,	är	
den	aktuella	sträckan	dividerat	med	den	uppmätta	tiden.	Omvänt	kan	alltså	
tillryggalagd	sträcka	beräknas	som	hastighet	multiplicerat	med	tiden	(med	an-
taganden	enligt	vad	som	sades	inledningsvis	i	detta	avsnitt).

Enheten	för	hastighet	är	1 m/s,	och	denna	storhet	är	en	s.k.	härledd	storhet	
(se	avsnitt	7.2).	Om	hastigheten	inte	är	konstant	fås	med	en	mätning	på	be-
skrivet	sätt	medelhastigheten.	Önskar	man	en	uppfattning	om	hur	hastigheten	
förändras	utefter	en	sträcka	får	man,	i	princip,	göra	mätningar	över	ett	stort	
antal	mycket	små	sträckor.

Hastigheten	är	en	vektor	vilket	 innebär	att	den	kännetecknas	av	såväl	en	
storlek	som	en	riktning.	Grafiskt	illustreras	vektorer	oftast	med	pilar.	

Förändring,	ökning,	av	hastigheten	kallas	acceleration,	och	negativ	accele-
ration,	alltså	minskning	av	hastigheten,	kallas	retardation.	På	motsvarande	sätt	
som	beskrevs	ovan	kan	accelerationen,	om	den	är	konstant,	beräknas	genom	
att	bestämma	hastigheten	vid	två	tidpunkter	och	sedan	dividera	den	uppmätta	
hastighetsförändringen	med	tiden	mellan	mättillfällena.	Omvänt	beräknas	has-
tighetsökning	genom	att	multiplicera	accelerationen	(antagen	konstant)	med	
tiden.

Enheten	för	acceleration,	ofta	betecknad	med	a,	är	1 m/s2	[=1(m/s)/s],	vil-
ket	liksom	hastigheten	är	en	vektor	och	en	härledd	storhet.

Vid	konstant	acceleration	kan	hastigheten,	V,	beräknas	som	V	=	V0	+	at,	där	
V0	är	hastigheten	då	tiden	t	=	0.
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Hastigheten	kan	också	beräknas	 som	funktion	av	 sträckan,	nämligen	ge-
nom	att	använda	uttrycket V2 – V0

2 = 2 as,	under	förutsättning	att	hastigheten	
V	=	V0	då	sträckan	s	=	0.

Sträckan	beräknas	som	s = 0.5at2 +V0 t	under	antagandet	att	sträckan	bör-
jar	mätas	då	tiden	börjar	mätas	(t=0)	och	att	hastigheten	då	är	V0.

Mer	stringent	och	allmänt,	utan	antagande	om	konstant	hastighet	eller	ac-
celeration,	kan	det	nyss	sagda	beskrivas	med	följande:

	
V = ds

dt
s= 

Hastigheten,	V,	är	tidsderivatan	av	sträckan,	s,	och	accelerationen,	a,	defi-
nieras	som	tidsderivatan	av	hastigheten	(jmf.	avsnitt	6.8),

	
a = dV

dt
d s
dt

 = V = s  vilket också kan utvecklas till V dV
ds

2

2=  
	

vilket	också	kan	utvecklas	till	

	
a = dV

dt
d s
dt

 = V = s  vilket också kan utvecklas till V dV
ds

2

2=  

Omvänt	gäller

	
V adt

V

V

0

= ∫

resp.

	

s Vdt
s

s

0

= ∫

7.4.2	 Krafter

Kraft	är	ett	abstrakt	begrepp	och	svårt	att	definiera.	Inom	fysiken	i	allmänhet	
talar	man	om	olika	krafter	som	”håller	ihop”	universum	i	stort	och	i	smått.	Av	
dessa	krafter	skall	vi	här	bara	diskutera	gravitationskraften.	Lagen	om	gravita-
tionskraften	ställdes	upp	av	Newton	och	säger	att	två	kroppar	attraherar,	dras	
mot,	varandra	med	en	viss	kraft.	Det	är	detta	fenomen	som	vi	kallar	tyngd-
kraften	och	som	gör	att	alla	föremål	nära	jorden	”dras”	mot	jordytan.	Newtons	
gravitationslag	säger	att	två	kroppar	med	massorna	m1	och	m2	och	på	avståndet	
r	mellan	sig	attraherar	varandra	med	en	kraft,	F,	enl.

	
F G

m m
r
1 2

2=

där	G	är	allmänna	gravitationskonstanten	som	har	värdet	≈ 6.67	10–11	(Nm2/
kg2),	se	figur	7.1.



82

Lärobok i militärteknik, vol. 1: Grunder

I	 mekaniken	 är	 det	 yttre	 krafter,	 dvs.	 kraf-
ter	som	t.ex.	får	ett	föremål	att	röra	sig	eller	
ändra	riktning,	som	är	av	intresse.	Inom	an-
dra	 ämnesområden,	 t.ex.	 hållfasthetslära,	 är	
inre	krafter	också	av	intresse.	Även	om	kraft-
begreppet	är	abstrakt	har	vi	nog	alla	en	god	
uppfattning	om	vad	kraft	är,	t.ex.	den	kraft	
som	krävs	för	att	lyfta	ett	föremål	eller	dra	ett	
föremål	över	ett	golv.

Enheten	för	kraft	är	Newton, 1 N,	vilket	är	den	kraft	som	ger	massa	1	kg	
accelerationen	1	m/s2.	Kraften	betecknas	ofta	med	bokstaven	F,	 sorten	 eller	
dimensionen	på	N	är	[kg	•	m/s2].

En	direkt	effekt	av	Newtons	gravitationslag	är	att	varje	föremål	på	eller	nära	
jordytan	påverkas	av	en	kraft,	riktad	mot	jordklotets	centrum,	som	är	9.81	m	
N,	där	m	är	föremålets	massa.	Värdet	9.81,	som	är	ett	allmänt	använt	medel-
värde	och	som	ofta	betecknas	med	”g”,	kommer	bl.a.	av	gravitationskonstanten	
enl.	ovan,	jordens	massa	samt	avståndet	till	jordens	medelpunkt.	

Värdet	9.81	är,	som	redan	nämnts,	ett	medelvärde	som	oftast	används.	Vär-
det	varierar	från	9.83	vid	polerna	till	9.78	vid	ekvatorn	vilket	i	sin	tur	beror	
dels	på	avstånd	till	 jordens	centrum	dels	på	”centrifugalkraften”	på	 jordytan	
(se	nedan).	Dessutom	avtar	värdet	på	g	med	höjden.	Till	yttermera	visso	finns	
lokala	variationer,	om	än	små.

Kraften	är,	liksom	hastighet	och	acceleration	en	vektor,	och	har	alltså	både	
en	storlek	och	en	riktning.	Krafter	tillskrivs	också	ofta	en	angreppspunkt,	dvs.	
en	punkt	där	kraften	kan	tänkas	angripa.	Krafter	adderas	som	vektorer	i	all-
mänhet,	vilket	kan	illustreras	med	det	enkla	fallet	i	figur	7.2	med	två	krafter	
som	angriper	i	samma	punkt.

m1

      F 
          m2

F

Figur 7.1. Två kroppar påverkar 
varandra med kraften F.  
(Källa: FHS)

F1

F2

F1

R

F2

Figur 7.2. Två krafter som angriper samma punkt. (Källa: FHS)

Figur 7.3. Resultanten av två krafter. (Källa: FHS)
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Summan	av	dessa	två	krafter	fås	som	diagonalen	i	den	parallellogram	som	
kan	ritas	med	de	två	krafterna	som	sidor.	Summan	kallas	resultant	och	beteck-
nas	ibland	med	R	(se	figur	7.3).

På	motsvarande	sätt	kan	krafter	adderas	 i	 tre	dimensioner	 likväl	som	fler	
krafter	kan	adderas	till	en	resultant.

Tidigare	har	talats	om	koordinatsystem	i	mekaniken.	En	kraft,	likväl	som	
hastighet	och	acceleration,	delas	oftast	upp	i	komposanter	i	det	koordinatsys-
tem	man	valt	att	arbeta	i	(se	figur	7.4).

En	 kraft	 härstammar	 ofta	 från	 en	 utbredd	 last,	 som	 vattentrycket	 på	 en	
dammlucka.	Denna	utbredda	last	omräknas	dock	i	många	fall,	för	mekaniska	
beräkningar,	till	en	kraft	som	angriper	i	en	viss	punkt.

7.4.3	 Tyngdpunkt	–	masscentrum

Tyngdpunkten,	även	kallat	masscentrum,	för	en	kropp	är	en	tänkt	punkt	där	
kroppens	hela	massa	är	koncentrerad.	Att	använda	denna	modell	av	en	kropp	
har	 visat	 sig	 ytterst	 användbart,	 speciellt	 när	 det	 gäller	 att	 beräkna	 rörelser,	
energi	m.m.

Om	vi	som	exempel	tänker	oss	en	tunn	homogen,	jämntjock	rektangulär	
skiva	av	något	ämne,	att	vi	gör	ett	ytterst	litet	hål	där	diagonalerna	skär	varan-
dra	och	sedan	hänger	upp	skivan	på	en	”nål”	genom	detta	hål	på	en	vertikal	
vägg	så	att	skivan	lätt	kan	rotera,	finner	vi	att	man	kan	ställa	skivan	i	vilket	läge	
som	helst	utan	att	den	vrider	sig.

y

Fy F

xFx

Figur 7.4. En kraft F uppdelat i sina komposanter. (Källa: FHS)

Figur 7.5. Tyngdpunkten för en rektangel. (Källa: FHS)
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Tyngdpunkten	 för	 denna	 skiva	
ligger	 där	 diagonalerna	 skär	 var-
andra.

Om	 vi	 däremot	 hänger	 upp	
skivan,	fortfarande	så	att	den	lätt	
kan	vrida	sig,	kring	någon	annan	
punkt	kommer	den	alltid	att	vrida	
sig	så	att	 tyngdpunkten	kommer	
att	 ligga	 rakt	 under	 upphäng-
ningspunkten.	 (Ett	 undantag	

finns	och	det	är	när	tyngdpunkten	ligger	rakt	över	upphängningspunkten,	men	
vid	allra	minsta	lilla	störning	kommer	skivan	att	snurra	så	att	tyngdpunkten	till	
slut	ligger	rakt	under	upphängningspunkten	igen.)	Tyngdkraften	(jordens	drag-
ningskraft)	kan	alltså	tänkas	verka	i	en	enda	punkt,	nämligen	tyngdpunkten.

Hur	tyngdpunkten	beräknas	berörs	inte	här,	utan	vi	nöjer	oss	med	att	hän-
visa	till	att	för	”enkla”	geometrier	finns	formler	för	var	tyngdpunkten	ligger	i	
tabellverk	av	typen	TEFYMA.*	Där	finns	också	de	generella	uttrycken	för	beräk-
ning	av	tyngdpunkten	för	mer	komplicerade	kroppar	eller	system	av	kroppar.	

Här	kan	vi	också	påminna	om	att	ett	föremål	står	stabilt	så	länge	lodlinjen	
genom	tyngdpunkten	faller	innanför	stödytan,	men	stjälper	då	så	inte	är	fallet	
(se	figur	7.6).

7.4.4	 Newtons	lagar

Allmänt	 talar	 man	 om	 Newtons	 tre	 lagar	 i	 mekaniken.	 Dessa	 är	 enligt	 föl-
jande.

• Första lagen: Tröghetslagen 

En	kropp	förblir	i	vila	eller	likformig	rörelse	så	länge	inga	yttre	krafter	verkar	på	
kroppen	eller	summan	av	alla	yttre	krafter	är	noll.	Denna	lag	säger	alltså	att	det	
krävs	en	kraft	för	att	ändra	en	kropps	hastighet	och/eller	rörelseriktning.

• Andra lagen: Accelerationslagen

Ändringen	per	tidsenhet	av	en	kropps	rörelsemängd	är	proportionell	mot	den	
verkande	kraften	och	ligger	i	dennas	riktning.

Först	måste	vi	definiera	”rörelsemängd”.	Med	rörelsemängd	avses	produk-
ten	av	en	kropps	massa	och	hastighet,	mV.	I	nästan	alla	intressanta	fall	studerar	
vi	 kroppar	 med	 konstant	 massa	 varvid	 lagen	 kan	 formuleras	 som	 kraften	 =	
produkten	av	massa	och	acceleration	=	(massa)	•	(acceleration),	F = ma.	Denna	

*	 Ett	annat	exempel	är	Carl	Nordling	and	Jonny	Österman,	Physics Handbook for Science and 
Engineering (Lund:	Studentlitteratur,	2006).

																														Står	stabilt																			Faller	

Figur 7.6. Stabilitet. (Källa: FHS)
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formel	är	troligen	den	mest	grundläggande	av	alla	samband	inom	dynamiken.	
Ur	detta	fås	att	accelerationen	är	kraften	dividerat	med	massan,	a = F/m.	Det	
allmänna	matematiska	uttrycket	lyder	enl.	följande

	
F d(mV)

dt
=

där	mV	således	är	rörelsemängden.	Då	det	vanligaste	fallet	är	att	m	är	konstant	
blir	uttrycket	ovan

	
F m

dV
dt

ma= =

Ändringen	av	rörelsemängd	kallas	impuls.	Impulsen,	I,	kan,	vid	konstant	
kraft,	beräknas	som	produkten	av	kraft	och	tid,	I = Ft,	eller	allmänt	som	

		
I Fdt

o

t

= ∫
Enheten	för	impuls	är	Newtonsekunder, Ns.

Ett	fall	där	massan	inte	kan	betraktas	som	konstant	är	vid	studiet	av	raketmo-
torer	och	robotar	med	raketmotorer,	där	ju	bränsle	förbränns	och	totala	massan	
minskar.	Där	finns	också	begreppet	impuls,	men	detta	berörs	inte	mer	här.*

• Tredje lagen: Lagen om verkan och motverkan

Mot	varje	kraft	svarar	en	lika	stor	och	motriktad	kraft,	reaktionskraft,	så	att	de	
ömsesidigt	mellan	två	kroppar	verkande	krafterna	alltid	är	lika	stora	och	mot-
satt	riktade.	Detta	innebär	t.ex.	att	då	du	står	på	golvet	påverkar	du	golvet	med	
din	tyngd,	mg,	där	m	är	din	massa	och	g	≈	9.81	(enl.	ovan)	som	är	riktad	nedåt,	
och	samtidigt	påverkar	golvet	dig	med	en	lika	stor	kraft	som	är	riktad	uppåt.

7.4.5	 Rätlinjig	rörelse

Vi	tänker	oss	här	att	vi	för	enkelhets	skull	bara	rör	oss	utefter	en	rät	linje.	Det	
som	då	gäller	för	sträcka,	hastighet	och	acceleration	har	redogjorts	för	under	
7.4.1.	Det	som	nu	har	tillkommit	är	att	vi	enl.	Newtons	andra	lag	kan	beräkna	
accelerationens	storlek.	

Ovan	betecknades	sträckan	med	”s”.	Då	man	ofta	arbetar	med	koordinat-
system	med	x-,	y-	och	z-axlar	kan	vi	nu	t.ex.	 tänka	oss	att	vi	 rör	oss	utefter	
endast	en	av	dessa	axlar	förslagsvis	x-axeln.	Det	som	då	kommer	att	gälla	är:

	
a F

m
dV
dt

V d x
dt

x V dV
ds

2

2= = = = = = 

*	 I	samband	med	tryck-	och	stötvågsbelastningar	av	konstruktionselement	förstås	med	impuls	
ofta	produkten	(integralen)	av	tryck	och	tid.
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Problem:	 En	 JAS	 39	 står	 vid	 banänden.	 Den	 väger	 12	 ton	 och	 motorn	
lämnar	 80.5	 kN	 dragkraft	 med	 tänd	 efterbrännkammare	 (ebk).	 Vilken	 blir	
accelerationen	 inledningsvis?	Hur	 lång	rullsträcka	behövs	 för	att	uppnå	 lätt-
ningshastigheten,	Vlätt,	 som	vi	 antar	 är	250	km/tim	och	om	vi	bortser	 från	
luftmotståndet	och	antar	att	accelerationen	är	konstant?

Lösning:	Acceleration	är	F/m	=	80	500/12	000	=	6.7	[m/s2].	För	hastigheten	
gäller	V2	=	2as	(förutsatt	att	V0	=	0)vilket	kan	göras	om	till	s	=	V2/2a	vilket	med	
insättning	 ger	 (250	km/s	≈	70	m/s):	 s	=	702/2	•	6.7	≈	366	[m].	 Startsträckan	
blir	således	ca	366	m.	Vid	denna	hastighet	kan	man	inte	helt	bortse	från	luft-
motståndet,	 varför	 den	 verkliga	 startsträckan	 blir	 längre.	 På	 FMV:s	 hemsida	
uppges	startsträckan	till	400	m,	dock	sägs	inget	om	motsvarande	startvikt.

• Fallrörelse

Ett	exempel	på	rätlinjig	rörelse	med	konstant	acceleration	är	fritt	fall.	Accele-
ration	är	här	alltid	g,	som,	enl.	ovan,	antas	vara	9.81	m/s2	nära	jordytan,	om	vi	
bortser	från	luftmotståndet.

Problem: Man	vill	veta	hur	långt	ner	det	är	till	vattenytan	i	en	djup	brunn.	
För	att	få	en	uppskattning	av	detta	släpper	man	en	sten	och	mäter	tiden	till	dess	
att	man	hör	nedslaget.	Vi	bortser	vid	denna	första	uppskattning	från	luftmot-
ståndets	inverkan	på	fallhastigheten	och	antar	att	ljudet	går	oändligt	snabbt	i	
luften.	Tiden	mäts	till	2	s.	(Kalla	den	vertikala	koordinaten	för	z.)

Lösning:	 z	=	0.5at2	+	V0t	med	a	=	9.81	 och	V0	=	0	 fås	 z	=	0.5	•	9.81	•	4	≈	
20	[m].	Brunnen	är	alltså	ca	20	m	djup.

• Av varandra oberoende rörelsekomposanter

Den	rätlinjiga	rörelsen	enl.	ovan	kan	synas	utgöra	ett	fåtal	specialfall.	Det	går	
dock	att	visa	att	många	mer	komplicerade	fall	kan	 lösas	genom	att	man	be-
traktar	rörelsen	som	bestående	av	två	eller	fler	av	varandra	oberoende	linjära	
rörelser.	Ett	exempel	kan	vara	ett	flygplan	som	flyger	på	konstant	höjd	med	
konstant	fart.	Om	vi	antar	att	planet	vid	ett	visst	ögonblick	fäller	en	bomb	kan	
bombens	rörelse	beskrivas	som	en	rörelse	framåt	(x-riktningen)	med	konstant	
hastighet	och	en	fallrörelse	nedåt	(z-riktningen)	enligt	föregående	avsnitt,	allt	
under	förutsättning	att	vi	bortser	från	luftmotståndet.

På	 motsvarande	 sätt	 kan	 kulbanan	 från	 ett	 eldrörsvapen	 beräknas,	 dock	
fortfarande	under	antagandet	att	inget	luftmotstånd	finns.	Då	luftmotståndet	
tas	med	i	beräkningarna	blir	problemet	väsentligt	mer	komplicerat	bl.a.	genom	
att	luftmotståndets	riktning	hela	tiden	varierar.

Problem: Ett	flygplan	flyger	på	40	m	höjd	med	hastigheten	250	m/s.	Upp-
skatta	hur	långt	före	tänkt	träffpunkt	en	500	kg	bomb	skall	fällas?

Lösning: Falltiden	från	40	m	är	ca	2.9	s,	förutsatt	att	begynnelsehastigheten	
nedåt	är	0	m/s.	Massan	har	ingen	betydelse	om	vi	bortser	från	luftmotståndet.	
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Alltså	skall	bomben	fällas	ca	710	m	före	tänkt	träffpunkt.	I	figur	7.7	visas	en	
tabell	över	”fallet”	och	värdena	från	tabellen	även	grafiskt.

Tid (s) Fallhastighet (m/s) Fallsträcka (m) Höjd (m) Horisontell 
sträcka (m)

Total hastighet 
(m/s)

0 0 0 40 0 250

0.4 4 1 39 100 250

0.8 8 3 37 200 250

1.2 12 7 33 300 250

1.6 16 13 27 400 250

2 20 20 20 500 251

2.4 24 28 12 600 251

2.65 26 34 6 662.,5 251

2.75 27 37 3 687.5 251

2.8 27 38 2 700 252

2.85 28 40 0 712.5 252
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Figur 7.7. Tabell över fritt fall för en bomb och graf visande den fallande bombens bana och tid.  
(Källa: FHS)
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7.4.6	 Kroklinjig	rörelse

Den	enklaste	kroklinjiga	rörelsen	är	måhända	cirkeln,	låt	oss	därför	studera	en	
ren	cirkelrörelse.	Enligt	Newtons	första	lag	fortsätter	en	kropp,	som	inte	utsätts	
för	några	krafter,	i	en	rät	linje	med	konstant	hastighet.	För	att	få	en	kroklinjig	
rörelse	krävs	alltså	en	kraft.

Denna	kraft,	F,	är	riktad	mot	cirkelns	cen-
trum	och	kallas centripetalkraft.	Låt	oss	tänka	
oss	att	denna	cirkelrörelse	åstadkoms	av	t.ex.	
en	släggkastare.	”Snöret”	man	håller	i	påver-
kar	då	släggan/kulan	med	kraften	F.	Släggans	
hastighet	är	V.	Vi	hör	ofta	talas	om	centrifu-
galkraft,	vilket	kan	sägas	vara	den	kraft	som	
släggan	påverkar	”snöret”	med.

Om	F	upphör	fortsätter	släggan	i	cirkel-
tangentens,	alltså	hastighetens,	riktning.	(Ett	
fenomen	som	kan	drabba	även	en	van	bilfö-
rare	vid	första	snöfallet.)

Storleken	 på	 kraften	 F	 kan	 beräknas	 ur	
uttrycket	F = mV2/R	där	m	är	kroppens	massa,	V	hastigheten	och	R	är	radien	
på	cirkeln	som	kroppen	rör	sig	i.

Eftersom	kroppen	påverkas	av	en	kraft	utsätts	den	också	för	en	acceleration,	
i	detta	fall	hela	tiden	riktad	mot	cirkelns	centrum.	denna	acceleration	kallas	
centripitalacceleration,	vilken	då	kan	beräknas	som	a = F/m = V2/R.	

I	 samband	med	flygplans	och	 robotars	prestanda	 talas	ofta	om	det	 antal	
”g”,	lastfaktorn,	n,	som	roboten	eller	flygplanet	kan	svänga	med.	Det	tal	som	
då	nämns	 är	 centripitalaccelerationen,	 som	vi	 just	diskuterat,	dividerat	med	
g	=	9.81,	alltså	n = V2/Rg.

Samma	formler	som	ovan	gäller	även	om	kroppen	inte	rör	sig	i	en	cirkel	
utan	i	någon	annan	kurva	genom	att	varje	liten	del	av	banan	kan	tänkas	utgöras	
av	en	cirkelbåge	med	en	viss	radie,	R.

Problem: Antag	att	en	JAS	39	kan	svänga	med	9	g.	Hur	gör	piloten	snab-
bast	en	180o	sväng?	Skall	han/hon	ha	hög	eller	låg	hastighet?	Vi	förutsätter	att	
han/hon	håller	samma	lastfaktor	genom	hela	svängen	samt	bortser	från	den	tid	
det	skulle	ta	att	accelerera	eller	retardera	före	svängen.	Ledning:	Omkretsen	på	
en	halv	cirkel	är	πR.

Lösning: Tiden,	t,	för	att	svänga	ett	halvt	varv	är	πR/V;	samtidigt	gäller	att	
n	=	V2/Rg	=	9,	vilket	ger	t.ex.	R	=	V2/9g.	Om	detta	uttryck	sätts	in	i	samban-
det	för	tiden	fås	t = πV/9g [s].

Av	detta	framgår	att	man	bör	hålla	så	låg	hastighet	som	möjligt	(dock	gäller	
detta	under	de	något	konstlade	förutsättningarna).

        F 

Figur 7.8. Cirkelrörelse hos en kropp. 
(Källa: FHS)
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7.4.7	 Friktion

För	att	t.ex.	dra	ett	föremål	över	ett	golv	krävs	en	viss	kraft.	Skälet	till	detta	är	
att	mellan	golvet	och	föremålet	verkar	en	friktionskraft	i	motsatt	riktning	mot	
rörelsen.

Vi	tänker	oss	att	vi	drar	en	kropp	med	konstant	hastighet	över	en	plan,	ho-
risontell	yta.	Frågan	är	hur	stor	kraft,	F,	krävs.	Låt	oss	först	anta	att	kroppen	har	
massan	=	m.	Detta	innebär	enl.	tidigare	att	kroppen	påverkar	ytan	med	kraften	
mg	(g	=	9.81)	och	ytan	påverkar	kroppen	med	en	kraft,	normalkraften,	N,	som	
är	lika	stor.	Den	kraft	som	då	krävs	är	F = µN = µmg.

µ	kallas	friktionskoefficienten	och	beror	på	vilka	material,	kropp	och	yta	
består	av	samt	ytornas	beskaffenhet.	Att	märka	är	att	kontaktytans	storlek	inte	
påverkar	vilken	kraft	som	krävs	och	ej	heller	med	vilken	hastighet	föremålet	
dras!	Däremot	kan	man	konstatera	att	för	att	rörelsen	över	huvud	taget	skall	
börja	krävs	en	större	kraft	än	vad	som	sedan	behövs	för	att	hålla	konstant	has-
tighet.	Av	detta	skäl	talar	man	om	två	”olika”	friktionskoefficienter,	nämligen	
den	”i	vila”,	ofta	betecknad	med	µs	(s	för	statisk),	alltså	den	som	bestämmer	
vilken	kraft	som	krävs	för	att	rörelsen	skall	starta,	och	den	friktionskoefficient	
som	råder	vid	rörelse,	µk	(k	för	kinetisk).	För	friktionskraften	mellan	ett	fast	
föremål	och	en	vätska	eller	gas	gäller	andra	formler.

Här	några	exempel	på	friktionskoefficienter	(ett	antal	faktorer	gör	att	vär-
dena	kan	variera):

Typ av ytor µs µk

Stål mot stål, torrt 0.6 0.4

Stål mot stål, oljigt 0.1 0.05

Stål mot teflon 0.04 0.04

Gummi mot asfalt, torrt 0.9 0.8

Metall mot is 0.02

N=mg 

mg

F Ffrikt

Figur 7.9. Friktion mellan golvet och föremålet. (Källa: FHS)
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Problem: I	ett	problem	ovan	frågades	efter	accelerationen	då	en	JAS	39	star-
tade.	Frågan	nu	är:	Kan	piloten	dra	på	full	gas	och	tänd	efterbrännkammare	
(ebk)	utan	att	planet	börjar	glida	på	banan?	Antag	µ	mellan	gummi	och	asfalt	
är	0.9	(enl.	tabellen	ovan).

Lösning:	 Ffrikt	*≤	mgµs	=	12	000	•	9.81	•	0.9	=	105	950	[N].	 Eftersom	
dragkraften	med	tänd	ebk	är	80	500	N	övervinns	inte	friktionskraften!	(Om	
planet	däremot	inte	vore	så	tungt	lastat,	säg	t.ex.	att	man	inför	en	uppvisning	på	
hemmabasen	bara	har	tankat	delar	av	vad	som	kan	tas	samt	inte	har	några	yttre	
laster.	Planet	väger	då	ca	8	ton	och	friktionskraften	blir	maximalt	ca	70	600	N.	
I	detta	fall	skulle	motordragkraften	övervinna	friktionskraften.)

7.4.8	 Fjädrar	–	dämpare

Många	 mekaniska	 system	 innehåller	 fjädrar	 eller	 elastiska	 element	 som	 kan	
betraktas	som	fjädrar.	Ett	gammalt	praktiskt	instrument	som	bygger	på	fjäder	
är	ju	fjädervågen.	Vi	antar	att	vi	har	en	massa	upphängd	i	en	fjäder.

Den	kraft	som	krävs	för	att	flytta	
massan	avståndet	∆L	brukar	beräknas	
som	F = k ∆L	där	k	är	den	sk.	fjäder-
konstanten	som	beror	helt	av	hur	fjä-
dern	 är	 uppbyggd.	 Vid	 beräkningar	
antas	oftast	att	”k”	är	lika	stor	obero-
ende	 av	 om	drar	 i	 eller	 trycker	 ihop	
fjädern.	Om	vi	betraktar	fjädern	ovan	
innan	vi	hängt	dit	massan	och	sedan	
då	massan	hänger	där,	dock	utan	att	

vi	lägger	på	någon	ytterligare	kraft,	kommer	följande	att	gälla:	mg = k ∆L
Fjäderns	förlängning	är	således	proportionell	mot	massan.	(Om	vi	för	med	

oss	en	fjädervåg	och	ett	visst	föremål	till	månen,	visar	då	fjädervågen	lika	stor	
massa	på	jorden	som	på	månen?)�

Fjäderkraften	är	alltid	riktad	i	motsatt	riktning	mot	fjäderns	längdföränd-
ring.	Om	man	i	ett	fall	som	ovan	dragit	ut	en	fjäder	med	en	massa	och	släpper	
densamma	uppstår	en	svängningsrörelse	kring	jämnviktspunkten.	Frekvensen	
på	denna	svängning	kallas	egenfrekvensen	och	bestäms	av	massans	storlek	och	
fjäderkonstanten.	 Om	 upphängningspunkten	 påförs	 en	 rörelse	 med	 samma	
frekvens,	 om	 än	 aldrig	 så	 liten,	 som	 fjädersvängningen	 har,	 uppstår	 en	 s.k.	
egensvängning	 som	 teoretiskt	 slutar	med	oändligt	 stor	 amplitud.	 (Antag	 att	

*	 Friktionskraften	är	aldrig	större	än	den	kraft	som	den	motverkar,	dvs.	om	ingen	kraft	finns	
som	försöker	dra	ovannämnda	kropp	över	golvet	finns	heller	ingen	friktionskraft.	

�	 Fjädervågen	 visar	 egentligen	 inte	 massan	 utan	 tyngden,	 som	 på	 månen	 är	 mindre	 än	 på		
jorden.

∆L

Figur 7.10. Fjädrar. (Källa: FHS)
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massan	och	fjädern	är	upphängd	i	taket.	I	våningen	ovanför	börjar	man	dansa	
jenka.	Det	gäller	då	att	takten	inte	överensstämmer	med	egenfrekvensen.*	Det-
ta	är	också	skälet	till	att	trupp	aldrig	skall	marschera	i	takt	över	en	bro!)	

Genom	att	utgå	 från	de	 samband	vi	 talat	om	 tidigare	kan	man	beskriva	
kroppens	position	och	rörelse.	Under	antagande	att	fjädern	dragits	ut	längden	
x	i	positiv	x-riktning	erhålles	

	 F = ma = mx = -kx 	
där	x	sedan	kan	lösas	ut	och	kroppens	svängningsrörelse	beskrivs	av	

	
x b sin( k

m
t )= + α

där	b	 och	α	 är	 valfria	 konstanter.	Ur	detta	 kan	då	 för	 den	 s.k.	 harmoniska	
svängningen	vinkelhastigheten	bestämmas	som	√k/m,	frekvensen	blir	därav

	
f 1

2
k
m

 och perioden T = 2 m
k

=
π

π

I	ett	 idealfall	 skulle	en	 svängning,	orsakad	av	att	en	fjäderbelastad	massa	
förts	ur	sitt	jämviktsläge,	pågå	i	all	oändlighet.	I	verkligheten	finns	alltid	en	s.k.	
dämpning,	ofta	avsiktligt	införd	(jmf.	stötdämpare	på	bil).	Dämpkraften	ver-
kar	alltid	i	motsatt	riktning	mot	rörelsen/hastigheten	och	är	proportionell	mot	
hastigheten,	till	skillnad	från	fjäderkraften	som	är	proportionell	mot	läget.

7.5 Rörelse kring tyngdpunkten – rotation

Om	 vi	 betraktar	 fallet	 ovan,	 när	 tyngdpunkt	 diskuterades	 och	 där	 vi	 på	 en	
vertikal	vägg	hängde	upp	en	skiva	genom	sin	tyngdpunkt	och	då	fann	att	ski-
van	kunde	inta	vilket	läge	som	helst	och	förbli	där,	och	istället	tänker	oss	att	
vi	hänger	den	i	någon	annan	punkt.	Den	kommer	då	att,	som	nämndes	redan	
tidigare,	att	rotera	för	att	inta	ett	 jämviktsläge.	Hur	denna	rotation	sker	och	
vad	som	bestämmer	hur	den	roterar	 skall	vi	nu	(mycket	kort	och	förenklat)	
beskriva.

7.5.1	 Moment

Vi	tänker	oss	en	kraft,	F,	och	en	punkt,	O,	i	sidans	plan.
Kraften	F	genererar	nu	ett	moment,	M,	runt	punkten	O.	Momentets	stor-

lek	är M = Fr där	r	är	det	vinkelrätta	avståndet	(=	minsta)	från	kraftens	riktning	
till	punkten	O.

*	 ”…	klockan	är	långt	efter	tolv…då	slår	det	mig	plötsligt	att	mitt	tak	är	någon	annans	golv”,	
Alf	Henriksson.



�2

Lärobok i militärteknik, vol. 1: Grunder

Enheten	för	moment	är	Newtonmeter, Nm,	och	momentet	är,	liksom	kraf-
ten,	en	vektor,	vars	riktning	i	detta	fall	är	vinkelrätt	mot	planet	som	kraften	och	
punkten	ligger	i,	i	detta	fall	sidans	plan	och	riktad	inåt	(”korkskruvsregeln”).

7.5.2	 Tröghetsmoment

För	att	kunna	beräkna	rotationsrörelsen	behöver	kroppen	beskrivas	med	mer	
än	enbart	massa,	vilket	är	vad	vi	gjort	hittills.	Man	behöver	här	också	på	något	
sätt	beskriva	hur	kroppens	massa	fördelas.	Detta	görs	genom	det	s.k.	tröghets-
momentet,	vanligen	betecknat	med	I	eller	J.	Oftast	beräknas	tröghetsmomentet	
runt	tre	mot	varandra	vinkelräta	axlar,	varvid	t.ex.	beteckningarna	Ix,	Iy	och	Iz	
används.	Här	ges	endast	ett	mycket	enkelt	exempel	på	hur	tröghetsmomentet	
beräknas	för	en	tänkt	konfiguration	bestående	av	två	masspunkter	med	vardera	
massan	m	och	på	avståndet	2r	från	varandra.

Tröghetsmomentet,	 I,	 runt	 den	 streckade	
linjen,	 som	 går	 genom	 tyngdpunkten,	 blir	
I = 2 mr2.	Tröghetsmomentet	beskriver	således	
något	om	hur	massan	är	fördelad.	Här,	liksom	
i	 fallet	 tyngdpunkten,	 hänvisas	 till	 tabellverk	
av	typen	TEFYMA	för	att	där	finna	värden	på	
tröghetsmoment	för	vissa	enklare	geometriska	
konfigurationer	 samt	 vissa	 beräkningsregler.	

Allmänt	gäller	att	I = ∫r2dm	där	r	är	vinkelräta	avståndet	 från	den	axel,	kring	
vilken	tröghetsmomentet	studeras,	till	ett	litet	masselement,	dm.	

Ibland	talar	man	om	tröghetsradie,	r,	vilken	definieras	som I = r2m	vilket	
kan	utvecklas	till	

	
I r m vilket kan utvecklas till r = I

m
2=

Inte	sällan	talar	man	om	huvudtröghetsaxlar	och	huvudtröghetsmoment.	
För	det	fall	vi	har	en	kropp	med	en	eller	flera	symmetriaxlar	utgör	dessa	huvud-
tröghetsaxlar,	och	tröghetsmomenten	kring	dessa	är	huvudtröghetsmoment.	

F

O
M

r

Figur 7.11. Moment. (Källa: FHS)

r

m m

Figur 7.12. Tröghetsmoment.  
(Källa: FHS)
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7.5.3	 Rotationsacceleration,	rotationshastighet	och	vinkel

Då	en	kropp	roterar	kring	en	axel	har	den	en	viss	vinkelhastighet,	betecknad	
t.ex.	med	ω.	Om	vinkelhastigheten	betecknas	med	ω	 så	betecknas	vinkelac-
celerationen	med	ω.	Beteckningar	för	vinkel	varierar	mycket	som	t.ex.	α,	β,	
δ,ϕ	 och	 θ.	Vinkelhastigheterna	 kan	 då	 betecknas	 med	 aktuell	 variabel	 med	
en	punkt	över	och	vinkelaccelerationerna	med	två	punkter	över.	Enheten	för	
vinkel	 är	1 radian, 1 rad	 (jmf	avsnitt	6.12),	 enheten	 för	vinkelhastighet	 är		
1 rad/s,	eller	1/s,	och	enheten	för	vinkelacceleration	är	följaktligen	1 rad/s2,	el-
ler	1/s2.	Såväl	vinkelhastigheten	som	vinkelaccelerationen	är	vektorstorheter.

Analogt	 med	 vad	 som	 gällde	 för	 acceleration,	 hastighet	 och	 sträcka	 vid	
translationsrörelse	(se	avsnitt	7.4.1)	gäller	här	samma	saker	för	vinkelhastighet	
och	vinkel.	

Vinkelmåttet	1	rad	(radian)	definieras	av	att	ett	varv	är	2π	radianer.	(Mått-
tet	är	måhända	mer	känt	som	milliradianer	eller	streck,	alltså	0.001	radianer.	
I	Sverige	har	man	tidigare	räknat	med	att	på	ett	varv	går	6	300	streck	medan	
man	i	Nato-länder	räknat	med	6	400	streck	på	ett	varv.)

7.5.4	 Rotationsrörelse

Stora	likheter	råder	vad	gäller	ekvatio-
ner	för	vinkelrörelse	och	translationsrö-
relse,	vilket	visas	nedan.	Låt	oss	inled-
ningsvis	 ta	 ett	 enkelt	 exempel.	 Antag	
att	vi	har	ett	svänghjul	som	skall	dras	
igång.	 Detta	 görs	 genom	 att	 en	 kraft	
anbringas	 vid	 hjulets	 periferi	 ,	 t.ex.	
startsnöret	till	en	gräsklipparmotor.

Kraften,	 F,	 ger	 ett	 moment	 kring	
svänghjulets	axel,	 som	antas	vara	vin-
kelrätt	 mot	 papprets	 plan.	 Vi	 tänker	
oss	 att	 svänghjulets	 tröghetsmoment	
runt	 samma	 axel	 är	 I.	 Då	 kraften	 F	

läggs	på	börjar	hjulet	rotera.	Rotationsaccelerationen	kan	då	beräknas	som:

 M	=	I	dω
dt

	=	Iώ

eller

 ώ	=	 M
I

	

under	förutsättning	att	I	är	konstant,	vilket	är	det	i	praktiken	vanligast	före-
kommande	fallet.

            M 

F

Figur 7.13. Kraft som ger upphov till ett moment. 
(Källa: FHS)
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Om	dessutom	M	är	konstant	och	alltså	vinkelaccelerationen	konstant,	fås	
vinkelhastigheten	 som	ω = ώt	 och	 vinkel,	 kalla	 den	 i	 detta	 fall	 för	 ϕ,	 som		
ϕ=ωt.

Ovanstående	 formler	 härleds	 från	 det	 allmänna	 uttrycket	 för	 sambandet	
mellan	moment	och	rörelsemängdsmoment	nämligen

	
M d(I )

dt
=

ω

där	således	produkten	av	tröghetsmoment	och	vinkelhastighet,	Iω,	kallas	rörel-
semängdsmoment.	Under	förutsättning	att	I	är	konstant	blir	uttrycket

	
M I d( )

dt
= =

ω
ωI 

Om	momentet	M = 0	kommer	rörelsemängdsmomentet	att	vara	konstant,	
så	om	t.ex.	tröghetsmomentet	minskar	ökar	rotationshastigheten.	Detta	visas	
tydligt	av	”skridskoprinsessan”	som	med	utsträckta	armar	har	en	viss	rotations-
hastighet	på	isen.	När	hon	sedan	drar	in	armarna	och	på	så	sätt	minskar	trög-
hetsmomentet	ökar	rotationshastigheten!

7.5.5	 Om	gyron

Ett	 (tungt)	 gyro	 är	 en	 kropp	 som	 kännetecknas	 av	 att	 tröghetsmomentet	
kring	en	(huvudtröghets)axel	är	mycket	större	än	runt	de	två	andra	(huvud-
tröghets)axlarna.	Denna	kropp	ges	en	mycket	hög	rotationshastighet	runt	den	
huvudtröghetsaxel	som	har	störst	tröghetsmoment.

Ett	gyro	vill	alltid	förbli	med	rotationsaxeln	i	samma	riktning.	Detta	an-
vänds	 för	 att	 bygga	 plattformar	 som	 vinkelmässigt	 ”ligger	 stilla”	 då	 t.ex.	 en	
farkost	de	sitter	i	rör	sig.	

Gyron	har	dessutom	den	egenskapen	att,	om	vi	 tänker	oss	 ett	 gyro	 som	
roterar	kring	en	vertikal	axel,	enl.	figur	7.14,	och	som	påförs	ett	moment,	M,	
runt	en	axel	vinkelrätt	mot	rotationsaxeln	och	riktad	in	i	parets	plan	så	kom-
mer	 inte	 gyrots	 rotationsaxel	 att	 vrida	 sig	 kring	 denna	 axel	 utan	 strävar	 att	
vrida	sig	kring	en	axel	(A – A	i	figuren)	vinkelrätt	mot	dessa	båda	axlar.	Detta		

M
A A



Figur 7.14. Princip för ett gyro. (Källa: FHS)
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fenomen	kan	användas	för	att	bygga	plattformar	som	är	skrovfasta.	Genom	att	
mäta	de	moment	som	uppkommer	då	gyrot	tvingas	vrida	sig	kan	man	beräkna	
hur	en	”rymdfast	plattform”	skulle	ha	stått	och	på	så	sätt	få	samma	information	
som	med	en	rörlig	plattform.

Att	vi	talar	om	”tungt	gyro”	beror	på	att	i	dagens	läge	finns	andra	typer	av	
gyron	som	t.ex.	lasergyron,	men	det	”tunga	gyrot”	är	ursprunget.

7.5.6	 Torsionsfjädrar

Tidigare	har	 talats	 om	fjädrar	och	då	 avsågs	 främst	fjädrar	 av	 typen	 ”spiral-
fjädrar”.	En	 stav	 som	vrids	kring	 sin	 längdaxel,	 kan	också	betraktas	 som	en	
fjäder	och	man	talar	då	om	”torsionsfjäder”.

För	denna	typ	av	fjädrar	gäller	i	princip	samma	som	för	spiralfjäder	men	
med	den	skillnaden	att	istället	för	”fjäderförlängningen”	∆x	betraktar	man	en	
”vinkelförändring”,	t.ex.	∆ϕ.

7.6 Arbete – energi – effekt

Låt	oss	först	göra	en	liten	utvikning	genom	att	citera	”termodynamikens	första	
huvudsats”	som	säger:	”Energi	kan	varken	skapas	eller	förstöras.”*

Energin	 förstörs	 alltså	 inte	utan	omvandlas	mellan	olika	 typer	av	energi.	
Inom	mekaniken	kommer	vi	i	det	följande	att	beröra	ett	par	typer	av	energi	
som	är	intimt	förknippade	med	det	som	vi	hittills	talat	om.	Utöver	detta	finns	
ett	 stort	 antal	 energiformer	 som	 t.ex.	 elektrisk	 energi,	 värmeenergi,	 kemiskt	
bunden	energi	m.m.

Om	ett	föremål	skall	förflyttas	krävs	i	allmänhet	ett	arbete	för	att	göra	det-
ta.	Låt	oss	ta	två	exempel.	Om	vi	drar	ett	föremål	över	golvet	med	konstant	
hastighet	måste	vi	dra	med	en	viss	konstant	kraft,	F,	som	exakt	kompenserar	
friktionskraften.

Antag	att	vi	förflyttat	kroppen	sträckan	s.	Det	arbete	som	vi	då	utfört	är	Fs.	
Alltså	arbetet	W,	definieras	som	W = Fs	eller	”arbetet	är	produkten	av	kraftens	

*	 Detta	gällde	ända	tills	man	började	med	t.ex.	kärnklyvningar	då	massa	omvandlas	till	energi	
enligt	 formler	som	redovisats	av	Einstein.	Så	för	praktiskt	”vardagsbruk”	gäller	 fortfarande	
denna	första	huvudsats.

s

F

Figur 7.15. En kropp rör sig längs ett golv. (Källa: FHS)
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projektion	på	vägen	och	tillryggalagd	sträcka”.	Detta	innebär	att	om	vi	släpar	
ett	föremål	över	ett	golv	i	ett	rep	är	det	bara	den	del	av	kraften	som	är	parallell	
med	golvet,	Fx,	som	”bidrar”	till	arbetet,	det	är	ju	bara	denna	komposant	som	
övervinner	friktionskraften.	

Allmänt	 gäller	 att	W = Fds.	Låt	oss	 tänka	oss	 att	man	 lyfter	 ett	 föremål,	
vars	massa	 är	m	kg,	 sträckan	h	m.	Den	kraft	 som	krävs	 för	detta	 är	mg N,	
vilket	innebär	att	det	arbete	som	krävs	fås	som	W = mgh.	Enheten	för	arbete	
är	1 Joule, 1 J,	(=Nm	[Newtonmeter]).*	En	vanlig	beteckning	för	arbete	är	W.	
Arbete	är	en	form	av	energi.

Man	kan	då	i	t.ex.	det	senare	fallet	fråga	sig	i	vilken	form	energin	omvandlats	
då	man	lyfter	ett	föremål.	Svaret	är	att	det	nedlagda	arbetet	återfinns	som	po-
tentiell	energi	eller	lägesenergi	hos	kroppen.	Den	potentiella	energin	har	aldrig	
något	absolutbelopp	utan	anges	alltid	förhållande	till	något	referensplan.	I	fallet	
där	vi	tänker	oss	att	vi	lyfter	ett	föremål	från	ett	golv	är	det	logiskt,	men	inte	
nödvändigt,	att	ha	golvet	som	referensplan	och	att	därmed	är	den	potentiella	
energin	där	= 0.	(Detta	innebär	också	att	potentiell	energi	kan	vara	negativ.)

Om	vi	tänker	oss	att	vi	släpper	kroppen	vi	lyft.	Den	kommer	då	att	börja	
falla	enligt	vad	som	avhandlats	tidigare.	Nu	omvandlas	den	potentiella	energin	
till	kinetisk	energi	eller	 rörelseenergi.	För	att	vara	exakt	bör	möjligen	denna	
form	av	rörelseenergi	betecknas	som	translationsenergi,	eftersom	den	är	direkt	
förknippad	med	tyngdpunktens	rörelse,	translationen.	Den	kinetiska	energin	
betecknas	ofta	med	T	och	enheten	är	som	för	alla	energiformer	Joule.	

Hur	 beräknas	 då	 translationsenergin?	 Det	 går	 att	 visa	 att	 den	 är		
Wtransl = ½mV2	där,	som	tidigare,	V	är	tyngdpunktens	hastighet	och	m	krop-
pens	massa.

Om	vi	återgår	till	det	tänkta	fallet	då	vi	först	lyfter	ett	föremål	sträckan	h	
(t.ex.	över	ett	golv)	och	sedan	släpper	detsamma,	så	skall	all	potentiell	energi	ha	
omvandlats	till	rörelseenergi	då	föremålet	åter	når	golvet,	alltså	½mV2 = mgh.	
Ur	detta	kan	hastigheten	då	föremålet	når	golvet	beräknas	som	V = √2gh.	(Om	
kroppen	faller	en	längre	sträcka	än	avståndet	till	golvet,	t.ex.	genom	att	man	går	
fram	till	ett	fönster	och	släpper	den,	är	h	det	avstånd	som	kroppen	fallit.)

*	 Tidigare	var	enheten	för	värmeenergi	kalorier	(kilokalorier)	varvid	en	omräkningsfaktor	måste	
införas	vid	övergång	från	eller	till	värmeenergi.	Genom	att	konsekvent	använda	SI-systemet	
behövs	inga	sådana	omräkningstal!

s

F
W=FxsFx

Figur 7.16. Kraften F uppdelat på en komposant. (Källa: FHS)
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Problem: Tidigare	hade	vi	ett	problem	med	att	mäta	djupet	på	en	brunn.	
Beräkna	på	två	sätt	hastigheten	som	stenen	du	släpper	har	då	den	når	vatteny-
tan	under	antagande	av	att	luftmotståndet	kan	försummas.

Lösning:	I	det	tidigare	exemplet	sades	att	falltiden	var	2 s	och	brunnens	djup	
ca	20 m.	Detta	ger	V = V0 + at	men	V0 = 0	alltså	V = 9.81 • 2 = 19.6 [m/s]	el-
ler	V = √2gh = √2 • 9.81 • 20 = 19.8 [m/s]	(brunnen	var	inte	exakt	20 m!).

Vi	har	tidigare	kort	diskuterat	fjäderkrafter.	Under	antagande	av	en	ideal	
fjäder	kan	man	också	beräkna	den	energi	 som	lagras	 i	fjädern	då	den	trycks	
ihop	eller	dras	ut!	Denna	energi	blir	Wfjäder = ½kx2	under	antagandet	att	fjä-
dern	tryckts	ihop/dras	ut	sträckan	x	från	ett	”viloläge”.

För	en	torsionsfjäder	gäller	motsvarande	men	med	en	vinkel	som	ersätter	
förändringen	i	längd	samt	den	då	aktuella	fjäderkonstanten.

En	roterande	kropp,	t.ex.	en	gyrosnurra	eller	en	roterande	granat,	har	också	
en	rotationsenergi.	Denna	energi	beräknas	som	Wrot = ½Iω2	där	I	är	tröghets-
momentet	runt	rotationsaxeln	och	ω	rotationshastigheten	runt	samma	axel.

Den	energi	som	utvecklas	per	tidsenhet	kallas	effekt.	Enheten	för	effekt	är	
1 watt, 1 W	 (= 1 J/s = 1 Nm/s).	Effekten	betecknas	ofta	med	P	och	kan	be-
räknas	som	P = FV	där	F	är	kraften	och	V	är	hastigheten.	Vid	konstant	effekt	
gäller	W = Pt.	

Det	allmänna	uttrycket	är	annars

 P	=	  dW
dt

eller

				
W Pdt= ∫





��

8. Hållfasthet

8.1 Allmänt om hållfasthet

Mekaniken	behandlar	oftast	kroppar	som	stela	och	beskriver	därmed	inte	vad	
som	händer	inuti	kropparna	när	de	utsätts	för	krafter	eller	moment.	Många	av	
de	kroppar	som	återfinns	i	mekanikexempel	är	inte	helt	stela,	t.ex.	en	bil	ändrar	
form,	eller	deformeras,	under	ett	accelerationsförlopp.	För	att	kunna	studera	
hur	och	hur	mycket	bilen	ändrar	form	och	om	det	innebär	att	den	riskerar	att	
gå	sönder	så	behövs	kunskap	i	hållfasthet.	Hållfasthet	beskriver	nämligen	hur	
en	kropp,	eller	konstruktion,	beter	sig	när	den	belastas.	Frågor	som	hållfast-
hetsberäkningar	ofta	svarar	på	är:

•	 Hur	kommer	konstruktionen	att	deformeras?

•	 Kommer	deformationen	att	kvarstå?

•	 Kommer	konstruktionen	att	gå	sönder?

•	 Var	kommer	konstruktionen	att	gå	sönder?

En	förutsättning	 för	att	kunna	svara	på	dessa	 frågor	är	att	man	vet	vilka	
krafter	konstruktionen	kommer	att	utsättas	för.	Det	tar	man	oftast	reda	på	med	
hjälp	av	mätningar	och	statistik,	eller	med	hjälp	av	beräkningar	på	till	exempel	
accelerationer	eller	omgivande	tryck.

För	att	kunna	bestämma	vad	som	händer	med	konstruktionen	måste	man	
veta	vad	som	händer	med	respektive	del	och	därmed	måste	man	veta	vad	som	
händer	inuti	t.ex.	plåten	eller	balken.
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8.2 Hookes lag

Två	centrala	begrepp	 för	 att	beskriva	vad	 som	händer	 inuti	 ett	material	när	
det	utsätts	för	krafter	är	normalspänning	och	töjning.	Normalspänningen	kan	
antingen	 vara	 i	 drag	 eller	 tryck	 och	 beskriver	 hur	 kraften	 fördelar	 sig	 inuti	
kroppen.

Normalspänning	betecknas	med	den	grekiska	bokstaven	σ	(sigma)	och	har	
enheten	N/m2.	Figur	8.1	visar	att	i	en	stång	som	utsätts	för	en	dragkraft	F	så	
blir	det	dragspänningen	σ	=	F/A	inuti.	Enheten	för	normalspänning	är	Pascal	
(Pa),	det	vill	säga	samma	enhet	som	tryck	som	också	är	kraft	per	ytenhet.	I	fallet	
ovan	är	det	enkelt	att	beräkna	normalspänningen	och	den	är	lika	stor	överallt	
i	stången.	I	de	flesta	fall	så	varierar	dock	normalspänningen	avsevärt	beroende	
på	vilken	punkt	i	figurer	som	är	aktuell.	Till	exempel	om	stången	skulle	ha	en	
smalare	midja	där	tvärsnittsarean	skulle	vara	5	gånger	mindre	så	skulle	normal-
spänningen	i	midjan	vara	5	gånger	större.

Töjning	beskriver	hur	mycket	materialet	deformeras:	om	töjningen	är	posi-
tiv	så	förlängs	materialet	och	om	töjningen	är	negativ	så	blir	det	kortare.

Om	stången	var	L	lång	innan	kraften	las	på	så	blir	stången	något	längre	när	
den	utsätts	för	kraften	F.	Töjningen	ε	kan	då	beräknas	genom	att	dela	längdför-
ändringen	(x	–	L)	med	den	ursprungliga	längden.	ε	=	(x	–	L)	/	L	(se	figur	8.2).

Hookes	 lag	beskriver	hur	normalspänning	och	töjning	beror	av	varandra	
för	ett	specifikt	material:	E = σ / ε

E,	elasticitetsmodulen,	är	en	materialparameter,	som	t.ex.	kan	slås	upp	i	en	
materialtabell.	Dvs.	att	om	man	vet	vilket	material	det	är	och	vilken	töjning	

a) FF

b) F
 	=	F	/	A

Tvärsnittsarea	=	A	

Figur 8.1. En stång som utsätts för en dragkraft F. (Källa: FHS)

c)	 FF
Tvärsnittsarea	=	A	

x

Figur 8.2. En stång utsätts för kraften F. (Källa: FHS)
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Vid	låga	normalspänningar,	det	vill	 säga	svaga	dragkrafter,	är	 töjningen	i	
det	elastiska	området.	Det	innebär	att	töjningen	går	tillbaka	om	man	tar	bort	
kraften.	När	kraften	ökas	kommer	töjningen	att	övergå	till	plastisk	töjning	och	
därmed	kvarstå	även	om	kraften	tas	bort.	När	normalspänningen	når	sträck-
gränsen	kommer	töjningen	att	hastigt	öka.	Maximal	normalspänning	som	ma-
terialet	tål	kallas	brottgräns.

Lutningen	på	linjen	bestäms	av	elasticitetsmodulen	inom	det	elastiska	om-
rådet.	Normalt	konstruerar	man	till	exempel	ett	fordon	så	att	normalspänning-
en	aldrig	kommer	nära	sträckgränsen	och	att	all	deformation	sker	i	det	elastiska	
området.	Även	om	konstruktionen	fortfarande	håller	ihop	vid	sträckgränsen	så	
kommer	den	inte	att	fungera	på	samma	sätt	som	innan.

8.4 Böjning

De	flesta	konstruktioner	innehåller	någon	typ	av	balkar	som	utsätts	för	mo-
ment	och	därmed	böjs	något.	T.ex.	har	de	flesta	sett	hur	en	flygplansvinge,	som	
hållfasthetsmässigt	är	en	balk,	böjs	uppåt	när	farten	ökar	innan	start.	Också	på	





Elastiskt	område	

Plastiskt	område	

Brottgräns	

Sträckgräns	

Figur 8.3. Förhållandet mellan normalspänning och töjning. (Källa: FHS)

det	är	så	kan	man	beräkna	normalspänningen	eller	beräkna	töjningen	om	man	i	
stället	känner	normalspänningen.	Elasticitetsmodulen	för	stål	är	211	GPa.

8.3 Dragbrott

Om	man	drar	i	en	stålstav	enligt	figur	8.2	kommer	den	att	slutligen	gå	sönder.	
Figur	8.3	beskriver	 förhållandet	mellan	normalspänning	och	 töjning	 vid	det	
förloppet.
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När	en	balk	på	grund	av	krafter	eller	moment	böjs	tvingas	längden	på	över-	
och	underdelen	av	balken	att	ändra	längd.

Om	balken	böjs	ner	på	mitten	kommer	den	övre	delen	bli	något	kortare	
och	den	undre	något	 längre.	Dvs.	att	vi	 får	 tryckspänningar	 i	överdelen	och	
dragspänningar	i	underdelen.	Hur	stora	dessa	normalspänningar	och	hur	ut-
böjningen	blir	beror	på	hur	stor	kraften	är,	men	också	på	hur	balken	ser	ut.

8.5 Beräkningsmetoder

De	flesta	konstruktioner	som	tas	fram	idag	är	komplicerade	och	de	krafter	som	
de	utsätts	för	kan	vara	många.	Detta	innebär	att	det	sällan	är	möjligt	att	beräk-
na	detta	för	hand.	Konstruktionen	måste	beskrivas	mycket	detaljerat	i	någon	
typ	av	beräkningsprogram.	Sedan	måste	även	de	aktuella	krafterna	beskrivas	
i	programmet	för	att	programmet	sedan	skall	kunna	beräkna	de	resulterande	
påfrestningarna	och	deformationerna.	

Det	är	relativt	 lätt	att	 få	ut	 färgglada	bilder	ur	dessa	beräkningsprogram,	
men	det	krävs	mycket	kunskap	för	att	göra	beskrivningen	av	konstruktionerna	
och	krafterna	tillräckligt	bra.

8.6 Konstruktionsmaterial

Det	vanligaste	konstruktionsmaterialet	är	olika	typer	av	metalliska	legeringar	
såsom	t.ex.	stål	och	mässing.	Dessa	legeringar	blandas	olika	beroende	på	vilka	
hållfasthetsegenskaper	man	vill	ha	ut.	T.ex.	skall	ett	stål	som	används	i	fjädrar	
ha	ett	stort	elastiskt	område,	dvs.	de	skall	tåla	stora	deformationer	men	ändå	
fjädra	tillbaka.	Däremot	använder	man	en	mjuk	metall	till	gördlar	på	granater;	
gördeln	tätar	mellan	granat	och	rör	men	måste	tillåta	att	rörets	bommar	gör	
spår	i	materialet.	Gördlar	tillverkas	därför	ofta	i	koppar	som	både	har	en	låg	
sträckgräns	och	 låg	elasticitetsmodul	och	därmed	 tidigt	deformeras	av	bom-
marna	utan	att	förstöra	röret.

F

Figur 8.4. Böjning av en balk. (Källa: FHS)

fartyg	och	fordon	finns	det	många	både	stora	och	små	balkar.	Broar	är	andra	
bra	exempel	på	balkar.
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Keramer	är	oftast	en	hög	elasticitetsmodul,	dvs.	de	är	styva	och	det	krävs	
höga	normalspänningar	för	att	uppnå	mycket	små	deformationer.	Keramer	an-
vänds	därför	ofta	i	skyddsapplikationer.

Idag	används	även	många	olika	typer	av	plaster.	Dessa	kan	ha	mycket	varie-
rande	hållfasthetsegenskaper	och	därmed	verkligen	skapas	för	ett	specifikt	syfte.	
Kompositer	innebär	att	man	blandar	olika	typer	av	material	för	att	uppnå	nya	
materialegenskaper.	Det	finns	därför	många	olika	 typer	 av	kompositer,	 t.ex.	
kompositer	som	innehåller	både	keramer	och	metaller.	Det	vanligaste	är	dock	
att	man	menar	en	komposit	som	består	av	någon	typ	av	fiber	och	en	polymer,	
polymera	fiberkompositer.	Glasfiberarmerad	plast	är	en	polymer	fiberkomposit	
där	glasfiber	omsluts	av	härdplasten	polyester.	Fördelen	med	dessa	polymera	fi-
berkompositer	är	att	fiber	är	mycket	dragstyv	och	man	då	kan	lägga	dessa	fibrer	
i	den	riktning	där	man	förväntar	sig	stora	dragspänningar.

Det	finns	även	andra	faktorer	som	påverkar	material	och	deras	hållfasthet;	
den	viktigaste	är	temperatur	som	drastiskt	kan	påverka	materialets	funktion.	
Många	material	blir	spröda	vid	låga	temperaturer	och	mjuknar	vid	höga.
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Aero	betyder	luft	och	dynamik	rörelse	så	i	detta	kapitel	skall	vi	titta	närmare	
på	hur	luftens	rörelse	påverkar	olika	farkoster.	Aerostater,	dvs.	farkoster	som	är	
lättare	än	luft,	kommer	vi	inte	att	behandla	ingående	i	denna	bok.	Förutom	
fast	förankrade	aerostater,	så	kallade	spärrballonger,	kan	man	konstatera	att	ut-
vecklingen	inom	detta	område	(2006)	går	mot	luftskepp	som	skall	kunna	ligga	
på	mycket	hög	höjd	(12–20	km,	dvs.	ovanför	vanligt	trafikflyg)	under	lång	tid.	
Det	talas	om	tider	på	upp	till	5	år	i	geostationär	position,	och	dessa	skulle	i	så	
fall	bli	ett	alternativ	till	satelliter.	Det	pågår	också	forskning	på	hybridfarkoster	
som	får	ca	80	%	av	sin	lyftkraft	som	en	aerostat	och	resterande	del	av	rörelse	
som	ett	traditionellt	flygplan.	

För	att	underlätta	framställningen	kommer	några	antagande	att	göras.	Det	
första	är	att	luften	är	ett	kontinuum,	dvs.	att	vi	inte	tittar	på	enskilda	luftmole-
kyler	utan	anser	luften	vara	homogen.	Detta	är	normalt	en	bra	approximation	
så	länge	man	inte	tittar	på	fysiskt	mycket	små	saker	som	gasturbiner	som	är	i	
millimeterstorlek.	Det	fungerar	inte	heller	på	hög	höjd	vid	gränsen	till	rymden	
där	det	är	långt	mellan	luftmolekylerna	och	de	träffar	en	farkost	slumpmässigt.

9.1 Olika hastigheter med olika krav

Om	man	sticker	ut	handen	genom	sidorutan	på	ett	fordon	när	detta	har	god	
fart	 kan	man	känna	 att	 den	 aerodynamiska	 världen	 inte	 är	 linjär.	Om	man	
t.ex.	provar	att	hålla	ut	handen	 i	30,	60	och	90	km/h	känner	man	att	mot-
ståndet	inte	ökar	linjärt,	dvs.	att	skillnaden	mellan	60	och	30	km/h	skulle	vara	
lika	stor	som	skillnaden	mellan	90	och	60	km/h.	Detta	förutsätter	naturligt-
vis	att	du	håller	handen	på	samma	sätt	under	ditt	empiriska	försök	samt	att		
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eventuell	vind	inte	varierar	i	någon	större	omfattning.	Det	visar	sig	att	skill-
naden	snarare	är	kvadratiskt,	dvs.	motståndet	är	cirka	4	ggr	högre	i	60	km/h	
jämfört	med	30	km/h	och	hela	9	ggr	högre	vid	90	km/h.	Detta	kallas	det	dy-
namiska	trycket,	 ∞q 	och	det	kan	matematiskt	beskrivas	av

	
2

2
1 Vq ρ=∞

där	ρ	är	luftens	densitet	(ca	1.23	kg/m3	vid	15°	C	och	havsnivå)	och	V		beteck-
nar	(friströms-)hastigheten.	Här	är	det	också	på	plats	att	presentera	det	som	
kallas	Bernoullis	 ekvation	 (trots	 att	det	var	Leonard	Euler	 som	presenterade	
den	först):

	
konstant

2
1 2 =+ Vp ρ

dvs.	 att	 summan	 av	 det	 statiska	 trycket,	 ρ	 och	 det	 dynamiska	 trycket,	 ∞q 	
enligt	ovan	är	konstant.	

Dags	för	nya	försök.	Om	man	kör	i	motorvägsfart	och	öppnar	sidorutan	
hastigt	känner	man	att	det	rycker	till	i	trumhinnorna.	Detta	beror	lite	förenklat	
på	att	det	dynamiska	trycket	utanför	rutan	är	högre	än	inuti	bilen	(där	V	=	0)	
ty	luftströmmen	utanför	har	en	hastighet	och	det	statiska	trycket	måste	därför	
minska	för	att	summan	skall	förbli	konstant.	

Vidare	brukar	man	dela	in	aerodynamik	i	olika	områden	baserat	på	den	s.k.	
Machtalet,	vilket	definieras	som

	 ∞

=
a
VM

där	 ∞a 	är	 ljudhastigheten	(ca	340	m/s	vid	15°	C	och	havsnivå).	Notera	att	
Machtalet	kan	vara	både	större	och	mindre	än	ett.	Det	har	nämligen	visat	sig	
att	 det	 är	 stora	 skillnader	 i	 vilka	 verktyg	 och	 matematiska	 modeller	 som	 är	
lämpliga	vid	olika	Machtal.	Mycket	 förenklat	kan	man	säga	att	vid	M	<	0.3	
så	 är	 det	 relativt	 enkelt	 att	 förutsäga	 aerodynamiska	 prestanda	 och	 man	 ta-
lar	 om	 inkompressibel	 strömning,	dvs.	 densiteten	 antas	 konstant.	Det	finns	
mycket	 experimentella	 data	 för	 detta	 område	 och	 fram	 till	 strax	 före	 andra	
världskriget	var	detta	hastighetsområdet	man	befann	 sig	 i	med	flygande	 far-
koster.	Vid	0.3	<	M	<	0.8	är	det	svårare	att	förutsäga	luftströmningen	och	vid	
0.8	<	M	<	1.2	är	det	riktigt	besvärligt.	Detta	fartområde	kallas	det	transoniska	
området,	dvs.	omslaget	mellan	under-	och	överljudsströmning.	Något	förvå-
nande	visar	det	sig	sedan	att	vid	supersonisk	strömning	1.2	<	M	<	5	så	är	det	
relativt	enkelt	att	utföra	beräkningar.	Inom	detta	fartområde	är	de	största	pro-
blemen	 normalt	 uppvärmningen	 av	 flygkroppen.	 Vid	 så	 kallad	 hypersonisk	
strömning,	 M	<	5,	 börjar	 man	 få	 nya	 problemställningar,	 bland	 annat	 med	
mycket	höga	temperaturer.	Hur	uppnår	man	då	riktigt	höga	Machtal?	Ett	sätt	
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är	att	flyga	mycket	fort	på	låg	höjd,	ett	annat	är	att	flyga	relativt	fort	där	luften	
är	tunn,	dvs.	på	hög	höjd,	där	ljudhastigheten	är	låg.	Ett	bra	exempel	utgörs	av	
en	rymdfärjas	återinträde	i	atmosfären.	Läsaren	ombeds	därför	att	komma	ihåg	
att	Machtal	är	ett	relativt	hastighetsbegrepp	och	inte	direkt	översättningsbart	
till	km/h.

9.2 Under- och överljudsströmning

Inledningsvis	kan	man	fundera	övergripande	vad	det	är	som	skiljer	dessa	två	
discipliner	åt.	Först	tänker	vi	oss	en	stackars	luftmolekyl	som	hänger	still	och	
funderar	mitt	i	det	oändliga	lufthavet.	Luftmolekyler	har	generellt	mycket	då-
lig	 syn	 och	 kan	 inte	 tillgodogöra	 sig	 den	 elektrooptiska	 informationen	 som	
färdas	med	ljusets	hastighet.	Om	en	projektil	nu	kommer	åkande	i	M	<	1,	dvs.	
underljudströmning	 får	 luftmolekylen	 informationen	 via	 sina	 kollegor	 med	
ljudets	hastighet	att	något	är	på	gång	och	har	tid	att	maka	på	sig.	Om	istället	
projektilen	färdas	i	M	>	1	får	 luftmolekylen	ingen	förvarning	då	informatio-
nen	inte	kan	färdas	snabbare	än	ljudhastigheten	och	sålunda	”smäller	det	bara	
till”	för	den	intet	ont	anande	luftmolekylen.	Mycket	förenklat	kan	man	också	
säga	att	det	är	på	grund	av	detta	en	ljudbang	uppkommer.	Det	händer	väldigt	
mycket	i	chockvågen,	som	typiskt	är	någon	tiotusendels	millimeter	tunn,	detta	
behandlas	dock	inte	i	denna	bok.	

9.3 Hur uppkommer lyftkraft och luftmotstånd?

Det	finns	många	olika	teorier	kring	detta,	men	den	enklaste	är	den	som	ba-
seras	 på	 Newtons	 teorier.	 Först	 måste	 man	 inse	 att	 en	 vinge	 som	 genererar	
lyftkraft	avlänkar	flödet	bakom	sig.	Därför	accelereras	(luft-)flödet	nedåt	och	
enligt	Newtons	andra	lag	uppkommer	en	kraft	som	är	direkt	proportionell	mot	
accelerationen	(F = ma).	Baserat	på	Newtons	tredje	lag	om	kraft	och	motkraft	
(se	avsnitt	7.4.4)	uppkommer	nu	en	lika	stor	och	motriktad	kraft	på	vingen	
som	pressar	den	uppåt.	Denna	del	kallas	lyftkraft.	I	korthet	kan	man	säga	att	
om	en	vinge	som	avlänkar	en	luftström	med	en	viss	kraft,	uppstår	en	lika	stor	
och	motriktad	kraft	på	vingen.	

Lyftkraftskoefficienten	är	ett	uttryck	som	ofta	används	för	att	kunna	jäm-
föra	lyftkraft	vid	olika	hastigheter	på	ett	enkelt	sätt,	denna	definieras	som

	 Sq
LCL
∞

=

där	S	är	någon	referensyta	företrädesvis	vingarean.	Lyftkraften,	L	har	ett	ganska	
självbeskrivande	namn	och	den	ges	(inom	rimliga	gränser)	av	 αα,LCL = 	som	
beror	på	den	så	kallade	anfallsvinkeln,	α.
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I	figur	9.1	kan	man	se	lyftkraftskoefficienten	som	funktion	av	anfallsvin-
keln.	Hur	detta	samspel	sker	beskrivs	av	 α,LC 	som	kan	utläsas	som	lutningen	
på	kurvan.	För	en	oändligt	lång	vinge	i	ideal	strömning	är	 α,LC 	=	2π	≈	6.28		
och	om	någon	påstår	 sig	komma	nära	eller	överstiga	detta	värde	bör	 läsaren	
kontakta	 expertis	 för	 att	 utreda	påståendet.	Vidare	 kan	man	ur	figur	9.1	 se	
hur	en	farkost	tappar	lyftkraft	när	man	passerar	ett	visst	värde	på	anfallsvinkel,	
detta	kallas	att	vingen	stallar	(uttalas	”stålar”).	Om	detta	sker	snabbt	har	föra-
ren	ingen	chans	att	kompensera	och	flygplanet	tappar	mycket	höjd	på	kort	tid.	
Detta	är	naturligtvis	problematiskt	om	man	befinner	sig	på	låg	höjd.	Om	det	
sker	gradvis	upplevs	planet	som	snällare	då	föraren	har	tid	att	reagera.

Vad	är	det	då	som	orsakar	stall?	En	förenklad	förklaring	syns	i	figur	9.2.	I	
bild	a	har	vi	anliggande	strömning	och	en	anfallsvinkel	på	ca	5	grader	och	som	
synes	avlänkas	flödet	något	vilket	ger	upphov	till	lyftkraft.	I	bild	b	är	anfallsvin-
keln	för	stor	så	strömningen	kan	inte	ligga	kvar	utan	släpper	vingprofilen	och	

C

C

anfallsvinkel

”snällt” flygplan

”elakt” flygplan

L,max

L

Figur 9.1. Lyftkraftskoefficient som funktion av anfallsvinkel. (Källa: FHS)

(a) (b)

Figur 9.2. Anliggande och avlöst strömning. (Källa: FHS)
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därför	blir	det	ingen	ordnad	avlänkning.	Resultatet	blir	drastiskt	lägre	lyftkraft	
och	ett	kraftigt	ökat	motstånd.	

Det	 som	avhandlats	hittills	kallas	 tvådimensionell	 (2D)	 strömning	 för	vi	
har	tittat	på	vingar	som	varit	”oändligt”	långa.	Vad	händer	då	i	de	verkliga	fal-
len	där	strömningen	är	tredimensionell	(3D)?	

Den	största	skillnaden	är	ett	fenomen	som	uppstår	från	alla	 lyftproduce-
rande	vingar,	ändvirvlar,	illustrerat	i	figur	9.3.	Stora	och	tunga	flygplan	med	
hög	vingbelastning	ger	upphov	till	ännu	kraftigare	virvlar.	Om	man	vill	prova	
själv	kan	man	vid	paddling	i	t.ex.	en	kajak,	se	denna	virvelbildning	vid	pad-
deln	om	man	tar	i	lite…	På	samma	sätt	uppkommer	virvlar	efter	ett	startande	
passagerarflygplan.	Det	kan	synas	harmlöst	med	lite	luft	som	snurrar	runt	men	
kraften	i	en	sådan	virvel	som	kommer	från	t.ex.	ett	stort	plan	med	en	startvikt	
på	runt	500	ton,	är	enorm,	kraften	 i	varje	virvel	motsvarar	att	man	drar	sin	
paddel	med	motsvarande	250	tons	kraft.	Normalt	vandrar	dessa	virvlar	i	sid-
led	och	mattas	av	efter	hand	på	grund	av	friktion.	Om	det	är	vindstilla	eller	
bara	svaga	sidovindar	kan	virvlarna	dock	bli	liggande	över	startbanan.	Det	har	
hänt	att	flygplan	helt	sonika	hamnat	på	rygg	då	de	kört/flugit	in	i	något	annat	
flygplans	ändvirvlar.	Detta	är	också	anledningen	till	att	man	har	en	relativ	lång	
tidsseparering	mellan	flygplan	som	skall	starta	på	vanliga	flygplatser.	Denna	tid	
ökas	speciellt	vid	lugnt	väder	och	svag	sidovind.	Virvlarna	upplöses	snabbast	i	
stark	och	turbulent	vind.

Figur 9.3. Ändvirvlar efter ett litet jetflygplan. (Foto: © Steve Morris, Air Team Images, Airliners.net)
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Fåglar	har	haft	lite	längre	tid	att	utveckla	sin	teknologi	och	använder	änd-
virvlarna	 från	 framförvarande	 fågel	 och	flyger	 där	 kraften	 från	 virvlarna	 går	
uppåt	vilket	gör	att	det	blir	extra	 lyftkraft,	ungefär	 som	att	 surfa	på	en	våg.	
Man	byter	sedan	ledare	för	att	spara	energi	och	det	är	därför	de	karakteristiska	
fågelsträcken	 i	V-formation	 uppträder.	 Det	 talas	 om	 energibesparingar	 runt	
50–70	%	om	man	flyger	på	detta	sätt.	Det	talas	vidare	om	att	automatiserad	
flygning	i	framtiden	skall	kunna	utnyttja	effekten.	Kanske	får	vi	så	småningom	
se	transport-	och	passagerarflygplan	i	formation	över	Atlanten.

9.4 Skillnader mellan en deltavinge och en vanlig vinge

Namnet	deltavinge	kommer	från	det	grekiska	tecknet	delta,	∆	som	beskriver	
utseendet	hos	många	militära	flygplan	på	ett	bra	sätt.	En	vanlig	vinge	har	gene-
rellt	en	ganska	utpräglad	stallgräns	(uttalas	stålgräns)	som	diskuterats	ovan,	dvs.	
man	får	ej	anliggande	strömning	på	ovansidan,	vingen	tappar	lyftkraft	och	man	
faller	ner	till	man	återfått	anliggande	strömning.	En	deltavinge	klarar	högre	an-
fallsvinklar,	storleksordningen	35–45	grader	att	jämföra	med	10–18	grader	för	
en	traditionell	vinge.	Vid	sådana	höga	anfallsvinklar	blir	motståndet	mycket	
högt,	men	detta	kan	normalt	kompenseras	med	en	stark	motor.	Men	den	kan-
ske	främsta	fördelen	är	att	man	med	kort	vingspann	får	ett	plan	som	är	bättre	
ut	hållfasthetssynpunkt.	Om	man	jämför	med	det	extrema	segelflygplanet,	se	i	
figur	9.4,	kan	en	stor	utböjning	konstateras	redan	vid	relativt	låg	belastning;	då	

Figur 9.4. Foto på det moderna segelflygplanet Eta. (Foto: © Holger Weitzel, www.aufwind-luftbilder.de)
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vill	man	kanske	inte	tillåta	en	belastning	som	är	9	till	12	g.	Varför	flyger	man	
då	med	en	så	”känslig”	struktur?	Jo	det	så	kallade	glidtalet,	enkelt	uttryckt	hur	
många	meter	man	kommer	framåt	för	varje	förlorad	höjdmeter,	 ligger	på	ca	
60–70	för	ett	extremt	segelflygplan	medan	siffran	10	är	mer	representativ	för	
ett	vanligt	flygplan.	Detta	beror	i	korthet	på	att	ju	större	vingspann,	ju	mindre	
blir	de	tidigare	diskuterade	ändvirvlarna.	En	oändligt	lång	vinge	har	inga	änd-
virvlar	och	sålunda	förlorar	man	ingen	lyftkraft	där.	

9.5 Lyftkraftscentrum och lite om stabilitet

Detta	kan	verka	lite	komplicerat	vid	en	första	anblick	men	en	enkel	regel	för	
att	komma	ihåg	det	hela	är	att	tänka	på	en	dartpil.	De	flesta	vet	att	en	dartpil	
har	en	stor	vikt	fram	och	vingytan	långt	bak.	Detta	för	att	få	en	så	stabil	”far-
kost”	som	möjligt.	Detta	medför	således	att	den	flyger	stabilt.	Den	blir	dock	
relativt	svårmanövrerad,	vilket	i	sin	tur	medför	att	den	blir	relativt	okänsliga	för	
yttre	störningar,	en	bra	egenskap	i	t.ex.	pubmiljö.	Om	dartpilen	istället	kastas	
baklänges,	dvs.	med	vingytan	först,	vänder	den	i	luften	så	fort	den	påverkas	av	
minsta	störning.

Detta	är	en	instabil	konfiguration	och	om	man	inte	har	ett	datoriserat	styr-
system	som	stabiliserar	situationen	slutar	det	hela	i	katastrof.	Detta	är	anled-
ningen	till	att	folk	ofta	får	sitta	långt	fram	i	ett	icke	fullsatt	flygplan.	Generellt	
är	 tyngdpunkten	 långt	 fram	 att	 föredra,	 men	 detta	 gör	 samtidigt	 flygplanet	
”trögare”	att	manövrera.	Så	beroende	på	insatsområde	bör	en	lämplig	kompro-
miss	som	är	tillräckligt	stabil	och	samtidigt	tillräckligt	manövrerbar	konstru-
eras.	Vid	militära	tillämpningar	används	ibland	datorstabiliserade	flygplan	för	
att	åstadkomma	extrem	manövreringsförmåga	med	bibehållen	flygbarhet	 för	
piloten.

Vid	 överljudsströmning	 flyttas	 lyftkraftscentrum	 bakåt,	 normalt	 från	 25	
till	50	%	av	kordan	 (på	en	oändlig,	 rak	vinge).	Detta	medför	att	 stabilitets-
marginalen	(skillnaden	mellan	 lyftkraftcentrum	och	tyngdpunkt)	ökar	högst	
väsentligt	och	en	farkost	som	är	instabilt	 i	underljud	kan	sålunda	bli	stabil	 i	
överljudshastighet.	Detta	gäller	för	många	så	kallade	instabila	flygplan.

9.6 Luftmotstånd

Om	 man	 gör	 vissa	 förenklingar,	 så	 visar	 de	 aerodynamiska	 och	 hydrodyna-
miska	modellerna	att	motståndet	borde	vara	noll	om	man	inte	tar	ut	någon	
lyftkraft.	År	1744	kom	d’Alembert	fram	till	detta	och	fenomenet	är	känt	som	
d’Alemberts	paradox.	Han	insåg	att	något	saknades	i	den	teori	som	fanns	vid	
denna	tidpunkt.	Vad	är	det	då	som	orsakar	detta	motstånd?	Jo,	det	är	samma	
princip	som	gör	det	jobbigt	att	dra	denna	lärobok	över	skrivbordet,	friktion.	
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Om	vi	studerar	figur	9.5	och	antar	att	luften	rör	sig	med	hastigheten	V2	åt	hö-
ger	och	tittar	på	hastighetsprofilen	närmast	”kroppen”	ser	vi	att	den	börjar	vid	
noll.	Luften	hakar	alltså	fast	och	ligger	still	närmast	kroppen	och	hastigheten	
ökar	uppåt	till	dess	att	man	kommer	upp	i	friströmshastigheten.	Det	uppstår	
något	som	kalls	för	skjuvkrafter	mellan	de	olika	”lagren”.	Dessa	skjuvkrafter	ger	
upphov	till	motståndet.	

Motståndskoefficienten,	Cd	definieras	 i	 likhet	med	 lyftkraftskoefficienten	
som	

Sq
DCd
∞

=

Om	 vi	 nu	 studerar	 motståndskoefficienten,	 Cd	 vid	 noll	 lyftkraft	 (det	 så	
kallade	nollmotståndet,	Cd,0)	 som	funktion	av	Machtal	 i	figur	9.6	kan	vi	 se	

V2

V1

Figur 9.5. Hastighetsprofil nära en kropp som rör sig i luft. (Källa: FHS)

Mach

Cd,0

1.0 1.30
0

Figur 9.6. Nollmotstånd som funktion av Machtal. (Källa: FHS)
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att	det	är	relativt	konstant	upp	till	det	att	man	närmar	sig	ljudhastigheten.	Då	
skjuter	motståndet	kraftigt	i	höjden.	Efter	det	att	man	kommit	igenom	ljudval-
len	minskar	motståndskoefficienten.	För	överljudsplan	gör	man	ofta	så	att	man	
stiger	med	Mach	0.9	till	hög	höjd	och	sedan	dyker	man	kraftigt	för	att	snabbt	
komma	igenom	detta	motståndsområde	och	upp	i	överljudshastighet.	Detta	är	
mer	effektivt	än	att	bara	”gasa”	sig	igenom	ljudvallen	på	konstant	höjd.

Som	 ovan	 konstateras	 ökar	 motståndet	 Cd,0	 kraftigt	 när	 M	 ≈	 1.	 För	 att	
minska	denna	effekt	kom	NASA	på	den	så	kallade	arearegeln.	Den	betyder	i	
korthet	att	tvärsnittsarean	på	luftfarkosten	skall	hållas	konstant	i	dess	 längd-
riktning.	Detta	medför	att	flygkroppen	görs	smalare	där	vingar	och	stabilisator	
är	placerade.	Applicering	av	denna	regel	kan	minska	Cd,0	till	ungefär	hälften	
när	man	passerar	ljudvallen.

9.7 Laminär och turbulent strömning

För	att	avsluta	diskussionen	om	motstånd	skall	vi	diskutera	skillnaden	mellan	
laminär	 och	 turbulent	 strömning.	 Ett	 enkelt	 sätt	 att	 studera	 skillnaden	 kan	
man	få	genom	att	öppna	en	vanlig	vattenkran	lite	försiktigt.	Längst	upp,	när-
mast	mynningen	är	det	laminärt	(ordnat)	och	längre	ner,	innan	vattnet	når	vas-
ken,	är	det	turbulent	(kaotiskt).	När	man	ser	på	strömningen	är	det	inte	svårt	
att	 inse	 att	 laminär	 strömning	normalt	 ger	 lägre	motstånd	 än	 turbulent.	På	
ett	modernt	segelflygplan	har	man	laminär	strömning	på	80–90	%	av	vingens	
korda	vid	gynnsamma	förhållanden.	Men	varför	har	en	golfboll	då	s.k.	dimples	
(små	 gropar)	 som	 ”triggar”	 den	 laminära	 strömningen	 att	 bli	 turbulent?	 På	
vissa	passagerarflygplan	kan	man	också	hitta	så	kallade	turbulatorer	om	man	
tittar	på	 vingarna,	 vad	 skall	 det	 vara	bra	 för?	Det	 generella	 svaret	 är	 att	det		
ibland	är	viktigare	att	veta	var	själva	omslaget	sker	och	att	det	är	konstant,	än	
att	minimera	motståndet	till	den	sista	decimalen.	Här	kan	man	också	göra	ett	
enkelt	empiriskt	försök	om	man	spelar	volleyboll	(eller	ännu	hellre	en	plast-
fotboll	utan	sömmar).	Om	man	bara	slår	till	bollen	utan	att	skruva	den,	kan	
man	se	hur	den	vandrar	omkring	lite	i	luften.	Detta	beror	på	att	omslagspunk-
ten	mellan	turbulent	och	laminär	strömning	vandrar	lite.	Bland	golfspelare	är	
detta,	av	förklarliga	skäl	inget	populärt	beteende.

9.8 Stealth och aerodynamik

Många	gånger	presenteras	aerodynamik	och	stealth	som	ett	motsatsförhållande,	
men	ofta	är	problemen	snarare	att	hänföra	till	dålig	kommunikation	mellan	de	
olika	disciplinerna.	Rena	ytor	med	få	utstickande	delar	är	t.ex.	eftersträvansvärt	
av	både	aerodynamik	och	stealth-konstruktörer.	Stora	strukturer	som	är	linje-
rade	är	också	en	fördel	ur	ett	elektromagnetiskt	perspektiv.
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10. Vågutbredning och dess tillämpningar

När	energi	överförs	från	en	sändare	(t.ex.	ett	föremål)	till	en	mottagare	(t.ex.	
ett	öga)	ger	det	möjlighet	för	mottagaren	att	upptäcka	sändaren.	Vi	säger	att	
de	kommunicerar.	

Energin	överförs	via	någon	form	av	vågrörelse,	antingen	elektromagnetisk	
eller	 mekanisk	 (t.ex.	 tryckvågor	 i	 en	 gas/vätska).	 Gemensamt	 för	 alla	 vågor	
är	att	de	transporterar	energi	och	inte	materia.	Vad	är	det	som	är	gemensamt	
för	ögonen,	vår	kanske	mest	använda	sensor,	och	andra	sensorer	som	t.ex.	ra-
dar,	värmekamera	och	bildförstärkare?	De	är	alla	känsliga	för	elektromagnetisk	
strålning	(EM-strålning).	Vad	är	då	EM-strålning	och	vilka	begränsningar	och	
möjligheter	har	den?	Detta	kommer	översiktligt	att	behandlas	i	detta	kapitel.	

Vid	 trådlös	 kommunikation	 med	 t.ex.	 truppradio,	 radiolänk,	 laserlänk,	
trådlöst	nätverk	(WLAN),	GSM,	3G	osv.	används	elektromagnetisk	strålning.	
Sonarer	 utnyttjar	 istället	 hydroakustiska	 vågor	 som	 är	 en	 typ	 av	 mekaniska	
vågor	som	utbreder	sig	i	vatten.	Även	ljud	är	mekaniska	vågor	i	luften.	Sensorer	
för	att	kunna	detektera	ljudvågor	kallar	vi	mikrofoner.

Med	strålningen	menas	att	man	överför	energi	mellan	t.ex.	två	punkter	A	
och	B	(se	figur	10.1.a	på	nästa	sida),	vilket	är	fallet	vid	trådlös	kommunikation	
och	”registrering”	av	ett	föremål	med	t.ex.	en	värmekamera	eller	passiv	sonar.

Geometrin	i	figuren	10.1.b	på	nästa	sida	visar	ett	fall	där	energin	från	A	
reflekteras	i	B	och	återvänder	till	A	där	den	kan	detekteras.	Exempel	är	när	en	
radar	sänder	en	puls	som	sedan	reflekteras	av	ett	mål.	Samma	sak	gäller	för	en	
aktiv	sonar	som	sänder	ljudvågor	i	vattnet	mot	ett	mål.	I	figur	10.1.c	på	nästa	
sida	visas	geometrin	för	t.ex.	ett	öga,	där	t.ex.	strålningen	från	solen	C	reflekte-
ras	i	föremålet	B	och	sedan	registreras	av	ögat	A.
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I	 det	 följande	beskrivs	 elektromagnetisk	 strålning,	 för	 vilken	 vi	 kommer	
att	behandla	begrepp	som	utbredningshastighet,	frekvens,	våglängd	och	sam-
banden	mellan	dessa.	Därefter	behandlas	vågutbredning	och	antenner	samt	de	
parametrar	som	styr	utformningen	av	antenner.	Kapitlet	avslutas	med	något	
om	fotonen.

10.1 Uppkomst av elektromagnetisk strålning

I	grund	och	botten	handlar	detta	om	krafter	mellan	laddningar.	Stillastående	
laddningar	ger	upphov	till	det	elektriska	fältet	(E).*	Laddningar	som	rör	sig	i	
förhållande	till	varandra	genererar	dessutom	ett	magnetiskt	fält	(H).	I	denna	
bok	ges	endast	en	mycket	kort	och	förenklad	beskrivning	av	fenomenet.

Accelererar	man	 laddningar	 kommer	 en	del	 av	 energin	 att	 stråla	 ut	 från	
bärarna	av	laddningarna	(elektronerna),	på	detta	sätt	genereras	EM-strålning.	
Det	är	detta	som	sker	i	våra	antenner.	Vi	för	in	stora	mängder	elektroner	i	an-
tennen	genom	att	ansluta	den	till	en	spänningskälla	(generator	1),	se	figur	10.2.		

*	 Fet stil	indikerar	att	fältet	är	en	vektorstorhet,	dvs.	fältet	har	både	riktning	och	storlek.

Sensor Mätobjekt

A B

Mätobjektet genererar egenstrålning

Sändare
och sensor

Mätobjekt

A B
Mätobjektet reflekterar strålning
från sändaren A

Sensor Mätobjekt

A B
Mätobjektet reflekterar strålning
från en annan källa C.

Källa C

a)

b)

c)

1

2

2

1

Figur 10.1. Några tänkbara geometrier för vågutbredning. (Källa: FHS)

Gen 1

Antenn 1

Mott

Antenn 2

Gen 2

Figur 10.2. Sändare och mottagare. (Källa: FHS)
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Men	då	elektronerna	når	antennen	bromsas	de	tvärt	upp	(jmf	med	att	springa	
in	 i	 en	 vägg),	 eftersom	 de	 inte	 kan	 lämna	 antennen.	 Föremål	 som	 bromsas	
upp	förlorar	energi,	en	del	av	energin	strålar	ut	från	antennen	och	en	del	blir	
värme.

Befinner	man	sig	på	en	fix	punkt	med	en	antenn	så	kommer	den	att	känna	
av	att	det	elektriska	och	magnetiska	fältet	varierar	med	tiden.	Dessa	föränd-
ringar	av	fältet	kommer	att	accelerera	de	laddningsbärare	som	finns	i	antennen;	
är	den	i	sin	tur	ansluten	till	en	mottagare	kommer	den	att	uppleva	det	som	
att	en	spänningskälla	finns	i	antennen	(generator	2).	Det	fina	med	detta	är	att	
generator	2	svänger	”identiskt”	med	generator	1.

10.1.1	 Utbredningshastighet	

EM-strålning	kan	beskrivas	som	en	vågrörelse	i	analogi	med	t.ex.	ljud-	och	vat-
tenvågor.	Men	det	finns	några	 stora	 skillnader,	bl.a.	utbredningshastigheten.	
EM-vågor	 utbreder	 sig	 med	 hastigheten	 300	000	000	m/s	=	300	000	km/s	 i	
vakuum;	detta	 ska	då	 jämföras	med	blygsamma	ca	340	m/s	 för	 ljudet	 i	 luft	
vid	havsytan	och	ca	1	500	m/s	för	ljudet	i	vatten.	Ytterligare	en	skillnad	är	att	
EM-strålning	kan	utbreda	sig	utan	ett	medium*	till	skillnad	mot	ljudvågor	som	
behöver	luft	eller	något	annat	material.	(Det	går	inte	att	prata	i	vakuum.)

Utbredningshastigheten	går	ner	något	när	EM-strålningen	utbreder	 sig	 i	
något	annat	än	vakuum.	Kvoten	mellan	hastigheten	i	vakuum	och	hastigheten	
i	det	aktuella	mediet	kallas	brytningsindex	(n).	Skillnaden	i	hastighet	leder	till	
att	strålningen	bryts�	�	(ändrar	riktning)	i	gränsskiktet	mellan	två	material	(se	
figur	10.3).

Brytningsindex	 ändrar	 sig	 bl.a.	
när	temperatur	och	frekvens	ändras.	
Det	 första	 leder	 bl.a.	 till	 hägringar	
och	 ”värmedaller”	 ovanför	 t.ex.	 ett	
varmt	stridsfordon.	Det	andra	leder	
bl.a.	till	regnbågen.

*	 Under	1800-talet	lades	mycket	möda	ner	på	att	försöka	gå	runt	detta	faktum	att	ljus	(som	
man	i	och	för	sig	inte	hade	insett	är	EM-strålning)	kunde	utbreda	sig	till	synes	utan	ett	me-
dium.	Därför	införde	man	begreppet	”etern”,	som	sades	inte	ha	någon	massa,	lukt	eller	annan	
egenskap!	Lustigt	nog	lever	detta	ord	kvar	i	uttrycket	etermedia.

�	 Ordet	refraktion	används	ofta	istället	för	brytning.
�	 Det	 finns	 ett	 matematiskt	 samband,	 kallad	 för	 Snells	 lag,	 som	 beskriver	 detta	 fenomen		

n1	sin	α	=	n2	sin	β.



n 1

n 2 > n 1


Figur 10.3. Brytning i gränsskiktet mellan två material 
med olika brytningsindex. (Källa: FHS)
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10.1.2	 Frekvens

Hur	snabbt	en	spänningskälla	svänger	kallar	vi	frekvens.	Frekvensen	har	stor	
betydelse	 för	bl.a.	utformningen	av	antennen	och	dämpningen	av	den	elek-
tromagnetiska	vågen	i	atmosfären.	Hur	snabbt	något	svänger	brukar	vi	mäta	
i	Hertz	[Hz]	=	antalet	svängningar	per	sekund.	Antag	att	vi	har	någon	fysisk	
storhet	som	svänger	runt	ett	jämviktsläge	(t.ex.	en	massa	som	hänger	i	en	fjäder	
eller	det	elektriska	fältet	i	vår	EM-våg).	Figur	10.4	visar	hur	det	elektriska	fältet	
varierar	med	tiden	på	ett	visst	avstånd	från	antennen.	Låt	oss	börja	vid	tiden	t0	
där	amplituden	=	0,	därefter	ökar	amplituden	successivt	från	0	till	ett	maximalt	
positivt	värde	+A.	Sedan	passerar	vi	0	igen	för	att	hamna	på	maximalt	negativt	
värde	–A	och	sedan	åter	till	0	vid	tiden	t1.	Då	har	vi	genomlöpt	en	period	på	
tiden	T	=	t1–t0	s.	Antalet	perioder	per	sekund	är	inget	annan	än	frekvensen	f.	
Antag	att	periodtiden	T	=	0.1	s,	vilken	frekvens	svänger	fältet	med	då?	Ja,	det	
måste	uppenbarligen	gå	10	perioder	på	1	sekund,	frekvensen	är	alltså	10	Hz.

t [s]

E [V/m]

T

x =10m

t0 t1

+A

-A

Figur 10.4. Elektriska fältets variation med tiden på avståndet x = 10 m från källan.  
(Källa: FHS)

Detta	kan	sammanfattas	så	här:	Frekvensen	f	är	lika	med	1	dividerat	med	
periodtiden	T.	Eller	ännu	enklare:	

	 T
f 1

=

Kort	periodtid	är	alltså	liktydigt	med	hög	frekvens.

10.1.3	 Våglängd

Vad	menas	med	våglängd	λ	 [m]	och	hur	ser	kopplingen	till	 frekvens	ut?	Låt	
oss	göra	om	ovanstående	experiment	men	på	ett	litet	annorlunda	sätt.	I	stället	
för	att	stå	stilla	på	ett	fixt	ställe	och	låta	tiden	gå,	låt	oss	frysa	tiden	och	i	stället	
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förflytta	oss	i	vågens	utbredningsriktning	och	mäta	fältstyrkan.	Mätresultatet	
blir	snarlikt	det	förra,	det	enda	som	skiljer	är	att	vi	får	sträcka	[m]	på	x-axeln	i	
stället	för	tid	[s],	se	figur	10.5.

x [m]

E [V/m]

λ

t =1s

x0 x1

+A

-A

Figur 10.5. Elektriska fältets variation utmed utbredningsriktningen x vid tiden t = 1 s.  
(Källa: FHS)

På	motsvarande	sätt	som	tidigare	kan	vi	betrakta	en	period	av	signalen.	I	
detta	fall	måste	vi	förflytta	oss	en	sträcka	λ	för	att	återkomma	till	ursprungs-
situationen.	Denna	sträcka	kallar	vi	för	våglängden	och	den	betecknas	vanligen	
med	den	grekiska	bokstaven	λ	(lambda).

10.1.4	 Sambandet	mellan	våglängd	och	frekvens

Så	nu	till	frågan	hur	frekvens	och	våglängd	hänger	ihop.	För	att	förklara	detta	
måste	vi	blanda	 in	utbredningshastigheten	v.	Vet	vi	 frekvensen	f	och	utbred-
ningshastigheten	v,	kan	vi	räkna	ut	våglängden.

•	 Exempel 1. Antag	att	vågen	rör	sig	med	hastigheten	v	=	100	m/s	och	att	frek-
vensen	är	10	Hz.	Vi	vet	således	att	vågen	flyttar	sig	100	meter	på	en	sekund	
och	att	den	under	samma	tid	(1	s)	hinner	genomlöpa	10	perioder.	Rimligen	
måste	då	varje	period	vara	10	m	lång	och	periodens	längd	är	ju	inget	an-
nat	än	våglängden.	För	att	få	fram	resultatet	dividerade	vi	hastigheten	med	
frekvensen	(antal	fullbordade	perioder	på	1	sekund).	

•	 Exempel 2. Antag	samma	frekvens	som	i	exempel	1	men	att	hastigheten	har	
ökat	till	300	000	km/s	(=	ljushastigheten).	Vad	blir	då	våglängden?	Den	blir	
30	000	km!	75	%	av	jordens	omkrets!	Ovanstående	resonemang	kan	sam-
manfattas	i	nedanstående	formel:

	
(1)[Hz]   [m/s]   [m] 

λ
λλ vffv

f
v

=⇔⋅=⇔= 		 	 (1)
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Med	hjälp	av	ovanstående	formler	samt	två	av	de	tre	parametrarna	kan	ni	
nu	själva	räkna	ut	den	okända.	En	generell	slutsats	ur	ovanstående	formel	(re-
sonemang)	är	att	oavsett	utbredningshastighet	så	gäller:	Ökad	frekvens	medför	
kortare	våglängd	och	vice	versa.

Nu	 har	 vi	 visat	 hur	 frekvens,	 våglängd	 och	 utbredningshastighet	 hänger	
ihop.	Varför	är	vi	då	så	intresserade	av	dessa	parametrar?	Jo,	det	visar	sig	att	
transmissionen	av	EM-vågor	är	starkt	beroende	av	frekvensen	och	får	således	
stor	inverkan	på	hur	mycket	vågen	dämpas	och	hur	den	utbreder	sig.	För	att	få	
effektiv	riktverkan	av	sin	antenn	måste	man	anpassa	storleken	till	den	aktuella	
frekvensen.	I	militära	sammanhang	är	det	ofta	tvärtom.	Utrymmet	för	en	ra-
darantenn	är	begränsat	i	t.ex.	en	robot,	då	måste	man	välja	en	lämplig	våglängd	
för	bra	riktverkan	i	antennen.

10.2 Vågutbredning

De	elektriska	och	magnetiska	fälten	är	vinkelräta	mot	varandra	och	även	mot	
utbredningsriktningen	(se	figur	10.6).	Riktningen	på	det	elektriska	fältet	(E)	
anger	 strålningens	polarisation.	Strålning	 från	 t.ex.	 solen	och	glödlampor	 är	
helt	opolariserat,	dvs.	polarisationen	skiftar	hela	tiden	på	ett	slumpmässigt	sätt.	
Vissa	material	såsom	t.ex.	vatten	och	snö	har	egenskapen	att	vertikalpolariserat	
dämpas	kraftigt	vid	reflektion.*	Detta	kan	utnyttjas	i	så	kallade	Polaroid-glasö-
gon	som	utnyttjar	just	denna	effekt.	Genom	att	tillverka	glasögonen	så	att	de	
endast	släpper	igenom	vertikalt	polariserat	ljus	dämpas	besvärliga	solreflexer	ut	
på	ett	mycket	bra	sätt	utan	att	resten	av	omgivningen	också	försvinner.

*	 Vid	en	viss	vinkel,	den	s.k.	Brewstervinkeln,	försvinner	reflektionen	helt	och	hållet.

E

E

3

E

2

1

λ

c

x

Figur 10.6. EM-vågens ”utseende” under utbredning längs x-axeln. (Källa: FHS)
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Många	av	våra	vanligaste	militära	applikationer	använder	sig	av	polariserad	
strålning.	Några	exempel	är	laser,	radar	och	radiokommunikation.	Däremot	ut-
nyttjas	inte	polarisationen	i	bildförstärkare	och	värmekameror,	vanligen	kallade	
IRV-kameror	(Infra Red Vision).

Vågutbredningen	har	ett	starkt	frekvensberoende.	Vid	låga	frekvenser	kan	
strålningen	utbreda	sig	mycket	långa	sträckor	(i	princip	jorden	runt)	utmed	jor-
dens	yta	genom	att	växelverka	med	marken/vatten,	s.k.	ytvåg	(se	figur	10.7).

Ökar	man	frekvensen	kommer	ytvågen	att	dämpas	ut	tidigare	och	tidigare.	
Vill	man	då	fortfarande	komma	långt	kan	man	få	vågen	att	reflekteras	högt	upp	
i	atmosfären,	det	sker	i	jonosfären.*	Denna	våg	kallas	rymdvåg.	Detta	fungerar	
bra	i	frekvensområdet	3–30	MHz;	gränserna	varierar	kontinuerligt	över	dygnet	
och	året.	Ökar	man	frekvensen	ytterligare	finns	det	ingen	möjlighet	att	bryta	
av	i	jonosfären	och	man	blir	helt	beroende	av	direktvågen	och	den	reflekterade	
vågen.	Dessa	två	tillsammans	brukar	kallas	för	atmosfärsvågen.	Lägger	man	till	
ytvågen	får	man	det	som	brukar	kallas	för	markvåg.	Vid	ytterligare	ökning	av	
frekvensen	är	det	endast	direktvågen	som	”överlever”.	Vill	man	komma	långt	på	
dessa	frekvenser	är	man	helt	beroende	av	fri	sikt.�	Även	om	det	inte	finns	några	
hinder	såsom	t.ex.	berg	och	byggnader	så	ger	jordens	krökning	upphov	till	en	
radio-/radar-/optisk	räckvidd	för	direktvågen	(se	figur	10.8	på	nästa	sida).

Avståndet	Rmax	ges	av	nedanstående	formel:

	   (5)km][m][m][12.4 21max hhR 

    km][6.27374,31.491412.4max R

	 	 	 (2)

*	 I	 jonosfären	 (50–400	km	upp)	är	 trycket	 så	 lågt	 att	 fria	 elektroner	och	positiva	 joner	kan	
överleva	en	icke	försumbar	tid.	Det	bildas	olika	skikt	i	jonosfären	där	brytning	av	EM-vågor	
tillbaka	till	jorden	äger	rum.

�	 Detta	leder	till	att	man	vill	komma	upp	på	höjder	med	sina	sensorer	och	radiolänkar.

S M

Direktvåg

Rymdvåg

Reflekterad våg
Ytvåg

Figur 10.7. Vågutbredning. (Källa: FHS)
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•	 Exempel 5.	En	sjömålsrobot	flyger	på	9	meters	höjd	an	mot	en	korvett	av	
Visbytyp.	Dess	radarantenn	sitter	på	14	meters	höjd.	Vilket	är	det	största	
avstånd	som	radarn	kan	upptäcka	roboten	på	om	man	endast	tar	hänsyn	till	
jordens	krökning?	Formel	(2)	ger	oss	svaret:

	

  (5)km][m][m][12.4 21max hhR 

    km][6.27374,31.491412.4max R

•	 Exempel 6.	Hur	högt	upp	måste	en	radarantenn	placeras	om	man	vill	ha	
möjlighet	att	upptäcka	mål	på	100	meters	höjd	50	mil	bort?	Återigen	ger	
formel	(2)	svaret	på	frågan:	
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500
1.4

km][m][m][12.4

1

2
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 
  15.1
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21

21 



hh
hh

Ganska	högt!	Att	sätta	en	sensor	i	en	aerostat	verkar	i	alla	fall	vara	en	fung-
erande	 lösning.	Här	bör	 läsaren	observera	att	 formel	 (2)	gäller	 framför	allt	 i	
mikrovågsområdet.	I	optiska	området	gäller	i	stället:
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	 	 	 (3)

Hur	kommer	det	sig	att	den	optiska	räckvidden	blir	kortare?	Det	beror	på	
att	vågen	böjer	sig	olika	mycket	på	grund	av	att	brytningsindex	n	är	frekvens-
beroende.	Vad	har	då	brytningsindex	med	detta	att	göra?	I	normal	atmosfär	
minskar	brytningsindex	med	stigande	höjd.	Om	brytningsindex	minskar	bryts	
strålningen	tillbaka	mot	jorden.	Faktum	är	att	räckvidden	skulle	vara	betydligt	
kortare	om	vågen	inte	böjde	sig	i	atmosfären.	Om	vi	inte	tar	hänsyn	till	bryt-
ningen	får	vi	det	som	kallas	för	geometrisk	räckvidd:
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	 	 	 (4)

Figur 10.8. Radarräckvidd med hänsyn till jordens krökning och antennens resp. målets höjd.  
(Källa: FHS)
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Kvoten	mellan	(2)	och	(4)	blir
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Dvs.	räckvidden	ökar	med	15	%	på	grund	av	brytningen	i	atmosfären.

10.3 Antenner

Storleken	och	formen	på	antennen	bestäms	i	huvudsak	av	de	två	parametrarna	
våglängden,	λ	 [m]	och	 användningsområdet.	En	 indelning	 av	 användnings-
område	är	att	skilja	på	applikationer	där	vi	vill	kunna	rikta	strålningen	(radar,	
radiolänk)	och	det	rundstrålande	fallet	(truppradio,	mobiltelefon).	

10.3.1	 Riktantenner

Ofta	 hör	 man	 talas	 om	 begreppet	 antennförstärkning,	 vad	 menas	 med	 det?	
Låt	oss	börja	med	en	ljusanalogi.	Tänk	er	en	glödlampa	som	hänger	fritt	i	sin	
elkabel.	Den	skulle	vi	definiera	som	en	isotrop	lampa.	All	effekt	P1	som	vi	ma-
tar	in	i	lampan	sprider	sig	sfäriskt	åt	alla	håll.	Ljuset	skulle	vara	lika	starkt	var	
vi	än	befinner	oss	på	en	tänkt	sfär	centrerad	kring	lampan.	Denna	lampa	har	
ljusförstärkningen	=	1.

Denna	typ	av	 lampa	verkar	 inget	vidare	då	huvuddelen	av	 ljuset	 sprids	 i	
oönskade	 riktningar.	 Onekligen	 verkar	 det	 smartare	 att	 rikta	 ljuset	 mot	 det	
man	vill	se	istället!

Låt	oss	sätta	en	reflektor	runt	lampan	som	riktar	ljuset.	Utformningen	av	
reflektorn	beror	på	hur	vi	vill	att	ljuset	skall	sprida	sig.	Till	en	bil	kan	man	t.ex.	
köpa	till	extra	 strålkastare	med	olika	egenskaper.	Det	finns	bl.a.	 s.k.	flodljus	
som	har	en	bred	ljuskägla	som	är	relativt	kort	och	fjärrljus	som	har	en	smal	
och	lång	ljuskägla.	För	en	given	ljuseffekt	P2	krävs	det	således	mindre	ström	till	
glödlampan	om	den	har	en	reflektor	än	om	den	saknar	reflektor.	Förhållandet	
mellan	effekterna	P1	och	P2	som	ger	samma	ljusstyrka	kan	vi	kalla	Reflektor-
förstärkning,	RF.
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	 	 	 	 	 	 (5)

Värt	att	nämna	här	är	också	ett	fenomen	som	vi	brukar	kalla	för	sidolober.	
Det	vill	säga	att	hur	väl	vi	än	konstruerar	vår	reflektor,	så	kommer	en	del	av	lju-
set	spridas	vid	sidan	om	huvudloben.	Däremot	är	styrkan	i	sidoloberna	mycket	
lägre	än	i	huvudloben.

Ett	 liknande	 resonemang	 som	ovan	kan	 föras	 för	övrig	 elektromagnetisk	
strålning.	Skillnaden	är	att	”refektor”	kallas	för	antenn	och	”reflektorförstärk-
ning”	blir	antennförstärkning	G.	
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Låt	oss	 studera	figur	10.9	 som	
visar	 ett	 s.k.	 antenndiagram.	
Diagrammet	visar	hur	G	varie-
rar	 i	 horisontalplanet	 för	 t.ex.	
en	radarantenn.	Figuren	är	inte	
skalenlig,	 oftast	 är	 antennför-
stärkningen	 i	 huvudloben	 ca	
1	000	ggr	(30	dB)	större	än	dito	
i	 sido-/backlober.	 Det	 bästa	
vore	 om	 vi	 inte	 hade	 några	
sido-/backlober	då	dessa	gör	oss	
känsliga	för	telekrigåtgärder.*

I	 figur	 10.10	 har	 vi	 fört	 in	
lobbredden	θ	(theta)	som	anger	
hur	smal	eller	bred	vår	huvudlob	
är.	Det	finns	flera	olika	defini-
tioner	på	lobbredd,	här	används	
den	vanligaste	s.k.	3dB-lobbred-
den.	Med	3dB	lobbredd	menas	
att	 vinkeln	mäts	mellan	de	 två	
punkter	a	och	b	där	antennför-
stärkningen	nedgått	till	hälften	
av	Gmax.	

Med	 rimliga	 krav	 på	 sido-
lobsnivå	(ca	–30	dB	=	0.001	ggr)	
så	kan	nedanstående	två	formler	
användas	för	överslagsberäkningar.
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	 	 	 	 	 	 (6)
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	 	 	 	 	 	 (7)

Låt	oss	titta	lite	närmare	på	formel	(6),	vad	betyder	den	egentligen?	Till	att	
börja	med	kan	vi	konstatera	att	λ	står	ovanför	bråkstrecket,	vilket	medför	att	
om	våglängden	ökar	(frekvensen	minskar)	så	ökar	också	lobbredden.	Gör	vi	dä-
remot	antennen	större	(d	ökar)	så	minskar	lobbredden.	Slutsatser: Lobbredden	
minskar	då	frekvensen	ökar	om	d	är	konstant,	likaså	om	d	ökar	och	frekvensen	
är	konstant.	En	smal	lob,	som	ofta	eftersträvas,	kräver	en	stor	antenn	räknat	i	
antal	våglängder.	Låt	oss	titta	på	några	exempel:

*	 Sido/backlober	möjliggör	för	fienden	att	signalspana	och	störa	oss	även	fast	denne	inte	befin-
ner	sig	i	vår	huvudlob.

Gmax

Backlob

Sidolob Huvudlob

Figur 10.9. Antenndiagram. (Källa: FHS)

Gmax

Gmax - 3dB Gmax - 3dB

d

a b

Figur 10.10. Ett antenndiagram från en antenn som 
är d m bred. (Källa: FHS)
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•	 Exempel 3. En	rimlig	lobbredd	på	en	rikt-
antenn	är	1	grad.	Hur	stor	antennbred	d	be-
hövs	om	 frekvensen	är	3	MHz	 (λ =	100	m)?	
Formel	 (1)	 ger	 oss	 lösningen,	 θ°	=	1	 med-
för	 att	 d	 måste	 vara	 60	λ	 bred.	 Alltså		
d	=	60	•	100	=	6000	m,	bred!	

•	 Exempel 4.	 Antag	 att	 man	 vill	 ha	 samma	
lobbredd	 som	 ovan	 för	 radarn	 i	 AH-64D	
Longbow.	Hur	stor	måste	den	antennen	vara?	
Vi	”vet”	att	antennen	måste	vara	minst	60	λ.	
Enligt	Jane’s*	är	frekvensen	f	=	35	GHz.	Detta	
motsvarar	en	våglängd	
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vilket	i	sin	tur	ger	antennstorleken	d	ungefär	
50	cm.

På	bilden	av	helikoptern	i	figur	10.11	ser	det	ut	som	om	den	vore	större	
än	0.5	m.	Detta	beror	förmodligen	på	att	man	dels	har	ett	mekaniskt	skydd	
(radom)	samt	att	man	vill	ha	en	lägre	sidolobsnivå	än	våra	–30	dB.	

Hittills	har	vi	bara	behandlat	antenner	inom	radio-	och	radarområdet,	men	
faktum	är	att	det	är	samma	fenomen	som	gäller	även	inom	det	optiska	områ-
det.	Låt	oss	titta	på	ett	exempel:

•	 Exempel 5.	Jämförelse	mellan	storlek	på	lins	i	termiska	IR-området	och	lins	
för	synlig	strålning.	För	linser	gäller	precis	som	för	riktantenner	att	lobvin-
keln	θ	är	beroende	av	både	våglängden	och	storleken	på	linsen.	För	linser	
används	ofta	detta	förhållande:
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	 Dvs.	samma	förhållande	gäller	mellan	vinkel,	våglängd	och	storlek	som	ti-
digare.	Antag	nu	att	vi	vill	kunna	identifiera	ett	föremål	på	samma	avstånd	
med	antingen	ett	visuellt	sikte	eller	ett	termiskt	IR-sikte.	Rimligt	att	anta	är	
att	för	att	kunna	identifiera	på	samma	avstånd	så	måste	lobvinkeln	vara	den	
samma	för	de	två	siktena.	Det	termiska	IR-bandet	ligger	mellan	8–12	μm	
och	det	visuella	området	är	0.4–0.7	μm.	Våglängden	för	termisk	IR	är	alltså	
ca	20	ggr	längre	än	våglängden	för	visuell	strålning.	Detta	innebär	att	en	

*	 Martin	Streetly	(ed.),	Jane’s Radar and Electronic Warfare Systems 2004–2005	 (Surrey,	Eng-
land:	Jane’s	Information	Group,	2004),	s.	244.

Figur 10.11. AH-64 Longbow med 
radarantennen ovanför huvudrotorn. 
(Foto: US Department of Defense)
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IR-lins	måste	vara	20	ggr	större	än	den	visuella	linsen	om	samma	prestanda	
ska	erhållas.

10.3.2	 Rundstrålande	antenner

Ett	exempel	på	rundstrålande	antenn	är	halvvågsdipolen,	
vilket	är	ett	ledande	spröt	som	är	en	halv	våglängd	långt	
(se	figur	10.12).

Halvvågsdipolen	strålar	mest	vinkelrät	mot	sprötet.	Är	
sprötet	vertikalt	så	är	alltså	strålningen	som	intensivast	i	
horisontell	riktning.	Den	strålar	lika	mycket	åt	alla	håll	i	
horisontplanet,	därav	beteckningen	rundstrålande	(se	fi-
gur	10.13.a).	I	vertikal	riktning	finns	det	ingen	strålning	
alls	(se	figur	10.13.b).	

Måste	den	verkligen	vara	en	halv	våglängd	lång?	Det	måste	den	inte	vara,	
men	gör	man	den	kortare	får	man	problem	med	verkningsgraden.	Dvs.	anten-
nen	blir	varm	och	det	blir	svårt	att	anpassa	antennen	elektriskt	till	sändtagaren.	
Gör	man	antennen	 längre	är	det	dessutom	 inte	 säkert	att	den	 strålar	mest	 i	
horisontell	riktning	längre.

För	att	få	hygglig	verkningsgrad	måste	antennen	vara	av	minst	samma	stor-
leksordning	som	våglängden.*

Strålningen	 i	 vanlig	 stavantenn,	 enligt	 figur	 10.12,	 är	 polariserad	 i	 sam-
ma	riktning	som	staven.	Är	antennen	riktad	vertikalt	så	blir	strålningen	ock-
så	 vertikalt	 polariserad.	 En	 horisontellt	 riktad	 antenn	 kan	 teoretiskt	 inte	 ta	
emot	strålning	från	en	vertikalt	polariserad	sändarantenn.	Teoretiskt	blir	den		

*	 Vid	mottagning	kan	man	tänka	sig	att	använda	mindre	antenner.	Likaså	t.ex.	i	mobiltelefoni,	
då	det	inte	vore	så	roligt	att	gå	runt	med	decimeterstora	antenner	i	fickan!

a)	Strålningsdiagram	 b)	Uppskuret	strålningsdiagram	

Figur 10.13. Strålningsdiagram för en halvvågs dipolantenn. (Källa: FHS)

/2

Figur 10.12. Halvvågs  
dipolantenn.  
(Källa: FHS)
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mottagna	effekten	noll,	men	i	verkligheten	kommer	lite	effekt	in.	Redan	vid	45	
graders	skillnad	mellan	antennerna	reduceras	effekten	med	50	%.

Strålning	av	olika	polarisation	har	olika	förmågor	att	tränga	genom	olika	
material.	 Exempelvis	 svensk	 ”normalskog”	 dämpar	 horisontellt	 polariserad	
strålning	i	truppradiobandet	mindre	än	vertikalt	polariserad.*	

10.3.3	 Gruppantenner

Gruppantenner	är	en	 typ	av	antenn	där	man	använder	ett	flertal	antennele-
ment	(se	figur	10.14)	och	slår	ihop	signalerna	för	att	på	så	sätt	öka	antennför-
stärkningen	G.	En	fördel	med	en	gruppantenn	är	att	man	kan	”flytta”	loben	
utan	att	rent	mekaniskt	behöva	vrida	antennen.	

Att	man	kan	öka	antennförstärkningen	genom	att	använda	flera	antenner	
är	ganska	rimligt.	Antag	att	vi	endast	har	ett	antennelement	som	”fångar”	upp	
effekten	P0	från	början	(se	figur	10.15.a	på	nästa	sida).

Tänk	nu	istället	att	vi	har	två	antennelement	bredvid	varandra	enligt	figur	
10.15.b,	då	måste	rimligtvis	båda	elementen	”fånga”	upp	vardera	effekten	P0.	
Tillsammans	 fångar	 de	 således	 upp	 effekten	 2	P0.	Vi	 har	 således	 fått	 någon	

*	 Varför	använder	vi	då	inte	horisontell	polarisation?	Jo,	det	är	svårt	att	bygga	en	antenn	som	
strålar	varvet	runt	lika	bra.	(Man	måste	därmed	veta	ungefär	var	den	som	man	skall	kom-
municera	med	befinner	sig.)

ϕ1 ϕ2 ϕNϕ3 ϕ4

∆φ
2∆φ

3∆φ
N∆φPlan våg 

Summator

Figur 10.14. Gruppantenn. (Källa: FHS)
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slags	effektförstärkning,	men	hur	ska	vi	slå	ihop	signalerna	från	de	två	antenn-
elementen?	

Det	som	elementen	egentligen	fångar	upp	är	ju	de	elektromagnetiska	fälten	
E	och	H. Dessa	fält	har	både	en	amplitud	A	och	ett	fasläge	θ	så	vid	sammanslag-
ningen	måste	vi	ta	hänsyn	till	dessa!	Vi	har	tidigare	antagit	att	båda	elementen	
fångar	upp	samma	effekt;	detta	är	samma	sak	som	att	säga	att	amplituderna	är	
lika.	Men	för	fasläget	gäller	att	det	mycket	väl	kan	finnas	en	skillnad	mellan	de	
två	elementen.	I	fjärrzonen	(långt	från	sändarantennen)	gäller	enligt	tidigare	att	
vågfronten	är	plan,	dvs.	på	en	linje	vinkelrät	mot	utbredningsriktningen	är	fasen	
konstant.	 I	utbredningsriktningen	däremot	varierar	 fasen	med	avståndet	 från	
sändaren.	Lägger	man	ihop	två	signaler	med	samma	amplitud	men	olika	fas	kan	
summan	bli	allt	mellan	0	och	2A.	Hur	påverkar	detta	vår	antenn	i	figur	10.16?

 1

P0

1

P0

 2

P0   )   b)a

Figur 10.15. Ett resp. två antennelement. (Källa: FHS)

 1 2

P0, A, φ2

Våg 1

Våg 2

  +

P0, A, φ1

P0, A0

Figur 10.16. Exempel på två olika vågfronter. (Källa: FHS)
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Vi	studerar	först	våg	1	som	träffar	båda	antennerna	samtidigt.	Eftersom	vå-
gen	är	plan,	får	båda	signalerna	samma	fasläge	och	kommer	därför	att	adderas	i	
fas	med	varandra	och	amplituden	A0	blir	därmed	2A,	dvs.	A0	=	2A.	Våg	2	kom-
mer	att	träffa	antenn	1	en	stund	innan	den	träffar	antenn	2,	med	tidsdifferensen	
∆t.	Detta	måste	också	innebära	att	signalen	blir	fasfördröjd	en	viss	vinkel	∆•,	
storleken	på	fasfördröjningen	beror	av	både*	tiden	∆t	och	frekvensen	f.	Såvida	
fasfördröjningen	inte	motsvarar	en	multipel	av	2π	(360°)	så	kommer	amplitu-
den	A0	på	den	sammanslagna	signalen	att	vara	mindre	än	2A,	dvs.	A0	< 2A.

Slutsatsen	blir	att	antennsystemet	är	mest	känsligt	(G	störst)	för	våg	1	och	
mindre	känsligt	för	våg	2.	Vi	har	således	fått	en	riktantenn!	

Egentligen	är	vi	mest	intresserade	av	våg	2.	Då	uppstår	frågan	om	det	finns	
något	enkelt	sätt	modifiera	antennsystemet	så	vi	får	denna	egenskap.	Det	som	
behöver	göras	är	att	vi	måste	se	till	att	våg	2	från	antenn	1	resp.	2	adderas	i	
fas.	Vi	vet	att	våg	2	blir	fasfördröjd	∆φ	på	grund	av	tidsfördröjningen	∆t.	Om	
vi	inför	en	fasfördröjning	ϕ1	=	∆φ	även	på	signalen	från	antenn	1	så	kommer	
signal	1	och	2	att	vara	i	fas	igen	och	summan	A0	=	2A.	Våg	1	kommer	däremot	
inte	 längre	 att	 vara	 i	 fas	när	de	 summeras	på	 grund	 av	 fasfördröjningen	ϕ1	
vilket	leder	till	att	A0	< 2A.	Om	vi	nu	bygger	oss	en	gruppantenn	bestående	
av	N	stycken	element	enligt	figur	10.17	med	samma	inbördes	avstånd	mellan	
elementen	så	kan	vi	lätt	summera	ihop	alla	signalerna	genom	att	ha	olika	fas-
fördröjningar	ϕn	för	respektive	element.	

*	 Sambandet	är	∆φ =	2πf∆t.

1 2 N3 4

t

Plan	våg	

	Summator	

 22 t
 33 t

 NtN

Figur 10.17. Gruppantenn bestående av N st antennelement. (Källa: FHS)
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Storleken	på	fördröjningarna	blir:	

	 ϕϕ ∆−= )( nNn

På	detta	sätt	kan	vi	således	summera	i	fas,	i	godtycklig	riktning.	Fasfördröj-
ningarna	 i	figur	10.17	kan	bl.a.	 realiseras	 elektroniskt	 eller	mekaniskt.	Med	
elektroniskt	 avses	 att	 man	 på	 elektronisk	 väg	 kan	 variera	 fasfördröjningen,	
t.ex.	genom	att	variera	spänningen	över	en	komponent.	På	detta	sätt	kan	man	
mycket	 snabbt	 (del	 av	 ms)	 ändra	 riktning	 på	 antennloben.	 Med	 mekaniskt	
menas	att	fasförskjutningen	ändras	genom	att	man	mekaniskt	förskjuter	mat-
ningen	av	arrayen.	Det	finns	ytterligare	ett	sätt	att	forma	loben/loberna.	Det	
sker	genom	att	forma	loberna	digitalt	vid	mottagningen	(se	figur	10.18).

Signalen	 från	 antennelementen	 1-N	 omvandlas	 från	 analoga	 signaler	 till	
digitala	innan	de	går	vidare	till	signalbehandlingen.	Där	kan	sedan	signalerna	
t.ex.	behandlas	parallellt	i	flera	kanaler.	I	varje	kanal	kan	sedan	olika	fasfördröj-
ningar	användas,	vilket	leder	till	att	man	kan	skapa	flera	olika	lober	med	olika	
riktningar.	Detta	är	en	mycket	stor	fördel	för	moderna	radarer	och	telekom-	
utrustningar.

A/D A/D A/DA/D A/D

t

Plan	våg	

		Signalbehandling	

 22 t
 33 t

 NtN

Figur 10.18. Digital lobformning. (Källa: FHS)
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10.4 Fotonen

Hittills	har	vi	behandlat	EM-strålning	som	en	vågrörelse.	Tyvärr	kan	vi	 inte	
förklara	alla	fenomen	med	den	modellen.	Ett	av	dessa	fenomen	är	den	foto-
elektriska	effekten	som	beskrivs	i	nästa	stycke.	Ett	annat	är	s.k.	fotondetektorer	
som	används	i	t.ex.	värmekameror	och	bildförstärkare.*

När	man	belyser	en	metall	så	lyckas	man	ibland	”slå”	loss	en	elektron	från	
metallen.	Befinner	sig	då	metallen	i	vakuumrör	så	kan	den	frigjorda	elektronen	
användas	till	att	leda	ström.	Det	märkliga	är	att	om	man	belyser	en	viss	metall	
med	blått	ljus	(hög	frekvens)	så	leder	vakuumröret	ström	även	vid	mycket	liten	
ljusstyrka.	Om	vi	i	stället	belyser	samma	metall	med	rött	ljus	(låg	frekvens)	så	
leder	den	inte	ström	oavsett	hur	stor	ljusstyrka	vi	har!	Vore	ljuset	en	vågrörelse	
så	ska	det	enligt	alla	teorier	slås	loss	en	elektron	bara	ljusstyrkan	är	tillräckligt	
stor.	Vid	 förra	 sekelskiftet	 fanns	 ingen	 förklaring	 på	 detta.	 Men	 1905	 kom	
Albert	Einstein	på	en	förklaring	till	detta	problem.�	Hans	lösning	var	att	ener-
gin	inte	kom	kontinuerligt	i	en	vågrörelse,	utan	som	små	paket�	(kvanta)	och	
energin	i	varje	paket	var	beroende	av	frekvensen	för	motsvarande	vågrörelse.	
Energin	i	varje	sådant	paket	är	E	=	h	• f	[J]	där	h	=	6.63	• 10–34	Js.	Ljus	är	alltså	
både	en	vågrörelse	och	en	partikel!

Inom	radio-	och	radarområdet	används	uteslutande	vågmodellen.	Däremot	
inom	IR-tekniken	och	det	visuella	området	måste	man	använda	fotonmodellen	
för	att	förklara	funktionen	hos	bl.a.	detektorer.	

*	 Det	finns	en	annan	typ	av	detektorer	som	reagerar	på	värmeökningen	i	själva	detektorn,	s.k.	
bolometriska	detektorer.

�	 Det	var	för	den	fotoelektriska	effekten	som	Einstein	fick	Nobelpriset	i	fysik	1921;	hans	relati-
vitetsteorier	var	för	kontroversiella	för	Nobelkommitén.

�	 Ordet	foton	kom	långt	senare.
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11. Atmosfärens påverkan på  
aerodynamik och vågutbredning

I	detta	kapitel	studeras	det	tunna	skikt	som	omger	 jorden	och	kallas	atmos-
fär.	Först	kommer	atmosfärens	sammansättning	och	tillstånd	att	beskrivas	och	
slutligen	kommer	atmosfärens	påverkan	på	tekniska	system	och	vågutbredning	
att	beskrivas.	

I	stort	består	atmosfären	av	gaserna	kväve	(78	%)	och	syre	(21	%),	det	vi	
kallar	luft,	och	hålls	på	plats	av	jordens	gravitation.	Det	är	värt	att	notera	att	
atmosfären	inte	slutar	på	en	väldefinierad	höjd	utan	blir	tunnare	och	tunnare	
innan	den	övergår	i	rymden.	Ungefär	75	%	av	atmosfärens	massa	återfinns	på	
under	11	km	höjd.	För	att	få	kalla	sig	astronaut,	om	läsaren	har	sådana	planer,	
måste	man	befinna	sig	på	högre	höjd	än	80	km,	åtminstone	kortvarigt.

Atmosfären	 skyddar	 de	 olika	 livsformerna	 på	 jorden	 genom	 att	 dels	 ab-
sorbera	ultraviolett	strålning	och	dels	genom	att	jämna	ut	de	annars	extrema	
temperaturskillnaderna	mellan	dag	och	natt.	Knappt	hälften	 (43	%)	 av	den	
solenergi	som	når	atmosfärens	yttersta	gräns	når	ner	till	jordytan.	Resten	sprids	
i	atmosfären	(22	%)	eller	reflekteras	ut	i	rymden	(35	%).	Nästan	ingen	upp-
värmning	av	atmosfären	sker	när	energin	passerar	igenom	densamma,	dvs.	luft	
är	ytterst	transparent	i	dessa	våglängdsområden.	Medeltemperaturen	vid	jordy-
tan	är	14	°C,	beräknat	på	hela	jordklotet.

11.1 Atmosfärens sammansättning och indelning

Atmosfären	 indelas	 i	höjdled	på	grund	av	sin	temperaturfördelning	(se	figur	
11.1).	Det	första	skiktet,	troposfären,	har	hämtat	sitt	namn	från	ett	grekiskt	
ord	som	kan	översättas	med	att	vrida	eller	blanda.	Troposfären	har	en	tjocklek	
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på	ca	7	km	vid	polerna	och	ca	17	km	vid	ekvatorn;	på	våra	breddgrader	är	den	
ca	10	km.	På	grund	av	solens	uppvärmning	av	jordytan	stiger	varm	luft	och	
kyls	ner	med	ökad	höjd,	detta	i	kombination	med	jordens	rotation	orsakar	det	
vi	kallar	väder.	Solen	med	sin	6	000-gradiga	yta	är	således	vädrets	motor.	

I	 troposfären	 minskar	 temperaturen	 normalt	 med	 0.65	 °C/100	m	 höjd.	
Det	medför	mycket	 låga	temperaturer	vid	högre	höjder,	 jämför	med	normal	
flyghöjd	 för	 trafikflyg,	 10–12	km.	 I	 vissa	 moderna	 passagerarflygplan	 anges	
yttertemperaturen.	Den	intresserade	läsaren	uppmanas	bedöma	rimligheten	i	
detta	påstående	genom	att	notera	yttertemperatur	och	höjd	vid	nästa	flygresa.

Vid	övergången	mellan	troposfären	och	stratosfären,	tropopausen,	ändrar	
sig	temperaturfördelningen	och	temperaturen	ökar	sedan	med	ökande	höjd	i	
stratosfären	(se	figur	11.1).	Detta	pågår	ända	upp	till	den	så	kallade	mesopau-
sen.	 I	mesosfären	minskar	 temperaturen	 ånyo	 för	 att	 öka	 i	 jonosfären	 (eller	
thermosfären).	Att	göra	en	avgränsning	till	att	främst	titta	på	troposfären	kan	
tyckas	inskränkt	men	en	överväldigande	del	av	militär	(och	annan)	verksamhet	
sker	med	nödvändighet	där.

-90 -60 -30 0 +30

Tropopaus

Stratopaus

Temperatur, grader C

20

30

Höjd km

80

70

60

50

40

10

90

Stratosfär

Troposfär

Mesosfär

Jonosfär

Figur 11.1. Atmosfärens olika skikt och ungefärlig temperatur. (Källa: FHS)
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11.2 Temperatur, lufttryck och densitet

I	troposfären	minskar	alltså	temperaturen	med	ca	0.65	°C	/100	m	höjdökning.	
På	 grund	 av	 olika	 väderbetingelser	 skiftar	 detta,	 men	 mer	 om	 detta	 nedan.	
Lufttrycket	är	en	direkt	följd	av	luftens	egen	massa	(vikt).	Trycket	vid	jordytan	
är	101	325	N/m2	vilket	motsvarar	drygt	10	meter	vattenpelare.	Detta	är	säkert	
känt	 av	 dykare	 som	 har	 ungefär	 dubbel	 luftförbrukning	 på	 10	meters	 djup	
jämfört	med	 sin	 förbrukning	 vid	 ytan.	Lufttrycket	 som	motsvarar	 10	meter	
vattenpelare	är	också	anledningen	till	att	man	aldrig	kan	”suga	upp”	vatten	mer	
än	ca	10	meter,	däremot	går	det	bra	att	trycka	upp	det	mycket	högre.	

Lufttrycket	minskar	 till	 ungefär	 hälften	 om	man	kommer	 upp	 på	5	 km	
höjd.	Något	man	skall	vara	medveten	om	är	att	kroppens	förmåga	att	utnytt-
ja	hemoglobin	för	syretransport	beror	på	deltrycket	av	syre	och	redan	vid	ca	
3	000	m	höjd	minskar	syresättningsförmågan	(hos	icke	bergslevande	personer)	
dramatiskt.	För	 att	 vara	 fullt	kapabel	 att	utföra	 sina	uppdrag	bör	 syrgas	 an-
vändas	från	denna	höjd	och	uppåt.	Vid	höjder	över	8	000	m	är	deltrycket	för	
dåligt	för	god	syresättning	även	om	ren	syrgas	inandas.	

Densiteten	på	luft	är	ca	1.225	kg/m3	vid	jordytan.	Varm	luft	har	lägre	den-
sitet	än	kall	luft	och	stiger	således.	Detta	är	det	fenomen	som	vanligen	används	
av	segelflygare,	dvs.	varm	luft	som	värmts	upp	av	solinstrålningen	nära	jordytan	
stiger	fortare	än	flygplanet	tappar	höjd	och	nettoresultatet	blir	att	man	”lyfts	
upp”	 till	 en	 högre	 höjd.	 Ett	 annat	 konkret	 exempel	 består	 av	 varmluftsbal-
longer	som	alstrar	hela	sin	lyftkraft	på	detta	sätt.	

Prestanda	på	tekniska	system	påverkas	i	allmänhet	mycket	beroende	på	den-
sitetsskillnaden	med	varierande	höjd.	Eftersom	luften	blir	tunnare	får	t.ex.	flyg-
plan	försämrade	stighastighets-	och	stigvinkel	prestanda.	Tills	nyligen	(2005)	
hade	t.ex.	ingen	helikopter	lyckats	landa	på	världens	högsta	berg,	Mount	Eve-
rest.	Tillgängligt	syre,	eller	syrets	deltryck,	för	en	motor	minskar	med	höjden	
och	även	på	rimliga	höjder	(läs	2–3	000	m)	kan	man	märka	uppenbart	försäm-
rade	prestanda	för	en	vanlig	Ottomotor.	Å	andra	sidan	minskar	luftmotstån-
det	vid	ökad	höjd	(färre	luftmolekyler	att	krocka	med).	För	flygplan	är	därför	
jetmotorer	att	föredra	vid	höga	höjder	(och	höga	hastigheter).	

Varför	minskar	då	ljudhastigheten	med	minskande	densitet?	I	korthet	kan	
man	säga	att	det	beror	på	att	avståndet	mellan	luftmolekylerna	är	längre	så	när	
man	petar	till	en	dröjer	det	längre	innan	den	träffar	nästa	och	informationen	
sprids	vidare.	Om	man	tar	ett	tätare	medium,	t.ex.	vatten,	så	ökar	ljudhastighe-
ten	drygt	4	gånger	på	grund	av	att	”informationsvägarna”	är	kortare.

För	att	man	skall	kunna	jämföra	prestanda	på	ett	korrekt	sätt	för	olika	be-
tingelser	är	det	viktigt	att	det	finns	en	standard	för	de	fysikaliska	storheterna	
som	en	 funktion	av	höjden.	Eftersom	den	 riktiga	 atmosfären	aldrig	 är	 stilla	
måste	 en	 modell	 användas.	 Modellen	 av	 atmosfären	 är	 känd	 som	 Standard	
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Atmosfären.	Luften	i	modellen	antas	fri	från	smuts,	fuktighet	och	vattenånga.	
Dessutom	antas	att	det	är	vindstilla,	dvs.	ingen	rörelse	i	förhållande	till	Jorden	
och	ingen	turbulens.

Efter	 lite	 trevande	 försök	 (innan	 1952)	 finns	 numera	 The International 
Standard Atmosphere	 (ISA)	 som	 tagits	 fram	 av	 International	 Civil	 Aviation	
Organization	(ICAO).	ISA	är	ett	tabellverk	med	tryck,	temperatur,	densitet,	
ljudhastighet	m.m.	som	funktion	av	höjden.	Dessa	värden	är	baserade	på	tidiga	
mätningar	med	allt	från	raketer	till	väderballonger	och	kan	sägas	utgöra	med-
elvärden	på	dessa	mätningar.	

Ett	vanlig	värde	är	t.ex.	International Standard Atmosphere	(ISA)	0	vilket	är	
en	vanlig	dag	med	en	lufttemperatur	av	15	°C	vid	havsytan.	Vid	ISA	+5	är	det	
20	°C	vid	havsytan,	vid	ISA	–10	är	det	5	°C	vid	havsytan	osv.

11.3 Vattenånga

Vattenånga	är	en	osynlig	gas	som	alltid	förekommer	i	troposfären	och	har	stor	
inverkan	på	molnbildning,	nederbörd	och	 räckvidder	 för	 elektrooptiska	 sys-
tem.	Ett	exempel	är	läsarens	elektrooptiska	öga	som	fungerar	mycket	dåligt	vid	
dimma.	Luftfuktigheten	kan,	som	alla	känner	till,	variera	kraftigt	dag	till	dag	
och	ibland	från	timme	till	timme.	

Vattenånga	tillförs	luften	främst	genom	avdunstning	från	större	och	mindre	
vattendrag	samt	vegetation	och	fuktig	mark.	Luften	har	dock	en	gräns	för	hur	
mycket	vattenånga	den	kan	innehålla,	den	s.k.	mättnadsgränsen.	Om	mer	vat-
tenånga	tillförs	så	kondenseras	överskottet	i	droppar	(eller	iskristaller).	Luftens	
förmåga	till	att	innehålla	vattenånga	bestäms	främst	av	temperaturen.	Eftersom	
vi	sedan	tidigare	vet	att	temperaturen	normalt	sjunker	med	ökande	höjd	finns	
nu	alla	ingredienser	för	att	förklara	uppkomst	av	moln.	Soluppvärmd,	fuktig	
luft	 stiger	och	när	 temperaturen	 sjunker	minskar	 förmågan	att	hålla	 vatten-
ångan	och	moln	bildas.	Detta	är	så	kallade	cumulus	eller	”vackert	väder”-moln.	
Många	andra	mekanismer	alstrar	moln	men	då	tar	en	ny	vetenskap	vid,	meteo-
rologi,	som	inte	skall	avhandlas	här.	

11.4 Atmosfärsdämpning

Elektromagnetisk	 strålning	 dämpas	 under	 utbredning	 i	 atmosfären.	 Dämp-
ningen	varierar	starkt	med	frekvensen.	I	stora	drag	är	det	så	att	ju	högre	frek-
vens	desto	större	dämpning.	Se	figur	11.2,	där	man	också	kan	se	en	del	toppar	
som	beror	på	resonans	i	vatten-	och	syremolekyler.

Detta	är	mestadels	ett	bekymmer	för	våra	sensorer	och	radiokommunika-
tionssystem.	Detta	kan	man	utnyttja	 i	militära	sammanhang.	T.ex.	kan	man	
tänka	sig	ett	radiosystem	som	använder	60	GHz-områdets	stora	dämpning	för	
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Figur 11.2. Atmosfärsdämpning. (Källa: FHS)
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att	 implementera	en	smygfunktion.	Ett	sådant	system	blir	 svårt	att	upptäcka	
på	längre	avstånd.	Redan	efter	3	km	har	signalstyrkan	minskat	med	en	faktor	
180	000	ggr	(=	52.5	dB)!

Ytterligare	en	observation	är	att	vid	35	GHz	finns	ett	minima	i	dämpning-
en.	Det	är	således	ingen	slump	att	radarn	i	AH-64	Longbow	använder	just	den	
frekvensen.	Låt	 oss	 titta	på	 ett	 annat	 frekvensområde,	nämligen	det	 optiska.	
Hur	ser	dämpningen	ut	där?	I	figur	11.3	på	nästa	sida	är	transmissionen*	upp-
ritad	som	funktion	av	våglängd.

Notera	att	frekvensen	ökar	till	vänster	i	bilden.	(0.2	µm	=	1.5	• 1015	Hz	=	
1.5	PHz	samt	20	µm	=	1.5	• 1013	Hz	=	15	THz).	Här	gör	vi	bara	en	observa-
tion	att	det	finns	vissa	fönster	där	transmissionen	är	hög,	bl.a.	inom	det	visuella	
området	och	termiska	IR-området.

*	 Med	transmission	menas	hur	stor	del	av	den	ursprungliga	signalen	som	är	kvar.
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12. Hydroakustik

12.1 Kort historik

Historiskt	har	sjövägarna	varit	avgörande	för	handel	och	varutransport	liksom	
för	upptäckt	och	politisk	expansion.	Även	i	dag	transporteras	huvuddelen	av	
handelns	gods	på	köl.	Behov	av	att	kunna	mäta	vattendjupet	på	annat	sätt	än	
genom	empiriska	försök	(grundstötningar)	har	således	funnits	länge	och	skedde	
ända	in	på	1900-talet	medelst	handlodning	–	man	sänkte	ned	en	blytyngd	lina	
med	djupmarkeringar	och	avläste	djupet.	Då	fartygen	var	relativt	långsamma	
(framdrevs	med	hjälp	av	åror	eller	segel)	fungerade	metoden	förvånansvärt	bra.	
Allt	eftersom	fartygen	blev	maskindrivna	och	därmed	gick	fortare	och	kunde	
gå	på	rakare	kurs	mellan	hamnarna,	uppstod	behov	av	att	mäta	vattendjupet	
på	annat	sätt.	Även	den	(nya)	militära	användningen	av	dykbåtar	(ubåtar)	bi-
drog	 till	utvecklingen	av	den	 tillämpade	disciplinen	hydroakustik	och	 i	dess	
kölvatten	(sic!)	följde	en	stor	mängd	uppfinningar/instrument.	

Det	första	försöket	att	mäta	ljudhastigheten	i	vatten	genomfördes	1826	i	
Genève-sjön	av	Daniel	Colladon.	Från	en	båt	som	befann	sig	8	distansminuter	
från	stranden	genererades	ett	kraftigt	ljud	i	vattnet	samtidigt	som	man	tände	
en	fosforblixt.	Colladon	mätte	tiden	från	det	han	noterade	blixten	till	dess	att	
han	mottog	ljudet	genom	en	i	vattnet	nedsänkt	tratt	försedd	med	ett	gummi-
membran.	Ljudhastigheten	som	uppmättes,	1	435	m/s,	är	förvånansvärt	kor-
rekt	(utgör	99.98	%	av	det	värde	som	idag	används	för	liknande	förhållanden).	
Efter	dessa	försök	blev	man	allmänt	medveten	om	att	ljud	kunde	transporteras	
långa	sträckor	i	vattnet	och	studier	av	hydroakustik	påbörjades	överlag.	

Ett	problem	man	tidigt	identifierade	är	det	mänskliga	örats	dåliga	anpass-
ning	till	att	uppfatta	ljud	i	vatten.	Örat	är,	föga	förvånande,	anpassat	för	att	
uppfatta	ljud	i	luft.	Därför	utnyttjade	man	initialt	ett	i	vattnet	nedsänkt	rör	där	
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nederdelen	var	 försedd	med	ett	gummimembran.	Röret	med	dess	membran	
fungerar	som	en	impedansanpassare	för	att	matcha	örats	akustiska	egenskaper.	
Vid	 slutet	 av	 1800-talet	 konstruerade	 Samuel	Gray,	USA,	 en	 ljudmottagare	
för	undervattensbruk	genom	att	 klä	 in	 sin	uppfinning	kol-mikrofonen	med	
gummi	och	koppla	den	till	ett	par	hörlurar.	Den	utnyttjades	nu	för	djupbe-
stämning,	men	var	dock	begränsad	då	tidtagningen	skedde	manuellt.

Den	 kanadensiske	 ingenjören	 och	 uppfinnaren	 Fessendens	 elektromeka-
niska	oscillator	var	omnidirektional,	dvs.	saknade	riktningsverkan,	och	utnytt-
jades	under	VK1	som	kommunikationssystem	för	alla	amerikanska	ubåtar.	Vi-
dare	var	Fessendens	system	ett	av	flera	som	utvecklades	för	att	upptäcka	isberg	
efter	Titanics	förlisning	1912.	Dess	låga	sändarfrekvens	(upp	till	ett	par	kHz)	
gjorde	den	dock	inte	särskilt	lämplig	som	djupmätare	genom	sin	dåliga	upplös-
ning		och	ringa	riktningsverkan.	

I	Tyskland	utvecklades	omkring	1920	en	djupmätare,	Behm-lodet,	där	lju-
det	genererades	av	små	krutpatroner	och	de	mottagna	ekona	registrerades	på	
fotografiska	plåtar	 som	 senare	 ersattes	 av	 en	 elektromagnetisk	 funktion	 som	
även	blockerade	mottagaren	under	explositionsögonblicket.	Den	senare	funk-
tionen	var	en	avgörande	faktor	för	Behm-lodets	framgång,	t.ex.	inom	svenska	
marinen.	

Även	 försök	 med	 piezoelektriska	 svängare	 inleddes	 kring	 1920	 då	 frans-
mannen	Langevin	upptäckte	 ett	 sätt	 att	 utnyttja	 den	mekaniska	 resonansen	
i	en	sandwich-konstruktion	mellan	stål	och	kvartskristaller.	På	så	sätt	kunde	
såväl	 frekvens	 och	 effekt	 höjas	 betydligt	 och	 grunden	 var	 lagd	 för	 moderna	
ekolod/sonarsystem.	

Dagens	system	använder	sig	i	huvudsak	av	elektrostriktiva	ljudomvandlare,	
keramer	 som	 i	 tillverkningen	 polariserats,	 t.ex.	 bariumtitanit.	Terfenol-D	 är	
ett	högmagnetostriktivt	material	lämpad	för	lågfekventa	ljudomvandlare	med	
hög	effekt	och	primärt	militära	tillämpningar.	Namnet	kan	härledas	från	dess	
huvudkomponenter,	terbium	(Te),	järn	(Fe)	och	dysprosium	(Dy)	samt	var	det	
utvecklades,	nämligen	vid	Naval	Ordnance	Laboratory	NOL).

Parallellt	med	utveckling	av	hydroakustisk	mätutrustning	har	forskning	rö-
rande	ljudutbredningen	i	vatten	skett.	Det	är	främst	förhållandena	i	de	stora	
oceanerna	som	rönt	ett	omfattande	intresse,	medan	de	betydligt	mer	komplexa	
förhållandena	i	grunda	vatten	(<	200	m)	först	de	senaste	2–3	decennierna	har	
varit	föremål	för	intensiva	studier	och	omfattande	fältförsök.

God	kunskap	om	hydroakustik	kan	nämligen	ha	en	avgörande	taktisk,	ope-
rativ	och	även	strategisk	betydelse.	Ett	belysande	exempel	från	VK2	är	den	tyska	
marinens	bristande	kunskap	om	de	hydroakustiska	förhållandena	i	Atlanten.	
När	de	tyska	ubåtarna	blev	utsatta	för	ubåtsjakt	sökte	de	sig	regelmässigt	ned	
på	maximalt	dykdjup.	Det	är	naturligt	att	försöka	komma	så	långt	bort	från	
en	jagande	motståndare	som	möjligt.	Då	ubåtarna	inte	kunde	dyka	djupare	än	
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omkring	100	meter	befann	de	sig	därmed	på	ett	djup	där	de	hydroakustiska	
förhållandena	gjorde	det	lätt	för	de	jagande	övervattensfartygen	att	upptäcka	
dem	och	hålla	kontakt.	Med	bättre	kunskap	om	de	hydroakustiska	förhållan-
dena	hade	ubåtscheferna	kunnat	välja	det	för	tillfället	mest	skyddande	djupet	
och	därmed	ökat	överlevnadschansen	väsentligt.

12.2 Begrepp

Hydroakustiken	är	 ingen	exakt	vetenskap	 i	den	bemärkelse	 att	den	har	 sina	
tillämpningar	i	en	miljö	som	är	utomordentligt	besvärlig	att	ha	full	kontroll	
över	vid	experiment	och	fältmätningar.	Laboratorieresultaten	har	här	svårt	att	
fullt	ut	kunna	tillämpas.	Den	teori	som	området	vilar	på,	i	huvudsak	akustiken	
och	elektricitetsläran,	är	dock	välkänd	och	dito	renommerad.	Många	begrepp	
används	och	de	flesta	 termer	har	amerikanskt	ursprung,	varför	 (onödigtvis?)	
många	akronymer	står	för	engelska	ord.	Nedan	följer	en	förteckning	över	för	
framställningen	relevanta	begrepp	med	förklaringar:

Absorption. Betecknas	α och	orsakas	av	att	friktion	uppstår	vid	rörelse	mellan	
partiklar	varvid	en	del	av	energin	omvandlas	 till	värme.	Absorptionen	är	
beroende	av	viskositeten	µ, tätheten	ρ,	ljudhastigheten	c och	frekvensen	f	
enligt	sambandet	α = k(µ/ρ.c3)f 2	där	k	är	en	konstant.

Aktiv sonar.	Ett	system	som	utsänder	ljudpulser	i	vattnet.	Då	dessa	ljudpulser	
träffar	ett	objekt	reflekteras	delar	av	den	utsända	ljudpulsen	och	tas	emot	av	
systemet.	Ofta	medger	detta	läges-	och	karaktärsbestämning	av	objektet.

Akustisk impedans.	Betecknas	z	och	utgör	produkten	av	mediets	 täthet, ρ,	
och	ljudhastigheten	c.

Asdic.	Förkortning	av	Anti-Submarine	Detection	and	Investigation	Commit-
tee.	Den	tidigare	brittiska	beteckningen	på	sonar.

Brus.	Oregelbundna	tryckförändringar.

Cylindrisk spridning.	 Ljudet	 utbreder	 sig	 i	 en	 skiva	 med	 konstant	 tjock-
lek	 lika	med	 vattendjupet.	 Detta	 förutsätter	 dock	 att	 vattenyta	 och	bot-
ten	 är	 helt	 plana.	 Vid	 cylindrisk	 utbredning	 avtar	 ljudintensiteten	 med		
10 log r + αr.

DI. Direktivitetsindex,	 egentligen	 antennförstärkningen	 (eng.	 Directivity  
Index).

DT.	Detekteringströskeln,	 signal/brus-förhållande	 som	precis	medger	detek-
tion	(eng.	Detection Treshold).
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Haloklin.	Ett	språngskikt	med	en	påtaglig	vertikal	salthaltsförändring	jämfört	
med	omgivande	vatten.	Bildas	mellan	vattenmassor	med	olika	salthalt	(sa-
linitet).	Vattnets	täthet	ökar	med	ökande	salthalt.

Hydroakustik.	Ordet	har	bildats	av	hydro	–	vatten	och	akustik	–	ljudlära,	dvs.	
det	handlar	om	ljud	i	vatten	och	då	i	allmänhet	om	ljudutbredningen	och	
dess	tillämpningar	i	olika	sensorsystem,	ofta	benämnda	sonarsystem.

Hydrofon. Tidigare	svensk	benämning	på	sonar.	Numera	avses	endast	under-
vattensmikrofon,	dvs.	omvandlare	 från	akustisk	 energi	 i	 vattnet	 till	 elek-
trisk.	Engelsk	beteckning	hydrophone.

Hydrografi. Den	del	av	havsforskningen	 som	rör	mätningen	av	havens	vat-
tenstånd,	djup,	strömmar	och	vågrörelser	samt	havsvattnets	fysikaliska	och	
kemiska	egenskaper.

Isotermi. Konstant	temperatur.	Används	i	allmänhet	för	de	förhållanden	som	
präglar	ett	vattenskikt	med	konstant	temperatur.

Isotropt brus.	Bruset	är	lika	stort	i	alla	riktningar.

Isoveli. Konstant	ljudhastighet.	Används	i	allmänhet	för	de	förhållanden	som	
präglar	ett	vattenskikt	med	konstant	ljudhastighet.

Ljud. Med	ljud	menas	rörelsen	hos	molekylerna	i	ett	elastiskt	medium	(t.ex.	
vatten	eller	luft).	

Ljudhastighet.	Betecknas	med	c och	utgör	den	hastighet	med	vilken	rörelsen	
hos	molekylerna	i	ett	elastiskt	medium	transporteras	genom	mediet.

Ljudintensitet. Akustisk	effekt,	betecknas	med	I, utgör	den	energimängd	som	
per	tidsenhet	genomströmmar	en	ytenhet	och	utgörs	av	produkten	av	ljud-
trycket	p	och	partikelhastigheten	u.	Ljudintensiteten	kan	också	uttryckas	som	
kvoten	mellan	kvadraten	på	ljudtrycket	och	den	akustiska	impedansen.	

Ljudtryck.	Betecknas	med	p.	Utgör	produkten	av	partikelhastigheten	i	mediet,	
u,	och	den	akustiska	impedansen.

Ljudutbredningsförluster.	Betecknas	i	sonarekvationerna	med	TL	(transmis-
sion losses).	 Orsakas	 av	 geometrisk	 spridning	 (sfärisk	 och	 cylindrisk),	 ab-
sorption,	temperatur-	och	salthaltsvariationer,	bottenkaraktär,	bottentopo-
grafi	samt	av	inhomogeniteter	i	vattnet	m.m.

NL. Brusnivån,	dvs.	nivå	av	oönskat	buller	(eng.	Ambient-Noise Level).

Passiv sonar.	Ett	system	som	endast	lyssnar	och	är	lämpat	för	att	registrera	och	
vidareförädla	ljud	som	alstrats	i	vatten	av	t.ex.	ubåtar.	Ofta	medger	detta	
riktnings-	och	karaktärsbestämning	av	objektet.
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Perifon.	Tidigare	 tysk	 benämning	 på	 sonar.	 Ordet	 troligen	 bildat	 av	 orden	
periskop	(utseendet)	och	fon	(ljudfunktionen).

Reverberation. Spridning,	scattering,	av	ljudet	i	vatten.	Ytreverberation	upp-
kommer	 från	 spridning	 vid	 ytor	 med	 olika	 akustisk	 impedans	 (bottnen,	
vattenytan	etc.).	Volymreverberation	orsakas	av	inhomogeniteter	(luftblåsor,	
plankton	etc.)	i	mediet.	

Sfärisk spridning. Ljudet	 sprider	 sig	 likformigt	 i	 vattnet	 tills	 det	 träffar	 en	
yta	med	annan	akustisk	impedans	som	t.ex.	vattenytan	eller	bottnen.	Vid	
sfärisk	utbredning	avtar	ljudintensiteten	med	20 log r + αr.

SL.	Signalstyrkan,	målets	buller	i	passiva	fallet,	eget	utsänt	ljud	i	det	aktiva	fal-
let	(eng.	Source Level).	

Sonar.	Förkortning	av	Sound Navigation and Ranging (jmf	Radar).	Amerikansk	
beteckning,	numera	internationell	standard,	på	akustiska	sensorsystem	för	
undervattensbruk.

Svängare. Omvandlare	från	elektrisk	energi	till	akustisk	energi	i	vattnet.	Eng-
elsk	beteckning	transducer.

Termoklin.	 Ett	 språngskikt	 med	 en	 påtaglig	 vertikal	 temperaturförändring	
jämfört	med	omgivande	vatten.	Bildas	mellan	vattenmassor	med	olika	tem-
peratur,	ofta	säsongsberoende.	I	Östersjön	kan	temperatursprångsikt	finnas	
på	bara	några	eller	några	tiotals	meters	djup,	medan	i	tropiska	hav	finns	de	
på	300–400	m	djup.	

TL.	Utbredningsförluster	(eng.	Transmission Losses).

Ton.	Regelbundna	tryckförändringar.	Reverberationen	kallas	ibland	populärt	
för	”vattenton”.

TS.	 Styrkan	 på	 den	 del	 av	 utsänt	 ljud	 som	 målet	 reflekterar	 (eng.	 Target 
Strength).

12.3 Ljudets utbredning i vatten

12.3.1	 Allmänt

Jordens	 yta	 är	 till	 2/3	 täckt	 av	 vatten.	Medeldjupet	 i	 oceanerna	 är	 omkring	
3	700	m,	medelsalthalten	är	strax	under	35	promille	och	medeltemperaturen	är	
ca	3.5	grader.	Östersjön	är	speciell	och	utgör	ett	epikontinentalhav	(innanhav)	
och	kännetecknas	av	ett	litet	vattendjup	(medeldjupet	är	62	m)	samt	kraftigt	
skiktade	vattenmassor.	Skiktningen	beror	på	densitetsskillnader	i	vattnet	och	
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om	de	är	orsakade	av	förändrade	salthalter	kallas	de	för	halokliner	medan	de	
skikt	som	uppstått	pga.	skilda	temperaturförhållanden	benämnes	termokliner.	
Vattnet	i	Östersjön	har	en	relativt	låg	salthalt	som	växlar	från	15	promille	(tu-
sendelar)	i	söder	till	3	promille	i	norr	och	brukar	betecknas	som	brackvatten.	
Saltvatten,	som	finns	i	Kattegatt	och	Skagerack,	har	halter	som	normalt	växlar	
mellan	20	och	30	promille.	Östersjöns	bottenförhållanden,	präglade	av	de	tidi-
gare	rådande	glaciala	förhållandena	(inlandsisen),	kännetecknas	av	stora	arealer	
med	”hårda”	bottnar	vilket	bidrar	till	besvärande	hydroakustiska	förhållanden.	
En	fördel	är	dock	att	absorptionen,	som	påverkar	transmissionsförlusten,	är	i	
Östersjöns	vatten	ca	1/3	av	vad	den	är	i	saltvattnet	på	västkusten.

Vatten	 är	 ett	 utmärkt	 medium	 för	 utbredning	 av	 ljudvågor.	 Radarvågor	
penetrerar	vatten	däremot	endast	i	ringa	omfattning	och	t.ex.	en	(blå)grön	laser	
uppnår	en	penetration	på	högst	50	m	i	klart	vatten.	I	grumligt	vatten	når	dessa	
vågor	(λ ≅	500	nm)	dock	endast	någon	meter.

12.3.2	 Spridning

Ljudvågorna	 förändras	 och	 sprids	 under	 sin	 fortplantning	 genom	 vattnet.	
Ljudintensiteten	minskas	och	brusnivån	tilltar.	Man	talar	om	två	former	för	
spridning,	nämligen	geometrisk spridning	och	reverberationsspridning.

Den	geometriska	 spridningen	 sker	 enligt	 två	 ideala	modeller:	 sfärisk	 och	
cylindrisk spridning.	 I	 verkligheten	 så	 existerar	 inte	 ideala	 förhållanden	 utan	
man	tillämpar	en	erfarenhetsbaserad	mix	dem	emellan	vid	hydroakustiska	be-
räkningar.	

När	ljudet	sprider	sig	 likformigt	i	vattnet	kallas	det	för	sfärisk	spridning.	
Den	pågår	tills	 ljudet	träffar	en	yta	med	annan	akustisk	impedans,	t.ex.	vat-
tenytan	 eller	 bottnen.	 Vid	 sfärisk	 utbredning	 avtar	 ljudintensiteten	 med		
20 log r + αr. Man	brukar	nyttja	sfärisk	spridning	i	modeller	där	vattenvoly-
men	är	stor	eller	oändlig.

Vid	 cylindrisk	 spridning	 utbreder	 sig	 ljudet	 i	 en	 tänkt	 skiva	 med	 kon-
stant	tjocklek	lika	med	vattendjupet	och	förutsätter	givetvis	att	vattenyta	och	
botten	 är	 helt	 plana.	 Vid	 cylindrisk	 utbredning	 avtar	 ljudintensiteten	 med		
10 log r + αr.	Den	påverkas	över	avståndet	då	bottentopografins	variation	in-
verkar	starkt.	Reverberationen	sätter	ofta	begränsningen	för	denna	beräknings-
modell.

Då	 ljudutbredningen	 i	 grunda	vatten	är	komplex	nyttjas	 för	 att	beräkna	
ljudutbredningen	särskilda	matematiska	modeller	baserade	på	en	sfärisk	sprid-
ning	 i	närområdet	 som	övergår	 i	 cylindrisk	 spridning.	Modellerna	är	dock	 i	
allmänhet	starkt	förenklade	och	har	svårt	att	beräkna	inverkan	från	vattenytan	
och	bottentopografien.
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Ytreverberation	uppkommer	från	spridning	vid	ytor	med	olika	akustisk	im-
pedans	(bottnen,	vattenytan	etc.).	Bottenbeskaffenheten	har	härvid	stor	bety-
delse.	Man	talar	ofta	om	vattenytereverberation	och	botttenreverberation	då	
de	i	allmänhet	skiljer	sig	tiden	i	det	svar	som	erhålles	från	en	utsänd	sonars-
puls.	Volymreverberation	orsakas	av	inhomogeniteter	i	vattnet	såsom	plankton,	
fiskstim,	gasbubblor,	oorgansiska	partiklar	etc.	Reverberation	i	grunda	vatten	
är	starkt	koherent.	Vid	avsaknad	av	en	bra	modell	för	beräkning	av	reverbera-
tionen	kan	man	uppnå	ett	hyfsat	resultat	genom	att	göra	en	strålgångsanalys	
för	 att	 ungefärligt	 se	 när	 i	 tiden	 effekten	 av	 de	 olika	 reverberationskällorna	
(vattenytan,	botten,	inhomogeniteter	i	vattnet)	bör	återfinnas	i	den	mottagna	
signalen.	

Reverberationen	 utgör	 tillsammans	 med	 ljudavböjningen	 den	 viktigaste	
räckviddsbegränsande	 faktorn	 vid	 användningen	 av	 hydroakustiska	 system	 i	
grunda	vatten.	

Förenklat	kan	ytreverberationen	(RLy)	beräknas	om	man	känner	ljudkällans	
nivå,	pulslängd,	lobbredd,	avståndet,	ljudhastigheten	samt	reverberationskoef-
ficienten	(Sy).	Den	senare	styrs	i	huvudsak	av	bottenbeskaffenheten	och	varie-
rar	ungefär	från	–10	dB	för	hård	botten	till	–40	dB	för	lerbotten.	Sandbottnar	
har	en	Sy	på	ca	–25	dB.	Detekteringströskeln	(DT)	blir	annorlunda	i	det	fall	en	
sonar	är	reverberationsbegränsad	jämfört	med	om	den	är	brusbegränsad,	DTR	
respektive	DTN	(se	avsnittet	om	sonarekvationerna).	

12.3.3	 Absorption

Är	egentligen	en	värmeförlust.	Den	orsakas	genom	den	friktion	som	uppkom-
mer	vid	molekylernas	rörelse	varvid	en	del	av	ljudenergien	omvandlas	till	värme.	
Absorptionen	tilltar	med	ökande	salthalt,	liksom	med	stigande	frekvens	hos	den	
utsända	ljudsignalen.	Aktiva	högfrekventa	sonarsystem	i	Atlanten	är	utsatta	för	
mycket	hög	absorption	α >	40	dB/km,	medan	ett	lågfrekvent	(normalt	fö-
rekommande)	har	en	absorption	på	α <	0.2	dB/km.	I	Östersjön,	med	dess	
brackvatten,	är	absorptionen	låg,	men	det	ringa	vattendjupet	gör	systemen	
ofta	reverberationsbegränsade,	varför	det	är	vanligt	att	nyttja	högfrekventa	
sonarsystem,	vilka	dessutom	medger	 en	högre	upplösning.	Absorptionen	
kan	beräknas	enligt	sambandet	α = k(µ/ρ.c3)f 2	där	k är	en	konstant,	µ visko-
siteten, ρ tätheten,	c	ljudhastigheten och	f 	frekvensen.	

12.3.4	 Hastighet

Ljudhastigheten	i	vatten	är	ej	konstant.	Den	varierar	med	6	%	kring	schablon-
värdet	1	500	m/s.	Variationerna	beror	i	huvudsak	på	vattnets	temperatur	och	
salthalt.	 Vattentrycket	 påverkar	 även,	 men	 i	 mindre	 grad.	 Det	 finns	 många	
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empiriskt	grundade	formler	för	att	beräkna	ljudhastigheten.	Det	som	känne-
tecknar	dem	alla	är	att	de	är	relativt	omfattande	och	lämpade	för	ocean-förhål-
landen.	Ett	exempel	på	en	mer	omfattande	formel	kan	hämtas	från	Instruktion 
för Stridstjänsten för Flottan	(ubj):	

c	=1402.5	+	4.95t	–	0.0457t2	–	0.011tS	+	1.28	S	+	0.016	S2	+	0.017d

där	c	är	ljudhastigheten	i	m/s,	t	=	temperaturen	i	oC,	S	=	saliniteten	i	promille	
och	d	=	vattendjupet	i	m.

Helt	avgörande	inverkan	på	ljudhastigheten	har	således	temperaturen	och	
för	grunda	vattenförhållanden	med	låga	salthalter	som	i	Östersjön	erhålles	ofta	
tillräckligt	bra	ljudhastighet	genom	att	nyttja	denna	starkt	förenklade	formel:

c	=	1405	+	4t	+	S	

där	c	är	ljudhastigheten	i	m/s,	t	=	temperaturen	i	oC	och	S	=	saliniteten	i	pro-
mille.

12.3.5	 Dopplereffekt

Ett	eko	från	ett	mål	i	rörelse	ändrar	frekvens	jämfört	med	den	utsända	ljudpul-
sen.	Detta	beror	på	den	s.k.	Dopplereffekten	som	innebär	att	en	ljudpuls	som	
sänds	från	ett	objekt	i	rörelse	får	en	frekvensändring	som	är	proportionell	mot	
sändarens	 rörelse.	 Frekvensändringen	 (∆f )	 kan	 beräknas	 genom	 sambandet  
∆f = 2vf/c där	v	är	målets	hastighet	relativt	siktlinjen	i	m/s,	f	är	den	utsända	
frekvensen	i	Hz	och	c	ljudhastigheten	i	mediet.	Ett	mål	som	går	vinkelrätt	mot	
siktlinjen	ger	ingen	dopplereffekt	emedan	det	har	en	relativ	hastighet	på	0	m/s.	
Går	det	mot	mätande	enhet	erhålles	positiv	doppler	(ökad	frekvens)	och	går	
det	från	mätande	enhet	registreras	negativ	doppler	(minskad	frekvens).

12.3.6	 Ljudavböjning

En	 ljudstråle	 som	 träffar	 en	 diskontinuitetsyta	 (gränsytan	 mellan	 två	 medi-
er	med	olika	 ljudhastigheter)	böjs	av	 i	enlighet	med	Snell’s	 lag	från	optiken,		
c1	/ cosα1 = c2	/ cosα2 = c3	/ cosα3 etc. där	cn	=	ljudhastigheten	 i	 skiktet	n	och		
αn	= strålens	infallsvinkel	mot	diskontinuitetsytan.	Träffar	strålen	ett	skikt	med	
lägre	ljudhastighet	så	böjs	strålen	nedåt,	mot	bottnen,	och	vice	versa.	

Säsongsvariationerna	avseende	ljudutbredning	är	avsevärda	i	Östersjön	och	
ofta	är	de	besvärande.	Dessa	bestäms	av	om	det	föreligger	en	negativ	eller	posi-
tiv	vertikal	ljudhastighetsgradient.	En	negativ	gradient	innebär	en	minskande	
ljudhastighet	i	vertikalled	och	uppstår	då	vattnets	temperatur	avtar	från	ytan	
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mot	bottnen.	Dessa	 förhållanden	råder	under	sommaren	och	man	får	då	en	
kraftig	ljudavböjning	mot	bottnen	och	en	sonarräckvidd	på	några	hektometer.	
Under	hösten	råder	ofta	isoveli	ned	till	25–30	m	djup	varunder	den	negativa	
vertikala	 gradienten	 kvarstår.	 Det	 medför	 att	 den	 räckviddsbegränsande	 av-
böjningen,	 för	 en	 ytligt	 placerad	 ljudkälla,	 inte	 blir	 särskilt	 besvärande	 och	
den	praktiska	räckvidden	flerfaldigas	jämfört	med	förhållandena	tidigare	under	
sommaren.	Under	vinterförhållanden,	då	det	råder	en	positiv	gradient	i	Öst-
ersjön	med	isoveli	i	den	undre	delen	av	vattenmassan,	måste	ljudsändaren	pla-
ceras	djupt	för	att	få	långa	räckvidder;	en	ytligt	liggande	ljudkälla	under	dessa	
förhållanden	har	en	begränsad	räckvidd	på	grund	av	att	ljudstrålarna	böjer	av	
upp	ytan	och	en	skuggzon	bildas.	Dock	är	förhållandena	avsevärt	mer	gynn-
samma	än	under	sommaren	då	allt	utom	närområdet	ligger	i	akustisk	skugga.

I	Kattegatt	och	Skagerrak	är	vattenvolymen	oftast	 skiktad,	med	ett	 skikt	
brackvatten	 som	 strömmat	 ut	 från	Östersjön	över	 ett	 skikt	med	 salt	 ocean-
vatten.	En	mycket	kraftig	och	distinkt	haloklin	är	i	dessa	vattenområden	oftast	
för	handen.	

I	en ljudkanal fortplantar	sig	 ljudet	med	små	förluster.	En	ljudkanal	kan	
uppstå	i	ett	horisontellt	utbrett	vattenskikt	med	lägre	ljudhastighet	än	omgi-
vande	vatten	varvid	ljudet	reflekteras	i	de	omgivande	gränsytorna	genom	lju-
davböjning.	Härvid	kan	långa,	anomala,	räckvidder	uppnås.	I	de	stora	ocea-
nerna	är	sådana	kanaler	välkända.	I	Östersjön	uppstår	lokala	sådana	i	synnerhet	
under	den	del	av	året	då	ytvattnet	har	en	högre	temperatur	(och	därmed	högre	
ljudhastighet)	än	underliggande	vattenmassa	och	vattnet	närmast	bottnen	pga.	
högre	salthalt	har	en	högre	ljudhastighet	än	vattnet	ovanför	(inflödet	i	Öster-
sjön	av	saltare	havsvatten	sker	med	bottenströmmar	i	en	motsols	rörelse).

Laterala ljudhastighetsvariationer	 är	 vanliga	 (jmf	 badvattentemperaturen)	
och	är	ofta	besvärliga	att	bedöma	för	stora	avstånd.	De	flesta	ljudutbrednings-
modeller	 som	finns	tillgängliga	saknar	 förmåga	till	prognoser	över	 större	av-
stånd	utan	är	baserade	på	att	man	mäter	temperatur	och	salthalt	i	vertikalled	
på	den	plats	där	man	befinner	sig.	De	laterala	variationerna	orsakas	av	hydro-
grafiska,	meterologiska	och	maringeologiska	 förhållanden.	Kyligt	 vatten	kan	
genom	strömmars	försorg	välla	upp,	vindar	kan	momentant	förändra	ytvatten-
temperaturen,	stormar	kan	orsaka	isoveli	och	yt-	och	bottenströmmarna	styrs	
bl.a.	av	bottentopografien.

Transmissionsindex	TI	=	20	log	p1/p2	där	p1	är	ljudtrycket	innan	passage	av	
akustiskt	medium	med	annan	akustiskt	impedans	(t.ex.	ett	”akustiskt	fönster”)	
och	p2	är	ljudtrycket	efter	passage.	Kvoten	p1/p2	beräknas	ur	följande	formel	
hämtad	från	optiken:

p1/p2 = 2/ 4cos2β + (χ +	1/χ)2 sin2β
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där	 β = 2πd/λ, χ =	ρ1c1/ρ2c2,	 d	=	tjockleken	 av	 det	 akustiska	 fönstret	 och		
ρ1c1/ρ2c2	är	kvoten	mellan	den	akustiska	impedansen	för	resp.	medium.	Ofta	
är	det	önskvärt	att	applicera	ett	akustiskt	fönster	(en	dom)	som	blir	akustiskt	
transparent,	dvs.	att	ljudet	passerar	genom	fönstret	utan	någon	dämpning.	Om	
man	i	ovanstående	formel	sätter	d	till	halva	våglängden	(i	plattan)	blir	β = π 
och	TI	blir	lika	med	noll	och	ljudet	passerar	utan	dämpning.

12.3.7	 Sonarekvationerna

Sonarekvationerna,	en	för	aktiva	sonarsystem	och	en	för	passiva,	utnyttjas	för	
att	beräkna	det	tröskelvärde	då	ett	mål	kan	upptäckas,	detekteras	av	ett	speci-
fikt	sonarsystem.	Sonarekvationerna	tar	hänsyn	till	sonarsystemets	egenskaper,	
målets	karaktär	och	uppträdandemiljö.	I	ekvationerna	relateras	alla	enheter	till	
grundenheten	1	µPa	på	avståndet	1	m	och	i	Hz-band	och	anges	i	logaritmisk	
form	(dB).	Referenssignalen	hänför	sig	alltid	till	en	plan	våg	med	ett	ljudtryck	
av	1	µPa	effektivvärde.

•	 Den	passiva	sonarekvationen	tecknas:	DT	=	SL	–	TL	–	NL	+	DI.	

•	 Den	aktiva	sonarekvationen	tecknas	normalt	och	vid	brusbegränsande	för-
hållanden:	DTN	=	SL	–	2TL	+	TS	–	NL	+	DI

•	 Vid	reverberationsbegränsande	förhållanden	får	den	aktiva	sonarekvationen	
följande	utseende:	DTR	=SL	–	2TL	+	TS	–	RL

Parametrar som styrs av...

Sonarsystemet Aktuellt medium Målet

• SL (Sändarens signal-
styrka)

• NL (Egenbrus)
• DI (Förstärkning av mot-

tagen signal i antennens 
riktning)

• DT (Detektionströskeln)

• TL (Utbredningsförlus-
terna)

• RL (Reverberationsnivån)
• NL (Sjöbrus, Regn- och 

vindgenererat brus)

• SL (Målets utstrålade  
buller)

• TS (Målekostyrkan)

TS,	 målekostyrkan,	 kan	 vara	 besvärlig	 att	 beräkna.	 För	 ubåtar	 är	 den-
na	 omgärdad	 av	 hög	 sekretess.	 Enligt	 definitionen	 tecknas	 målekostyrkan	
som	 kvoten	 mellan	 intensiteten	 av	 den	 reflekterade	 vågen	 på	 1	 m	 avstånd	
från	 dess	 akustiska	 centrum	 och	 intensiteten	 hos	 den	 infallande	 ljudvågen:	  
TS = 10 log (Ir /Ii )

Betydelsen	av	en	låg	målekostyrka	hos	ubåtar	för	att	försvåra	eller	förhin-
dra	upptäckt	torde	vara	uppenbar.	Målekostyrkan	hos	ubåtar	kan	dock	variera	
högst	avsevärt,	måhända	från	–6	dB	till	35	dB	och	är	beroende	av	geometrisk	
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form	och	ytbeläggningens	reflekteringsförmåga.	Vidare	är	den	vinkel	med	vil-
ken	 den	 utsända	 signalen	 träffar	 (insonifieringsvinkeln)	 betydelsefull,	 varför	
ubåtens	taktiska	uppträdande	i	förhållande	till	den	spanande	sonaren	är	av	stor	
vikt	och	förutsätter	goda	hydroakustiska	kunskaper	hos	ubåtsofficeren.

12.4 Exempel

12.4.1	 Passiva	system

• Bestämning av räckvidder för passiva system (vid sfärisk spridning)

Som	grund	för	räckviddsbestämning	utnyttjas	den	passiva	sonarekvationen:

DT	=	SL	–	TL	–	NL	+	DI

Räckvidden	r	ingår	i	uttrycket	för	transmissionsdämpningen	(TL)	enligt

TL	=	20	log	(r)	+	α r	+	60	(dB)(ref.	avst	R0	=	1	m)
(α	=	absorptionskoefficienten	uttryckt	i	dB/km,	r	=	räckvidden	i	km)

Om	man	känner	målets	spektrala	nivå	(SL),	sitt	egenbuller	(NL),	ev.	an-
tennförstärkning	(DI)	och	värdet	för	detekteringströskeln	(DT)	kan	man	be-
räkna	räckvidden	r	för	olika	mål	(olika	SL)	vid	olika	hydrografiska	förhållan-
den	(olika	α).	Se	följande	exempel:

1.	 Målets	utstrålade	buller	är	116	dB.	

2.	 Uppmätt	egenbuller	är	60	dB.	

3.	 Detektion	erhålles	vid	0	dB	(s/n).	

4.	 α	i	Östersjön	är	2	dB/km.	

5.	 Beräkning	ger	då	en	räckvidd på 560 m.	

Det	finns	i	allmänhet	färdiga	nomogram	för	detta	syfte.

12.4.2	 Aktiva	system

• Bestämning av räckvidder för aktiva system (vid sfärisk spridning)

Bestäm	räckvidden	med	hjälp	av	följande	uppgifter:
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1.	 Givet	är		 SL	=	210	dB	
	 	 TS	=	12	dB	
	 	 NL	=	70	dB	
	 	 DI	=	15	dB	
	 	 DTN	=	3	dB	
	 	 α =	10	dB/km	(sändarfrekvens	ca	100	kHz)

2.	 Sökt	är	r	(räckvidden	i	km).

	 Sonaren	är	ej	reverberationsbegränsad.

3.	 Som	grund	för	räckviddsbestämning	utnyttjas	den	aktiva	sonarekvationen

	 DTN	=	SL	–	2TL	+	TS	–	NL	+	DI

	 Vilken	ger	2TL	=	210	+	12	–	70	+	15	–	3

	 TL	=	82

4.	 Räckvidden	(r)	ingår	i	uttrycket	för	transmissionsdämpningen	(TL)	enligt

	 TL	=	20	log	(r)	+	αr	–	60	dB			(ref.	avst	R0	=	1	m)

	 Vilket	ger	82	=	20	log(r)	+	10r	–	60

	 r	=	12

	 Räckvidden blir ca 12 km.

• Bestämning av målekostyrka för olika geometriska former

1.	 Beräkna	målekostyrkan	hos	en	sfär	med	radien	2	m.	Sfären	antas	vara	en	
perfekt	och	isotrop	reflektor,	dvs.	den	reflekterar	lika	i	alla	riktningar	och	
all	effekt	reflekteras.

	 Insonifieringseffekten	blir Ii π
 a2	där	 Ii	=	intensiteten	hos	den	 infallande	

ljudvågen	och	a	=	radien	hos	sfären.	Då	hela	effekten	reflekteras	blir	den	
reflekterade	intensiteten	på	avståndet	1	m	från	sfären	Ir = (πa2/4πr2) efter-
som	den	reflekterade	effekten	fördelas	över	ytan	4πr2	och	där	a	=	radien	hos	
sfären	och	r	=	avståndet	från	sfären.	

	 Ir	kan	då	beräknas	och	blir	Ir = (πa2/4πr2)Ii ;	Ir	=	(a2/4)Ii.	

	 Målekostyrkan	TS	definierad	som	TS = 10 log (Ir /Ii ) ger	då		
TSsfär = 10 log (a2/4). 

	 Målekostyrkan	hos	den	ideala	sfären	med	2	m	radie	blir	då	0 dB.

	 För	en	dito	sfär	med	radien	5	m	blir	TS	=	8	dB;	med	radien	1	m	blir		
TS	=	–6	dB.	
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	 Frekvensen	saknar	betydelse	 i	 fallet	ovan	med	sfären,	 förutsatt	att	 sfärens	
diameter	är	mycket	stor	i	förhållande	till	våglängden	hos	den	utsända	sig-
nalen.	Vid	övriga	geometriska	former	ingår	dock	våglängden.

2.	 TS	för	en	ideal	cylinder	kan	beräknas	ur	sambandet	TScyl = 10 log (aL2/
2λ) där	a	är	radien,	L	är	längden	och	λ	är	våglängden.	Allt	uttryckt	i	m.

	 Bestäm	målekostyrkan	hos	en	cylinder	med	radien	a	=	1.5	m	och	längden	
L	=	15	m.

	 Den	insonifierande	ljudkällan	sänder	med	en	frekvens	av	8	kHz.

	 Ljudhastigheten	i	vattnet	sätts	till	1	440	m/s

	 Våglängden	beräknas	ur	sambandet	λ =	c/f

 λ =	1	440/8	000	=	0.18	m

	 TScyl	=	10	log	(337.5/0.36) =	29 dB

3.	 TS	för	ett	idealt	plan	kan	beräknas	ur	sambandet	TSplan = 10 log (A/λ)2 

	 där	A	är	arean	i	m2	och	λ	är	våglängden	i	m.

	 Bestäm	målekostyrkan	hos	ett	plan	med	arean	10	m2	och	där	insonifierande	
ljudkälla	sänder	med	en	frekvens	av	30	kHz.

	 Ljudhastigheten	i	vattnet	sätts	till	1	500	m/s.

 λ =	1	500/30	000	=	0.05	m

	 TSplan	=	10	log	(10/0.05)2 =	46 dB

• Dopplereffekt

Ett	fartyg	går	rakt	mot	sonaren	i	siktlinjen.	Beräkna	målets	fart	i	knop:	

1.	 Utsänd	signal	(f )	16	kHz

2.	 Registrerad	dopplereffekt	(∆f )	115	Hz

3.	 Ljudhastigheten	(c)	1	440	m/s

4.	 Målets	fart	(v)	sökt

5.	 Sambandet	 ∆f	 =	 2vf/c	 ger	 115	 =2	 •	 v	 •	 16	000/1	440;	 v	 =	 5.2	 (m/s)	
v = 10 knop
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• Ytreverberation

En	aktiv	sonar	har	lobbredden	12o,	sänder	ut	en	signal	på	nivån	205	dB	med	
en	pulslängd	om	33	ms.	Bottnen	består	av	lera.	Ljudhastigheten	är	1	440	m/s.	
Beräkna	ytreverberationen	RLy	på	avståndet	2	500	m:

1.	 Den	bestrålade	ytan	A	=	ΦrcT/2	

	 där	Φ = sonarens	öppningsvinkel	i	radianer	(1o	=	π/180	rad)		
r	=	avståndet	i	m	
c	=	ljudhastigheten	i	m/s	
T	=	pulslängden	i	sek	
ger	A	=	12	•	π/180	•	2	500	•	1	440	•	33	•	10−3/2;	A =	12	440	m2

2.	 SL	=	205	dB	
r	=	2	500	m

 Reverberationskoefficienten	Sy,	(för	lera)	=	–40	dB	(sand	–25	dB	och	berg	
–10	dB)

3.	 Sambandet RLy	=	SL	–	40	log	r	+	Sy	+	10	log	A	ger		
RLy	=	205	–	40	log	2	500	–	40	+	10	log	12	440		
RLy	=	205	–	136	–	40	+	41	
RLy = 70 dB

• Ljudintensitet

Ljudintensiteten	kan	beräknas	ur	sambandet	I	=	p2/z:

1.	 Antag	ett	ljudtryck	p	på	1	Pa	(1	N/m2).	

2.	 Ljudhastigheten	i	vatten	c	antas	vara	1	500	m/s. 

3.	 Vattnets	täthet	ρ sätts	till	1	000	kg/m3.	

4.	 Sambandet	z	=	ρc	ger	en	akustisk	impedans	z	=	1.5	x	106	kg/m2s.	

5.	 Ljudintensiteten	blir	då:		
I	=1/1.5	•	106	
I	=	6.5	•	10–7 W/m2

(Omvänt	 ger	 en	 ljudintensitet	 på	 1	 W/m2	 upphov	 till	 ett	 ljudtryck		
(zI)	=	1.225	kPa.)
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13. Laser

LASER	är	en	akronym	för	Light Amplification by Stimulated Emission of Ra-
diation,	vilket	på	svenska	blir	”ljusförstärkning	genom	stimulerad	emission	av	
strålning”.	I	detta	kapitel	behandlas	grunderna	för	laser,	olika	typer	av	lasrar,	
strålutbredning,	atmosfärspåverkan	och	lasersäkerhet.

13.1 Grunder för laser

Med	laser	menas	en	apparat	som	levererar	monokromatiskt	ljus,	det	vill	säga	
ljus	av	princip	en	enda	våglängd,	och	att	ljuset	är	koherent,	vilket	innebär	att	
allt	 ljus,	fotonerna,	svänger	i	fas	med	varandra.	Laserns	grundprincip	bygger	
på	förstärkning	av	ljus	genom	stimulerad	emission	där	första	steget	är	att	en	
yttre	energikälla	tillför	energi	i	ett	lasermaterial	för	att	lyfta	elektronerna,	exci-
tera,	från	sin	grundnivå	till	en	högre	energinivå	(se	figur	13.1).	Detta	kallas	att	
pumpa	lasern.	

Elektronen	 har	 mycket	 kort	 livslängd	 på	 pumpnivån	 och	 faller	 snabbt	
ner	till	vad	som	kallas	den	övre	lasernivån	(se	figur	13.1),	där	livslängden	är	
avsevärt	 längre.	Genom	att	kontinuerligt	pumpa	 lasern	kan	en	populations-
inversion	skapas	mellan	den	övre	och	undre	lasernivån.	Populationsinversion	
innebär	att	det	är	fler	elektroner	i	den	övre	lasernivån	än	i	den	naturliga	grund-
energinivån.

När	 en	 elektron	 rör	 sig	 från	den	övre	 lasernivån	 till	den	 lägre	 lasernivån	
emitterar	den	en	foton,	det	vill	säga	ljus.	Denna	emission	av	ljus	(fotoner)	kall-
las	spontan	emission.

Energiskillnaden	mellan	övre	och	den	undre	lasernivån	bestämmer	ljusets	
våglängd.	När	elektronen	faller	 från	pumpnivån	till	övre	 lasernivå	respektive	
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från	nedre	 lasernivån	 till	 grundnivån	emitteras	 ingen	 foton	utan	blir	 istället	
värmeförluster.
Det	som	krävs	utöver	yttre	energikälla	och	lasermaterial	för	att	åstadkomma	en	
laser	är	speglar,	även	kallat	optisk	resonator.	Speglarna	placeras	på	var	sin	sida	
om	lasermaterialet	riktade	så	att	de	kan	reflektera	ljuset,	dvs.	fotonerna,	mellan	
speglarna	(se	figur	13.2).	En	foton	som	reflekteras	mellan	speglarna	passerar	
igenom	lasermaterialet	och	om	den	då	träffar	en	exciterad	elektron	kommer	
den	att	stimulera	emission	av	ytterligare	en	foton	med	samma	fas,	våglängd	och	
riktning	som	den	infallande	fotonen.	Därav	namnet	LASER	(Light Amplifica-
tion by Stimulated Emission of Radiation).	

En	av	speglarna	måste	vara	delvis	genomskinlig	så	att	en	del	av	fotonerna	
kan	komma	ut	för	att	bilda	en	laserstråle.	Så	länge	den	yttre	energikällan	tillför	
energi	i	lasermaterialet	kommer	lasern	att	lysa	(se	figur	13.3).

Tillförd energi

Pumpnivå

Grundnivå

Övre lasernivå

Nedre lasernivå

(värmeförlust)

(värmeförlust)

Ljus (Fotoner)

e

e

e

Figur 13.1. Pumpning av laser. (Källa: FHS)

Pumpnivå

Grundnivå

Övre lasernivå

Nedre lasernivå

Ljus (Fotoner)

spegel spegel

Figur 13.2. Hur en laserstråle produceras. (Källa: FHS)
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Laser

Blixtlampa

Blixtlampa

Blixtlampa

Lasern är i sitt icke-
lasrande tillstånd.

Blixtlampan lyser (tillför energi)
in i rubinen och exciterar rubinens
atomer.

Några av atomerna gör en spontan
emission och emitterar atomer.

Några av fotonerna rör sig parallellt
med rubinstavens längdriktning och
studsar fram och tillbaka mellan
speglarna. Under tiden träffar de
andra exciterade atomer och stimu-
lerar dem att emittera en foton (så
kallad stimulerad emission).

Laserljus med samma frekvens,
fas och riktning strömmar ut ur
den halvgenomsläppliga spegeln.

Spegel

Halvgenomsläpplig spegel

Atomer
Exciterade atomer

1

2

3

4

5

Blixtlampa

Figur 13.3. Hur laserljus skapas. (Källa: FHS, Illustration: Samuel Svärd)
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En	laser	kan	ha	olika	lasermaterial	och	delas	in	i	kategorier	efter	vilket	ma-
terial	som	används	för	att	skapa	laserstrålen.	Dessa	är:

• Gaslaser

• Kemisklaser

• Färgämneslaser

• Halvledarlaser

• Fastatillståndslasrar

Som	yttre	energikälla,	pumpning	av	lasermaterialet,	används	elektrisk	eller	
kemisk	energi	alternativt	optisk	strålning.

Laserstrålen	har	följande	speciella	egenskaper:

• Den	är	parallell	och	får	därmed	låg	spridning	(divergens).

• Den	är	koherent,	dvs.	har	samma	fas.

• Den	är	monokromatisk,	vilket	innebär	att	den	ligger	inom	ett	smalt	våg-
längdsområde.

Dessa	egenskaper	medför	att	lasern	är	attraktiv	att	nyttja	för	militära	till-
lämpningar,	t.ex.	för	avståndsmätning	och	som	ledstrålar	för	styrning	av	t.ex.	
robotar.	En	nackdel	med	laser	är	att	den	har	låg	verkningsgrad.

13.2 Olika typer av lasrar

Ovan	har	endast	koherent	laser	berörts	men	det	finns	även	lasrar	som	är	inko-
herenta,	dvs.	fotonerna	i	strålen	ligger	inte	i	fas	(se	figur	13.4).

Olika typer av laser

Koherent

(Fotonerna i strålen är i fas)

Inkoherent

(Fotonerna i strålen är inte i fas)

Figur 13.4. Skillnad på koherent och inkoherent laser. (Källa: FHS)
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13.2.1	 Inkoherent	laser	(direkt	detektion)

Är	man	endast	intresserad	av	att	få	ett	avstånd	till	ett	objekt	genom	att	mäta	
gångtiden	för	en	kraftig	laserpuls	med	en	laseravståndsmätare	kan	direkt	detek-
tion	användas	med	en	inkoherent	laser.	Avståndet	räknar	den	ut	genom	att	mäta	
tiden	det	tar	för	laserpulsen	att	färdas	från	lasern	till	målet	och	tillbaks	igen.	Då	
hastigheten	i	pulsen	är	känd	(ljusets	hastighet,	ca	300	000	km/s)	kan	avståndet	
till	målet	beräknas.	Vid	direkt	detektion	mäts	endast	den	reflekterade	strålning-
ens	intensitet.	En	nackdel	med	direkt	detektion	är	att	signal-brusförhållandet	
inte	är	så	bra.	Med	hjälp	av	ett	smalbandigt	filter	där	endast	den	intressanta	re-
flekterade	laserstrålningen	släpps	igenom	kan	mycket	av	bakgrundsstrålningen	
filtreras	bort.	Eftersom	detektorn	bara	mäter	intensiteten	kan	dopplerskift	inte	
mätas	och	därmed	erhålls	ingen	information	om	hastighet.

Fördelar Nackdelar

• Enkelt
• Billigt

• Bakgrundstrålning
• Låg känslighet
• Kan inte mäta hastighet

13.2.2	 Koherent	laser

Med	koherent	detektion,	vilket	är	ett	mer	komplicerat	system,	kan	också	amp-
litud-	och	fasinformationen	detekteras,	vilket	utökar	användningsområdet	för	
en	laser.	Genom	att	kunna	mäta	fasen	på	inkommande	strålning	finns	möjlig-
het	att	bl.a.	mäta	hastighet.	

Ett	koherent	lasersystem	som	är	pulsat	kräver	en	lokaloscillatorstråle	som	
genereras	 internt	 i	 systemet.	På	detektorn	blandas	den	mottagna	strålningen	
med	lokaloscillatorstrålen.	På	så	sätt	kan	fasändringar	pga.	doppler	mätas	i	den	
mottagna	strålen,	vilket	möjliggör	mätning	av	hastighet.	Systemet	blir	jämfört	
med	en	inkoherent	laser	relativt	komplicerat,	vilket	ökar	kostnaden,	och	efter-
som	man	använder	två	laserstrålar	krävs	det	en	noggrann	upplinjering	av	dessa	
så	att	de	är	parallella	för	att	systemet	skall	fungera	på	avsett	sätt.

Fördelar Nackdelar

• Okänslig för bakgrundsstrålning
• Hög känslighet (ca 1 000 ggr högre än 

inkoherent laser)
• Kan mäta hastighet

• Komplicerat system
• Dyrt
• Höga krav på upplinjering
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13.3 Strålutbredning för laser

En	laserstråle	beskrivs	vanligen	som	en	stråle	med	gaussisk	strålprofil,	dvs.	den	
har	normalfördelad	 intensitetsfördelning.	Fördelen	med	 att	 beskriva	 strålens	
utbredningsegenskaper	på	detta	sätt	är	att	man	kan	använda	formler	härledda	
från	vågekvationen.	Laserljuset	är	parallellt	och	har	därmed	låg	divergens.	Även	
om	spridningen	av	strålen	är	låg	så	är	divergensen	av	sådan	storlek	att	den	på-
verkar	systemets	prestanda	och	därmed	viktig	att	hålla	så	liten	som	möjligt.

Viktiga	parametrar	för	att	beskriva	en	laserstråle,	och	därmed	systemet	pre-
standa,	är	strålradie,	divergens	och	diffraktion.	Radien	för	strålen	anges	som	
strålradien	och	divergensen	beskriver	hur	strålradien	ökar	med	avståndet	från	
lasern	 (se	 figur	 13.5).	 En	 stor	 divergens	 innebär	 att	 strålradien	 ökar	 snabbt	
med	avståndet,	vilket	påverkar	systemets	prestanda	negativt	som	t.ex.	ger	sämre	
upplösning	och	lägre	energi	per	ytenhet.	När	en	laserstråle,	vågor,	passerar	en	
apertur	som	har	begränsad	öppning	uppstår	diffraktion	(strålen	böjs	av	i	yt-
terkanterna).	Det	är	diffraktionen	som	primärt	påverkar	vilken	minsta	stråldi-
vergens	som	kan	uppnås.	Förhållandet	mellan	stråldivergens	och	diffraktion	är	
sådan	att	ökas	aperturstorleken	så	reduceras	divergensen.	För	att	få	så	hög	effekt	
per	ytenhet,	dvs.	liten	divergens,	som	möjligt	på	långt	avstånd	från	sändaren	
måste	aperturen	vara	relativt	stor.	Sambandet	mellan	strålradie	och	stråldiver-
gens.	

	r~	s(km)	*	@	(mrad)
	 										2

Laser @
r

s

r = strålradie
@ = stråldivergens
s = avståndet till objektet

Sambandet mellan strålradie och stråldivergens

s x @
2

r ~

Figur 13.5. Sambandet mellan strålradie och stråldivergens. (Källa: FHS)
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13.4 Atmosfärspåverkan

Det	är	inte	bara	diffraktion	som	påverkar	egenskaperna	hos	en	laserstråle.	At-
mosfären	påverkar	laserstrålen,	och	därmed	systemets	prestanda,	genom:	

• Transmissionsdämpning

• Turbulens

• Termisk	distorsion

Transmissionsdämpning	 påverkar	 räckvidden	 för	 systemet	 och	 generellt	
kan	 sägas	 att	 ju	 längre	 våglängd	desto	bättre	 räckvidd.	Den	dämpning	 i	 at-
mosfären	som	påverkar	transmissionen	är	i	huvudsak	absorption,	vätske-	och	
stoftpartiklar	samt	spridning	i	gaser.

Atmosfärens	transmission	har	uppmätts	vid	havsnivå	(se	figur	13.6).	Bilden	
visar	att	transmissionen	är	låg	inom	vissa	våglängdsområden	men	att	det	också	
finns	områden	med	relativt	hög	transmission,	s.k.	transmissionsfönster.	Dessa	
transmissionsfönster	 som	 ligger	 inom	 våglängderna	 300–1	300	nm,	 1	500–
1	700	nm,	2	000–2	500	nm,	3	000–5	000	nm	samt	8	000–14	000	nm	är	de	
områden	som	bäst	lämpar	sig	för	lasersystem.

Den	dämpning	som	orsakas	av	absorbtion	samt	vätske-	och	stoftpartiklar	
beror	främst	på	hur	mycket	partiklar	det	finns,	koncentrationen,	och	partikel-
storleken.	Dimma,	dis,	rök	och	damm	ger	högre	dämpning	vid	kortare	våg-
längder	medan	snö	och	regn	ger	en	relativt	våglängdsoberoende	dämpning	(se	
figur	13.7	på	nästa	sida).
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Figur 13.6. Transmissionen i atmosfären. (Källa: FOI) 
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Turbulens	medför	bland	annat	att	laserstrålens	divergens	ökar	och	att	strå-
lens	riktning	ändras	slumpmässigt.

När	föremål	betraktas	på	långt	avstånd	i	en	kikare	över	uppvärmd	terräng	
kan	inverkan	av	turbulens	iakttas	genom	att	bilden	fluktuerar	i	kikaren.	Or-
saken	till	detta	är	det	långa	avståndet	över	den	uppvärmda	terrängen	där	tem-
peraturen	 slumpmässigt	 kommer	 att	 variera	 och	 blandas	 pga.	 vindar,	 vilket	
medför	att	brytningsindex	kommer	att	variera	slumpmässigt.	Resultatet	blir	en	
flimrande	bild	i	kikaren.

Termisk	distorsion	är	primärt	ett	problem	som	uppstår	för	lasersystem	som	
skall	belysa	ett	stillastående	eller	nästan	stillastående	objekt.	För	ett	flygburet	
lasersystem	eller	ett	system	som	skall	belysa	ett	föremål	med	hög	vinkelhastig-
het	blir	problemet	mindre	eftersom	luften	hela	tiden	snabbt	byts	ut.	Laserstrå-
lens	 intensitet	orsakar	uppvärmning	av	den	närmsta	 liggande	 luften	som	får	
till	följd	att	brytningsindex	varierar	vilket	leder	till	att	strålradien	ökar	pga.	att	
strålen	böjs.	Strålen	böjs	mest	i	mitten	eftersom	luften	värms	upp	mest	där.

Sidvind	påverkar	också	ett	lasersystem	som	belyser	ett	stillastående	objekt.	
Luften	kommer	att	vara	kallare	i	lovart	än	i	lä	om	strålen	då	luften	värms	upp	
vid	passage	genom	strålen.	Kallare	luft	har	högre	brytningsindex	varför	strålen	
kommer	böjas	av	mot	vindriktningen,	dvs.	lovart.	För	lasersystem	med	hög	ef-
fekt	är	detta	fenomen	mer	märkbart.
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13.5 Lasersäkerhet

13.5.1	 Allmänt	om	lasersäkerhet

Beroende	på	vilket	 lasermaterial	 som	används	 i	en	 laser	kommer	 laserstrålen	
ha	olika	våglängd,	från	ca	193	nanometer	upp	till	lite	drygt	10	600	nanome-
ter.	 Detta	 innebär	 att	 ögat	 ligger	 i	 riskzonen	 att	 utsättas	 för	 laserljus.	 Ögat	
är	känsligt	för	våglängder	mellan	400–1	400	nanometer	eftersom	hornhinnan	
och	pupillen	 fokuserar	dessa	 våglängder	mot	 gula	fläcken,	 vilket	medför	 att	
även	 låga	 lasereffekter	kan	vara	 skadliga	 (se	figur	13.9	på	nästa	 sida).	Ligger	
laserstrålen	inom	det	synliga	området	400–770	nm,	som	också	kallas	synligt	
ljus,	ger	blinkreflexen	i	ögat	ett	visst	skydd	eftersom	vi	blundar	om	vi	exponeras	
för	laserljus	inom	detta	våglängdsområde.

Våglängder	 från	 ca	700	nm	upp	 till	 1400	nm	är	 särskilt	 farliga	 eftersom	
blinkreflexen	 inte	 fungerar	 inom	detta	 våglängdsområde.	Ett	 exempel	på	 en	
farlig	laservåglängd	är	neodymlaserns,	NdYAG,	1	060	nm	som	är	vanlig	i	la-
seravståndsmätare.	Det	är	framförallt	fastatillståndslasrar,	laserdioder	färgäm-
neslasrar	 som	 ligger	 inom	hornhinnans	och	pupillens	 fokuseringsvåglängder	
(400–1	400	nm).

Utifrån	hur	farlig	en	laser	är	för	bl.a.	ett	oskyddat	öga	är	lasrarna	indelade	i	
laserklasser.	Indelningen	av	lasrar	i	olika	klasser	enligt	den	internationella	stan-
darden,	är	ett	sätt	att	beroende	på	strålningsegenskaperna	ge	en	grov	sortering	
av	lasrar	med	olika	grader	av	skaderisker.	En	sammanfattning	av	dessa	risker	
ges	nedan.

Intensitet

Infallande
stråle

Figur 13.8. Distortion. (Källa: FOI)



162

Lärobok i militärteknik, vol. 1: Grunder

13.5.2	 Äldre	laserklasser

• Klass 1. Lasrar	i	klassen	är	ofarliga	även	vid	lång	tids	exponering.	Antingen	
är	lasrarna	så	svaga	att	de	inte	kan	ge	några	skaderisker	oavsett	hur	de	han-
teras,	eller	också	rör	det	sig	om	apparater	som	innehåller	lasrar	som	i	sig	kan	
vara	av	en	farligare	klass	men	som	är	inbyggda	och	förseglade	så	att	ingen	
farlig	strålning	kommer	ut.	Den	maximalt	tillåtna	strålningseffekten	eller	
pulsenergin	för	lasrar	i	klassen	är	direkt	kopplad	till	exponeringsgränsvär-
dena.	Den	övre	klassgränsen	är	naturligtvis	rigoröst	definierad,	men	låter	
sig	inte	beskrivas	enkelt.
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Våglängdsområde
400 – 1400 nm

Våglängdsområde
1400 nm – 1 mm

Våglängdsområde
315 – 390 nm

Figur 13.9. Ögats brytning av ljus mot hornhinnan vid olika våglängder.  
(Källa: FHS, Illustration: Samuel Svärd)
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• Klass 2.	Klassen	innehåller	bara	lasrar	som	avger	synlig	strålning	varmed	i	
laserstandarden	menas	strålning	inom	intervallet	400–700	nm.	Exponering	
av	ett	oskyddat	öga	ger	upphov	till	bländning	och	ögonlocket	sluts	reflex-
mässigt.	Blinkreflexen	gör	då	att	ögat	inte	exponeras	under	tillräckligt	lång	
tid	 för	 att	 skadas.	För	 cw-lasrar,	dvs.	 sådana	 som	kan	 lysa	med	konstant	
strålningseffekt,	är	den	övre	klassgränsen	1	mW.

•	 Klass 3a.	Lasrar	inom	denna	klass	har	relativt	hög	effekt,	men	då	den	inte	är	
särskilt	koncentrerad	skadar	den	inte	ögat	om	inte	förstärkande	optik,	t.ex.	
kikare,	används.

•	 Klass 3b.	Direkt	exponering	av	ögon	eller	hud	kan	ge	skador.	Diffust	reflek-
terad	strålning	är	vanligtvis	ofarlig.

•	 Klass 4. Här	kan	det	även	vara	farligt	att	oskyddad	betrakta	en	laserbelyst	
fläck	på	en	matt	yta.	Klass	4-lasrar	kan	också	vålla	brand.	Klassen	saknar	
övre	gräns.

13.5.3	 De	nya	laserklasserna

•	 Klass 1.	Är	i	princip	oförändrad	jämfört	med	tidigare.

•	 Klass 1M.	Lasrar	vars	totala	effekt	eller	pulsenergi	överskrider	vad	som	tillåts	
i	klass	1	(gäller	såväl	UV,	synligt	och	IR),	men	där	strålen	inte	är	smal	utan	
utbredd.	På	så	sätt	kan	exponeringsgränsvärdena	för	ett	obeväpnat	öga	eller	
oskyddad	hud	inte	överskridas.	Om	man	samlar	strålknippet	t.ex.	med	en	
kikare	eller	betraktar	en	fiberända	med	en	lupp,	kan	dock	ofarligheten	inte	
garanteras.	M	står	för	magnifier.

•	 Klass 2.	Är	oförändrad	jämfört	med	tidigare.

•	 Klass 2M.	 Klassen	 omfattar	 bara	 lasrar	 som	 avger	 synlig	 strålning	 (400–
700	nm).	Klass	2-gränsen	får	överskridas	totalt,	om	strålknippet	är	utbrett	
enligt	samma	principer	som	för	klass	1M.	Om	strålknippet	inte	samlas	med	
hjälp	 av	 någon	 optik	 gäller	 samma	 riskbedömning	 som	 för	 klass	 2,	 dvs.	
blinkreflexen	skyddar	det	obeväpnade	ögat.

•	 Klass 3R.	Klassen	omfattar	lasrar	som	avger	upp	till	5	ggr	klassgränsen	för	
klass	1	vid	motsvarande	våglängder	eller	pulstider,	om	strålningen	är	osyn-
lig.	 För	 synlig	 strålning	 tillåts	 upp	 till	 5	ggr	 gränsen	 för	 klass	 2.	 Gräns-
värdena	för	exponering	av	oskyddade	ögon	kan	alltså	överskridas,	men	de	
innehåller	sådana	säkerhetsmarginaler	att	skador	i	praktiken	inte	uppstår.	R	
står	för	restricted.



164

Lärobok i militärteknik, vol. 1: Grunder

•	 Klass 3B.	Klassen	innehåller	lasrar	vars	styrka	överskrider	klass	3R.	I	övrigt	
är	den	oförändrad.

•	 Klass 4.	Omfattar	alla	lasrar	som	är	starkare	än	klass	3B.	Klassen	är	oföränd-
rad.

SÄKI	har	antagit	de	nya	laserklasserna.	



165

Fördjupningslitteratur

Aerodynamik

Anderson,	 Jr.,	 J.	 D.,	 1991:	 Fundamentals of Aerodynamics	 (Blacklick,	 Ohio:	
McGraw-Hill	Company),	ISBN	0-07-001679-8.

Axelsson,	R.	och	Danewid,	R.	(red.),	2002:	Segelflyg: En lärobok	(Skövde:	Se-
gelflygsport	Förlag	HB),	ISSN	91-973848-3-6.

Bertin,	J.	J.	and	Smith,	M.	L.,	1997:	Aerodynamics for Engineers. Third Edition	
(Upper	Saddle	River,	NJ:	Prentice	Hall),	ISBN	0-13-576356-8.

Borglund,	D.	and	Eller,	D.,	2006:	”Aeroelasticity	of	Slender	Wing	Structures	
in	Low-Speed	Airflow:	lecture	notes”,	TRITA-AVE	2006:11	(Stockholm:	
KTH).

Klinker,	 O.,	 1995:	 ”Flygutprovningen	 av	 Sveriges	 första	 jetflygplan;	 SAAB	
21R”,	Mekanisten,	Svenska	Mekanisters	Riksförbund,	3:17–30.	

Vågutbredning och dess tillämpningar

Streetly,	 M.	 (ed.),	 2004:	 Jane’s Radar and Electronic Warfare Systems 2004–
2005	 (Surrey,	 England:	 Jane’s	 Information	 Group),	 s.	 244,	 ISBN-10:	
0710626363,	ISBN-13:	978-0710626363.

Hågård,	A.:	”Optisk	 transmission	 i	atmosfären”,	kurskompendium,	Robusta	
Optroniksystem	Preliminär,	s.	1,	980408,	FOA.



166

Lärobok i militärteknik, vol. 1: Grunder

Atmosfärens påverkan på aerodynamik och vågutbredning

Anderson,	 Jr.,	 J.	 D.,	 1991:	 Fundamentals of Aerodynamics	 (Blacklick,	 Ohio:	
McGraw-Hill	Company),	ISBN	0-07-001679-8.

Axelsson,	R.	och	Danewid,	R.	(red.),	2002:	Segelflyg: En lärobok	(Skövde:	Se-
gelflygsport	Förlag	HB),	ISSN	91-973848-3-6.

Bertin,	J.	J.	and	Smith,	M.	L.,	1997:	Aerodynamics for Engineers. Third Edition	
(Upper	Saddle	River,	NJ:	Prentice	Hall),	ISBN	0-13-576356-8.

Hydroakustik

Beranek,	 L.	 L.,	 1986:	 Acoustics (New	 York:	 American	 Institute	 of	 Physics),	
ISBN	0-88318-494-X.

Bobber,	R.	J.,	1988:	Underwater Electroacoustic Measurements (Los	Altos,	CA:	
Peninsula	Publ.),	ISBN	0-932146-19-8.

Etter,	P.	C.,	1991:	Underwater Acoustic Modeling: Principles, Techniques and App-
lications (New	York:	Elsevier	Science	&	Technology),	ISBN	1851665285.

FMV,	 1992:	 ”Sonarteknik”, kompendium	 (Stockholm:	 Försvarets	 Materi-
elverk).

Jonsson,	P.,	1998:	”Design	and	implementation	of	a	programmable,	wideband	
sonar	 for	 sediment	 mapping”,	 Institutionen	 för	Teknisk	 Geologi,	 Lunds	
Tekniska	Högskola.	ISBN	91-628-2903-3.

Medwin,	 H.	 &	 Clay,	 C.	 S.,	 1998:	Fundamentals of Acoustical Oceanography	
(San	Diego,	CA:	Academic	Press),	ISBN	0-12-487570-X.

Pentelius,	T.,	1970:	”Ljudabsorptionskoefficienten	i	havet	för	frekvensområdet	
0.1–50	kHz	som	funktion	av	temperatur	och	salthalt”,	Rapport	C3620-57	
(Stockholm:	Försvarets	forskningsanstalt).

Urick,	 R.	 J.,	 1983:	 Principles of Underwater Sound. 3rd edition (New	 York:	
McGraw-Hill	Book	Company),	ISBN	0-07-066087-5.

Urick,	R.	J.,	1984:	Ambient Noise in the Sea	(Los	Altos,	CA:	Peninsula	Publ.),	
ISBN	0-932146-13-9.



167

Bilaga: Om materialet på medföljande cd

För	att	köra	nedanstående	filer,	kan	de	matematiska	programmen	Matlab	eller	
Octave	användas.	Octave	är	tillgänglig	gratis	på	<http://www.octave.org>.

Sammanställning av Matlabfiler på cd:n

Filnamn Programmets användning

skostud.m	 Hämtar en vektor v, lagrad i filen skonr, utgörande ett fingerat material 
på 1 000 värnpliktigas skonummer. På materialet görs beskrivande 
statistik.

lngdstud.m Hämtar en vektor v, lagrad i filen vpllngd, utgörande ett fingerat material 
på 1 000 värnpliktigas längd [mm]. På materialet görs beskrivande 
statistik.

tresampler.m Visar beskrivande statistik på tre stickprov av något olika utseende.

stdgiss.m Visar stolpdiagram på slumpvis valda stickprov, varefter du med ögon-
mått får skatta medelvärde och standardavvikelse.

symmtern.m Simulerar kastserier om valt antal kast med symmetrisk tärning. Använ-
der programmet kastseriesymm.m som subrutin.

falsktern.m Simulerar kastserier om valt antal kast med en typ av osymmetrisk 
tärning. Använder programmet kastseriefalsk.m som subrutin.

upprepn.m Ett slumpmässigt försök upprepas under samma omständigheter till 
dess du avbryter. Vid försöket kan händelsen A inträffa. Du bestämmer 
inledningsvis P(A). Med vissa mellanrum redovisas relativa frekvensen 
för A.

tcount.m Räknar, vid kast med två, tre, fyra, sex eller tio tärningar, antal element 
i händelserna att erhålla ett givet antal ögon. Subrutiner: tvotern.m,	tre-
tern.m,	fyrtern.m,	sextern.m,	tiotern.m. Svarar med resp. sannolikhet.

binstolp.m Stolpdiagram visas över en binomialfördelning, vars parametrar du får 
välja. Därefter genererar subrutinen binstat.m stickprov på fördelningen.

nostat.m Visar stickprov på en standardiserad normalfördelad s.v. (dvs. med 
väntevärdet 0 och standardavvikelsen 1). Histogrammet jämförs med 
fördelningens täthetsfunktion, och det kumulerade histogrammet med 
dess fördelningsfunktionen. Den senare beräknas med programmet 
Fi.m.

binorm.m Visar approximation av binomialfördelningens sannolikhetsfunktion med 
täthetsfunktionen för en normalfördelning med samma väntevärde och 
standardavvikelse.
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lanch.m En enkel, datoriserad Lanchestermodell (ingen geometrisk representa-
tion).

lanchm.m En modifiering av	lanch.m med en ansats till geometrisk representation.

lanset.m Ger, i kombination med subrutinerna langrp.m,	lanskjut.m, en  
Lanchester-variant med ännu mer geometrisk representation.

procent.m Övning på att med ögonmått skatta procenttal.

lutning.m Övning på att med ögonmått skatta lutningen hos en rät linje.

funk.m Visar kurvor över en rad elementära funktioner som du väljer ur menyer.

deriv.m Programmet är avsett att illustrera derivatans definition och innebörd. 
Använder programmet deriv2.m som subrutin.

sincos.m Avser att illustrera definitionerna och några egenskaper hos sinus- och 
cosinusfunktionen.
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Om bokens författare

Boken	har	skrivits	av	lärare	vid	Försvarshögskolan	(FHS).	Dessa	har	som	regel	
lång	erfarenhet	från	sitt	ämnesområde	och/eller	har	disputerat	inom	detsamma.

kurt andersson,	kapitel	7.	Andersson	är	civilingenjör.	

kristian artman,	kapitel	13.	Artman	är	överstelöjtnant	 i	Flygvapnet	och	
flygingenjör.

magnus astell,	kapitel	10–11.	Astell	är	kapten	i	Armén	och	arméingenjör.

stefan axberg,	kapitel	12.	Axberg	är	professor	i	Militärteknik.

hans liwång,	kapitel	8.	Liwång	är	civilingenjör.

anders lundberg,	kapitel	2–6.	Lundberg	är	professor	emeritus	i	matema-
tik.

martin norsell,	kapitel	9	och	11.	Norsell	är	universitetslektor	 i	Militär-
teknik.

lars tornérhielm,	kapitel	1.	Tornérhielm	är	övlt	från	armén.
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