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1 Abstract

Optimal control is the study of how to choose control and state paths for a
system to minimise a specific performance index. This theory was used to study
how a bicycle could be controlled optimally to achieve balance. The bicycle
was modeled with three state-parameters, the inclination of the bicycle 8, the
angular velocity of the inclination 6 and the steering angle «. These states, in
conjunction with the control variable § = &, were used together with dynamic
programming and LQR-control, two branches in optimal control, to study con-
trol of the bicycle. The results show that the bicycle achieved balance in theory
for both methods and with reasonable control paths. The controlls that were
observed were seen as intuitive, considering the startpostions.



2 Sammanfattning

Optimal kontroll &dr studien om hur man pa bésta sidtt kan kontrollera ett sy-
stem, givet kontrollvariabler, for att minimera ett specifikt prestationsindex.
Denna teori anvéandes for att studera hur en cykel optimalt skulle kunna balan-
seras. Cykeln modellerades med tre tillstandsparametrar, dess lutning 6, vin-
kelhastigheten hos lutningen 6 samt dess styrvinkeln «, som togs fram ifran
tva differentialekvationer. Dessa tillstand, tillsammans med en kontrollvariabel
6 = &, anvindes sedan med dynamisk programmering samt LQR-kontroll, tva
grenar inom optimal kontroll, fér att undersdka kontroll av cykeln. Resultaten
visar pa att alla tillstandsparametrar konvergerar mot noll fér bada metoderna
innan sluttiden vilket indikerar pa att cykeln lyckades balanseras, i teorin. Kon-
trollen som anvéndes, styrets vinkelhastighet, var d&ven rimlig och uppfattades
som intuitiva.
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3 Inledning

Optimal kontroll, en gren inom reglerteori samt matematisk optimering, ar stu-
diet om hur man styr ett system, modellerat med differentialekvationer, med
hjélp av utvalda kontrollvariabler. Som dess namn utger sa dr malet att styra
en process till att félja nagon prestationsvariabel sa bra som mojligt. Det kan
handla om att minska tiden for att ta sig mellan tva punkter, minimera brénslet
som gar at vid en manlandning eller kontrollera en robot.

4 Bakgrund

Figur 2: Lev pontryagin
Figur 1: Richard Bellman 8 P yae

Under 1950 talet uppfann den Amerikanska matematikern Richard Bellman dy-
namisk programmering som revolutionerade studiet av optimal kontroll. Idén
bygger pa att dela upp ett problem i mindre bitar och 16sa varje liten bit rekur-
sivt for den optimala 16sningen. Lyckas man 16sa varje liten bit optimalt, blir
dven helheten en optimallosning. Vid dynamisk programmering arbetar man
bakat fran sluttiden, detta for att, givet ett slutmal, stegvis ta den bésta vigen
for att komma till slutmalet. Detta innebér att slutvilkoret pa tillstandet har
stor inverkan pa vad den optimala 16sningen kommer att vara. Optimala kon-
troll problem kan l6sas med hjilp av dynamisk programmering genom att 16sa
Hamilton-Jacobi-Bellman ekvationen, en utékning av Hamilton-Jacobi ekvatio-
nen, som Bellman gjorde, for att inkludera kontrollvariabler.

Samtidigt som detta skedde utvecklade den blinda matematikern, Lev Pontrya-
gin, Pontryagins minimeringsprincip” som ocksa revolutionerade optimal kon-
troll. Principen menar att givet en Hamiltonian H (z(t), u(t), A(t),t), som &r en
funktion som anvénds for att 16sa optimala kontrollproblem, dér x &r tillstandet,
u &r insignalen, A dr en dual-variabel samt t dr tiden. En insignal u* #r optimal
om det géller att:

H(z(t),u (1), At), 1) < H(z(t), u(t), A(t),1) (1)



for alla insignaler u [1], en insignal &r alltsa optimal om den minimerar Ha-
miltonianen. Att minimera Hamiltonianen &r mycket enklare &n att minimera
original kontrollproblemet, och det &ar dérfér denna metod anvands flitigt. Detta
ledde &ven till Hamitlon-Jacobi-Bellman ekvationen som ocksa anvinder sig av
en Hamiltonian.

5 Problemformulering
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Figur 4: Cykeln sedd fran sidan

Figur 3: Cykeln sedd framifran

Figur 5: Cykeln sed uppifran, dir v dr hastigheten och « ér styrvinklen

Vinkeléndringe for en cykel som &r lutad vinkeln 6 med styret vinklat vinkeln «
(se figur 3-5), kan beskrivas av foljande differentialekvationer tagen ur Timos-
henko [4]:

d*0 g vixa b,

= -ty e

dt h ga ha @)
dﬁ — 5(t)

dt

dar g ar tyngdacceleraionen, h &r hojden till cykelns masscentrum, v, dr medel-
hastigheten for cykeln och 4(t) &r kontrollvariabeln. Uppgiften dr da att finna
styrvariablen §(¢) sa ett givet slutvilkor dr uppfyllt.



6 Teori

6.1 Dynamisk programmering

Dynamisk programmering &r en metod for att 16sa optimala kontroll problem
med hjilp av en viirdefunktion u(z,t). Metoden gar ut pa att arbeta bakat ifran
sluttiden T dér vérdefunktionen &r given till nagot, u(x,T) = g(z), och sedan
rekursivt for sma tidssteg At, hitta den optimala kontrollen for att ta sig till fran
u(z,t) till u(z,t + At). Viardefunktionen beskrivs av foljande ekvation:

(e t)= inf  (g(X(T)+ / h(X(5),6(s))ds (3)

€A X (t)=x

dér inf &r forkortning for infimum och &r den stérsta undre begridnsningen.
9(X(T)) och h(X(s),d(s)) &r kostnadsfunktioner dir g dr en kostnad specifikt
for tillstandet vid sluttidpunkten samt h &r en kostnad for hela tidsintervallet.
Dessa viiljs som konvexa funktioner sa att de ska ha ett minimum (ett exempel
pa en konvexfunktion ges i figur 6).Vidare &r A mingden tillatna styrvariabler
A ={a:[0,T] - B | Be€ R™} samt B &r ett kompakt mingd, en sluten
och begrinsad delméngd. X(s) &r tillstanden och kommer ifran dynamiken i
systemet, alltsa differentialekvationerna som beskriver systemet. Dynamiken i
systemet beskrivs enligt foljande:

X'(s) = f(X(5),0(s)) 0<s<T )

X(O) = Xo
Dir 0(s) ér kontrollvariablerna for systemet och ér de variabler som styr virdefunktionen
till dess minimum. Den optimala losningen &r det tillstand X (s)* samt kontroll-
variabel §(s)* som minimerar virdefunktionen u(x,y).
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Figur 6: Konvex funktion

Virdefunktionen u(x,t) dr en 16sning till den partiella Hamilton-Jacobi-Bellman
differentialekvationen:



Opu(z,t) + H(Ozu(x,t),2) =0
u(z,T) = g(x) (5)
ddr u antas vara deriverbar

dar H ar en hamiltonian och definieras som

H(X,\) = gzeig(/\f(X, a) + h(X,a)) (6)

Vidare, ifall u,(x,t)€ C!, alltsa #r deriverbar och kontinuell, samt det optimala
styrproblemet har ett optimalt tillstand X (¢) samt en kontrollvariabel § som kan
ta en till detta tillstand, sa dr A\(t) = ug(x,t) samt X (¢) 16sningar till f6ljande
karakterisktiska Hamiltoniska randvérdessystemet:

X(t) = VaH(X,\), X(0) =z
At) = =V.H(X,)), AT)=g.(X(T)) (7)
X eR* xe R?

dar X(t) dr tillstanden till systemet ,A(¢) dr dual-varibeln/Lagrangemutliplikatorn
och H(X,\) dr hamiltonianen {or systemet. \(T') = ¢, (X (T)) &r slutvilkoret for
dualvariablen vid sluttiden T som medf6r att vid sluttiden &r sa dualvariabeln
lika med en funktion av tillstandsvariabeln vid samma tidspunkt.

Det Hamiltonska-systemet kan sedan l6sas numeriskt genom att stega i tiden
med Symplektiska/semi-implicita Euler metoden som &r en symplektiska integ-
ratorer, en numeriska integratorer som anvinds for losa Hamiltonskasystem.
Symplektiska Euler metoden beskrivs enligt féljande:

oH
X7L+1 = Xn + Ata()\n—&-laXn)
OH
An = Angt + At—— (A1, 2n) (8)
th= = n=0,1,2,..., N At =t 1 —t,

N )
ar X ar tillstandsvariabeln och A dr dualvariabeln.

6.2 LQR-kontroll

LQR star for linear quadratic requlator och &r en form av optimal kontroll som
tillimpas pa ett linjirt system pa tillstands form enligt foljande:

T = Az + Bu

9
y=Czx+ Du ®)



Dir A &r en (n X n) matris, z dr en (n x 1) vektor med alla tillstandsvariabler,
B ir en (n x 1) vektor som multipliceras med u som &r insignalen. y dr utdatan
fran systemet och ér lika med en (n x n) matris C' ganger tillstandsvektorn x
samt en (1 x n) vektor D som multipliceras med insignalen u.

Den optimala l6sningen fas genom tillstandsaterkoppling av det linjéra systemet.
Genom att vilja C-matrisen till en identitetsmatris samt D till en nollmatris
sa blir utsignalen y = x, alltsa hela tillstandet och genom att aterkoppla denna
utsignal fas en fulltillstands-aterkoppling ( se figur 7)

Figur 7: Tillstandsaterkoppling for LQR

LQR-kontroll tar nollskillda tillstand och konvergerar dem mot noll med en in-
signal som tas fram genom tillstandsaterkopplingen. Givet ett starttillstand tar
LQR fram en optimal forstarkningsmatris K* som med fulltillstandsaterkoppling
ger en insignal v = —Kz som konvergerar tillstanden mot noll, ddar K =
R™'BTS och S ir 16sningen till den algebraiska Ricatti ekvationen:

ATS +SA—-SBR BTS+S+Q=0 (10)

Denna ekvation kommer bidra med flera losningar pa S men det dr endast en
av dem som ger ett K som ger ett stabilt slutet system G. = (A — BK), alltsa
ett system med strikt negativa egenvirden [2]. Med det S som ger ett stabilt
slutet system, tas forstiarkningen K fram som optimalt kommer ta tillstanden
mot noll.

LQR tar fram den optimala losningen genom anvénda sig av en kostfunktion J
som ser ut som foljande:

J:/O (" Qx + u” Ru) (11)

Dir z ér en (n x n) vektor med alla tillstandsvariabler, @ &r en (n X n) sym-
metrisk positiv-semidefinit matris, v &r en (m x 1) vektor med alla kontroll
variabler samt R &r en (m X m) symmetrisk positivdefinit matris.

Matriserna Q och R fungerar som ”avgifter” for tillstanden respektive insigna-
lerna dér "dyrare avgifter” bidrar med en storra kostnad. Q &r kostnaden for



nollskillda tillstand och R ar kostnaden for nollskilda insignaler. Da Q &r po-
sitiv semidefinit samt R &r positiv-definit giller det att 7 Qx > 0 respektive
uTRu > 0. Detta #r anviandbart da variablerna endast kommer bidra med en
positiv kostnad.

Q=] R= |

Kostnadsmatriserna Q) och R ddr q11 dr kostnaden for forsta tillstandet osv samt
r11 dr kostnaden for forsta in-signalen osv

2TQr = qna? + -+ gz >0

13
ul'Ru = rnuf + -+ rmmui >0 (13)

Ekvation 13 visar att da kostnaderna alltid &r storre eller lika med noll samt
tillstanden och in-signalerna kvadreras, kommer summan alltid att vara positiv

Definition. Givet matriserna A och B fran det linjdra systemet, da spinns alla
styrbara tillstand upp av styrbarhetsmatrisen Ss. Ett system dr styrbart/kontrollerbart
om och endast om det(Ss) # 0. [2]

S,=[B AB ... A"'B] (14)

10



7 Metod

Foljande konstanter &r de som anvénds

Tabell 1: Konstanter

Konstant Beteckning | Virde
Cykelns langd a 2 m
Masscentrums hojd h 0.3 m
tyngdacceleration g 9.81 kgm/s"2
Avstand till vertikal axel | b 1m
medelhastighet Vq 4 m/s
Kontrollmoment («) Mo 20 Nm
Kontrollmoment () My 100 Nm

7.1 Dynamisk programmering pa cykelproblemet

For att anvinda dynamisk programmering pa ekvationerna fér cykeln, maste
differentialekvationerna (se ekvation 1) forst reduceras enligt foljande.

y1:0—>y1:9:y2

. . v2 % bv,,
Yo =0 —=gp = L(y1 - T Ly 50 (15)

h ga ha

a=9

Tillstandsvektorn blir f6ljande Y'(¢) = [yl Yo a]T och Y(t) = [y'l Yo 5]T
dér kontroll variabeln &r § = &. For att kontrollen ska leda till balans ska till-
standsvariablerna bli lika med noll vid sluttiden T. Den optimala kontrollen, det
som minimera virdefunktionen u(zx,t) (se ekvation 2), ska alltsa vara att alla
tillstanden &r lika med noll vid sluttiden. Genom att vélja de tva kostnadsfunk-
tionerna g och h till g(Y (7)) = |V (t)|? samt h(X(s),d(s)) = 62, sd minimeras
vardefunktionen da alla tillstanden &r noll och styrvariabeln kommer inte na
for hoga virden, da detta kommer leda till att kostnadsfunktionen h ger hoga
vérden.

Med en dualfunktion A(t), med samma dimension som tillstandsvektorn, diffe-
rential ekvationerna som beskriver systemet f(Y,0) samt kostfunktionerna , kan
Hamiltonianen stéllas upp enligt ekvation 6

11



HOLY) = min(\- f(Y,6) + h(Y3))

h(Y,8) = 6*

g(Y) =Y

A =M A A (16)
fY.0)= [t 42 d]T

vala bva

— 5—) + X386 +6%)
ga

H\Y) = méin()\lyg + )\2(%(91 -

Hamiltonianen minimeras med avseende pa ¢ da de termer som beror pa ¢ mini-
meras. Minimipunkten hittas genom att derivera Hamiltonianen med avseende
pa d och sedan sétta den lika med noll.

mgn(—wgbﬂ + Asd 4 0%

0] bv,
SA A36 +0%) =0 Ap® 4 X3 +20 =0 17
25 2h+3+) — Az Ay (17)
1, . gbvu,
0= 5()\2 h2a As)
Insdttning av detta i Hamiltonianen ger foljande:
2
g via gbu, bv, 1. . gbu, gbva 9
H)\Y:)\Z)\f—a—)\ —A3)x— )FA3=(Aa=5——A A —A
\Y) 1924 2(h(y1 ga) ( e )*ha)+ 32( 272, 3)+ ( 273, 3)
(18)
Med denna Hamiltonian stélls ett Hamitloniskt system upp enligt ekvation 7
vilket ger foljande system.
) Vi H ) Y2
Y(t)= | Vo, H| = | #(yr — 22F) — §(2A5e — Ag) Iy 4 2sbbe 4 (20 (Gla)? — Aediva)
Vi, H (/\z Vo _ &)
ha 2
At)=|V,H| = A1
VoH _devg

(19)
Dér slutvilkoret medfor att A(T') = 2xY (T'). Detta system léses sedan numeriskt
med symplektisk Euler enligt ekvation 8

dH
Yop1 =Y, + Atao\n+17 Yy)

dH
>\n = )\n-‘rl + At%(An—&-la Yn) <20)

ANT) =2+ Y (T)

12



Detta resulterar i tva ekvationer per tidssteg n, en for tillstandsvektorn Y samt
en for dualen A. Dessa ekvationer kan sedan skrivas om sa att hogerledet blir
lika med noll. Detta resultera i ett system av ekvationer pa féljande form:

FY,\)=0 (21)
G(y,\) =0
For N stycken tidsteg samt tre stycken tillstandvariabler blir det ett 6N ek-
vationer. Da ekvationerna skrivits pa denna form kan de losas med itererande
metoder som med hjilp av en startgissning kan konvergera till det optimala
virdet. Givet en startgissning pa losningen, tas under varje iteration en ap-
proximativ 16sning till ekvationsystemet, iterationerna fortsétter fram tills den
approximativa l6sningen hamnat under en viss fel tolerans. Har anvénds fsolve
i matlab, som &r en algoritm som léser ekvationer pa formen F;(x) = 0 genom
att minimera summan av de kvadrerade komponenterna i ekvationen. En start
gissning pa noll anvéindes vid implementationen.

H
F =Y, -Y, —At%(/\l,Yo) =0

H
B=Y-Y —Atcfi—)\(/\g,Yl) =0

dH

FN = YN —YN_1 - Ata(k]\[,YN—l) == O
H
Gr= =2 — A0, vy =0 (22)
dx
dH
G2 == AQ - )\3 - Ata()\g,n) == O
dH

GN-1 =AN—1— AN — At%(/\N,YN—l) =0
Gy = A(N) —2Y(N) =0

13



7.2 LQR-kontroll pa cykelproblemet

Differentialekvationerna for cykeln (se ekvation 1) kan reduceras till foljande

tillstandsvariabler:

$1:6:>.’151:9
. . bu,,
$2:0—>.’ﬁ2:9:%($1—vaza)—$41

$3:a—>.’ﬁ3:d:(5

246 h
.7342(3(:(5—)%:4:@:79&(332—1}& ¢
bug ga bu,

d30

)

dt?

Det som kontrollerar balansen hos cykeln dr vinkeln pa styret o samt lutning-
en pa sjilva cykeln 6. Sedan kan det konstateras att, for att upprétthalla ba-
lans pa en cykel krdvs ett kraftmoment pa styret samt ett kraftmoment for att
upprétthalla lutningen €. Dessa sétts som kontrollvariabler i form av kraftmo-
menten My och M, som kan ses kontrollers som placeras pa cykeln.

Kontroller

Kontroller

Figur 8: Placering av kontroller pa cykel

= Ax + Bu

Ekvationssystemet 23 skrivs om till { y=Cz + Du

dar det antas att % =0

14



01 0 0 M.,
2
g 0 Vg _bvia 0
A= |h ga ha B =
0 O 0 1 My
ga Y 0
om0 (2)
1 0 0 0
01 00
C=10 0 1 o D=[0 0 0 0]
00 0 1

Dér g, h, v,, b och a alla &r konstanter som visas i tabell 1. Sedan tas kostnaderna

Q och R fram
0
0
@= 0

100

0
0
0 (25)
0

o oo
o O = O
—

0
R = 1000

Styrbarhetsmatrisen S (se ekvation 14) tas sedan fram med A och B matriserna
och det observerades att det(Ss) # 0 vilket indikerar att systemet &r styrbart.
Detta innebar att LQR-kontroll kan anviindas pa detta system. En simulink mo-
dell tas fram av tillstands-aterkopplingen och den algebraiska Ricatti ekvationen
(se ekvation 10) léses optimala K*.

—»  out.U

insignal efer aterkoppling

X= Ax+ Bu N out.Y
y=Cx+ Du )

forstarkning tillstand utsignal

aterkoppling

Figur 9: Simulink modell éver LQR kontrollen

15



8 Resultat

Denna sektion borjar med 8.1 dér resultaten fran dynamisk programmering
visas genom att visa hur tillstanden samt kontrollvariabeln foréindras under
kontrollen. Sedan i 8.2 visas resultaten fran LQR kontroll.

8.1 Resultat frin dynamisk programmering

Losning av symplektisk Euler med 500 tidssteg samt starttillstandet xy =
[0 0 a]T: [10 0 QO}T ger foljande resultat déar forsta bilden visar hur cy-
kelns lutning konvergerar fran start tillstandet 10 deg till noll. Andra och tredje
bilden visar hur lutningens-vinkelhastighet respektive styrvinkeln konvergerar
fran starttillstanden till noll och den fjirde bilden visar hur kontrollvariabeln
6 = ¢ forédndras.

lutningens vinkelhastighet

lutningen theta 0
10
8 o 5
=
3
]
g © a0
= @
0 o
[S ) ©
.15
2
20 ‘ ‘ X ‘
0 X ‘ ‘ : 0 1 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5 tid
tid

Figur 11: Styrvinkeln
Figur 10: Cykelns lutning

styrvinkel
20
15
5 10
o
o
o 5
o]
-5 L
o] 1 2 3 4 5
tid

Figur 12: Vinkelhastigheten for lut-
ningen
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kontrollvariabel §
0.02

-0.02

-0.04

grader/sekund

-0.06

-0.08

tid

Figur 13: Optimal kontrollvariabel konvergens

8.2 Resultat fran LQR

Resultaten av LQR dér starttillstanden dr Xy = [0 6 « d]T:[IO 0 20 O]T.
Figurerna 14-17 visar hur tillstanden startar fran starttillstanden och konverge-
rar till noll. Figur 18 visar insignalen som kontrollerade tillstanden och tabell

2 visar de optimala forstérkningarna for varje tillstandsvariabel, som togs fram
med LQR-kontrollen.

Lutningens vinkelhastighet

Cykelns lutning 2

10
0
8 T
5
6 g1
b
o 4 P
B T -2
o> 2 o
o 5 ﬂ
0 -3
2
Aﬁ___ .
. ) ) ) ) 0 1 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5 tid
tid

) ) Figur 15: Lutningens vinkelhas-
Figur 14: Cykelns lutning under tighet under LQR-kontroll
LQR-Kontroll

Tabell 2: Optimala forstirkningar K*

Tillstand | 0 « o
K* 0.6406 | 0.1964 | 0.3150 | 0.0742

17



Styretsvinkelhastighet

Styretvinkel
5 T T T T
20 -
o [——alpha prick
15
~ -5
- ()
[ £
g0 @ -10
o o
L
5 o .15
-20
00 1 2 3 4 5
tid % 1 2 3 4 5
tid
Figur 16: Styrvinkel wunder
LQR-kontroll Figur 17: Styretsvinkelhastighet
Insignal
5
o -_U
5
-10
-15
-20
-25 :
) 1 2 3 4 5

tid

Figur 18: Insignal vid LQR-kontroll

9 Diskussion

9.1 Optimal kontroll

Det som observerades var att tillstanden konvergerade mot noll vilket tyder
pa att cykeln lyckas balanseras med hjilp av styrvariabeln. Da starttillstandet
varieras sa konvergera tillstanden fortfarande mot noll vilket betyder att cykeln
balanseras oberoende av starttillstand. Dock konvergerar kontrollvariabeln 4 till
olika viirden beroende pa starttillstand vilket &r rimligt da vinkelhastigheten vid
styret som krivs for att balansera cykeln &r olika beroende pa starttillstandet
cykeln &r i borjan. Ett exempel dr om starttilstandet dndras till [70 10 4O]T
sa varierar styrvariabeln § mellan storre virden vilket &r rimligt da ifall cykeln
ar lutad mer behovs en hogre vinkelhastighet vid styret for att uppritthalla
balans.

18



Ny kontrollvariabel

1

0.8

0.6

0.4

0.2

grader/sekund

[¢]

-0.2

-0.4
0

tid

Figur 19: Styrvariabel for nytt tillstand

9.2 LQR-kontroll

Det som observerades var att det kravdes mest kontroll aktivitet da tillstanden
var som mest nollskilda. Alla tillstanden konvergerade mot noll vilket indike-
rar pa att LQR-kontrollen lyckats stabilisera cykeln. Sma oscillationer férekom
men dem som observerades var rimliga vid balansering av cykeln, till exempel sa
varierade lutningsvinkelhastighet snabbt mellan 1 och -3 grader/sekund vilket
verkar rimligt.

Da kontrollvariablerna #r moment vid styret respektive ldngs 6-led sa gjordes
kostnaden for kontrollvariablerna, R, hog relativt kostnaderna for nollskilda till-
stand Q. Detta for att insignalerna inte skulle ga mot orimliga virden som hade
varit svart att astadkomma realistiskt. Tillstanden konvergerade relativt snabbt,
runt en halv sekund, sa ifall det var en riktig kontroller som var placerad pa
cykeln skulle cykeln inte hinna falla 6ver innan kontrollerna hinner stabilisera
den.

9.3 Forbiattringar

Denna undersokning dr pa manga sétt ofullstindig. Ekvationerna som anvindes
for att modellera cykeln &r ideala och anvénder sig av manga férenklingar samt
antaganden som gor den bristfiillig. Ekvationerna linjériseras vilket innebér att
de i bésta fall fungerar fér sma avvikelser och kan inte anvindas for att simulera
ett verkligt scenario. Mer fullstdndiga ekvationer for att modelera cykeln samt
béttre approximationsmetoder hade kunnat ge béttre resultat.

)
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