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Abstract

Students’ opportunities to develop their mathematical skills are influenced by the tasks they
engage in. It is possible to make a distinction between routine tasks and mathematical problems.
A routine task is a task that a student can solve by using familiar methods, or by imitating a
template. To solve a mathematical problem, however, the student needs to construct, a for her,
new solution method. To develop their mathematical knowledge, students need to meet both
routine tasks and mathematical problems. It has been shown that students who are working with
mathematical problems develop a greater mathematical understanding than students who work
with routine tasks. Through problem solving a student can develop both a creative, problem-
solving skill, and a conceptual, mathematical understanding. Too much emphasize on root
learning and work on routine tasks is one reason for students’ difficulties in learning

mathematics.

This thesis consists of five studies. The purpose of study 1-3 was to investigate the opportunities
to work with mathematical problem solving for students in upper secondary school. The
purpose of studies 4 and 5 was to deepen the understanding of problem solving, by examining
the challenges students encounter in problem solving, with a focus on conceptual and creative

aspects.

The textbook analysis in study 1 investigated the proportion of mathematical problems in
textbooks from twelve countries by analyzing whether a task could be solved by imitating a
solution template presented by the textbook, or if a solution method had to be constructed. The
analysis was conducted so that the proportion of mathematical problems for each of the different
headings and task labels in each of the textbooks were recorded. Through classroom
observations, study 2 examined the extent to which students used either routine work or
problem solving to solve textbook tasks. Study 3 examined the relationship between students’
beliefs of mathematics and their task solutions, with regard to routine work or problem solving

through observations and interviews.

In studies 4 and 5, an analytical framework was developed and tested to identify creative and
conceptual challenges in students’ problem solving. To further deepen the understanding of the
challenges and of mathematical problem solving, the challenges were characterized. In study 4,

observations and interviews supported the analysis of students’ mathematical problem solving

il



and the challenges they encountered. In study 5, data was collected from group interviews with
teachers. Their expectations of the challenges students encounter in problem solving were

analyzed.

Approximately 10 percent of the analyzed textbook tasks were mathematical problems. The
students worked almost exclusively with the tasks labeled as easier. Among these tasks, the
proportion of mathematical problems was 4 percent. Students seldom worked on mathematical
problems. Instead, routine work and imitation constituted the greater part of their work on tasks.

In task sections with heading such as ' problem solving ' or ' explore ' the proportion of
mathematical problems was still well below 50 percent. The results were relatively similar for
the textbooks from all twelve countries. Students’ held beliefs that routine work is safer and
something that is reasonable to expect in mathematics. These beliefs may impact their strive
for mathematical problem solving. Considering the positive effects that have been demonstrated
for students working with mathematical problems, the opportunities seems limited. There is
potential in the development of textbooks to increase the proportion of mathematical problems,

as well as in a deliberate task selection from these textbooks.

The analytic framework was developed with the support of the theory of concept image and
used the concept of discrepancy in order to describe the challenges. Conceptual and creative
challenges proved to be the most central in students’ problem solving. Through the
characteristic that was linked to each of the challenges, a discussion on the relationship between

task and challenge is made possible.
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Sammanfattning

Elevers mdjligheter att utveckla sin kunskap i matematik paverkas av de uppgifter de arbetar
med. Det dr mdjligt att géra en distinktion mellan rutinuppgifter och matematiska problem. En
rutinuppgift ar en uppgift som en elev kan 16sa genom att anvinda en vélbekant metod, eller
genom att imitera en forlaga. For att 16sa ett matematiskt problem behdver ddremot eleven
konstruera en for henne ny 16sningsmetod. For att utveckla sin matematiska kunskap behdver
elever mota sdvdl rutinuppgifter som matematiska problem. Problemldsning kan skapa
forutséttningar for en elev att utveckla savil en kreativ problemldsningsforméga, som en
konceptuell, matematisk forstaelse. En anledning till elevers svérigheter i matematik ar att
undervisningen 1 alltfor hog utstrdckning fokuserar pa arbete med rutinuppgifter och

utantillinldrning.

Avhandlingen bestar av fem studier, dér studie 1-3 syftade till att undersoka vilka mojligheter
att arbeta med matematisk problemldsning genom matematikuppgifter, som elever i
gymnasieskolan erbjuds. Syftet med studie 4 och 5 var att fordjupa fOrstdelsen for
problemldsning, genom att undersdka de utmaningar elever méter vid problemldsning, med ett

fokus pa konceptuella och kreativa aspekter.

I studie 1 undersoktes andelen matematiska problem i larobocker frén tolv lander genom att
analysera mdjligheten for en elev att imitera tidigare presenterade 16sningsmetoder. Dessutom
undersoktes andelen matematiska problem under olika rubriker och etiketter i larobockerna. I
studie 2 undersoktes i vilken omfattning elever anvinde rutinarbete respektive problemldsning
for att losa ldroboksuppgifter, genom klassrumsobservationer. Och i studie 3 undersoktes,
genom observationer och intervjuer, relationen mellan elevers uppfattningar om matematik och

deras uppgiftslosning med avseende pa rutinarbete eller problemldsning.

I studie 4 och 5 utvecklades och provades ett analytiskt ramverk for att identifiera kreativa och
konceptuella utmaningar i elevers problemldosning. Respektive utmaning karaktériserades for
att ytterligare fordjupa forstaelsen for dessa och for problemldsning. I studie 4 studerades
elevers arbete med matematiska problem och de utmaningar de métte genom observationer och
intervjuer. I studie 5 studerades ldrares forvéntningar pd de utmaningar elever méter vid

problemldsning, genom gruppintervjuer.



Av de analyserade ldroboksuppgifterna utgjorde ungefdr 10 procent matematiska problem.
Eleverna arbetade néstan uteslutande med de uppgifter som av ldroboksforfattarna
kategoriserats som enkla. Bland dessa uppgifter var andelen matematiska problem 4 procent.
Elever arbetade med problemldsning endast ett fatal ganger. Istillet utgjorde rutinarbete och
imitation den storre delen av deras arbete med uppgifterna. Inte heller bland uppgifter som
kategoriserats som till exempel ’problemldsning’ eller ’utforska’ var matematiska problem i
overvikt. Resultaten var relativt lika for de tolv ldndernas ldrobocker. Elevers uppfattningar om
att rutinarbete ar sidkrare och ndgot som ar rimligt att forvianta sig i matematik kan ha en
ytterligare paverkan pé deras mdjligheter att arbeta problemlosande. Med tanke pa de positiva
effekter som pévisats for elever som arbetar med problemldsning verkar elevers mojligheter att
arbeta med problemlosning begridnsade. Det finns potential i att sédvdl utveckla innehallet i
larobockerna for att 6ka andelen matematiska problem, som i ett medvetet uppgiftsurval fran

dessa larobocker.

Det analytiska ramverket utvecklades med stdd av teorin om begreppsbilder och nyttjade
begreppet diskrepans for att kunna beskriva utmaningarna. Konceptuella och kreativa
utmaningar visade sig vara de mest centrala vid elevers problemldsning. Genom den
karaktéristik som kndts till respektive utmaning kan svarigheter med att identifiera, framfor allt

kreativa utmaningar, och relationen mellan uppgift och utmaning diskuteras.
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1 Inledning

Ett overgripande fokus i den hédr avhandlingen dr matematikuppgifter. Det vill sdga, de
uppgifter, i till exempel en ldrobok, som elever arbetar med for att utveckla sin kunskap i
matematik (Halldén, Scheja & Haglund, 2008; Stein & Smith, 1998). I matematik-
undervisningen 1 Sverige och internationellt anvdnds ldrobdcker och matematikuppgifter som
ett viktigt inslag och verktyg (Boesen m.fl., 2014; Mullis, Martin, Foy & Arora, 2012). I de sju
medverkande ldnderna 1 TIMSS video study rapporterades att 80 procent eller mer av
undervisningstiden upptogs av elevers uppgiftslosning (Hiebert, Gallimore, Garnier, Givvin,
Hollingsworth, Jacobs, m.fl., 2003). Aven i den svenska skolan rapporteras det att en stor del
av undervisningstiden dgnas at enskilt arbete dd eleverna dvar genom att 16sa uppgifter fran
laroboken och frdn andra killor (Skolinspektionen, 2010). Dessa ldarobdcker och uppgifter
paverkar elevernas mdjligheter till lirande (Hiebert & Wearne, 1993; Schmidt m.fl., 2001;
Valverde, Bianchi, Wolfe, Schmidt och Houang, 2002; Stein & Lane, 1996; Stein, Remillard
& Smith, 2007). I resten av texten syftar termen uppgift hela tiden pa en Svningsuppgift 1

matematik.

Modjlighet dr en Gversdttning av engelskans opportunity. Att nagot gors mojligt innebér att det
“kan tinkas forekomma 1 visst sammanhang” (Nationalencyklopedin, utan datum).
Opportunities to learn, mdjligheter att lira, anvédnds inte sdllan for att beskriva ndgon specifik
aspekt av undervisningen 1 relation till elevers mojligheter att utveckla en viss formaéga.
Mojligheterna baseras pé en bild av det som erbjuds eleven. Lérande kan ses som en kognitiv
process som pagér i en social miljo (Yackel & Cobb, 1996), vilket gor det ytterst komplext och
ndgot som paverkas av ett flertal parametrar. Att i relation till larande d& kunna séiga nagot om
vilka forutsittningar som kridvs eller om en optimal omfattning av olika typer av
larandesituationer dr svart, eller omdjligt (Stylianides, 2009). Med avseende pa mojligheter till
larande &dr det klart att med Okade mojligheter till ldrande okar sannolikheten att en elev
utvecklar avsedd formaga (Hiebert & Carpenter, 1992). En forméga kan beskrivas som; “en
vélinformerad beredskap att agera pa lampligt sétt i situationer som innebér en speciell typ av
matematisk utmaning” (6versatt beskrivning av danskans kompetence, fran Niss & Jensen,

2002, s. 43).



Ju mer specifika vi kan bli kring vilken kunskap och vilka férmégor vi 6nskar utveckla, ju storre
potential finns fOr att undervisningen ska bli relevant och effektiv (Hiebert & Grouws, 2007).
Desto mer vi kédnner till om hur olika formégor relaterar till, exempelvis elevers arbete med
matematikuppgifter, desto storre mojligheter har vi att utveckla undervisningen 1 en 6nskad
riktning (Niss, Bruder, Planas, Turner, & Villa-Ochoa, 2016). Genom att tydliggora
undervisningens ldrandemél kan uppgifter utformas och viljas utifrdn de formagor som
forvintas aktiveras vid uppgiftslosning (Fan & Bokhove, 2014; Simon & Tzur, 2004; Son &
Kim, 2015; Watson & Sullivan, 2008).

1.1 Olika typer av uppgifter
For att i texten ndrma mig avhandlingens fokus, matematikuppgifter, presenteras i foljande
avsnitt tre olika uppgifter. Nagra av uppgifternas sirskiljande drag beskrivs som en introduktion

till resten av texten och som en grund for forstaelse for de val som gjorts 1 arbetet med

avhandlingen och dess studier. I en ldrobok fran USA éaterfinns uppgiften:

Figur 1. Exempeluppgift 1 (Uppgift 40 i avsnitt 1.7, fran Larson, Boswell, Kanold & Stiff, 2007, s. 54)

Intill uppgiften finns en hénvisning till ett 16st exempel tidigare i samma avsnitt dér berdkningar
av omkretsen och arean pé en tyglapp utifran en angiven diameter, och med hjélp av formler,

presenteras (se figur 2).

Figur 2. Lésningsmall till exempeluppgift 1 (Fran avsnitt 1.7, fran Larson, Boswell, Kanold & Stiff, 2007, s. 50)
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Om en elev som moter uppgiften dr osdker pd hur hon ska gé till védga finns alltsa en mojlighet
till viagledning i och med det losta exemplet som i hog utstrickning paminner om uppgiften.
Uppgiften kan siledes betraktas som en rutinuppgift. Genom att arbeta med uppgiften finns en
god mojlighet for en elev att trina sig i att anvanda den procedur det innebér att berdkna radien

utifran en diameter och sedan sétta in detta varde i1 formlerna for omkrets och area.

Om en elev ddremot moéter en uppgift diar hon vare sig, sedan tidigare kdnner till en lamplig
l6sningsmetod, eller kan fa stdd av till exempel en ldrare eller ett 16st exempel med att finna en
sddan metod, krdvs ett annat angreppssitt. Ett exempel pd en sidan uppgift kan vara

nedanstidende uppgift, haimtad frdn en svensk larobok:

Hur stor andel av rektangeln i figuren nedan dr skuggad?

3 cm

2 cm

Figur 3. Exempeluppgift 2 (Uppgift 4a i avsnittet "Svarta sidorna”, fran Carlsson, Hake & Oberg, 2017, s. 94)

Aven hir krivs det att eleven beriknar arean pa en cirkel. I fallet med den mindre cirkeln
behover forst diametern berdknas som differensen mellan rektangelns sida (3 cm), och den
storre cirkelns diameter (2 cm). Det som krivs for att losa uppgiften gér alltsd utanfor
proceduren for att berdkna arean med hjilp av en formel och en angiven diameter. Beroende pa
vad eleven har for tidigare erfarenheter kan givetvis dven denna uppgift betraktas som en
rutinuppgift. A andra sidan kan det vara si att en elev inte tidigare har stott pa en liknande
fragestéllning och inte behdvt fora motsvarande resonemang som de som krivs for att komma
fram till och genomféra berdkningen av diametern péd den lilla cirkeln. For att 16sa uppgiften
behdver saledes eleven finna en, for henne, delvis ny 16sningsmetod for att berdkna diametern
och dven integrera denna med en procedur for berdkningen av arean, som eventuellt dr bekant.
Eleven bereds i sé fall genom arbete med uppgiften en mojlighet i att 6va sig i att pd egen hand
konstruera en 16snings-metod. Berdkningen av den lilla cirkelns diameter bygger bland annat

pa att diametern pa en cirkel dr ldngden av strickan fran en ytterkant till en annan, genom
3



mittpunkten. Det innebdr i praktiken att en cirkels diameter dr densamma oavsett riktning. Med
hjilp av detta kan séledes strickan 2 cm, som anges som ett matt for rektangelns bas,
horisontellt, ocksa beskriva ett vertikalt matt motsvarande den stora cirkelns diameter. Forutom
att skapa en losningsmetod behover alltsa en elev, for att 16sa uppgiften, beakta specifika

matematiska egenskaper hos de ingdende begreppen, i detta fall, en cirkels diameter.

Ett exempel pa en uppgift, med vars hjdlp olika typer av kunskap kan beskrivas dr foljande

uppgift, hdmtad fréan ett dldre nationellt prov i Matematik:

Vilket av foljande uttryck motsvarar figurens omkrets?
a+b 2a + 2b 3a+2b 3a+3b 4a + 2b

Motivera ditt svar.

Figur 4. Exempeluppgift 3 (Uppgift fran Nationella kursprovet i Matematik, kurs A, vt 2010, del |, Skolverket,
2010, s. 3)

Om figuren i uppgiften istdllet forestdllt en rektangel med basen b och héjden @ hade sannolikt
en elev 1 gymnasieskolan utan ldngre tvekan svarat att omkretsen &r 2a + 2b. Antingen kdnner
eleven sedan tidigare till att omkretsen av en rektangel berédknas som basen multiplicerat med
2, adderat med hojden multiplicerat med 2, eller sd anvénder sig eleven av sin kunskap om
omkrets som en summa av lingden av alla sidor i en figur och berdknar omkretsen som
a+ b+ a+ b.1detta fall, dd figuren inte &r en rektangel krdvs dock, forutom kunskapen om
omkrets som en summa av lingden av alla sidor 1 en figur, en metod for att hantera de avvikelser

frdn en rektangel som finns 1 form av ”inbuktningar”, vars sidor inte har ndgon angiven ldngd.

1.2 Elevers arbete med uppgifter
Dessa exempel illustrerar hur olika uppgifter kan leda till att en elev arbetar med matematiken

pa olika sitt. I avhandlingen gors en distinktion mellan tva huvudtyper av uppgifter, de av

4



rutinkaraktdr som kan l9sas med en inlérd eller pa annat sitt tillgédnglig metod, och matematiska
problem, dir en elev behover konstruera en, for henne, ny l6sningsmetod (Lithner, 2008;
Schoenfeld, 1985a; Skolverket, 2011a). Det har visat sig att alltfor ensidigt fokus pa
rutinuppgifter och utantillinldrning himmar utvecklingen av matematisk kunskap (Hiebert,
2003). Matematisk problemlosning, det vill sdga arbete med ett matematiskt problem
(Skolverket, 2011), kan dessutom innefatta aktiveringen av andra formégor, och leda till att
dessa andra formagor utvecklas pa ett positivt sitt (Boaler & Selling, 2017; Boaler, 1998;
Hiebert m.fl., 1996; Hiebert, 2003; Jonsson, Norqvist, Liljekvist & Lithner, 2014; Schoenfeld,
1985a). I resten av texten syftar termen problemlosning hela tiden pa en matematisk

problemldsning.

Utmaningar, och ett visst matt av anstrdngning och uthallighet har visat sig vara virdefulla
komponenter vid problemldsning (Hiebert & Grouws, 2007; Russo & Hopkins, 2017a; Sullivan
m.fl., 2015). I relation till problemldsning finns &tminstone tva huvudtyper av utmaningar for
elever, och som behandlas 1 den hir avhandlingen. En konceptuell och en kreativ (Lithner,
2017), som var for sig kan sdga nagot om vilken typ av arbete en elev involveras i vid problem-
16sning. Genom att gora distinktionen mellan rutinuppgifter och matematiska problem
tydliggdrs den kreativa utmaningen. I den andra exempeluppgiften ovan beskrivs denna
utmaning kunna besta i att konstruera den del av 16sningsmetoden dar berdkningen av den lilla
cirkelns diameter berdknas. Om denna metod péa nagot sitt dr ny for eleven, krévs att metoden
konstrueras och knyts till de tidigare vilbekanta delmetoderna for att skapa en helhetsldsning.
I exempeluppgiften beskrivs dven en konceptuell utmaning som det kan innebéra att beakta

diameterns egenskaper for att kunna 16sa uppgiften.



1.3 Syfte och fragestillningar

Avhandlingen bestar av tva huvudsakliga delar. Syftet med den forsta delen, som kopplas till
studie 1-3, ér att undersoka vilka mojligheter att arbeta med matematisk problemldsning genom
matematikuppgifter, som elever i gymnasieskolans erbjuds. Riktade mojligheter till ldrande,
inte minst genom arbete med matematisk problemldsning har visat sig viktigt for elevers
larande (Hiebert, 2003; Hiebert & Grouws, 2007). For elevers mojligheter till ldrande i
matematik spelar larobocker och uppgifter en central roll (t.ex. Schmidt m.fl., 2001). Fokus i
avhandlingen &r pa de aspekter av matematisk problemldsning som har att géra med elevers
konstruktion av nya 16sningsmetoder och de resonemang de behdver fora for att forutse och
verifiera denna losningsmetod. Detta undersoks genom att i:

e Studie 1, 1 ett urval av internationella ldarobdcker, underséka andel rutinuppgifter
respektive matematiska problem, samt var i ldrobdckerna dessa olika typer av uppgifter
aterfinns.

e Studie 2 undersoka hur elever tar sig an dessa olika typer av uppgifter med avseende pa
rutinarbete eller matematisk problemldsning och de resonemang som fors.

e Studie 3 undersoka och jamfora de sitt som elever angriper matematiska problem pa

med de uppfattningar om matematik som indikeras genom elevernas agerande.

Den andra delen av avhandlingen relaterar till studie 4 och 5. Genom att utveckla ett analytiskt
ramverk for att kunna identifiera och sdrskilja de utmaningar som elever stélls infor vid
matematisk problemldsning, dr syftet med dessa tva studier &r att 6ka forstdelsen for elevers
mojligheter till larande med stdd av matematikuppgifter och specifikt matematiska problem.
Elevers lirande gar hand i hand med de mojligheter de erbjuds att utveckla specifika férmagor
(Hiebert & Carpenter, 1992; Hiebert & Grouws, 2007). En forméga kan utvecklas genom att en
elev moéter en viss typ av utmaning (Niss & Jensen, 2002), och genom en utvecklad forstaelse
for relationen mellan dessa utmaningar och elevers arbete kan undervisningen utvecklas (Niss
m.fl., 2016). Med utgangspunkt i initiala definitioner for konceptuella och kreativa utmaningar
(Lithner, 2017) undersoks 1:
e Studie 4, elevers arbete med matematiska problem och de utmaningar de méter.

e Studie 5, larares forvantningar pa de utmaningar elever kan méta.



Avhandlingen behandlar f6ljande fragestéllningar:

1. Vilka mgjligheter erbjuds elever i gymnasieskolan att arbeta med problemldsning?
Fragan behandlas framfor allt med avseende pa;
a. andelen rutinuppgifter respektive matematiska problem i ldrobdcker
b. hur elever arbetar med rutinuppgifter respektive matematiska problem
c. elevers uppfattningar om matematik och matematiska problem

2. Vilka utmaningar moéter elever vid problemldsning?
Fragan behandlas genom att
a. ett analytiskt ramverk utvecklas

b. kreativa och konceptuella utmaningar identifieras och karaktériseras

1.4 Avhandlingens fem studier
Avhandlingen bygger pa fem studier. I samtliga fem studier studeras forhallandet mellan en
elev och en uppgift, da en elev tilldts arbeta mer sjilvstandigt med en uppgift. I studie 1 och 5

ar elevers arbete implicit och studierna bygger pé en tankt relation mellan elev och uppgift.

I avhandlingens studier anvénds begreppen problemldsning (studie I, 4 och 5), kreativa
matematiska resonemang (studie 2 och 3), och arbete med icke-rutinuppgifter (studie 2), som

kontraster till arbete med rutinuppgifter.

1.4.1 Studie 1: Mathematical problem solving in textbooks from twelve countries
Syftet med studien var att undersoka i vilken omfattning som ldrobdckerna erbjuder eleverna
matematiska problem att arbeta med, och pa vilket sitt omfattningen varierar mellan olika

lander.

Studien presenteras i en artikel publicerad online i International Journal of Mathematical

Education in Science and Technology.

Avhandlingens forfattare dr huvudforfattare till artikeln och har ansvarat for utformningen av
analysmetoden, genomfort datainsamlingen och analysen samt forfattat artikeln med stod av de

tvd medforfattarna Johan Lithner och Johan Sidenvall. De bdgge medforfattarna har bidragit



kontinuerligt under processen med utformningen av analysmetoden samt stirkt reliabiliteten

genom att inledningsvis parallellanalysera data, samt aktivt medverkat i skrivprocessen.

1.4.2  Studie 2: Students’ reasoning in mathematics textbook task-solving

Syftet med studien var att undersoka pd vilket sétt elevers resonemang paverkar deras uppgifts-
16sande och hur detta relaterar till olika uppgiftstyper. Studien genomfordes parallellt med den
forsta studien. De bégge studierna informerade varandra och till viss del utvecklades en djupare
forstaelse for ldromedlen ndr vi fick se hur de anvidndes, samtidigt som ldromedlens

uppbyggnad bidrog till hur klassrumsarbetet kunde analyseras.

Studien presenteras i en artikel publicerad i1 International Journal of Mathematical Education

in Science and Technology.

Avhandlingens forfattare har bidragit till artikeln genom ett kontinuerligt samarbete med
huvudforfattaren Johan Sidenvall och den andra medforfattaren Johan Lithner, kring
utformningen av analysverktyget och i tolkningen av viss empiri, samt som ett stod vid

utformningen av texten.

1.4.3 Studie 3: Students’ mathematical reasoning and beliefs in non-routine task solving
Studiens syfte var att undersdka vilka uppfattningar om matematik och problemldsning som

elever visar upp i relation till de resonemang som fors vid problemldsningen.

Studien presenteras i en artikel publicerad i International Journal of Science and Mathematics

Education.

Avhandlingens fOrfattare samt Johan Sidenvall &r huvudforfattare till artikeln och har
tillsammans genomfort datainsamlingen, analysen och skrivit artikeln med stod av
medforfattaren Lovisa Sumpter. Studien genomfordes i sin helhet efter de tva inledande

studierna.

1.4.4 Studie 4: The challenges of mathematical problem solving — The conceptual and the
creative challenge

Syftet med studien var att utveckla ett analytiskt ramverk for att identifiera de utmaningar som

elever moter vid problemlosning. Studien syftade dven till att med hjdlp av ramverket

karaktérisera dessa utmaningar. Studien presenteras i en manuskript.



1.4.5 Studie 5: The anticipated challenges of students’ problem solving — Teachers’
perception of conceptual and creative challenges

Studiens syfte var att fordjupa forstaelsen for konceptuella och kreativa utmaningar och dess

karaktéristik och pa sa sitt skapa underlag for att vidareutveckla det analytiska ramverk som

utvecklades 1 studie 4. Studien presenteras i ett manuskript.

Avhandlingens forfattare dr ansvarig for bigge manuskripten, och har med visst stod av sina
handledare Johan Lithner, Anna Teledahl och Mathias Norqvist, genomfort initiala litteratur-
genomgangar, utvecklingen av det analytiska ramverket, insamlingen av empirin och analysen
av densamma, samt forfattat manuskripten. Handledarna har bidragit som bollplank genom hela

processen.

1.5 Allmiant om avhandlingen

Kappan for denna doktorsavhandling bygger delvis pa forfattarens kappa till licentiat-
avhandlingen “Elevers mojligheter till lirande av matematiska resonemang” (Jader, 2015).
Vissa delar av kappan dr identiska eller har stora likheter med den tidigare publicerade licentiat-
avhandlingen, medan andra avsnitt, som utvecklar och ytterligare problematiserar texten med
fokus pa de studier som tillkommit, dr nyskrivna. Tva av doktorsavhandlingens artiklar (studie
2 och 3) ingick som en del av licentiatavhandlingen. Dessutom har artikeln for studie 1
reviderats frdn en tidigare, opublicerad version med annan titel, som ingick i licentiat-

avhandlingen.



2 Bakgrund

Bakgrunden dr uppbyggd for att kunna undersdka och diskutera de bagge dvergripande fragorna
om elevers mojligheter att arbeta med matematiska problem, respektive de utmaningar elever
moter vid problemldsning. Genom undervisningsverktyg sdsom larobdcker och uppgifter méter
elever matematiken. I det foljande sammanfattas dessa verktyg i det som utgér kdrnan i
avhandlingen, ndmligen uppgifter. Likt den didaktiska triangeln kan relationen mellan elev,

uppgift och matematiken visualiseras genom en triangel.

Uppgift

Elev Matematik

Figur 5. Matematikuppgifter som ett verktyg for Iarande (fritt Oversatt och tolkad fran Rezat & Strasser, 2012).

I bakgrunden é&r det 1 relationen kring matematiken, mellan elev och uppgift som fokus ligger.
Det gér dock att utveckla modellen genom att dven knyta ldraren till samspelet. P4 sé sitt skapas
en modell, med den didaktiska triangeln som grund, och med undervisningsverktyg (t ex
uppgifter) som toppen pé en tetraeder (Rezat & Strisser, 2012). De mgjligheter till 1drande som
genereras med hjdlp av uppgifter, ramas in av den didaktiska tetraedern och paverkas av de

forutséttningar som ges av relationerna mellan de fyra parametrarna; elev, uppgift, matematik

och ldrare.
Uppgift
) Mojligheter
Larare till larande

Matematik

Elev

Figur 6. Den didaktiska tetraedern (fritt Oversatt och tolkad fran Rezat & Strasser, 2012).

Tetraedern synliggor inte bara relationen mellan elev, uppgift och matematiken, utan skapar

dven grund for att, till exempel beskriva en ldrares roll att pdverka relationen mellan elev och
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uppgift. En adidaktisk situation skapas av en ldrare for att ge en elev mgjlighet att mota
matematiken genom, till exempel en uppgift (Brousseau, 1997). Med tanke pé larares centrala
roll for undervisningen, behandlas i ett avsnitt i bakgrunden dven relationen mellan larare och
uppgift med avseende pd uppgiften som undervisningsverktyg for elever. Det &r saledes de
relationer som synliggdrs 1 de tvd framatvdnda sidorna i tetraederna som &r grunden for

bakgrunden.

2.1 Uppgifter och lirobocker i matematik

Termen uppgift (engelskans task) anvédnds inte sédllan utan att definieras. Forstaelsen for termen
skapas istéllet utifran det sammanhang som den anvénds i. I flera fall lyfts exempel pa uppgifter
fram for att tydliggdra vad som avses med termen. En uppgift kan till exempel innebéra en
Ovning i1 en ldrobok (t.ex. Bergqvist, Lithner & Sumpter, 2008), eller en instruktionsuppgift,
som innebéra en aktivitet, frigestillning, situation eller instruktion som en ldrare presenterar
som underlag for att beskriva ett matematiskt innehéll (Boston & Smith, 2011; Kaur, 2010;
Watson & Sullivan, 2008). Aven uppgiftens roll for att skapa mening 4t matematiken och dess
paverkan pa klassrummet lyfts fram (Gresalfi & Barab, 2011). En uppgift som ett verktyg for
undervisning, meningsskapande, malinriktning eller for att fokusera en specifik matematisk id¢,
aterkommer 1 flera definitioner, dér ldrarens syfte med uppgiften &r centralt (Berg, Fuglestad,
Goodchild & Sriraman, 2012; Coles & Brown, 2016; Guberman & Leikin, 2013; Boston &
Smith, 2011). Da relationen mellan elev och uppgift &r i fokus ar aktivitet en central del av
definitionerna (Doyle, 1983; Stein & Smith, 1998; Zaslavsky, 2008). Doyle (1983) beskriver
denna aktivitet som ndgot som utgér frin en fragestéllning eller uppfordran och som utmynnar

1 ett slutresultat.

En uppgift definieras i denna avhandling som en dvning som anvéinds for att stotta en elevs
larande (Halldén, Scheja & Haglund, 2008), genom att rikta elevens uppmairksamhet pa, och
aktivitet mot, specifika matematiska idéer (Boston & Smith, 2011; Stein & Smith, 1998). Den
didaktiska tetraedern beskriver relationerna genom att de uppgifter som anvidnds i
undervisningen, tillsammans med eleven och matematiken bildar en sida, en triangel (Rezat &
Strésser, 2012). Definitionen smalnas av ytterligare till att gélla uppgifter som ér vil avgransade
1 form av en fragestéllning eller instruktion, och dér detta formulerats skriftligt som en del i en
sekvens av uppgifter i till exempel en larobok, pé ett prov eller i en annan uppgiftssamling.
Definitionen innebér dirmed inte att det nddvandigtvis dr en ldrare som aktivt skapat larande-

situationen, utan kan vara ndgot som en elev foretar sig pé eget initiativ (Coles & Brown, 2016).
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Den, for undervisningen i matematik, viktigaste uppgiftssamlingen &r laroboken (Stein,
Remillard & Smith, 2007). En ldrobok, kan beskrivas som en bok som dr anpassad efter en viss
malgrupp eller alderskategori och som bestar av en strukturerad samling genomgéingar med
tillhdrande uppgifter. Det har rapporterats fran flera linder att en av lirobokens mest avgdrande
funktioner &r just tillhandahallandet av uppgifter for elever att arbeta med (O’Sullivan, 2017;
Pepin & Haggarty, 2001; Skolinspektionen, 2010; Stein, Remillard & Smith, 2007). I vissa
larobocker kategoriseras dessutom uppgifterna av forfattarna utifrén svarighetsnivan (Brehmer,
Ryve & van Steenbrugge, 2016) eller forvantningar pé arbetssitt (Schmidt m.fl., 2001) genom
etiketter eller rubriker. Larares och elevers uppfattning om ldroboken &r framst som en uppgifts-
samling (Pepin & Haggarty, 2001; Randahl, 2012). Det har tidigare visat sig att de uppgifter
som svenska gymnasieelever fraimst arbetar med, himtas fran ldrobocker (Skolinspektionen,
2010). Genom att studera uppgifterna i lirobocker kan man skapa sig en oversiktlig bild av det
matematiska innehéllet i boken (Schmidt, 2012). Schmidt (2012) beskriver ldroboken som en
mall for skeendet 1 klassrummet, och ser tydligt kopplingen mellan ldroboken, undervisningen
och larandet. Trots att en ldrobok kan anvidndas pd ménga olika sdtt kan dess innehall fungera
som en indikator pa elevernas mojligheter till lirande (Schmidt, 2012). Ett satt att utveckla
undervisningen kan dirfor vara genom att utveckla en laroboks utformning (Newton & Newton,

2007; Van Steenbrugge & Ryve, 2018).

2.2 Laroboks- och uppgiftsanalys

Forutom ett fatal studier som anvént sig av TIMSS-data (t.ex. Schmidt m.fl., 2001; Valverde
m.fl., 2002), har inga studier dir larobocker fran fler dn tre ldnder analyseras med samma
verktyg, identifierats. En dvergripande slutsats som dras i flera studier baserad pa data fran
TIMSS ar att ldrobdcker behdver utvecklas for att erbjuda storre utmaningar for elever i alla
aldrar och pa alla kunskapsniviaer (Schmidt m.fl., 2001; Valverde m.fl., 2002). Trots att
uppgifterna utgor en central del av manga larobocker 1 matematik, har fa studier ett fokus pé
uppgifterna i ldroboken (Li, 2000), och &nnu férre en inriktning pa de mgjligheter till larande
av specifika kompetenser, som erbjuds med stod av uppgifter. Av relevans for denna avhandling
ar framfor allt studier med fokus p& matematiska resonemang och problemldsning, och pé
analys av ldrobocker for undervisning pa gymnasiet. Da urvalet visade sig hogst begransat har

dven larobdcker som anvénds i undervisningen aren fore eller efter gymnasiet inkluderats.
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I en studie av svenska gymnasieldrobocker uppmérksammas att de matematiska problemen ar
fa, och ofta svartillgéingliga i slutet av kapitlen (Brehmer m.fl., 2016). Aven p4 universitetsniva
verkar uppgifter som erbjuder problemlosning vara f& (Lithner, 2004). Liknande resultat
presenteras for irlandska gymnasieldrobdcker, likval som for undervisning i Singapore (Kaur,
2010; O’Sullivan, 2017). Wijaya, van den Heuvel-Panhuizen och Doorman (2015) undersoker
applikationsuppgifter i indonesiska ldrobocker 1 &rskurs 9 och 10, och drar bland annat
slutsatsen att fi uppgifter kraver att elever reflekterar over sitt tillvigagangssitt och den
matematik som anvénds, medan ménga uppgifter dr av rutinkaraktir. I hogstadielarobocker i
Australien visar sig en obalans i form av en hdg andel rutinuppgifter pa bekostnad av
matematiska problem (Vincent & Stacey, 2008). Liknande resultat presenteras for larobdcker
pa mellanstadiet frdn USA (Jones & Tarr, 2007) och Kina (Li, 2000). I matematisk bevisforing
ar resonemangen och de argument som anvinds centrala. Det finns flera studier som undersoker
elevers mojligheter att utveckla sin formaga att genomfora matematiska bevis. Sammantaget
visar dessa studier pa en lag andel uppgifter med bevisforing i lirobdcker fran USA (Bieda, Ji,
Drwencke & Picard, 2014; Thompson, Senk & Johnson, 2012; Davis, Smith, Roy, & Bilgic,
2014; Stylianides, 2009), Kanada (Hanna & de Bruyn, 1999), England och Japan (Jones &
Fujita, 2013), samt Sverige och Finland (Bergwall & Hemmi, 2017).

Dessa resultat sammantaget visar att andelen matematiska problem i liarobockerna &r lag i
relation till andelen rutinuppgifter. Inte heller pa internet &r omfattningen av matematiska
problem bland uppgifter av hdgre omfattning (Liljekvist, 2016). Termer som ’14g’ och *hog’ ér
1 ssmmanhanget relativa termer, och det dr inte klart om det finns nagon ideal fordelning mellan

olika typer av uppgifter, och vilken den férdelningen i sa fall dr (Stylianides, 2009).

2.3 Problemlosning

En distinktion mellan olika typer av uppgifter kan géras genom att betrakta huruvida en
16sningsmetod anvénds pa rutin eller konstrueras av eleven som l1dser uppgiften. Ett
matematiskt problem definieras som en typ av uppgift dér en elev behover konstruera en for
henne ny 16sningsmetod (Lithner, 2008; Schoenfeld, 1985a, Skolverket, 2011). I kontrast till
matematiska problem finns rutinuppgifter vilka en elev kan 16sa genom att anvénda vilbekanta
eller pd annat sitt tillgdngliga 16sningsmetoder. Detta kan till exempel innebédra att metoden
presenteras i en ldrobok eller av en ldrare. I vissa fall anvénds *matematiskt problem’ synonymt

med ’uppgift’ (t.ex. Hiebert & Wearne, 1993), vilket inte avses i denna avhandling.
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Kategoriseringen av uppgifter dr beroende av forhdllandet mellan vad som krivs for att 16sa

uppgiften, och vilka erfarenheter en elev har av liknande uppgifter.

Arbete med rutinuppgifter karaktiriseras av att det finns en for eleven vilbekanta eller pa annat
satt tillgdnglig metod, ldmplig att anvdnda (Lithner, 2008). Detta kan betraktas som ett
procedurellt tillvigagingssitt (Hiebert & Carpenter, 1992). En procedurell kunskap bestar av
det formella matematiska spréket och algoritmer (Hiebert & Lefevres, 1986). Detta inkluderar
till exempel en medvetenhet om de matematiska symbolerna och om hur man hanterar dem,
samt regler, procedurer och algoritmer som kan anvéndas for att 16sa matematiska uppgifter
(Hiebert & Lefevre, 1986). Procedurell kunskap, eller metodférmaga kan ocksé innebéra att
vilja och virdera &dndamalsenliga metoder (Skolverket, 2011a; Skolverket, 2011Db).
Problemlosning a andra sidan innebdr att en elev arbetar med ett matematiskt problem, for vilket
hon inte har en tillgénglig 16sningsmetod (Lithner, 2008; Schoenfeld, 1985a; Skolverket,
2011a). Huruvida en uppgift ar ett matematiskt problem baseras saledes pa relationen mellan
vad uppgiften kréver och de erfarenheter en elev har, och vad som ar ett matematiskt problem
for en elev, behdver inte nddvindigtvis vara det for en annan. En problemldsningsprocess ér
svar att forutse di den bygger pa individens kreativitet, och pa de resonemang som fors for att
konstruera en ny losningsmetod (Boston & Smith, 2009; Choppin, 2011). Definitionen av
problemldsning skulle kunna inkludera att en viss anstringning (Hiebert & Grouws, 2007),
uthallighet (Russo & Hopkins, 2017a; Sullivan m.fl., 2015), eller utforskande verksamhet
(Schoenfeld, 1985a) krévs. I avhandlingen ligger dock fokus pé just konstruktionen av en ny

16sningsmetod.

Det finns flera sétt att sirskilja olika typer av uppgifter, som stiller olika krav pa en elev (e.g.
Stein & Smith, 1998; Fan & Bokhove, 2014). Stein och Smith (1998) gor detta genom att
kategorisera uppgifter som 14g- eller hgnivauppgifter, utifrdn den kognitiva anstrdngning som
krévs, och de resonemang en elev kan tinkas behova for att 16sa uppgiften. Lagnivauppgifter
kan l6sas genom att en metod eller ett svar memorerats eller genom att en procedur anvénds
utan kopplingar till ingdende begrepp. I uppgifter pd hdg niva forvéntas eleverna antingen
anvinda procedurer med koppling till de ingdende begreppen i bekanta situationer, eller
“matematisera”, vilket innebér ett mer utforskande arbetssétt ddr metoden inte dr given, utan
konstrueras 1 takt med att de 1 uppgiften ingdende begreppen utforskas. En liknande

kategorisering foreslas av Fan och Bokhove (2014).
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Olika typer av uppgifter kan kopplas till olika lirandemél (Fan & Bokhove, 2014). De
matematiska forméagor som en elev anvénder sig av vid uppgiftslésning ger en bild av elevens
kunskap (Sierpinska, 1994). De krav pd anviandning av olika matematiska formagor som en
uppgift kriaver skapar dessutom mojligheter for eleven att utveckla dessa formagor (Heibert &
Carpenter, 1992). De olika formégorna representerar inte diskreta kategorier, utan &r ibland
Overlappande, och relaterade till samt stéttar varandra (Niss, 2003). D& en elev méter en rutin-
uppgift dr det sannolikt att hon inte argumenterar for sin 10sning (strategival) pd annat sitt dn
genom ett imitativt resonemang (Lithner, 2008) som kan kopplas till utantillinlérning (Lithner
2008; Hiebert, 2003) och en g kognitiv anstrangning som 1 ldgniviuppgifter (Stein & Smith,
1998). Eleven baserar argumenten (for en diskussion om argument vid uppgiftslosning, se
Lithner, 2008) pa en hénvisning till tidigare erfarenheter och tidigare 16sta uppgifter (Lithner,
2008; Liljekvist, Lithner, Norqvist & Jonsson, 2013). I kontrast till arbete med rutinuppgifter
kan arbete med hognivauppgifter betraktas som mer én att inneha information. Om eleven far
arbeta med ett matematiskt problem 6kar mgjligheten att hon trdnar sin problemldsnings-
formaga genom att anvidnda ett kreativt matematiskt resonemang, diar konstruktionen av
l6sningsmetoden (strategivalen) baseras pd matematiskt grundade (implicita eller explicita)
argument och motiv (Lithner, 2008; Liljekvist m.fl., 2013). Likt i hognivauppgifter kravs att
hinsyn tas till de ingdende matematiska begreppen och pa forstaelse (Fan & Bokhove, 2014).
Genom att matematisera utfor en elev ndgot som har potential att utveckla hennes forstielse for
matematiken (Stein & Smith, 1998). Att utveckla en problemlosningsforméga kan ses som
savil ett mal 1 sig, som ett medel for att utveckla andra formégor (Skolverket, 2011a), s som
en resonemangsformaga och konceptuell forstaelse. Ett resonemang kan anvindas for att
forklara eller bevisa en kunskap. Men resonemang kan dven anvéndas for att utforska, for en
elev, ny matematik och skapa forstielse for nya begrepp eller procedurer och bygga ny kunskap.
Ball och Bass (2003) beskriver det som att en diskussion om matematisk forstéelse blir
meningslos utan en tonvikt pd resonemang. Att resonera innebdr att flera andra formégor
inforlivas 1 en process for att kunna dra Onskade slutsatser. I avhandlingen definieras
resonemang enligt Lithner (2008) som utfallet av den tankebana som antagits for att formulera
pastdenden och dra slutsatser. En elevs tankebanor dr sdledes en produkt av nagot som skapas
1 en specifik miljo. Till exempel bor det beaktas att en elevs presentation av en 16sning pa en
uppgift beror pd den miljo vilken eleven befinner sig i. Definitionen gor det mojligt att

kategorisera resonemang utifran vilken typ av kunskap som anvénds, och som imitativt eller
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kreativt matematiskt. De resonemang som en elev anvénder vid uppgiftslosning kan betraktas
som centrala for elevens mojligheter till ldrande, dér imitativa resonemang kopplas till arbete
med rutinuppgifter och kreativa matematiska resonemang till problemldsning (Jonsson m.fl.,

2014; Lithner, 2008).

Hur forstdelsen for de matematiska begreppen anvinds kan exemplifieras med hjélp av ett

exempel tidigare presenterat av Lithner (2003).

En elev fragar sin ldrare om a® - a® = a'>. Eleven minns att berdkningen har nagot

att gora med att addera eller multiplicera exponenterna, men inte vilket av
raknesétten som dr det korrekta.

Det dr inte sjdlvklart att elever tar sig an den utmaning det innebér att, till exempel anvénda och
utnyttja en matematisk forstaelse (Stein, Grover & Henningsen, 1996). Eleven i exemplet har
som foresats att minnas ett tillvigagangssétt snarare én att forstd vad tal skrivna i exponentform
innebdr. Malet for en elev dr inte nddvéndigtvis att ldra sig nagot specifikt, utan att 16sa
uppgiften (Rezat, 2009). Exemplet visar hur en algoritmisk syn p& matematiken och ett
procedurellt tillvigagangssétt kan hdmma eleverna i1 deras utveckling av en forstaelse for
matematiken. En fraga som bor stéllas i relation till exemplet dr, varfor eleven, istéllet for att
forsoka erinra sig en specifik algoritm, inte beaktar de grundliggande egenskaperna hos
potenstal. I detta fall hade det rickt att eleven forstod och beaktade att a™ bara ar ett mer smidigt
sétt att representera en upprepad multiplikation a-a-a-a-a---a med m faktorer. Med hjilp
av denna forstielse och ett resonemang kring antalet faktorer i a® respektive a® kan en slutsats
dras dir a® - a® = a®. Linken mellan metodvalet och det konceptuella kan synliggoras i de
argument, matematiska resonemang, som baseras pa en matematisk grund (Lithner, 2008). Det
gér att se en tankebana, som pseudokonceptuell (Vinner, 1997) dér de uppgifter som en elev
arbetar med 1 klassrummet involverar matematiska begrepp, men dven mojliggor att begreppen
anvénds pa ett mer rutinmaissigt sitt, utan att reella konceptuella hdnsyn tas. Séttet som en elev
anviander matematiken kan ségas spdnna fran anvindningen av helt memorerade svar, via
anvindningen av procedurer med varierad koppling till de bakomliggande matematiska
begreppen, till matematiserande, dir eleven utforskar sambanden mellan begrepp och dess
egenskaper och representationer (Stein & Smith, 1998). Fan och Bokhove (2014) beskriver att

formagan att utvdardera och konstruera en 16sningsmetod kan utvecklas i samspel med savél en
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forstaelse for varfor en metod fungerar rent matematiskt, samt med formégan att vélja och nyttja

de algoritmer som redan ar vilbekanta.

Skemp (1976) beskriver tva typer av forstdelse som sérskiljs genom att man antingen enbart vet
hur ndgot genomfors, eller vet hur samt varfor nagonting genomfors. Om valet av metod baseras
enbart pd argument som att ”det fungerade forra gdngen”, ”min kompis/boken/lararen anvénde
den metoden” eller “uppgiften paminner om en annan dir metoden fungerade” kanske inte
nagra konceptuella hdnsyn tas. Detta kan visa sig i sdvdl forutsdgande som verifierande
argument i en elevs 16sning till en uppgift (Lithner, 2008). Arbete med rutinuppgifter &r svart
att forena med ett fokus pa forstaelse for varfor nagot fungerar (McNeal, 1995). Algoritmer kan
1 sjdlva verket motverka utvecklingen av en konceptuell kunskap (Kamii & Dominick, 1997).
Det finns skél att tro att fardiga resonemang som presenteras for en elev inte 1 samma
utstrdckning utvecklar en forstaelse for matematiken, som om eleven sjilv far utveckla dessa
resonemang (Norqvist, 2017). Inom en begrdnsad kontext och mer kortsiktigt kan rules
without reasons” (Skemp, 1976), grundlosa regler, vara vdlmotiverat. Men om a andra sidan en
forstaelse for en storre helhet finns skapas utrymme for en storre flexibilitet (Skemp, 1976). Det
har visat sig mer virdefullt och effektivt att skapa en forstielse for de procedurer som anvénds
1 matematiken &n att lara sig utantill (Hiebert, 2003). Hiebert (2003) menar att det &r mer troligt
att en elev minns en procedur om hon forstar hur den fungerar. Dessutom 6kar dé sannolikheten

att eleven kan applicera proceduren i nya sammanhang.

En konceptuell forstéelse, att utveckla en problemldsningsformaga och formégan att resonera
matematiskt betonas som vérdefullt av forskning (Niss m.fl., 2016; Schoenfeld, 1985a), och i
styrdokument for skolan i1 Sverige (Skolverket, 2011a), och internationellt (Boesen m.fl., 2014;
Department of Education, Republic of South Africa, 2008; Ministry of Education, Ontario,
2005; Kilpatrick m.fl., 2001; Ministry of Education, Singapore, 2012; NCTM, 2000). Forskning
har visat att ett alltfor ensidigt fokus péd arbete med rutinuppgifter kan hidmma
kunskapsutvecklingen och skapa svérigheter 1 inldrningen (Hiebert, 2003). Problemldsning och
att utveckla en problemlosningsférmaga dr dock inte bara ett mal i sig, utan kan dven anvindas
som ett verktyg for att utveckla andra formégor (Skolverket, 2011a), s som en resonemangs-
forméga och konceptuell forstéelse (Hiebert m.fl., 1996; Hiebert, 2003; Jonsson m.fl., 2014;
Boaler, 1998; Schoenfeld, 1985a). Likt problemldsning kan matematiska resonemang beskrivas

som savél ett mal som ett medel (Ball & Bass, 2003). Genom ett minskat fokus pa procedurellt
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arbete kan mdjligheterna till att utveckla en djupare forstéelse for de matematiska begreppen
skapas (Boaler, 1998) och resonemangsformégan utvecklas (Jonsson m.fl., 2014). Elever som
kontinuerligt 1 sin matematikundervisning far arbeta med problemldsning uppvisar ocksd en
storre forstaelse for amnets relevans for vardags- och yrkesliv (Boaler & Selling, 2017), och

presterar béttre pa prov (Boaler, 1998).

2.4 Elevers uppgiftslosning

Mojligheterna for en elev att utveckla sin kunskap beror inte bara pa en uppgifts utformning
utan dven pa sdttet som eleven viljer att angripa uppgiften pa (Stein, Grover & Henningsen,
1996). For att forsta vilka potentiella mojligheter till larande som erbjuds av olika typer av
uppgifter, ar det viktigt att kunna beskriva och forutse elevers arbete med dessa uppgifter (Stein,
Engle, Smith & Hughes, 2008). Att 16sa en uppgift kan beskrivas som att gi igenom flera olika
faser och att genomfora olika handlingar. Losningsprocessen beror pé vilken typ av uppgift som
en elev arbetar med (Lithner, 2008). Genom att identifiera olika faser i 16sningsprocessen och
hur dessa kan se ut i relation till, till exempel rutinuppgifter respektive matematiska problem,

ar det mojligt att koppla en elevs l6sningar till olika uppgiftstyper.

Polya (1957) beskriver en problemldsningsprocess som en sekvens av handlingar som maste
genomforas for att nd en slutsats. Det fOrsta steget &r att forsta sjélva problemet. Darefter ska
en losningsmetod konstrueras genom att identifiera de centrala matematiska begreppen av
betydelse for 16sningen. Steg tre blir att implementera 16sningsmetoden och slutligen bor
metoden och slutresultatet verifieras. Beskrivningen liknar den som Schoenfeld (1985a)
foreslar, dédr en iteration av samtliga eller ndgra av de sex handlingarna; ldsa, analysera,
utforska, planera, implementera och verifiera betonas. Processen kan appliceras dven pa
rutinarbete. Men i1 dessa fall bestar arbetet fram till implementeringen framfor allt av att bekréfta
likheten med tidigare 10sta uppgifter. En iteration kan svara mot hela uppgiftens fragestillning
eller en deluppgift som kan anvéndas for att komma vidare i uppgiftslosningen (Lithner, 2008).
Efter att eleven last, tolkat och forstatt uppgiften stills hon infor en forsta deluppgift, med
tillhorande fragestillning. Deluppgiften bygger pé en 6nskad progression 1 uppgiftslosningen
och pa de matematiska begrepp som anses centrala for uppgiften. Eleven behdver mota
deluppgiften genom att gora ett strategival. D4 en elev 16ser en rutinuppgift, kan
implementeringen folja mer eller mindre direkt pa att (del)uppgiftens innebord har blivit klar,
med en enbart basal planering. Planeringen bestar da inte av att konstruera en for eleven ny

eller bortglomd 16sningsmetod, utan bygger pa bekanta aspekter av uppgiften som kan kopplas
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till tidigare 19sta uppgifter och dess losningsmetod, som kan imiteras. Ett strategival bygger i
dessa fall siledes pa ytliga egenskaper hos uppgiften (Lithner, 2008). A andra sidan, d4 en elev
moter ett matematiskt problem, till vilket en 16sningsmetod inte &r given for eleven, kriavs andra
avvégningar. Strategivalet kan vara att utforska de matematiska begreppen 1 uppgiften for att
kunna gora ett lampligt val, eller att konstruera en 16sningsmetod som for eleven inte &r
vélbekant (i sin helhet). En explicit eller implicit argumentation krévs for att motivera valet,
och for att férutse och verifiera en l6sningsmetod och ett svar eller slutsats (Lithner, 2008).
Losningssekvensen avslutas sd med en slutsats som leder, antingen till en ny deluppgift och en
ny iteration, eller till att uppgiften fatt en slutlig 16sning. Deluppgifterna kan redan fran start
vara givna av en mer overgripande 16sningsidé, eller utvecklas pa védgen i ett mer utforskande
arbetssitt (Schoenfeld, 1985a), dér slutsatsen frdn en deluppgift ar del av ett underlag for

formuleringen av en ny deluppgift.

2.5 Elevers uppfattningar om matematik

Elevers uppfattningar om matematik har visat sig i hog utstrackning paverka séttet som de
angriper matematiska problem pd och deras mojligheter till larande (Schoenfeld, 1992). I
relation till undervisning och ldrande byggs uppfattningen om matematik upp, av till exempel
uppfattningar om de matematikuppgifter som anvinds i undervisningen (Hiebert & Wearne,

1993), och av uppfattningar om vad som ir matematisk kunskap (Lampert, 1990).

Jag har i avhandlingen valt att fritt Gversétta det engelska begreppet beliefs, med uppfattningar.
Detta ar inte sjdlvklart, och affektiva begrepp omfattas ofta av ett stort méatt av intuitiv
forstaelse. Vid en Overséttning av ett begrepp finns en risk att den intuitiva forstelsen delvis
andras. Uppfattningar kan betraktas som baserade pd sdvil konceptuella som affektiva
komponenter (McLeod, 1992), och som stabila, och mer bestindiga i jamforelse med
exempelvis kinslor (Hannula, 2006). Stabiliteten beror dock pa de definitioner som anvénds
(Liljedahl, Oesterle & Berneche, 2012). I denna avhandling betraktas en uppfattning som en
individs bild av vad som dr matematik, vilket paverkar individens matematiska beteende och

séttet varmed individen forstar matematiken (Sumpter, 2013).

I relation till elevers uppgiftslosning har tre olika typer av uppfattningar hos elever identifierats;
forvantningar, motivation och sdkerhet (Sumpter, 2013). Forvintningar kan vara antingen 1
relation till eleven sjélv, till exempel att man bara klarar av att 16sa en uppgift genom att

anvénda ett memorerat tillvigagangssétt (Schoenfeld, 1992), eller i relation till externa faktorer
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sa som till exempel hur uppgifter ska 16sas. Exempel pa sddana forvéntningar som kan paverka
eleverna dr att en uppgift enbart har en korrekt 16sning och ett korrekt svar och att uppgifter ska
kunna 16sas inom fem minuter, eller inte alls (Schoenfeld, 1992). Elever har dessutom visat sig
ha uppfattningen att matematik ar fragmentariskt och uppbyggt av separata procedurer som man
inte kan forvéntas forsta (Jankvist & Niss, 2018; McNeal, 1995; Schoenfeld, 1992). Vissa
elever har uttryckt en uppfattning att det dr béttre att komma ihdg, 4n att reflektera i matematik-
klassrummet (Boaler, Wiliam & Brown, 2000), vilket kan sdgas vara en kombination av en
forvantning pa sig sjdlv och en forvintning pa @mnet matematik. Det finns savil en inre som en
yttre motivation som kan identifieras (Ryan & Deci, 2000). En inre motivation kan till exempel
vara att vilja ldra sig om koordinatsystem for att kunna anvinda CNC-maskinerna i industri-
hallen bittre, eller om hur man maéter lingder for att séga till virket for ett fotbollsmal. Ett
exempel pa en yttre motivation &r att vilja kunna nagonting for att kunna fa ett bra betyg, eller
att vilja anvinda de 16sningsmetoder som ldraren visar upp, snarare dn att konstruera egna
metoder (Schoenfeld, 1992). Sikerhet visar sig i relation till uppgiftslosning och den egna
formagan, och kan till exempel innebéra en uppfattning om att den egna féormégan att resonera
matematiskt inte dr tillricklig for att anvidnda pa ett tryggt sétt (Sumpter, 2013). Elever har
dessutom visat sig ha uppfattningen att matematik &r ndgot man sysslar med pd egen hand
(Schoenfeld, 1992), till exempel genom att 16sa uppgifter i ldroboken. Olika uppfattningar
samspelar och paverkar elevers arbete med uppgifter och dven deras larande (Op’t Eynde m.fl.,
2002). Samtidigt som en elevs uppfattningar paverkar hennes uppgiftslosning, kan uppgifterna
som anvinds 1 klassrummet visa vad som &r legitimt och vad som &r att betrakta som matematisk

kunskap (Lampert, 1990).

De mojligheter till larande som erbjuds inom ramen f6r den didaktiska tetraedern beskriven
tidigare, skapas av ldrare och elever och paverkas av sdvél @&mnet matematiks karaktir, som de
larobocker och uppgifter som anvénds i undervisningen (Rezat & Strésser, 2012). I samspelet
mellan elever och lirare skapas och vidareutvecklas implicita regler och normer som nér de ar
matematikspecifika kan bendmnas sociomatematiska normer (Yackel & Cobb, 1996).
Brousseau (1997) viéljer att beskriva grunden till undervisningen, och till sddana normer, som
ett didaktiskt kontrakt mellan elev och lirare. Kontraktet bygger pa en 6msesidig forstaelse for
att en ldrare har erforderliga kunskaper i och om dmnet och ansvarar for att stotta eleven 1
dennes ldrande (Brousseau, 1997). De sociomatematiska normer som finns i varje enskilt

matematikklassrum &r en produkt av vad larare och elever for med sig avseende kunskap och
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uppfattningar, samtidigt som detta paverkar savil lirare som elevers uppfattningar (Cobb,
Wood & Yackel, 1993; Yackel & Rasmussen, 2002). En elevs uppfattningar ar pd sa sitt

kontextberoende (Francisco, 2013).

2.6 Hur ldarare kan paverka relationen mellan elev och uppgift

Forhdllandet mellan elev och uppgift paverkas av en méngd faktorer, och inte minst
interaktionen med en ldrare (Rezat & Striasser, 2012; Greer, Verschaffel & de Corte, 2002).
Jablonka och Johansson (2010) beskriver ett forhallande mellan ldroboken och léraren dir
bokens giltighet godkdnns av ldraren samtidigt som boken stottar lraren 1 uppbyggnaden av

undervisningen.

En av ldrarens uppgifter dr att forbereda och tillhandahalla adidaktiska situationer, dé en elev,
pa egen hand interagerar med matematiken, med syfte att lara sig ndgot specifikt (Brousseau,
1997). En stor del av undervisningen i matematik bestar av tid di ldrare skapat lirande-
situationer genom ett urval av uppgifter som eleverna arbetar sjdlvstidndigt med (Hiebert m.fl.
2003; Skolinspektionen, 2010). Urvalet av uppgifter for undervisningen dr en av ldrarens
viktigaste dligganden (Hiebert m.fl., 1997; Lappan, 1997; Visnovska, Cobb & Dean, 2012). Det
har dock visat sig svért for larare att vélja och implementera mer utmanande uppgifter
(Henningsen & Stein, 1997). Ett tydligt formulerat ldrandemal &r en grundforutséttning for att
gora ett medvetet uppgiftsurval (Brousseau, 1997; Nyman, 2016; Simon & Tzur, 2004). Det
riskerar dnda att finnas ett avstand mellan de ursprungliga intentionerna med en uppgift och vad
en elev gor med den (Coles & Brown, 2016). For att planera undervisningen och gora ett urval
av uppgifter for elever att arbeta med, ar det av stor vikt att kunna forutse elevers sitt att tinka
kring matematik (Niss m.fl., 2016). Detta har visat sig svért (Son & Kim, 2015), men mgjligt
att utveckla genom att iaktta och aktivt reflektera Gver relationen mellan elevers arbete och de

uppgifter eleverna arbetar med (Boston & Smith, 2009; Choppin, 2011).

2.7 Utmaningar vid problemlosning

Uppgifter som kréver att en elev utvecklar sin kunskap och som erbjuder mojligheter till nya
erfarenheter dr de uppgifter som bést stimulerar till 1arande (Shimizu, Kaur, Huang & Clarke,
2010; Zaslavsky, 2005). Det har till och med visat sig fruktbart med uppgifter med utmaningar
som eleverna inte pa egen hand lyckas komma forbi, om dessa efterarbetas pé ett medvetet sétt
av lérare och elev (Kapur, 2014). Det ar dock avgorande att utmaningen ar rimlig for eleven att

komma forbi (Hiebert & Grouws, 2007; Olsson & Granberg, 2018). I en studie baserad pa data
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frdn TIMSS (Hiebert m.fl., 2003) rapporteras att en sérskiljande faktor hos de linder som
presterar bra &r att eleverna fir mojligheter att arbeta med matematiska problem som kréver att
de behdver knyta samman olika aspekter av den matematik de kédnner till. Termen utmaning
anvénds i avhandlingen for att beskriva en svérighet som det ar rimligt att en elev kan ta sig an
och komma forbi, och betraktas som produktiv i avseende att den kan generera mojligheter till

larande.

I problemldsning har dtminstone tvd utmaningar framtritt som viktiga komponenter: den
konceptuella och den kreativa (Lithner, 2017). Dessa tvd utmaningar dr nadgot som inte ingar i
arbetet med rutinuppgifter, men déremot vid problemldsning. Utmaningar som beror pé, till
exempel sprakliga svarigheter eller tekniska svéarigheter som kan leda till slarvfel (Movshovitz-
Hadar, Zaslavsky & Inbar, 1987) dr mojliga dven vid rutinarbete. Nar en elev arbetar med
matematiska problem behdver hon ta hinsyn till flera olika fragor, sa som vilken forstaelse hon
har for de ingdende begreppen, och vilka metoder hon har tillgéngliga (Schoenfeld, 1985a).
Den konceptuella utmaningen bestar i att ta hénsyn till de 1 en uppgift ingdende matematiska
begreppen. En konceptuell utmaning kan till exempel vara att det finns motstridiga pastdenden
om, eller otillrdcklig forstaelse for de ingdende begreppen. Ett motstridigt pastdende kan till
exempel uppstéd dd en elev har missuppfattat ndgot. Det kan exemplifieras med hjilp av det
tidigare presenterade uppgiftsexemplet (se avsnitt 1.1) med en figur vars omkrets efterfragades.
En elev kan ha forstaelsen att omkretsen dr lingden av den ndrmaste vdgen runt en figur, vilket
1 detta fall inte 4r detsamma som den mer korrekta och nédvéndiga forstaelsen att omkretsen pé
en figur dr summan av lingden av alla sidor. En kreativ utmaning kan liknas med en osdkerhet
kring en oklar vig framaét, det vill sdga ett behov av att finna eller konstruera en hittills obekant
l6sningsmetod. Den kreativa utmaningen ar dven jamforbar med det Turner, Dossey, Blum och
Niss (2013) bendmner problemlosningssvérighet, vilket innebdr att konstruera en

16sningsstrategi.

Utmaningarna liknar det som Zaslavsky (2005) bendmner osédkerheter, och beskriver som
vardefullt for att utveckla en matematisk kunskap med stod av teorier for ldrande (se ex Piaget,
1952). Zaslavsky (2005) fokuserar i sin studie pd mojligheterna att skapa osidkerheter genom en
medveten uppgiftsdesign. Turner m.fl. (2013) presenterar ett ramverk dir den féormaga som
elever forvéntas aktivera, samt svarighetsnivan pa uppgifter varderas. Svarighetsnivan jamfors

och visar sig 6verensstimma vil med andelen elever som lyckas 16sa motsvarande uppgift pa
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PISA-testet. Ramverket (Turner m.fl., 2013) fungerade vil for att kunna anvéndas av lérare till
att kategorisera uppgifter efter formaga, men var svérare att anvinda med avseende pa

svarighetsnivan i relation till respektive formaga (Pettersen & Nortvedt, 2018).

2.7.1 Matematisk kreativitet

Kreativitet dr, enligt nationalencyklopedin (utan datum) formagan till nyskapande, till
frigorelse fran etablerade perspektiv”’. Kreativitet dr ett begrepp som kan forknippas med
genialitet sdvél som med en forméga som kan innehas pé olika nivaer (Sriraman, Haavold &
Lee, 2013). I relation till en undervisnings- och ldrandekontext &r det rimligt att betrakta
kreativitet som en formaga som kan utvecklas (Silver, 1997), och som nodvandigtvis inte
behover forknippas med genialitet. I skolans kontext och relaterat till problemlosning s& kan
kreativitet beskrivas som en process som resulterar i en for eleven ny 16sningsmetod (Silver,
1997, Sriraman, 2005). Det kan innefatta, till exempel att konstruera eller att anvinda en ny
representation vid 16sningen av en uppgift (Wijaya m.fl., 2015). Matematisk modellering, sévil
som att representera ett matematiskt innehall pé olika sitt gar att knyta till kreativitet (Terwel
m.fl., 2009). Ytterligare tva centrala bestandsdelar i matematisk kreativitet ar att kunna anvénda
matematiken med flyt och flexibilitet. Det kan till exempel innebdra en vana 1 att skapa och
anvédnda nya strategier, och att kunna forhélla sig till flera olika, nya I6sningar (Silver, 1997).
Reflektion och en mer utdragen arbetsprocess dr ocksd ndgot som kan forknippas med

kreativitet (Silver, 1997).

Beskrivningarna av de kreativa aspekterna och av problemldsning motsédger inte att
utvecklingen av dessa formédgor kan ske pa olika svérighetsnivier eller i samspel med
utvecklingen av till exempel en procedurforméga (Kilpatrick m.fl., 2001). Dock visar tidigare
forskning att minga elever besitter utantillkunskaper utan att klara av att 6verféra denna
kunskap till nya situationer och att 16sa, for dem nya problem (Boaler, 1998). Schoenfeld (2012)
beskriver en situation dér det, redan tidigt 1 ett barns utbildning byggs upp en kultur som bestér
1 att l0sa uppgifter s& snabbt och smidigt som moéjligt med hjéilp av indvade algoritmer, snarare
an att vara kreativ 1 sitt arbete och lata uppgiftslosningen ta lite mer tid. D& undervisningen
bygger pa anvdndningen av fardiga algoritmer riskerar det sjélvstindiga tdnkandet, de
matematiska resonemangen och problemldsningsféormégan att komma i skymundan (Kamii &

Dominick, 1997).
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2.7.2 Konceptuell kunskap

En viktig del av vad det innebér att behdrska matematik ar en forstielse for de begrepp som
matematiken bygger pa. Den konceptuella kunskapen beskrivs i olika styrdokument som en
begreppsforstaelse eller en formédga att se och skapa kopplingar mellan olika begrepp,
egenskaper och representationer (Skolverket, 2011a; NCTM, 2000), och star i kontrast till
procedurell kunskap, dir fokus inte nddvindigtvis dr pd en fOrstdelse av de matematiska
begreppen. Varje individ har en egen begreppsbild (concept image), vilket ér en inre,
strukturerad bild av begreppet, dess egenskaper och de processer som kan kopplas till begreppet

(Tall & Vinner, 1981).

Den del av en begreppsbild som aktiveras i en unik situation kan bendmnas framkallad (evoked)
begreppsbild (Tall & Vinner, 1981). I vissa situationer kommer en framkallad begreppsbild att
vara adekvat for att 16sa en uppgift, medan det i andra skapas en utmaning av diskrepansen
mellan den framkallade begreppsbilden och den begreppsbild som krivs for att 10sa uppgiften.
En begreppsbild kan jamforas med en del av ett kunskapsnit (Hiebert & Lefevre, 1986). Nitet
ar uppbyggt av relationer mellan olika stycken information. Informationen kan till exempel vara
egenskaper hos ett begrepp, matematiska objekt eller en process i vilken matematiska objekt
anvinds for att fa ytterligare objekt som resultat (Lithner, 2008). Konceptuell kunskap ar da
inte den enskilda informationen, utan bestér av relationerna i kunskapsnétet. Till exempel kan
begreppet “ekvation” 1 en begreppsbild utgoras av dess egenskaper sa som att ekvationen bestér
av tvd uttryck med lika vérde, olika objekt sdsom variabler, konstanter och likhetstecken.
Relationer uppstdr mellan begreppet, egenskaperna och objekten. Till exempel kan likhets-
tecknet anvindas for att uttrycka likheten mellan tva uttryck. I kunskapsnétet finns dessutom
relationer med procedurer for att 16sa ekvationer och till begrepp som bygger vidare pa
“ekvation” som exempelvis andragradsekvation. En del av den konceptuella kunskapen bestar
ocksa av olika representationsformer i relation till begreppet (Terwel, van Oers, van Dijk & van

den Eeden, 2009), som algebraiska skrivsitt och grafer.

Konceptuell kunskap kan utvecklas genom att ny information knyts till den befintliga begrepps-
bilden, och kunskapsnitet vixer och stirks genom att fler relationer skapas. En begreppsbild
byggs upp kontinuerligt och péverkas i hog utstrackning av de erfarenheter med relation till
begreppet som individen d&r med om (Niss, 2006). Detta kan ses som att ny kunskap assimileras

till den befintliga (Piaget, 1952). Ett ytterligare sitt att se assimilation av kunskap ar att tva till
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synes separata ndt med hjélp av nya relationer kan vixa samman. Det kan dock uppsta konflikter
mellan en begreppsbild och det som en uppgift anvisar och kriver. I detta fall kan man se det
som att ytterligare relationer &r omdojliga att koppla till kunskapsnatet. I dessa situationer kan
det vara nddvéndigt att delvis omskapa den befintliga begreppsbilden och nétet for att sedan
inforliva det nya till begreppsbilden pa ett rimligt sétt. Detta bendmns av Piaget (1952) som

ackommodation. Till exempel kan ackommodation vara nddvindig om en elev behdver rdkna

8 .. - o 1 : e ot
ut vad o7 dr, men tidigare fatt hora att kvoten till en division alltid &r mindre &n téljaren.

Den formella begreppsdefinitionen av ett begrepp dr “formuleringar som anvédnds for att
specificera begreppet” (fri dversittning fran Tall & Vinner, 1981, s. 152). Det finns en risk att
en diskrepans uppstdr mellan en elevs begreppsbild och den formella definitionen av ett
begrepp, om grunden for definitionen inte utgdr en visentlig del av erfarenheterna, vilket kan
leda till kognitiva konflikter och ldrandesvarigheter (Niss, 2006; Tall & Vinner, 1981). Genom
att till exempel arbeta med flera olika definitioner av samma begrepp kan elever {4 mgjligheten
att vidga sina erfarenheter (Zaslavsky & Shir, 2005). Till exempel kan en kvadrat definieras
som en rektangel dir tva intilliggande sidor r lika langa, eller som en figur med fyra lika langa
sidor och fyra lika stora (rdta) vinklar. Kopplingar mellan olika begrepp bygger pa likheter och
skillnader, och pd egenskaper som kan vara gemensamma for flera begrepp, med andra
egenskaper som sérskiljer dem (Hiebert & Carpenter, 1992). Till exempel delar kvadrater och
rektanglar egenskapen att de har fyra rita horn, men rektanglar behover inte ha fyra lika langa

sidor.

Beroende pa hur man véljer att definiera procedurell kunskap kan den, savél krdva som utveckla
en konceptuell kunskap (Baroody, Feil & Johnson, 2007). Genom att betrakta de symboler som

anvénds 1 det formella matematiska sprdket som en representant for savél en process som for
ett matematiskt objekt, erhalls ett sa kallat procept (Gray & Tall, 1994). Till exempel kan 24—0

betraktas som ett matematiskt objekt i form av ett rationellt tal, ekvivalent med talet 5, men

samtidigt som en process i form av en division med kvoten 5. D& divisionen utfors utan

konceptuella hdnsyn, s som att 24—0 ar ett rationellt tal, handlar det om en process. Genom storre

flexibilitet och formagan att betrakta 24—0 som savél en process som ett matematiskt objekt, nyttjas

ett procept. Detta steg har visat sig svart, men kan leda till att nya matematiska insikter nas

(Sfard, 1991). Matematiska procedurer utvecklas for att 16sa problem, och en konceptuell
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kunskap inkluderar en medveten anvdndning och utveckling av dessa procedurer (Baroody

m.fl., 2007).

En konceptuell kunskap kan knytas till en procedurell kunskap genom en metakunskap om de
metoder som anvédnds. Metakunskapen kan besté av sédvil den konceptuella kunskap som kréavs
for att konstruera en metod, eller gora ett metodval, som kunskap om hur metoden relaterar till
andra liknande metoder eller metoder som kan anvéndas i liknande situationer (Peled &
Zaslavsky, 2008). Kopplingar mellan procedurell och konceptuell kunskap styrs 1 hog grad av
den undervisning som bedrivs (Fan & Bokhove, 2014). For att erbjuda goda mdjligheter till
larande &r det centralt att en elev pd egen hand far féra resonemangen som krévs, snarare én att
bli presenterad for dessa (Fan & Bokhove, 2014; Norqvist, 2017). Det har visat sig mojligt att
utforma sekvenser av uppgifter som till stor del dr procedurella, men déar det dessutom stélls
krav pa reflektion kring de monster som uppstér i och med anvindningen av procedurerna
(Schumacher & Rezat, 2019). Till exempel kan vid ekvationsldsning varje steg av processen

jamforas med motsvarande aritmetiska operation (Linchevski & Herscovics, 1996).
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3 Ramverk

I detta kapitel presenteras de ramverk som legat till grund {o6r de fem studierna. Ett ramverk ger
stabilitet at en studie med definitioner av centrala begrepp och beskrivningar av hur olika
begrepp relaterar till varandra och kan synas 1 olika typer av data. Dessa beskrivningar ér tinkta
att fungera som ett stod for att forstd de analyser av data som gjorts, och de resultat som
genererats 1 relation till forskningsfrdgorna. For studie 1-3 handlar det bland annat om
distinktionen mellan arbete med rutinuppgifter och arbete med matematiska problem och
anvindandet av kreativa matematiska resonemang. Inledningsvis beskrivs resonemangs-
ramverket for elevers kreativa och imitativa resonemang som anvénts i studie 2 och 3. Dérefter
beskrivs uppgiftsramverket, och de modifieringar av resonemangsramverket som gjorts for att
genomfora analysen av uppgifter i studie 1 som rutinuppgifter eller matematiska problem.
Slutligen beskrivs utmaningsramverket tor konceptuella och kreativa utmaningar, som véxte

fram 1 studie 4 och 5.

3.1 Ett ramverk for analys av elevers resonemang

En elevs resonemang kan definieras som utfallet av den tankebana som antagits for att
formulera pastdenden och dra slutsatser (Gversatt frdn Lithner, 2008, s. 257). I resonemangs-
ramverket gors en distinktion mellan kreativa matematiska resonemang och imitativa
resonemang (Lithner, 2008). Resonemangen som avses utgdr en del av grunden till en uppgifts-
16sning och betraktas som individuella. Det innebdr bland annat att kategoriseringen av ett
resonemang beror pa relationen mellan en elev och en uppgift. Genom att fokusera pa de
argument som en elev anvénder for att motivera ett strategival eller en implementering gér det
att sérskilja kreativt matematiska resonemang frdn imitativa resonemang. Ett kreativt
matematiskt resonemang (Creative Mathematical Reasoning, CMR) karaktiriseras av tva
centrala aspekter. I) Resonemanget &r nytt, eller aterupptéckt, och II) Resonemanget bygger pa
argument for I6sningsmetodens giltighet, som tar stdd av, for uppgiften, visentliga matematiska
egenskaper (Lithner, 2008). Ett imitativt resonemang (IR) & andra sidan, bygger pa att en elev
imiterar en vélbekant eller tillgénglig 16sningsmetod eller algoritm, som véljs genom att endast
ytliga egenskaper 1 uppgiften beaktas. Det imitativa resonemanget kan kategoriseras ytterligare
genom att beakta varifrin 16sningsmetoden som eleven imiterar kommer ifran. I tabell 1

presenteras en sammanfattning av de olika typerna av resonemang.
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Tabell 1. Typer av resonemang (Lithner, 2008)

MR AR Lokalt Globalt
Bekant  Begrénsat Lotsat
Larare Elev Text

Antingen kan tillvdgagangssattet vara memorerat (MR) eller folja en algoritm (AR). Det
algoritmiska resonemanget kan antingen vara bekant, genom att en ytlig egenskap 1 uppgiften
gor det tydligt vilken algoritm som ska anvéndas, eller begrdnsat, sa att eleven kan prova négra
enstaka, tdnkbara algoritmer, eller /otsat, dér eleven far stod av en yttre kélla. Lotsningen kan
till exempel komma frén ldrare (ldrarlotsning) eller andra elever (eleviotsning), men dven fran
en laroboks genomgangar eller de tidigare 10sta uppgifterna i densamma (textlotsning). Att
ytliga egenskaper 1 en uppgift anvinds kan till exempel innebéra att ett nyckelord i uppgiften,
exempelvis ’skillnaden’, identifieras, och att uppgiften presenterar tva tal, dir det ena ar storre
an det andra, och kopplas samman med ett tillvigagangssatt, i detta fall subtraktion av det
mindre talet fran det storre. Kategorierna ir i teorin diskreta, &ven om elevers uppgiftslosning 1
praktiken sédllan bygger pa enbart en typ av resonemang. Det kreativa resonemanget dr globalt
om det omfattar de dvervigande och centrala delarna av 16sningen, medan det ses som lokalt

om l6sningen till storsta del bestdr av IR, men dven till mindre del utgdrs av CMR.

3.2 Ett ramverk for analys av uppgifter

Genom att anvidnda delar av resonemangsramverket dr det mojligt att sdga ndgot om de
uppgifter som en elev arbetar med. Vid analys av uppgifter, till exempel i en ldrobok, anvénds
(tdnkta) elevlosningar. Metoden har tidigare anvénts, exempelvis vid analys av universitets-
larobocker (Lithner, 2004) och provuppgifter pa gymnasiet (Boesen, Lithner & Palm, 2010;
Palm, Boesen & Lithner, 2011). Potentialen, eller risken for att en elev kan textlotsas av
laroboken till att anvdnda IR, kan studeras. Med tanke pd den samstdmmighet som ofta rdder
mellan ldrobokens och ldrares uppldgg av undervisningen (Jablonka & Johansson, 2010;
Schmidt m.fl., 2001; Valverde m.fl., 2002) ar det sannolikt att larares presentation erbjuder
elever liknande mojligheter att imitera (Bergqvist & Lithner, 2012). Uppgifterna kategoriseras
utifran de mojligheter att imitera en lamplig l0sningsmetod som finns. Genom att studera
relationen mellan 16sningsmetoden och den information som finns tillgénglig i laroboken kan
mojligheten till imitation bedémas. Antingen finns en hog korrelation (High Relatedness, HR)

mellan informationen 1 laroboken och en tinkt 16sning, och det betraktas som rimligt att en elev
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kan anvénda sig av ett textlotsat resonemang, eller sé finns ingen, eller en /dg korrelation (Low

Relatedness, LR), och en elev behover forlita sig pé ett kreativt matematiskt resonemang.

Beroende pa omfattningen av textlotsningen i l6sningen delas en lag korrelation upp 1 lokalt
och globalt 14g. En lokalt ldg korrelation (Local Low Relatedness, LLR) karaktiriseras av att
en stor del av 16sningen kan genomforas genom textlotsning, men dér inslag kraver att eleven
konstruerar delar av 16sningsmetoden, dér textlotsning inte ges. En globalt ldg (Global Low
Relatedness, GLR) uppgift karaktériseras av att en central och storre del av 16sningen inte kan

relateras till information i ldroboken och saledes att textlotsning inte dr mojligt.

3.3 Utvecklingen av ett utmaningsramverk

I tidigare forskning &r det svart att finna studier som presenterar analytiska ramverk for att
identifiera olika typer av utmaningar. Det finns exempel pa forskning diar utmaningar
exemplifieras och teoretiseras, men dar kriterier for olika kategoriseringar saknas (e.g.
Zaslavsky, 2005). Turner m.fl. (2013) har visat att det & mojligt att kategorisera uppgifter
utifran matematiska formégor med stod av ett ramverk. De har dven gjort kategoriseringar av
svarighetsnivda med viss framgéng. Resultaten jamfordes med andelen elever som ldste
uppgiften. Analysen sker séledes pd uppgifterna, och endast indirekt pd elevldsningar, men dir
en hog svérighetsniva var en forutségelse for att fa elever skulle 16sa uppgiften. Med andra ord
visar det att de identifierade hoga utmaningarna var oovervinnerliga for de flesta eleverna. Det
visade sig dock svérare for ldrare att anvanda ramverket én for de forskare som var trdnade 1 att

anvianda ramverket (Pettersen & Nortvedt, 2018).

Arbetet med utmaningsramverket har haft som utgangspunkt att dtminstone tvd tydliga
utmaningar dr rimliga att relatera till kreativa matematiska resonemang och till problemlsning
(Lithner, 2017). Genom definitionen pa CMR urskiljs tva tinkbara utmaningar, som inte ingér
1IR; en kreativ som har att gora med att konstruera en ny metod, och en konceptuell som bygger

pa den hinsyn till de 1 16sningen ingdende matematiska begreppen som dr nddvéndig.

Att skapa ett ramverk for att identifiera kreativa och konceptuella utmaningar har varit en
utmaning i sig. Flera aspekter har kridvt noggranna dverviganden, och ramverket dr dnnu inte
ett fardigt ramverk. Att skapa ett underlag for forstelse for det kreativa respektive det
konceptuella var inledningsvis ett stort arbete. Dérefter provades flera idéer som kndt samman

elevers arbete med uppgifter, med de utmaningar som de stilldes infor. Med stéd av
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karaktéristiken hos kreativa matematiska resonemang gjordes valet att beskriva den kreativa
utmaningen genom ett fokus pd huruvida losningsmetoden var ny for en elev eller inte.
Avseende den konceptuella utmaningen fanns behov av att ytterligare strukturera vad som
egentligen var utmaningen, och hur en diskrepans kan beskrivas. Stédet fanns i teorin om
begreppsbilder (Tall & Vinner, 1981) och inforandet av termen adekvat begreppsbild (adequate
concept image). En adekvat begreppsbild relaterar till den uppgift en elev arbetar med.
Sannolikt finns flera sétt att angripa uppgiften att skapa ett liknande ramverk, men en slutsats
som kunde dras av flera piloter och manga diskussioner, var att genom att beakta diskrepansen
mellan elevers tidigare erfarenheter och kunskaper, och det som krivs for att 16sa en uppgift,

kan en bild av utmaningarna askadliggoras.

3.4 Ett ramverk for att identifiera utmaningar vid problemlosning

Utmaningsramverket skiljer pa tva, vid problemldsning centrala utmaningar, en kreativ och en
konceptuell utmaning. Problemldsning bestar av att konstruera en for eleven ny l6sningsmetod,
vilket relaterar till den kreativa utmaningen. Det relaterar dven till att fora ett for eleven nytt
resonemang. Den konceptuella utmaningen relaterar till den andra aspekten av ett kreativt

matematiskt resonemang, att konceptuella hdnsyn tas.

Utmaningsramverket mojliggor att identifiera kreativa och konceptuella utmaningar i elevers
arbete med matematiska problem. Vid arbete med rutinuppgifter, da en elev anvander imitativa
resonemang finns per definition inga utmaningar. Metodvalet baseras dd pa mgjligheten att
imitera vilkédnda eller pa annat sitt tillgangliga 16sningsmetoder, och implementeringen kréver
inte att ndgra konceptuella aspekter behover beaktas. Centralt for ramverket dr diskrepans.
Genom att beakta diskrepansen mellan en, for en uppgift, tinkbar 16sningsmetod, och de
erfarenheter 1 relation till denna 16sningsmetod som en elev har beskrivs den kreativa
utmaningen. Den konceptuella utmaningen kan beskrivas som en diskrepans mellan en for
uppgiften adekvat begreppsbild och en framkallad begreppsbild. Da ingen diskrepans finns,

existerar inte heller nagon utmaning.
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4 Metoder och metodoverviganden

Initialt gjordes valet att studera elevers mojligheter att arbeta med problemldsning med tre olika
metoder. Forst genom att studera de uppgifter som finns i lirobocker, sedan genom att studera
de resonemang som elever anviander vid uppgiftslosning, och slutligen genom att studera

elevers uppfattningar om matematik och problemldsning.

For att ytterligare nyansera bilden av problemldsning har ett analytiskt ramverk utvecklats for
att identifiera de utmaningar elever mdter vid problemlosning. I utvecklingsprocessen
genererades data fran savél elever som ldrare for att fordjupa kunskapen om utmaningarna och
for att skapa underlag for en fortsatt utveckling av ramverket. Forst bestod data av elevers arbete
med matematiska problem och sedan larares beskrivningar av de utmaningar som de férvéntade

sig att elever skulle moéta. I tabellen nedan presenteras en dversikt av de fem studierna.

Tabell 2. Oversikt av studierna och de data som samlats in.

Studie Urval Datainsamling Data Analysmetod
1 Larobocker Uniformt uppgiftsurval med 5378 uppgifter Kategorisering av uppgifter
frén 12 stod av TIMSS rubriker for (uppgiftsramverk)
lander matematiskt innehall
2 15 elever Video och observation av 39 uppgifter Kategorisering av uppgifter
klassrumsarbete, fotografe- 86 elevldsningar och elevers anvénda resone-
rade uppgiftslosningar mang (resonemangs- och
uppgiftsramverk)
3 8 elever Video av pararbete 1 32 elevldsningar Kategorisering av elevers
4 uppgifter  grupprum (tdnka hogt), 8 intervjuer anvinda resonemang och
skriftliga uppgiftslosningar, uppfattningar (resonemangs-
video av minnesstimulerade, ramverk och tematisk analys)

enskilda intervjuer

4 12 elever Video av enskilt arbete i 72 elevldsningar Identifiering, kategorisering
7 uppgifter  grupprum (ténka hogt), 12 intervjuer och karaktérisering av
skriftliga uppgiftslosningar, utmaningar (utmanings-
video pé intervjuer ramverk)
5 15 larare Video av gruppintervjuer, 120 lérarlosningar med  Identifiering, kategorisering
8 uppgifter  skriftliga uppgiftslosningar utmaningsbeskrivningar och karaktérisering av ut-
med utmaningsbeskrivningar 5 gruppintervjuer maningar (utmanings-
ramverk)
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Avhandlingens empiriska validitet har stirkts genom att olika metoder anvénts for att undersoka
de overgripande fragorna (Esaiasson, Gilljam, Oscarsson & Wingnerud, 2007). De tre forsta
studierna hélls samman genom ett gemensamt begreppsramverk vilket skapar forutséttningar
for att gora overgripande tolkningar av resultaten med bibehallen begreppsvaliditet (Esaiasson
m.fl., 2007). P& motsvarande sitt utgdr de tva sista studierna fran ett gemensamt ramverk. I
avhandlingens inledande tre studier har dessutom ramverk och metoder som sedan tidigare ar
beprovade 1 flera studier, anvints (ex. Bergqvist m.fl., 2008; Lithner, 2003; Lithner, 2004;
Lithner, 2008; Palm m.fl. 2011; Sumpter, 2013). De operationaliseringar som gjorts har darfor

tidigare provats.

4.1 Urval

I avhandlingens samtliga studier har strategiska urval gjorts. Ett strategiskt urval kan begrinsa
mojligheterna att generalisera resultaten (Esaiasson m.fl., 2007). En grund for samtliga urval
har dock varit att genom tydliga begridnsningar och kriterier for urval skapa mdjligheter till en
god intern validitet, och att genom jamforelser dra slutsatser. Dessutom har urvalet baserats pa
att inkludera vanliga elever ur hédnseendet att de varken skulle vara tydligt lag-, eller
hogpresterande. Resultat som erhélls med ett strategiskt urval kan ses som exempel pé praxis,
och 1 detta fall som ndgot att beakta ndr matematikundervisning och matematisk kunskap
diskuteras. Urvalet av elevgrupper, elever och ldrare har i samtliga studier utom studie 4 gjorts
fran tvé eller fler skolor, och i samtliga fall fran flera klasser och program for att bredda urvalet,

och 0ka den externa validiteten (Esaiasson m.fl., 2007).

4.1.1 Urval for liiroboksanalys

Urvalet av larobocker for studie 1 begransades av sprakliga faktorer da det bedomdes onskvért
att all analys kunde goras av samma person, och utan att laroboken forst skulle tolkas 1 form av
en Oversittning. Det innebar att ldnder dir svenska eller engelska dr ett stort sprék i
undervisningen var aktuella. Ett mal med urvalet var samtidigt att kunna studera larobdcker
fran ldnder med bred geografisk spridning for att kunna siga ndgot om likheter och skillnader
mellan bocker fran olika delar av vérlden. Urvalet av larobocker for analys byggde pa en, for
varje land, vanligt forekommande ldrobok, vilket ytterligare indikerar att ménga elever och
larare anvénder boken i undervisningen i matematik. Skolpersonal, lararutbildare och forskare
med god insyn i skolan i Sverige, Finland, England, Skottland, Irland, Australien, Kanada,
USA, Singapore, Nepal, Indien, Tanzania och Sydafrika kontaktades. De ombads hédnvisa till
en eller flera for undervisningen pd gymnasieniva i landet vanligt férekommande larobocker,
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eller laroboksserier. I flera fall fick vi mer &n ett forslag pa larobok eller ldroboksserie. Dé
genomfordes en Oversiktlig undersdkning for att se huruvida det fanns tydliga skillnader 1
bockerna, avseende till exempel antalet uppgifter eller mangden 16sta exempel. I samtliga fall
visade det sig att de rekommenderade bockerna frdn varje land pad denna Gversiktliga niva
liknade varandra i hog utstrdckning. Valet av bok baserades da pa hur vil dess matematiska
innehdll stimde dverens med det som Onskades for analysen (ekvationer och uttryck, samt
omkrets, area och volym, se nedan). D& utbildningssystemen varierar en del med avseende pa
till exempel skolstart, antalet undervisningstimmar i olika arskurser och tematisering av
undervisningen krivdes ett visst spann i dlder och arskurs for att finna bocker med motsvarande
matematiskt innehdll. En alternativ metod for urval av vanligt forekommande ldrobdcker hade
till exempel varit att jamfora forsdljningssiffrorna. Det visade sig dock svart att fi ta del av
dessa siffror, varfor den beskrivna, alternativa metoden anvindes. Avseende urvalet av ldnder
och larobdcker for studie 1 bor det kunna betraktas som relativt brett, da ldinderna spanner dver
fem kontinenter och ldnder som presterar pd olika nivd vad giller internationella

jamforelsestudier som TIMSS (Mullis m.fl., 2012) och PISA (OECD, 2014).

For att 0ka forutsittningarna for en hog intern validitet (Esaiasson m.fl., 2007) och en mojlighet
att jamfora ldrobockerna med varandra valdes tva matematiska omrdden ut vars uppgifter
analyserades 1 respektive bok. Detta urval gjordes efter en oversiktlig genomgéng av samtliga
larobocker, med hjdlp av den struktur for matematiska omraden som TIMSS erbjuder (Mullis
m.fl., 2008). Ett omrade frin algebran och ett frdn geometrin valdes ut dé algebra och geometri
sags som centrala for matematikundervisningen péd gymnasiet internationellt. En ytterligare
precisering skedde genom att omraden som var gemensamma for samtliga larobdcker valdes
ut. Dessa var, for algebra, ekvationer och uttryck, och for geometri, omkrets, area och volym.
De avsnitt som 1 respektive bok hade huvudfokus pa ndgot av de nidmnda matematiska

omridena valdes ut for analys, och samtliga uppgifter i avsnitten analyserades.

4.1.2 Urval av uppgifter for elevlosning (och lirarreflektioner)

I tidigare studier (Sumpter, 2013) har elevers uppfattning i relation till deras resonemang och
uppgiftslosning undersdkts med ett urval uppgifter som var av rutinkaraktdr. Urvalet av
uppgifter for studie 3 tog stod av uppgiftsramverket for att finna vad som kunde vara ett
matematiskt problem for ett urval av elever. Da uppgifter fran andra killor 4n larobdcker blev
aktuella baserades urvalet dven pa forskarnas ldrarerfarenheter om vad som sannolikt kommer
att vara ett matematiskt problem. For att minska risken att uppgifterna behandlats i
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undervisningen valdes de frén tidigare nationella prov for den inledande och obligatoriska
forsta gymnasiekursen som samtliga elever i undersokningen liste. Urvalet utgick dessutom
frén att uppgiften bedémdes innehallsméssigt kunna tillhéra den inledande och obligatoriska
forsta gymnasiekursen som samtliga dessa elever liaste. Uppgifterna i studien valdes sa att
samtliga elever vid nagot tillfdlle skulle stota pd nagot som for dem var ett matematiskt problem.
Det bedomes som viktigt att finna en svarighetsniva som gjorde att det krivdes mer omfattande
reflektioner, som kunde generera data, men samtidigt inte var sé svart att de skulle ge upp sina

16sningsforsok (Kloosterman, 2002).

Urvalet av uppgifter for studie 4 baserades pé liknande kriterier som i studie 3, da vad som
kunde antas vara matematiska problem for eleverna i studien soktes. I tilldgg var det onskvért
att de matematiska problemen skulle innehalla olika nivéer av konceptuella och kreativa
utmaningar. For urvalet gjordes en preliminér analys av uppgifter med hjélp av ett utkast pa

utmaningsramverket och med en presumtiv elevs 16sning som underlag.

I studie 5 ateranvédndes flera av uppgifterna fran studie 4. Vissa uppgifter som genererat
liknande, eller mindre data, togs bort, och istdllet kompletterades urvalet med ett antal nya
uppgifter. For att 6ka mdjligheterna att finga nya aspekter av utmaningarna i lararintervjuerna
ingick dven uppgifter som bedémdes vara av rutinkaraktir, men ibland med andra svarigheter
an konceptuella och kreativa, sd som tekniska svérigheter. Genom att ateranvinda flera

uppgifter bedomdes validiteten stirkas.

I studie 2 skedde inget egentligt uppgiftsurval, utan de uppgifter som hanterades av de utvalda

eleverna blev istéllet aktuella for analys.

4.1.3 Urval av elever

I studie 2 gjordes forst ett urval av klasser och undervisningsgrupper som skulle besokas.
Urvalet bestod av grupper fran savil praktiska som teoretiska program med olika mycket
matematik i sin utbildning, for att kunna urskilja eventuella skillnader, och skapa ett bredare
underlag for att generalisera. Urvalet av elever inom respektive undervisningsgrupp gjordes
sedan under den pagéende lektionen, utifran kriteriet att det skulle vara ett par eller en grupp
elever som samarbetade kring uppgiftslosningen, och som ddrmed kommunicerade sina tankar

med varandra.
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I urvalsprocessen for studie 3 och 4 formulerades en Onskelista som kommunicerades med
matematikldrare som hjélpte till med att tillfridga lampliga elever. Genom att ha en relativt
homogen grupp elever kunde uppgiftsurvalet preciseras for att lagom utmanande uppgifter
skulle finnas. Da elever som ldser gymnasiets forsta kurs i matematik i hog utstrackning,
antingen misslyckas med att bli godkénda eller fir ett E, onskade vi for studie 3, triffa just
elever som ldraren beddomde, precis skulle kunna klara denna kurs. Att inkludera elever med
alltfor bristfélliga kunskaper 1 relation till kursens kunskapskrav bedémdes oka risken for att
inga data skulle genereras vid uppgiftslosningen. Genom de angivna kriterierna var tanken att
finna en homogen grupp elever som kunde representera en stor andel av eleverna i gymnasie-
skolan. Urvalet gjordes inom praktiska och teoretiska program men exkluderade elever som
laste pa de mest matematikintensiva utbildningarna. En ytterligare 6nskan var att ldraren skulle
formera elevpar som var vana att arbeta tillsammans. Tanken med att lata eleverna arbeta i par
var att det var ett for eleverna mer naturligt sétt att formulera sina tankar, att gora det for en
kamrat 4n for forskarna (Schoenfeld, 1985b). Att fa arbeta i par kan mdjligen skapa en viss
trygghet 1 situationen som gor att eleven 1 hogre utstrackning forhaller sig till uppgiftslésningen
pa ett naturligt sétt (Schoenfeld, 1985b), liknande det 1 klassrummet. I och med att det &r en
relation till sdvél uppgiften som kamraten, finns en rimlighet i att det 4r svarare att avvika fran
det normala dn om det bara var en relation till en uppgift. Ett tredje 6nskemaél var att eleverna
skulle kunna formulera sina tankar, framfor allt muntligt, for att pa sa sitt 6ka mdjligheterna
for att generera data utan att en forskare skulle behdva interagera med eleverna under uppgifts-

16sningen (Esaiasson m.fl., 2007).

For studie 4 soktes elever for enskild uppgiftslosning. En av anledningarna till att enskilt
uppgiftslosande nu valdes var att kunna fa en bild av hur data genererades genom “’tinka-hogt”-
tillfallen jaimfort med datainsamlingen i studie 3 som genomfordes med elevpar. For att kunna
identifiera de tillféllen d4 en elev stélldes infor en utmaning bedémes att en situation utan andra
element &n eleven, uppgiften och den passiva forskaren, var vérdefullt (Schoenfeld, 1985b).
Matematikldrare ombads vilja ut elever pa teoretiska program som forvintades vara
intresserade av och beddmdes ha formégan att kommunicera sina l16sningar och de resonemang

de forde da 16sningen skapades. Eleverna tillfragades om deltagande, och accepterade i samtliga

fall.
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4.1.4 Urval av lirare

Urvalet av ldrare for studie 5 kommer fran tre skolor i tvd kommuner. Tanken med att intervjua
larare var att fa vdrdefull information som kan utveckla forstédelsen for konceptuella och
kreativa utmaningar, och den karaktiristik utmaningarna har. Samtliga intervjuade lérare var

gymnasieldrare i matematik med flera ars undervisningserfarenhet.

4.2 Datainsamling

Med en genomténkt struktur och goda forberedelser minskar risken for att problem uppstér vid
datainsamling, och Okar reliabiliteten (Esaiasson m.fl., 2007). Vid samtliga datainsamlingar
fanns ett protokoll, anvisningar eller tydliga fragor som vigledde insamlingen. I flera fall har
pilotstudier genomforts och datainsamlingsmetoder reviderats for att till exempel béttre anpassa
intervjufragorna till operationaliseringen av de anvinda ramverken (Esaiasson m.fl., 2007). I
flera av studierna har olika typer av data samlats in, vilket gor det mojligt att 6ka den empiriska
validiteten (Esaiasson m.fl., 2007). Med avseende pa den forsta 6vergripande forskningsfragan
stiarks validiteten genom att datainsamlingen skett med avseende pa savél ldrobocker och
elevers uppgiftslosning (muntligt och skriftligt). Och med avseende pa den andra dvergripande
forskningsfragan genom datainsamlingar som inkluderar sévil elevers uppgiftslosning som

larares forvantningar pa densamma.

4.2.1 Datainsamling genom observation och video i klassrummet

Genom att anvinda observationer och video 1 klassrummet d& ordinarie undervisning bedrivs
kan man fa data som inkluderar de verkliga situationer som elever stélls infér och som
inkluderar de interaktioner de har med andra elever och med sin ldrare, vilket 6kar den
ekologiska validiteten (Robson, 2011). All fordandring 1 ett klassrum kan dock paverka skeendet
och en nirvarande forskare med en videokamera kan ddrmed riskera att inte fa se en helt naturlig
miljo (Robson, 2011). Det dr dock inte ovanligt att klassrum 1 den svenska skolan far besok och
manga elever ser det sannolikt som ett naturligt inslag med en besokare, dven om en video-
kamera kan vara mer ovanligt. Att dessutom bli introducerad av en ldrare kan skapa en
ytterligare legitimitet till besoket (Esaiasson m.fl., 2007). I studie 2, valdes i varje klassrum
elevpar eller mindre grupper ut for att bli filmade da den delen av lektionen som var vikt at
uppgiftslosning kommit igdng. Detta gjorde att det gavs en del tid 4t att bekanta sig med de
besokande forskarna och med tanken pa att det fanns en videokamera. Vid urvalet av grupp
beaktades mdjligheten att fa data, vilket medférde att par och grupper som hade en muntlig
dialog valdes ut. Reliabiliteten dr beroende, bland annat av att den data som samlas in &r
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tillrackligt tydlig (Esaiasson, 2007). Det dr svart att veta om de samtal som fordes var naturlig
och speglade en verklig klassrumssituation eller om forskaren och videokameran paverkade
skeendet (Robson, 2011). En indikation pé att eleverna snart kdnde sig trygga i situation och i
det ndrmaste glomde bort videokameran, var att eleverna valde att prata om vardagliga saker
savdl som matematiken. Den naturliga miljon som klassrummet med klasskamrater och larare
erbjod kan ha bidragit till att genererade data forhoppningsvis speglar en verklig bild. Att filma
kommunicerande elevpar eller grupper har i1 detta avseende visat sig kunna generera rika data

(Schoenfeld, 1985b).

4.2.2 Datainsamling genom video i grupprum

I flera av avhandlingens studier har det bedomts svérare att genomfora en datainsamling i klass-
rummet, trots de fordelar det kan ge, 1 och med att det 4r en naturlig milj6 for eleverna (Robson,
2011). D& urvalet av uppgifter varit vasentligt, 1 sdvél studie 3 som 4 kriavdes att elever togs at
sidan. Ett av skdlen var att matematiska problem inte &r ndgot som kan tas for givet i en vanlig
klassrumssituation. Detta innebar med andra ord en intervention som kan ha paverkat elevernas
agerande (Robson, 2011). En studie 1 klassrumsmiljo kan ha gett delvis andra resultat, da till
exempel kontext visat sig viktigt for individers uppfattningar (Francisco, 2013). Det har &dven
visat sig att till exempel en relation som den mellan elev och uppgift har stor betydelse for

kontexten, vilket kan minska betydelsen av den i1 6vrigt forandrade miljon (Schoenfeld, 1985b).

I studie 3 genomfordes uppgiftslosningen i par, dér elevernas matematiklérare valde elevpar
som var vana att arbeta tillsammans och med en liknande kunskapsniva, och dirmed, med storre
sannolikhet skulle fora en dialog med varandra och ge mdjligheter f6r en bra datainsamling.
Idén att lata eleverna arbeta i par bygger pa liknande argument som i den tidigare refererade
elevstudien dér eleverna befann sig i sina ordinarie klassrum. Det beddmdes viktigt att skapa
ett naturligt sitt for eleverna att samtala om de matematiska problem de métte, och att det da
skulle vara mer naturligt att gora s& med en kompis, 4n med en av forskarna. Genom att lata
elever prata med varandra istdllet for med en forskare minskas risken att de kénner en otrygghet

och att deras agerande péverkas (Schoenfeld, 1985b).

I studie 4 fanns ett eventuellt behov av interaktion mellan forskaren och eleven under uppgifts-
16sningen for att sikerstilla att erforderliga data erhdlls. Det var viktigt att utmaningarna fick
synas, vilket bedomningen var att de inte alltid gjort i tidigare studier dar resonemangen ibland
gatt snabbt i vixelverkan mellan tva elever. Déarfor genomfordes datainsamlingen med enskilda
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elever. En ytterligare anledning till att datainsamlingen denna ging skedde med enskilda elever
och inte som 1 tidigare studier med elever i1 par eller mindre grupper, var att kontrollera
metodens anvindbarhet. Skulle det g att fa eleverna att pa ett naturligt sitt 16sa uppgifterna
och samtidigt berédtta om hur de tinkte? De data som genererades och de resultat som sedan
erholls indikerar att savédl metoden med elevpar som den med enskilda elever &r tillimpbara. |
och med att studien ingér i en avhandling som &r del av en forskarutbildning var det ett lampligt

tillfalle att fa mojligheten att prova en delvis ny metod.

Dessa datainsamlingar gjordes i samtliga fall i elevens skola, i rum, i ndra anslutning till deras

ordinarie undervisning.

4.2.3 Datainsamling genom intervju

Intervjuerna som genomfordes med elever 1 studie 3 och 4 efterfoljde 1 samtliga fall de video-
filmade uppgiftslosningstillfdllena. Infor varje intervju hade en forsta, preliminidr analys
genomforts. Intervjun gick till stor del ut pa att skapa klarhet 1 de data som tidigare erhallits och
bekréifta den initiala analysen och att komma till ritta med eventuella oklarheter. Under
intervjuerna stimulerades elevernas minne genom att den tidigare datainsamlingen anvéndes
(sa kallad stimulated recall), vilket kan underlitta for eleven att aterge sina tankar i stunden for
uppgiftslosningen (O’Brien, 1993). Den priméra datakillan var séledes aldrig intervjuerna,
diaremot fungerade de som ett vardefullt inslag for att fortydliga och bekrifta det som syntes

vid uppgiftslosningen.

De ldrare som intervjuades i grupper om tre i1 studie 5 kdnde 1 samtliga fall varandra som
kollegor och det betonades innan och i inledningen av intervjuerna att studiens syfte var att
skapa en bittre forstdelse for de utmaningar elever moétte vid problemldsning, och att fokus var
pa uppgifterna snarare &dn pa de enskilda lararna. Ett sdtt att 1 datainsamlingen rikta fokus mer
mot uppgifterna och mindre mot enskilda ldrare, var att genomfora intervjuerna i grupp. En
forhoppning med detta var sdledes att 6ka validiteten. Intervjuerna var halvstrukturerade och
utgick frdn overgripande frdgor om elevers 16sning och utmaningar med respektive uppgift.
Dock genomfordes intervjuerna som ett samtal diar mycket utrymme ldmnades at lararnas
kommunikation med varandra. For varje uppgift inleddes samtalet genom en fraga om hur de
forvantade sig att elever skulle l6sa uppgiften. Nér detta betraktades som utrett vergick
samtalet till att handla om de utmaningar som lirarna forvintade sig att elever skulle stota pd 1
relation till de presenterade 16sningarna.
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4.2.4 Elevers och lirares skriftliga uppgiftslosningar

Som en del av de data som samlades in 1 studie 2, 3 och 4, fanns, savil elevers som ldrares
skriftliga 16sningar till uppgifter. I samtliga fall fanns filmat material som visade hur eleven
l16ste uppgiften, vilket var det primédra underlaget for att analysera de resonemang som fordes,
de uppfattningar som indikerades och de utmaningar som mottes. De skriftliga 16sningarna
fungerade som ett stdd i att tolka videofilmerna di kameran inte alltid fingade detaljerna i1 det
som skrevs. Dessutom anvindes dessa detaljer som en del av att stimulera minnet for eleverna

under intervjuerna i studie 4.

Liararnas uppgiftslosningar i studie 5 fungerade pa ett liknande sétt som ett underlag for att
senare tolka videofilmerna. Under gruppintervjuerna med ldrarna fick de en mdjlighet att
beskriva sina l6sningar och alltsa det sétt de forvéintade sig att en elev skulle 16sa uppgiften.
Ofta utgick samtalet frin dessa foreslagna losningar och ldrarna enades om en eller ett par (inte
sdllan sekvenserade) l6sningar som ibland modifierades under samtalet for att pd bésta sitt

beskriva en tankt elevlosning.

4.3 Vad analyser av uppgifter kan siga oss
I det hir avsnittet tinkte jag aterkomma till de exempeluppgifter som introducerades i
inledningen av texten, och beskriva vad olika analyser med anknytning till uppgifter kan séga

0OSS.

4.3.1 Liroboksuppgift med hog korrelation
I inledningen hénvisades till en uppgift som ingick i analysen av ldroboksuppgifter 1 studie 1

(se figur 7 nedan).

PPROBLEM SOLVING

: EXAMPLES  40. WATERLILIES The giant Amazon water lily

Tand2 has a lily pad that is shaped like a circle. Find
: on pp. 49-50 tl.1e circumference and area of a lily pad with a
! for Exs. 40-41 diameter of 60 inches. Round your answers to

the nearest tenth.

AR

‘&romelutor — for problem solving help at dlasszone.com

[\

A\
Figur 7. Exempeluppgift 1 (Uppgift 40 i avsnitt 1.7, fran Larson, Boswell, Kanold & Stiff, 2007, s. 54)
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Intill uppgiften finns en hénvisning (sida och exempelnumrering) till i boken tidigare 16sta

exempel, varav ett visas i figur 8.

ea of
LI Find the circumference and l .

PATCH You are ordering circular cloth patches your
uniforms. Find the approximate circum
 shown. 24

Figur 8. Losningsmall till exempeluppgift 1 (Fran avsnitt 1.7, fran Larson, Boswell, Kanold & Stiff, 2007, s. 54)

Uppgiften har av ldroboksforfattarna inkluderats som forsta uppgift i ett avsnitt med rubriken
”Problemlosning”. I analysen av uppgiften har hinsyn tagits till vilka metoder som eleverna
kan tdnkas ha tillgéngliga. I tidigare studier har det visat sig att en ldrares undervisning till stor
del baseras pa ldrobokens utformning (Schmidt, 2012; Pepin & Haggarty, 2001). S oavsett om
en elev bladdrar 1 boken for att finna metoder att anvidnda eller har hort det fran sin larare, ar
det rimligt att anta att elevens mojligheter att arbeta med matematiska problem kan virderas
utifran likheter och olikheter mellan en uppgift och vad en ldrobok i dvrigt tillhandahéller. I
analysen av uppgiften om néickrosbladet har hinsyn tagits till ett av de 16sta exempel som
presenterats ett par sidor tidigare i laroboken dér uppgiften gér ut pa att berdkna area och
omkrets pé ett tygmirke med angiven diameter. Det har beddmts som uppenbart att uppgiftens
16sning kan baseras helt och héllet pa det 16sta exemplets metod. Kopplingen tydliggors i detta
fall pé flera sdtt. Inte minst genom att det 16sta exemplet finns 1 nira anslutning till uppgiften, i
samma avsnitt. Dessutom ar fragestillningarna och den information som ges i uppgiften
desamma. For att gora det hela dnnu tydligare har laroboksforfattarna dessutom valt att intill
uppgiften ge en direkt hinvisning till det 16sta exemplet, sd att det ska vara enklare att hitta.
Uppgiften har darfor kategoriserats som en HR-uppgift (hog korrelation). For att istdllet ha
kunnat kategoriseras som till exempel en LR-uppgift (1&g korrelation) krdvs att ndgon del av

16sningsmetoden inte tidigare presenterats i ldroboken.

4.3.2 Ldroboksuppgift med lig korrelation
Ett exempel pd en uppgift dir en del av l6sningsmetoden inte har presenterats tidigare i

laroboken ar:
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”Ett jetplan hinner 7 900 km pa 6,5 h. Hur langt hinner det pa 6 h?” (Uppgift Sa
bland “tema”-uppgifterna i avsnittet ”’Stéll upp och tolka formler och uttryck”,
frén Alfredsson, Brating, Erixson & Heikne, 2011, s. 159).

Ett tankbart tillvigagangssétt for att 16sa uppgiften &r att forst berdkna hur ldngt jetplanet hinner
pa en timme (det vill sdga hastigheten i km/h) genom berdkningen 7900/6,5. Nista steg for att
finna svaret pa fragan dr att anvinda denna hastighet och tiden 6 h for att berdkna strackan.
Dessa biagge berdkningar, var for sig, att berdkna jetplanets hastighet, och att med hjélp av en
angiven hastighet och tid berdkna en stricka finns det mojlighet att imitera fran i boken tidigare
l16sta exempel. Daremot finns inget 10st exempel eller tidigare uppgift diar den overgripande
16sningsidén med tva delsteg anvdnds. Uppgiften kan 16sas pa ett flertal andra sétt sa som till
exempel genom att berdkna hastigheten och sedan prova sig fram till samma hastighet med
tiden 6 h, eller genom att dela upp strickan 7 900 km i 13 stycken halvtimmar {or att sedan
multiplicera den erhéllna straickan med 12 halvtimmar (6 h). Inte heller nigon av dessa 10snings-
metoder eller andra tdnkbara metoder kunde vid en dversyn av ldroboken finnas, vilket gjorde
att uppgiften kategoriserades som en LR-uppgift. Det bedomes att den del av 16sningen som en
elev skulle behdva konstruera sjilv var sé pass central att kategoriseringen var GLR (globalt

lag korrelation).

Genom att skaffa sig en helhetsbild av andelen uppgifter i en larobok som inte kan 16sas med
stod av tillgéngliga metoder, i detta fall textlotsning, kan man sdga ndgot om mojligheterna att

arbeta med problemldsning.

4.3.3 Imitativt resonemang
I studie 2 analyserades de resonemang som elever forde dé de 16ste 1droboksuppgifter liknande
den om nickrosbladet ovan. Elevens resonemang kategoriserades utifran hennes faktiska

agerande. Om en elev till exempel, utan att bladdra 1 boken, sedan tidigare kénner till att den
hir typen av uppgifter kan 16sas genom att berdkna r = g, och anvinda formeln 4 = 7 - 12,

anvinds ett bekant AR (algoritmiskt resonemang). Den mdgjlighet att imitera laroboken och
textlotsas 1 sitt resonemang som en elev har, kan jimforas med om motsvarande lotsning
erbjudits fran en larare (lararlotsat AR) eller en annan elev (elevlotsat AR). I andra fall kan en
elev ha uttalat att hon tror sig veta att arean berdknas, antingen genom att anvdnda nagon av
formlerna A=m-2 7 eller A =m-d, eller med formeln A = 7 - r2. Eleven fortsitter sitt

resonemang genom att forst prova (den inkorrekta) formeln A= m - d och jamfor sitt resultat
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med det facit som finns ldngst bak i boken. Da svaret inte stimmer provar hon istdllet den andra
formeln, vilken visar sig ge ett svar som dverensstimmer med facit. Eleven anvénder sig i detta

fall av ett begrinsat resonemang.

4.3.4 Resonemang och en uppfattning om osikerhet
Den tredje uppgiften som jag valt for att exemplifiera analysen av uppgifter ar en uppgift som

ingick 1 savél studie 3, 4 som 5.

Vilket av foljande uttryck motsvarar figurens omkrets?
a+b 2a+2b Ja+2b 3a+3b 4a + 2b

Motivera ditt svar.

Figur 9. Exempeluppgift 3 (Uppgift fran Nationella kursprovet i Matematik, kurs A, vt 2010, del |, Skolverket,
2010, s. 3)

I studie 3 16ste elever uppgiften i par och dir framkom bland annat att vissa elever garna soker
sig till vdlbekanta metoder hellre &n forlitar sig pa sin egen forméga att utforska matematiken
och konstruera en egen metod. Detta visade sig tydligt nér en elev som vi valt att kalla Leila,
tillsammans med sin kompis tar sig an uppgiften. P4 denna uppgift liksom flera av de andra
uppgifterna som Leila och hennes kompis forsokte 16sa, var Leila tydlig fran borjan med att
hon inte visste hur man skulle gora, och att hon inte férstod. Hon uppvisade en osdkerhet pé sin
egen formaga. Den fOrsta slutsatsen som dras &r att svaret bor vara 2a+2b. Figuren liknar en
rektangel och det dr en for dessa elever vilbekant figur. En rektangels omkrets dr breddenx2 +
héjdenx2, dvs 2a+2b i detta fall. Leila forvintar sig att uppgifter ska kunna 16sas genom att
anvinda vilbekanta metoder. I den efterfoljande intervjun betonar Leila att hon strévar efter
ett enkelt och vélbekant sétt att 16sa uppgiften pa. Leila tvekar dock i detta fall, och bdrjar
fundera pd om inte “inbuktningarna” borde pdverka omkretsen. Elevparet resonerar lite fram

och tillbaka innan Leila pa ett helt korrekt sétt beskriver for sin kompis att omkretsen ju borde
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vara 4a+2b. Leila beskriver att hon ser att hon kan ligga samman djupet pa respektive
inbuktning och pa sa sétt fi ett a’, och att lingden ’b’ skapas genom att rektangeln gors hel av
inbuktningarnas botten. Det rdder dock fortfarande en viss osédkerhet kring 16sningen, och Leila
far vare sig medhéll eller mothugg frdn sin kompis. Efter en kort stund avgor trots allt Leila
tillsammans med sin kompis att det nog dr 2a+2b som &r svaret dnda. Séttet som Leila hanterar
uppgiften dr intressant ur flera perspektiv. Inledningsvis verkar det falla sig naturligt att anvinda
en vilbekant metod for att 16sa uppgiften (s som 1 detta fall metoden for att berdkna en
rektangels omkrets). Leila har en bild av att omkretsen &r en figurs alla sidor adderade, vilket
gor att hon funderar pa hur inbuktningarna kan beaktas i metoden. Trots att hon sedan genomfor
ett korrekt CMR (kreativt matematiskt resonemang) och drar en korrekt slutsats beslutar hon
sig dnd4, tillsammans med sin kompis for att svara 2a+2b. Det sista kan bero pa en osédkerhet
kring den egna formagan att resonera matematiskt utan att aterskapa tidigare vélkédnda metoder,

och kanske pa en viss otrygghet i begreppet omkrets.

4.3.5 Konceptuella och kreativa utmaningar

Samma uppgift ingick dven bland de uppgifter som eleverna i studie 4 fick 16sa. D& med ett
fokus pa att identifiera de utmaningar eleverna métte. I hédlften av elevernas arbete med
uppgiften kan en konceptuell utmaning identifieras som har att géra med elevernas begrepps-
bild av omkrets. Den framkallade bilden &r inte tillrdcklig for att se att samtliga sidor (dven
inbuktningarna) ér en del av figurens omkrets, oavsett om man i sin 16sning viéljer att flytta runt
delytor eller sidor. Trots att begreppet omkrets dr nagot som de flesta av dessa elever troligen
arbetat med 1 olika former sedan manga ér tillbaka blir de alltsé osdkra da de behover anvénda
begreppet 1 en ny situation, med en obekant figur. Flera av eleverna uttrycker tydligt under
uppgiftslosningen eller i den efterfoljande intervjun att de vet att en omkrets ar figurens alla
sidor adderade. Flera elever tvekar dock da de som en del av sin 16sning modifierar figuren
genom att flytta sidor och delytor for att se figuren pa ett nytt sitt. I vissa fall hamnar dé vissa

ursprungliga sidor inuti figuren, som i figur 10 nedan.
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Figur 10. Del av elevldsning till exempeluppgift 3 fran Nationella provet 2010.

Fragan som flera elever da stéller sig 4r om dessa sidor bor inkluderas 1 omkretsen eller inte.
Under uppgiftslosningen och 1 intervjuer framgér det att eleverna fokuserat pa att arean &r
densamma i den modifierade figuren, och att d& dven omkretsen borde vara densamma. En
osdkerhet visar sig kring om omkretsen verkligen alltid berdknas som ldngden av alla en figurs
sidor adderade, eller om det &r sd att omkretsen inte fordndrats genom figurmodifieringen. Da
utmaningen som dessa elever méter beror pa en elevs (avsaknad av) forstéelse for och forméga
att anvénda sin kunskap om ett begrepp, i detta fall omkrets, bedoms det vara en konceptuell
utmaning. Utdver denna utmaning identifierades dessutom i elva av tolv elevers arbete en
kreativ utmaning. Eleverna hade ingen given metod att f6lja utan tvingades skapa en 16snings-
metod pé egen hand. Flera elever uttryckte under uppgiftslosningen och i intervjuer att de i
vanliga fall kunde anvédnda en formel for att berdkna omkretsen, eller utgd fran en figur dér
samtliga sidor hade en angiven langd och addera dessa. Flera beskrev att obekanta figurer oftast
hingde ithop med areaberdkningar, vilket kan forklara sittet som flera angrep uppgiften pé

(genom att flytta och ha fokus pa delytor, snarare dn sidor).

Resultaten frén studie 4 bekréftas till viss del av de resultat som framkommit genom att lirare
intervjuats kring forvéntade elevutmaningar i uppgifter i studie 5. Lararna var 6verens om att
forstaelse for omkrets var centralt for att 16sa uppgiften och flera forvéntade sig att elever skulle
ha svarigheter likt de som beskrivits tidigare. Framfor allt betonade dock ldrarna att uppgiften
var utmanande genom att eleverna stotte pd en ny figur och for att 16sa uppgiften, istéllet for att
rdkna, tvingades ”se 1 bilden” (att de sidorna i de bigge inbuktningarna parvis utgor varsitt ’a’).
Sattet som denna utmaning beskrevs pa av ldrarna varierade en del. Vissa jimforde den med
séttet som en kreativ utmaning ar definierad pa, och med att konstruera en ny 16sningsmetod.
Andra beskriv utmaningen som nagot kopplat till en medfodd talang for att ’se”, snarare dn en

formaga som genom 6vning kan utvecklas.
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4.4 Analys och anvindning av ramverk

Ramverket for imitativa och kreativa resonemang (Lithner, 2008), utgoér grunden for de analys-
metoder som anvants 1 studie 1-3. Utdver detta har dven, i studie 3, Sumpters (2013) definition
av indikationer pa uppfattningar anvénts vid analysen. En styrka med dessa studier dr att
beprovade (i ex. Bergqvist m.fl., 2008; Lithner, 2003; Lithner, 2004; Lithner, 2008; Palm m.fl.
2011; Sumpter, 2013), om an delvis modifierade, ramverk och analysmetoder anvénts.
Begreppsvaliditeten stirks genom att systematiska fel undviks under operationaliseringen av
ramverket (Esaiasson, 2007). Tidigare studier har visat att det & mojligt anvinda begreppen
och analysmetoderna, med dess teoretiska grund for att svara besvara liknande forskningsfragor
som de i avhandlingens studier. Genom att dessutom anvénda olika datainsamlingsmetoder for
att unders6ka en Overgripande fridga med samma eller liknande analysmetoder stirks en
empirisk validitet (Esaiasson, 2007). Resultatvaliditeten péaverkas, forutom av begrepps-
validiteten, av reliabiliteten, det vill sdga tillforlitligheten i analyserna (Esaiasson, 2007). Inter-
kodarreliabilitet kan anvéndas som ett métt pa tillforlitligheten i en analys. Inom ramen for varje
studie har flera personer haft insikt i, och deltagit mer eller mindre aktivt i analysarbetet. I pilot-
studier och under de initiala faserna av analysarbetet har interkodarreliabiliteten beaktats for att

indikera ett behov av att utveckla och fortydliga analysmetoden.

I studie 4 och 5 utvecklas ett ramverk for analys av elevutmaningar vid problemldsning.
Ramverket har sin utgangspunkt i att tidigare forskning har visat att konceptuella och kreativa
utmaningar utgdr en visentlig del av elevers problemlosning. Ramverket grundar sig bland
annat pa teorin om begreppsbilder. Avgorande for att 6ka, framfor allt begreppsvaliditeten for
dessa studier blir att lyckas beskriva ramverket och analysmetoden med tydlighet och
transparens. For att lyckas med detta krévs att savdl de begrepp och teorier som anvinds &r
tydligt beskrivna, som att operationaliseringen framgar med samma tydlighet (Esaiasson,
2007). En avvagning mellan, & ena sidan, en omfattande text dér till exempel analysprocessen
beskrivs detaljerat, och en mindre omfattande text som riskerar att ha lagre begreppsvaliditet,
maste goras. Inom ramen for arbetet med avhandlingen har valet gjorts att, studie 4, mest
lampligt ar relativt omfattande, for att kunna beskriva sdvél uppbyggnaden av ramverket som

operationaliseringen av detsamma.
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4.4.1 Ldroboks- och uppgiftsanalys

Metoden som anvéndes for att analysera uppgifterna i larobocker i studie 1 och 2, baserades pa
de metoder som anvénts i tidigare studier (Lithner, 2004; Palm, Boesen & Lithner, 2011).
Tankta elevldsningar jamfordes med den information som presenterats tidigare i laroboken,
eller som anvints vid 16sningen av foregdende uppgifter. Informationen i en ldrobok bestar till
exempel av losta exempel, faktarutor, definitioner och sammanfattningar. Léroboken anvéndes
som ett sitt att beskriva undervisningen (Schmidt m.fl., 2001; Stein, m.fl., 2007). Initialt
undersoktes informationen som fanns 1 nira anslutning till uppgiften, i samma avsnitt. I de fall
dé informationen inte fanns i samma avsnitt som uppgiften krivdes ytterligare karaktéristik som
sammankopplade uppgiften med informationen och gjorde det rimligt att en elev anvénde den.
Exempel pa saddan karaktiristik dr liknande kontext, figur eller nyckelord (Palm m.fl., 2011). I
exemplet i avsnitt 4.3.1 fanns informationen i samma avsnitt, men dessutom fanns hdnvisningar

som gjorde information tillgénglig for en elev.

Vissa delar av 16sningsmetoderna betraktades som elementéra och siledes inte som situationer
dir kreativa resonemang skulle krdvas. Till exempel kan den minirdknarhantering som
sannolikt anvénds for att genomfora berdkningen av arean i uppgiften (avsnitt 4.3.1) betraktas
som elementir. Dessa avviganden gjordes hela tiden i relation till den tiankta malgruppen,
gymnasieelever. Vad som kan betraktas som grundliggande dr i hog grad en frdga pa
individniva, men dér generella grupperingar kan ge viss végledning. En uppfattning om vad
man i relation till en sddan gymnasieelev i respektive land kunde bedoma som grundldggande
kunde ofta styrkas av sittet pa vilket boken hanterade det matematiska innehallet. Samtidigt
som det kan ses som en styrka att den som analyserat ldrobdckerna har sjutton ars erfarenhet
frdn undervisning pé framst gymnasieniva, sa finns en risk att forskarens tidigare erfarenheter
paverkar den analys som gors och de slutsatser som dras. Risken kan minimeras genom att
strdva efter en hog begreppsvaliditet ddr operationaliseringen av ett ramverk ar tydliggjord
(Esaiasson, 2007). Initialt jamfordes huvudforfattarens analys med medforfattarnas, och en

interkodarreliabilitet pa 98 procent erhdlls.

4.4.2 Analys av elevers resonemang
For att fanga en elevs resonemang har i studie 2 och 3 elevers 16sningar till uppgifter beskrivits
med en struktur bestdende av fyra steg.

1. Eleven méter en (del)uppgift
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2. Strategival (i en bred mening dér att minnas, lata sig guidas och konstruera dr exempel).
En strategi kan svara mot hela uppgiften, sdvil som mot en liten del av den. Kopplat till
strategivalet kan finnas ett argument for varfor strategin kan anvédndas for att 16sa
uppgiften.

3. Strategiimplementering. Denna fas kan kopplas till argument for varfor strategin
faktiskt fungerade i detta sammanhang.

4. Slutsats

En 16sning till en (del)uppgift dr nddvindigtvis inte komplett eller korrekt, men kan trots detta
betraktas som en 16sning. En slutsats kan leda till att en ny deluppgift méts och att strukturen
aterupprepas med nya val och implementeringar. Karaktiriseringen av elevers resonemang
bygger pa en analys av de explicita och implicita argument som synliggjorts med stod av
16sningsstrukturen. Att en elev, som i uppgiften i avsnitt 4.4.3, uttalar att hon tror sig veta hur
arean berdknas, ér ett exempel pé ett explicit argument som indikerar att bekant AR anvinds. I
studie 2 da data samlats in i klassrumsmiljo, och eleverna inte ombetts att uttryckligen uttala
alla sina argument for metodval, kunde analysen istéllet utgé fran ett implicit argument. Ett
exempel pa ett implicit argument for att 14ta sig lotsas av en kamrat kan besta av fragan till

kamraten och faktum att sedan den foreslagna metoden anvénds i sin helhet.

Tre vésentliga aspekter har varit centrala for att sérskilja ett kreativt matematiskt resonemang
frén andra resonemang;:

1. Den l6sning som beskrivits dr for eleven ny (eller glomd och éterskapad)

2. Det finns argument (explicit eller implicit) som motiverar strategivalets rimlighet

3. De argument som anvédnds baserar sig pa, for uppgiften, relevanta matematiska

egenskaper

Beroende pa i vilken omfattning eleven anvént sig av CMR 1 16sningen kategoriserades det som
antingen globalt, eller lokalt. Om ett resonemang inte kunde kategoriseras som CMR,

kategoriserades det istdllet som niagon av typerna av ett imitativt resonemang.

Trots att eleverna i svil studie 2 som 3 arbetade i par eller mindre grupper visade det sig mojligt
att sdrskilja elevernas resonemang fran varandra, och se de enskilda elevernas resonemang var

for sig. Genom att dessutom eleverna (eller ldrarna) i studie 2 sjélva fick vélja uppgifter de
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skulle arbeta med fick vi reda pa vilka uppgifter som i ldroboken som frimst anvéndes i

undervisningen.

4.4.3 Analys av indikationer pa elevers uppfattningar

For att studera elevers uppfattningar som 1 studie 3, anvindes en metod som tidigare anvénts
av Sumpter (2013) 1 relation till rutinuppgifter. En tematisk analys (Braun & Clarke, 2006)
anvindes for att identifiera och kategorisera elevers uppfattningar med syfte att undersoka
relationen mellan elevens uppfattningar och resonemang. Likt ett resonemang blir inte sjélva
uppfattningen synlig utan analysen bygger pé indikationer pa uppfattningar. Dessa kan visa sig
1 form av explicita uttalanden fran uppgiftslosningstillfillet, intervjun eller i elevens skriftliga
redovisning av sin 16sning. Eleven i exemplet 1 avsnitt 4.3.4 séger flera gdnger saker 1 stil med:
”sadant hér vet jag inte hur man gor”. En indikation pd en uppfattning kan dven vara, till
exempel en gest eller en suck, som kan kopplas till och forstirka andra uttalanden och
beteenden. Det kan vara svart att bekréfta ett orsakssamband mellan en uppfattning och vad en
elev sédger eller gor (Callejo & Vila, 2009), inte minst da uppfattningarna ska kategoriseras
(Speer, 2005). Genom att betrakta elevers uttalanden, gester och andra beteende som
indikationer pa uppfattning finns en mdjlighet att se samband mellan dessa indikationer och
specifika ageranden (Sumpter, 2013). Den data som analyserades var sdvil det eleverna gjorde
och sa da de loste uppgifterna, deras skriftliga I6sningar, samt det de sa vid de efterfoljande
intervjuerna. Med stod av flera typer av data ges battre forutséttningar att finga, i detta fall
elevers uppfattningar (Robson, 2011). Elevernas uppfattningar kan fingas i savél uppgifts-
l6sningen som 1 intervju, vilket kan ses som nagot som stérker validiteten (McLeod, 1989;
Robson, 2011). Genom att utga fran en tidigare anviand metod och jobba deduktivt utifran tre
fordefinierade teman stérktes validiteten ytterligare. Da det visat sig svért att genomfora en
analys av uppfattningar med hog validitet (Op’t Eynde m.fl., 2002) genomfordes hela analysen
av tvd forskare, som genom diskussioner erholl samstimmighet 1 samtliga fall. De

kategoriseringar som gjordes indikerar en inriktning pa de uppfattningar eleverna hade.

4.4.4 Analys av utmaningar och dess karaktiristik

I studie 4 analyserades elevldsningar (sdvil det som eleven presterade skriftligt som det som
eleven uttryckte muntligt vid uppgiftslosningen) for att skapa en bild av en elevs tidigare
erfarenheter och begreppsbild. Det en elev gor och séger antas kunna forklaras delvis av hennes
begreppsbild (Bingobali & Monaghan, 2008). I data fran elevers uppgiftslosande indikerade

tvekan eller anstrangning en mdjlig utmaning. Detta kunde innebéra langre sdvil som kortare
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tidssekvenser. En beskrivning av elevens 16sning i linje med strukturen presenterad i avsnitt
4.4.2 anvéndes for att savél gjorda strategival och implementeringar som argumenten for dessa
skulle bli tydliga. De deluppgifter dir eleven visat tvekan eller anstringning fokuserades 1i
resterade analysarbetet, utan att skilja dem helt fran uppgiftens fragestillning och en eventuell,
nddvéndig 16sningsidé. Elevens tidigare erfarenheter beskrevs med stdd av hennes uttalanden
och handlingar vid uppgiftslosningen. De erfarenheter som var relevanta for Idsningsmetoden
skrevs fram. Darefter beskrevs en for uppgiften tinkbar 16sningsmetod. Den tédnkbara 16sningen
byggde pa elevens arbete och kompletterades vid behov for att den tdnkbara 16sningen skulle
bli komplett och korrekt. I ndsta steg jimfordes elevens erfarenheter med den tdnkbara
16sningen. En kreativ utmaning beskrevs som den eventuella diskrepans som kunde
uppmarksammas. Pé ett motsvarande sitt beskrevs och jamfordes sedan elevens begreppsbild
och en for uppgiften adekvat begreppsbild. Pa sa sitt beskrevs en konceptuell utmaning som
den eventuella diskrepansen mellan elevens begreppsbild och en adekvat begreppsbild. I de fall
dé en indikation pd en utmaning inte kunde kopplas till vare sig en kreativ eller en konceptuell
utmaning, beskrevs elevens svarigheter pd ett mer allmént sitt. I relation till dessa utmaningar
och analysen av flera elevers arbete med olika uppgifter tydliggjordes viss karaktaristik pa dessa
utmaningar. Detta skedde genom induktiv, tematisk analys for att finna monster och

karaktéristik vdsentlig i relation till studiens fokus pa problemlosning (Braun & Clarke, 2006).

I studie 5 utgick analysen fran de tédnkta utmaningarna som ldrarna beskrev i relation till de
tankta elevlosningarna. Séttet som varje utmaning beskrevs pa analyserades for att identifieras
som antingen en kreativ, en konceptuell eller annan utmaning. For att en utmaning skulle
kategoriseras som konceptuell krdvdes att lararna tydligt kopplat elevens svérighet 1 en situation
till ett begrepp 1 vid bemaérkelse (se avsnitt 3.6.1). Ett exempel pa detta finns 1 avsnitt 4.3.5 dér
lararna beskriver utmaningen som att eleverna kommer att vara osikra pa vad som avses med
omkrets i relation till en figur och en modifiering av figuren. Hanvisningen till begreppet
omkrets gor att kategoriseringen kan bli att utmaningen ar konceptuell. En kreativ utmaning
kategoriserades pa motsvarande sétt genom att lirarnas beskrivning kunde kopplas till en ny
metod eller delmetod eller till konstruktionen av en del av 16sningen. I exemplet i avsnitt 4.3.5
beskriver ndgra av ldrarna utmaningen som att elever kan 1dsa sig vid en metod och ha svart
med att hitta en alternativ metod. Lérarna kopplar detta till den delvis nya situationen som den
for eleverna nya figuren innebér och att detta kriver ett nytt tankesitt. I de fall da en utmaning

inte kunde kategoriseras som vare sig kreativ eller konceptuell beskrevs den énda for att kunna
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inga i ndsta steg av analysen. Som underlag for analysen anvindes sévil de utmaningar som
lararna beskrivit 1 sina anteckningar infor intervjun och ofta anvdnde som utgdngspunkt i
intervjun, som de utmaningar som beskrevs som en f6ljd av intervjun. Analysen av var och en
av gruppintervjuerna anviandes sedan som underlag for en tematisk analys for att finna

gemensamma drag i sdttet som utmaningarna beskrivits (Braun & Clarke, 2006).

4.5 Etiska overvaganden

Vetenskapsradets principer for god forskningssed har genom hela arbetet med avhandlingens
studier varit vigledande (Vetenskapsradet, 2011; 2017). I vissa fall finns det lagar att folja
medan det 1 andra handlar om moraliska stéllningstaganden. En lag giller under faststéllda
forutséttningar, till exempel avseende rum eller tid. Moraliska frdgor ddremot kréver en inre
argumentation utifrdn de virderingar som finns (Vetenskapsradet, 2017). Varje individ har en
inbyggd moral, som visar sig genom handling. Etiken dr den medvetna, reflekterade och
motiverade moralen (Vetenskapsradet, 2017). Om moralen &r praktiken si &r etiken den
formulerade teorin (Vetenskapsradet, 2017). En central etisk avvigning dr den mellan
forskningskravet, det vill sidga, kravet frin samhillet att forskningen pd nagot sétt forbéttrar
forutséttningarna att leva, verka och utvecklas, och individsskyddskravet, som innebér att ingen
ska komma till skada pd grund av forskningen (Vetenskapsradet, 2017). I all forskning som
involverar ménniskor finns en risk att forutsittningar fordndras pa ett sddant sitt att individer
tar skada. Etiska overvidgningar handlar om att i relation till forskningskravet minimera dessa

risker, samt skapa en forstéelse for forskningen.

I studie 2-4 har elever studerats med fokus pa deras uppgiftslosning. I studie 3 har dessutom
sattet som larare eventuellt paverkar elevers uppgiftslosning undersokts. I studie 5 har larare
intervjuats med samma fokus, pd elevers uppgiftslosning. Inte i ndgon av dessa studier har
beddmningen gjorts att ndgon etikprovning kriavts. De kinda riktlinjer som finns for hantering
av personuppgifter vid Hogskolan Dalarna har beaktats (Hogskolan Dalarna, 2019). Till
exempel finns krav pd att insamling av personuppgifter kraver ett bestimt dndamal, att endast
det som behdvs for &ndamadlet behandlas och att tillrackliga atgérder vidtagits for att skydda
uppgifterna. Inga kénsliga personuppgifter behandlas och inga metoder har anvénts med avsikt
att paverka de medverkande, vare sig fysiskt eller psykiskt. All insamlad data har forvarats pa
en extern harddisk som anvénts endast utan uppkoppling till internet. Infor varje datainsamling

har de medverkande fétt information om studiens syfte och genomforande, hanteringen av data
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och konfidentialitet, att deltagande &r frivilligt och att deltagaren har valet att nér som helst
avbryta sitt deltagande och att insamlad data da raderas. Deltagarna har fatt kontaktuppgifter
till ansvarig for datainsamlingen och en mojlighet att i efterhand fa ta del av framkomna resultat.
Samtliga deltagande elever och ldarare har fatt skriva under ett skriftligt medgivande till
deltagande i studien. I de texter som behandlar information om deltagarna har i samtliga fall

pseudonymer anvénts for att referera till specifika deltagare.

I urvalet av ldrobocker for studie 1 har skolpersonal och forskare i de olika ldnderna tillfrdgats
om vanligt anvinda ldrobocker i respektive land. Dessa personer har inte haft ndgon kénd
koppling till laroboksforlag och har inte heller fitt ndgon erséttning for den hjélp de bidragit

med.

Samtliga fem studier har genomforts inom ramen for forskarutbildningen. Den forsta halvan av
forskarutbildningen genomfordes som sa kallad kommundoktorand, dir Hudiksvalls kommun
bidragit med 16n under studietiden. Den andra halvan av forskarutbildningen har genomforts
som doktorand, anstidlld av Hogskolan Dalarna. De samarbeten kring respektive studie som
funnits redovisas 1 avsnittet ”Avhandlingens fem studier”. Finansieringen av forskarstudierna
och samarbeten med andra forskare har inte inneburit att resultat eller slutsatser paverkats eller

att tillgdngen till forskningen pé nagot sétt begrinsats.
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5 Kortfattat om resultaten fran de fem studierna

Genom en syntes av avhandlingens fem studier besvaras de tvd &vergripande
fragestillningarna. En sammanfattning av respektive studie, med ett fokus péd resultat och

slutsatser utgor underlag for syntesen.

5.1 Sammanfattning av studie 1

Med tanke pa larobdckers centrala roll i undervisningen (t.ex. Schmidt m.fl., 2001) var studiens
syfte att undersdka hur ett urval internationella lirobocker forhéller sig till den centrala roll,
formagor som problemlosning och matematiska resonemang har, 1 beskrivningen av
matematisk kunskap i internationella styrdokument (t.ex. Skolverket, 2011a; Boesen m.fl.,
2014). Mer specifikt undersoktes i vilken omfattning ldrobockerna erbjuder elever uppgifter dir
16sningsmetoden inte finns tillgdnglig i boken (LR-uppgifter), och var i bokens struktur dessa
uppgifter aterfinns. Det handlade séledes, kortfattat om att undersdka vilken potential léro-
bocker 1 Sverige och internationellt har med avseende pa att erbjuda elever mojligheter att
arbeta med matematiska problem och konstruera egna losningar, baserat pa matematiskt
grundade resonemang. Detta stills i relation till rutinuppgifter dir det &r mdjligt att imitera
tillgéingliga metoder/algoritmer. Over 5700 uppgifter fran lirobdcker fran tolv olika linder, pa

fem kontinenter analyserades.

Resultatet frin studien visade att andelen HR-uppgifter (hog korrelation) i liromedlen frén tolv
lander &r liknande, och i jimforelse med LR-uppgifter (1ag korrelation), mycket hog. Andelen
GLR-uppgifter (globalt lag korrelation) 1 ldrobdckernas algebraavsnitt var i genomsnitt 8
procent, 12 procent var LLR-uppgifter (lokalt lag korrelation), och 81 procent var HR-
uppgifter. Andel LR-uppgifter var nigot hogre for geometriavsnitt &n for algebraavsnitt.
Motsvarande andelar for geometriavsnitten var 12, 17 respektive 71 procent. I den svenska
laroboken var andelarna 11, 15 och 74 procent for algebra, och 20, 15, 65 procent for geometri.
Andelen LR-uppgifter var som ldgst bland de uppgifter som inleder varje nytt avsnitt i boken,
och som 1i flera ldrobdcker bendmnts som enklast. Bland dessa uppgifter utgjorde GLR-
uppgifterna 4 procent, LLR-uppgifterna 8 procent, och HR-uppgifterna 88 procent. Inte heller
1 uppgiftssamlingar under rubriker som ’problemldsning’ eller utforska’ fanns en 6vervigande
del LR-uppgifter. Till exempel hade *problemlosning’ 31 procent LR-uppgifter, och ’utforska
och upptick’ hade 32 procent LR-uppgifter.
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Dessa resultat indikerar att de divergerande resultaten i internationella métningar av elevers
kunskaper 1 matematik inte kan tillskrivas uppgifterna i lirobdckerna. Vidare visade resultaten
pa begrinsade mojligheter for elever att utveckla en problemldsningsformaga med hjélp av
laroboken och dess uppgifter. Dessutom finns en risk att larobockerna sdnder ut signaler om att
problemldsning &r att betrakta som dverkurs da det framst 4r bland de senare (och av forfattarna

indikerade som svérare) uppgifterna som LR-uppgifter aterfanns.

5.2 Sammanfattning av studie 2

Syftet med studie 2 var att undersdka hur ldroboken anvénds av elever i undervisningen genom
att jdimfora de resonemang som elever anvander for att 16sa uppgifter, med hur dessa uppgifter
kan kategoriseras med avseende pa HR och LR (i artikeln bendmnda IR och CMR), vilket kan
jamforas med en distinktion mellan rutinuppgifter och matematiska problem. Elevernas
resonemang kategoriserades utifrdn de argument for strategival och implementering de hade.
IR (imitativt resonemang) kan jidmforas med rutinarbete medan CMR (kreativt matematiskt
resonemang) kan betraktas som en vésentlig del av problemlosning. Resonemangen
kategoriserades dven i underkategorier utifrdn omfattningen av CMR eller kéllan till elevernas

AR (algoritmiskt resonemang). 15 elevers arbete med 86 uppgifter analyserades.

Resultaten visade att 84 procent av de uppgifter som eleverna arbetade med kunde kategoriseras
som HR-uppgifter, varav 99 procent 16stes genom ett AR. Av de 16 procent uppgifter som
kategoriserades som LR-uppgifter 16stes 57 procent med AR. Sammantaget anvindes Globalt
CMR vid lésningen av 1 procent och Lokalt CMR vid 16sningen av 8 procent av uppgifterna.
Den mojlighet till textlotsning som ldroboken erbjod verkade dock 1 hog utstrackning ersittas
av andra typer av resonemang. Framfor allt anvindes bekant AR, elevilotsat AR och dven i
mindre omfattning ldrarlotsat AR. Facit anvidndes frekvent av eleverna vid uppgiftslosning.
Resultaten visade dessutom att 84 procent av de uppgifter som eleverna arbetade med, av

laroboksforfattarna bedomts som enklast.
Sammantaget visade studien att de uppgifter som elever arbetade med i hdg utstrackning kan

jamforas med rutinuppgifter, och att eleverna i hog utstrickning anvinde sig av imitativa

resonemang. Detta innebdr att eleverna séllan arbetade med matematiska problem.
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5.3 Sammanfattning av studie 3

Elever har i tidigare forskning visat sig ha uppfattningar om matematik och uppgifter som négot
imitativt och som ska ga snabbt. Syftet med denna studie var att undersoka relationen mellan
elevers uppfattningar om matematik och de resonemang som anvéndes vid uppgiftslosning, och
specifikt problemldsning. Atta elever fick 16sa fyra matematiska problem i par. Direfter
intervjuades eleverna enskilt. Elevernas resonemang kategoriserades som IR eller CMR. En
deduktiv tematisk analys anvéndes med stdd av tre tidigare identifierade teman pd utmaningar;
forvantningar, motivation och sékerhet. Tre av elevernas arbete med en av uppgifterna anvindes

for att exemplifiera analysen och presentera resultaten.

Resultaten visade att de tre elevernas (vilka i texten fatt pseudonymer) uppfattningar skiljde sig
at. Leila hade en uppfattning om CMR som osékert och om sig sjdlv som oformogen att tinka
matematiskt, och valde dérfor att anvénda IR trots att detta inte var en framkomlig vég for
henne. Aven Karl hade en uppfattning om CMR som osékert och att det borde finnas bekanta
metoder att anvinda, men uppvisade dven spar av sdkerhet, och var motiverad att kunna
presentera en 16sning pa varje uppgift. Han lyckades l6sa flera uppgifter med hjilp av CMR.
Karl hade en uppfattning om att uppgifterna bor vara av en viss svarighetsniva, inte for létta
och inte for svara, och vérderar sina egna losningar i relation till denna uppfattning. Eric,
slutligen, anvinde CMR pa de flesta uppgifterna och hade uppfattningen om det och sitt arbete
som nagot positivt. Trots det lyckades han bara 16sa en av uppgifterna korrekt. Eric uppfattade
dessutom gissningar, utan matematisk grund, som en bra metod. Eric uppvisade en sidkerhet i
relation till sitt arbete, som dock i g utstrickning var baserade pd en matematisk grund.
Resultaten visade att de tre fordefinierade teman, som hade sitt ursprung i en studie med rutin-

uppgifter, kan anvindas dven for att beskriva elevers arbete med matematiska problem.

En gemensam ndmnare var att eleverna uppfattade IR som mer tryggt i alla situationer och
forvintade sig att det borde finnas en bekant metod att ta till. Sittet som eleverna i slutdndan
16ste uppgifterna varierade dock. Nagon elev valde att undvika (ett korrekt) CMR for att istéillet
luta sig mot (ett inkorrekt) IR, medan andra anvénde sig av CMR, vilket ledde till savil korrekta
som inkorrekta 16sningar. Ju svarare uppgifterna var, ju storre var bendgenheten for eleverna
att forsoka anvédnda sig av IR. Nér ddremot en 16sning verkade finnas inom rackhall anvéndes
CMR 1 hogre utstrackning. En slutsats som kan dras dr att eleverna osékerhet kring att anvénda
CMR kan begrédnsa deras mojligheter till att arbeta med problemldsning.
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5.4 Sammanfattning av studie 4

Tidigare forskning har tydliggjort att det i elevers problemldsning ingér kreativa och
konceptuella utmaningar (Lithner, 2017). Studiens syfte var att skapa underlag for en djupare
forstaelse for problemldsning genom att utveckla definitioner pd kreativa och konceptuella
utmaningar och ett analytiskt ramverk for att identifiera dessa utmaningar i elevers problem-
16sning. Dessutom syftade studien till att karaktérisera dessa utmaningar. Tolv elever fick 16sa
sju uppgifter, och 1 realtid samt 1 efterféljande intervjuer, beskriva I6sningsprocessen och sina

resonemang.

Ramverket som utvecklades byggde pa att en diskrepans mellan elevers tidigare erfarenheter
och en for uppgiften lamplig 16sningsmetod anvandes for att beskriva en kreativ utmaning. Pa
motsvarande sitt anvdndes diskrepansen mellan en elevs begreppsbild och en erforderlig
begreppsbild for att beskriva en konceptuell utmaning. Med stod av ramverket och de

identifierade, kategoriserade och beskrivna utmaningarna karaktériserades dessa utmaningar.

Studien visade vidare att det utvecklade ramverket var mgjligt att anvinda for kategoriseringen,
men behover ytterligare utveckling for att bli mer praktiskt anvéndbart och nyttigt for vidare
forskning eller for planering av undervisningen. Det visade sig att de utmaningar elever motte
vid problemldsning 1 stor utstrickning kunde kategoriseras som kreativa eller konceptuella

utmaningar.

Genom en tematisk analys av de utmaningar som beskrevs med stdd av ramverket kunde
utmaningarna karaktériseras for att skapa en tydligare bild av utmaningarna. En kreativ
utmaning kunde karaktiriseras av ett behov av att sitta samman flera delmetoder till en helhet
eller att finna, hédrleda och anvidnda implicit information frdn uppgiften. En konceptuell
utmaning karaktiriserades i relation till de krav pa elevens begreppsbild och kunskaps-
utveckling som stilldes. En karaktdristik var att en mer flexibel begreppsbild behovdes for att
kunna anvindas i delvis nya situationer. Det innebar till exempel att en elevs framkallade
begreppsbild inte var erforderlig for att 16sa en specifik uppgift, men att eleven samtidigt visade
att begreppsbilden, med storre flexibilitet skulle kunna anvéndas i situationen som uppgiften
innebar. I andra situationer kravdes en utvecklad begreppsbild eller att tva eller flera separata
begreppsbilder vavdes samman. Den konceptuella utmaningen kunde dven karaktiriseras som
ett behov att omprdva en befintlig begreppsbild for att kunna anpassa den till ny information.

Dessutom kunde savdl konceptuella som kreativa utmaningar kopplas till nyttjandet av
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representationer och (berdknings)procedurer. Det innebar till exempel att konstruktionen av en
for 1osningen virdefull eller nédvéndig representation s& som en algebraisk modell av ett
skeende kravde konceptuella hiansyn. Till exempel dé tva obekanta ska relateras till varandra i

tva ekvationer.

I inget fall identifierades en konceptuell utmaning utan att en kreativ ocksa identifierades.

Déaremot fanns uppgifter med enbart en kreativ utmaning.

5.5 Sammanfattning av studie 5

Studie 5 tar vid dér studie 4 slutar, med ett syfte att utveckla forstelsen for kreativa och
konceptuella utmaningar, for att kunna utveckla det analytiska ramverket. Femton ldrare i
grupper om tre intervjuades kring de utmaningar de forvintade sig att elever moter 1 atta olika
uppgifter. Utmaningarna kategoriserades utifrdn om ldrarna relaterade den till begreppsliga
aspekter eller till konstruktionen av en delvis ny metod. For att fordjupa fOrstaelsen for

utmaningarna karaktériserades de genom en tematisk analys.

Resultaten visar att ldrarnas beskrivningar av utmaningar i hog utstrackning gar att relatera till
antingen definitionen av en konceptuell eller en kreativ utmaning. Resultatet ger validitet &t
séttet som utmaningarna definierats pd med stod av bland annat begreppsbilder (Tall & Vinner,
1981). Genom lédrarnas beskrivningar fors en diskussion om hur egenskaper hos uppgifterna
kan relateras till konceptuella utmaningar. Ett sétt dr att beakta den matematiska grunden for de
berdkningsprocedurer och representationer som anvéinds i l0sningen av en uppgift, for att
utveckla en elevs begreppsbild. Ett annat dr att beakta de situationer i vilka, for eleven
vilbekanta begrepp, ska anvidndas. Genom en delvis ny situation kan en mer flexibel
anvindning av ett begrepp krévas. Slutligen visade resultaten att det rader en oklarhet kring vad
som kan betraktas som en kreativ utmaning och saledes vara ndgot utvecklande i relation till en
problemldsningsformaga, och vad som kan betraktas som en klurighet eller en félla som 16ses

med annat dn en matematisk formaga.
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5.6 Syntes av resultaten

e Vilka mgjligheter erbjuds elever att arbeta med problemldsning?
Fa uppgifter, framfor allt bland de uppgifter som (av ldroboksforfattarna) bedomts som enkla,
ar LR-uppgifter. Istéllet &r en 6vervigande andel HR-uppgifter, som kan 16sas med textlotsat
AR. Aven bland uppgifter med etiketter som *problemldsning’ eller *utforska’ kan merparten
av uppgifterna 16sas med textlotsat AR. Enklare uppgifter dr framfor allt de uppgifter som
eleverna arbetar med, genom att dvervigande anvinda IR. De fa tillféllen da elever moter LR-
uppgifter anvinder de IR i 6ver hilften av fallen. Elevernas uppfattning om matematik innebér

bland annat att CMR upplevs som mer osdkert &n IR.

e Vilka utmaningar méter elever vid problemlosning?
Konceptuella och kreativa utmaningar utgér kirnan av de utmaningar elever méter vid problem-
16sning. Kreativa utmaningar kan karaktiriseras som behovet att ssmmanfoga flera delmetoder,
att anvanda implicit information fran uppgiften eller att konstruera berdkningsprocedurer och
representationer nodvéndiga for en 16sning. En viss tveksamhet rddde bland ldrarna kring vad
som kan ses som en kreativ utmaning med koppling till en problemldsningsférméaga, och vad
som istéllet beror pd andra forutséttningar sasom till exempel tur eller en formaga att ’se” ratt
saker 1 en uppgift. Tre tydliga karaktdrsdrag hos konceptuella utmaningar har identifierats.
Dessa relaterar till en elevs begreppsbild och till egenskaper hos en uppgift. I) Ett behov av mer
flexibel begreppsbild, vilket kan ha att gora med uppgifter dér en elev méter ett vélbekant
begrepp 1 en ny situation. II) Ett behov av en utvecklad begreppsbild (eller en samman-
vavningen av tva separata begreppsbilder), vilket kan kopplas till behovet av att forstd den
matematisk grunden for berdkningsprocedurer och representationer, och III) ett behov av att

omvirdera en begreppsbild.
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6 Diskussion

I diskussionen dmnar jag knyta ihop de resultat som framkommit frén de fem studierna for att
kunna behandla de tva 6vergripande frdgorna som stillts 1 avhandlingen. Diskussionen fors i

tva delar med fokus pé respektive fragestéllning.

6.1 Elevers mojligheter att arbeta med problemlosning

Utifrén resultaten fran studie 1-3 och tidigare forskning diskuteras i detta avsnitt vilka

mojligheter elever erbjuds att arbeta med problemldsning i undervisningen.

Det har inte varit ett mél med avhandlingen att undersoka elevers ldrande eller kunskap.
Déremot skapar studierna en grund for att diskutera elevers mojligheter att arbeta med problem-
16sning, och pé sé sitt dven potentiella mojligheter till 1drande. Att arbeta med problemldsning
ar en fOrutsdttning for att bli en béttre problemldsare (Hiebert & Grouws, 2007), och ir
dessutom en bra forutsittning for utveckling av andra formagor (t.ex. Boaler, 1998; Hibert m.fl.,
1996, Jonsson m.fl., 2014; Schoenfeld, 1985a). De i avhandlingen fokuserade aspekterna av
problemldsning dr konstruerandet av en ny 16sningsmetod samt de resonemang som ligger till

grund for problemldsningen (Jonsson m.fl., 2014; Lithner, 2008).

Malet med forskningen har frimst varit att kartligga elevers mojligheter att arbeta med
problemldsning, men i ett nista steg ocksa att kunna anvénda denna kartldggning for att séga
ndgot om hur undervisningen kan utvecklas. Darfor diskuteras ocksé olika végar att utveckla
undervisningen 1 matematik, genom utformningen av ldrobocker och uppgifter, genom larares
kunskap om uppgifter och urval av uppgifter och genom implementeringen av uppgifter i

klassrummet.

6.1.1 Begrinsade maojligheter att arbeta med problemlésning

For att arbeta med problemlosning behdver en elev f& mojlighet att bland annat konstruera, for
henne, nya l6sningsmetoder och anvinda CMR. Studie 1 visar att andelen GLR-uppgifter, som
ar de som erbjuder eleverna omfattande mojligheter att arbeta med matematiska problem, i léro-
bdckerna dr ungefar 10 procent. Inkluderat 1 16sningen till dessa problem finns procedurer som
en elev anvinder pa ett rutinméssigt sétt. Detta innebdr att eleverna fér trdna pa procedurer 1
niarmare 100 procent av uppgifterna 1 en ldrobok, medan ungefir 10 procent erbjuder

mojligheter att arbeta med matematiska problem. Avhandlingens studier och annan forskning
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som legat till grund for avhandlingen, kan varken peka pa om det finns en ldmplig omfattning
av problemldsning i undervisningen (Stylianides, 2009), eller avfarda arbete med rutinuppgifter
som ovasentligt. Med en undervisning som styrs av tidsramar blir det dock uppenbart att
andelen rutinuppgifter paverkar elevers mojligheter att arbeta med matematiska problem. Med
tanke pa vikten av problemlosning for att utveckla inte bara en problemlosningsférmaga, utan
dven andra forméagor, inklusive den att anvénda procedurer (Baroody, Feil & Johnson, 2007;
Boaler, 1998; Hiebert m.fl., 1996; Jonsson m.fl., 2014; Schoenfeld, 1985a), blir det relevant att

beakta andelen matematiska problem 1 ldroboken.

Da liarobockerna i de allra flesta fall innehdller en mingd uppgifter som dr orimligt for alla
elever att arbeta sig igenom, &r ett urval nodviandigt. I flera larobocker dr uppgifterna graderade
utifran svarighetsnivd som kan anvidndas som urvalskriterium. Eleverna i studie 2 arbetar i
mycket hog utstrickning med de uppgifter som laroboksforfattarna bendmnt som enkla. Det
medfor att dessa elevers mdjligheter att arbeta med matematiska problem minskar d& andelen
LR-uppgifter ar avsevirt lagre bland de enklare uppgifterna. Andelen GLR-uppgifter dr dir 4
procent, och endast 1 procent av uppgifterna 16stes med hjilp av Globalt CMR.

I studie 2 framkom ocksa att eleverna, nistan uteslutande, anvidnde sig av AR d& de 16ste HR-
uppgifter, vilket stirker validiteten 1 studie 1, med avseende pa elevers mojligheter att arbeta
problemldsande. Med tanke pé att en elevs mal inte nodvandigtvis ér att utveckla sin kunskap,
utan att 16sa uppgifter (Rezat, 2009), ar elevens val i detta fall inte Gverraskande. Att anvdnda
sig av AR dr ofta mer effektivt och ett bra sitt att 16sa HR-uppgifter. Procedurell kunskap é&r
ocksa viktigt att utveckla (Fan & Bokhove, 2014), men framfor allt dé i relation till konceptuell
kunskap (Baroody m.fl., 2007; Hiebert, 2003; Kamii & Dominick, 1997). Att eleverna inte
anvénde sig av ldroboken som en resurs for lotsning dr intressant i sig (men inte i fokus 1 denna
avhandling), men verkar inte paverka elevernas mojligheter att arbeta med matematiska
problem, da de istéllet for textlotsat AR 1 hog utstrickning anvénder sig av bekant AR och
elevlotsat AR.

Resultatet fran studie 3 visar att elevers mojligheter att arbeta med matematiska problem kan
minska pa grund av en osékerhet kring problemldsning och en uppfattning om att uppgifter ska
kunna l6sas med AR. I exemplet i avsnitt 4.3.4 borjade eleven anvinda AR. Detta kan till

exempel bero pé uppfattningen att uppgifter ska kunna I6sas sd, men kan ocksa leda till att
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elevens mojlighet att arbeta med problemldsning inte tas tillvara. Eleven 6vergick dock till att
anvinda CMR och arbeta problemldsande, men osdkerheten som bottnade i att hon inte litade
tillrackligt pé sin formaga, gjorde att hon slutférde uppgiften med AR. Att forkasta CMR och
dra en slutsats med stod av AR kan leda till att eleven inte heller far bekréftelse for sin problem-
16sning. Detta i sin tur innebér att hon vare sig starks i sin forméga att faktiskt [6sa matematiska
problem, eller fordndrar sin bild av CMR som mer virdefullt &n AR i vissa situationer. Risken
finns att hon vid en liknande situation i framtiden inte heller utnyttjar mojligheten att arbeta

med matematiska problem.

Sammantaget visar resultaten fran studie 1-3 att elevers mojligheter att arbeta med problem-
16sning dr begransade. Med tanke pa att ldroboken dr den mest avgorande uppgiftskéllan i
undervisningen (O’Sullivan, 2017; Pepin & Haggarty, 2001; Skolinspektionen, 2010; Stein
m.fl., 2007), kan resultaten tolkas som att den andel matematiska problem som finns i en
larobok é&r ett tak for hur mycket problemlosningen en elev kan mdta. Nar eleverna moter
uppgifterna har de, forutom mojligheten att anvdnda textlotsat AR, dven mojligheten att
anvédnda andra typer av AR. Detta kan ske 1 relation till savél rutinuppgifter som matematiska

problem, vilket minskar mojligheterna att arbeta problemldsande.

Genom att tydliggora lirandemalen 1 undervisningen och for specifika uppgifter, finns
mojligheter att skapa goda forutsattningar for ldrande (Brousseau, 1997; Simon & Tzur, 2004).
Genom att till exempel erbjuda mer tid at ett farre antal uppgifter, och genom att stidlla andra
krav (Nyman, 2016), kan det vara mojligt att signalera ett dndrat arbetssitt, och g& emot
uppfattningar som att uppgifter ska gi att 16sa inom fem minuter, eller inte alls, och att
matematiken inte handlar om att utforska (McLeod, 1992; Schoenfeld, 1989). Det blir viktigt
att beakta sdttet som uppgifter anvinds i undervisningen, dir fokus ofta dr pa att 16sa uppgiften,
snarare n att né ett tydligt uttalat larandemal (Rezat, 2009; Skolinspektionen, 2010). En aspekt
att beakta i ett sddant utvecklingsarbete skulle kunna vara att problemet inte ligger hos eleverna,
utan 1 uppgifternas utformning. Detta skulle till exempel kunna tillgodoses genom att ha som
ambition vid utformningen av en uppgift, att begrinsa elevens mojligheter att anvianda metoder

som skulle innebédra minskat fokus pd problemldsning.

6.1.2 Liroboken och uppgifter som ett medel for forindring
Det kan finnas flera, kompletterande vdgar att gd for att utveckla undervisningen i dnskad
riktning. Med tanke pé larobokens stéllning i klassrummet kan den utgora ett vardefullt verktyg
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for fordndring (Van Steenbrugge & Ryve, 2018). Genom mer explicita forslag och instruktioner
till ldrare kan ldrobdcker vara ett stod i att utveckla undervisningen som annars riskerar att

bedrivas pa traditionellt sitt (Van Steenbrugge & Ryve, 2018).

Resultaten frén studie I och annan tidigare forskning pekar pa en lag andel matematiska
problem i ldrobocker (ex. Brehmer m.fl., 2016; O’Sullivan, 2017; Wijaya m.fl., 2015; Vincent
& Stacey, 2008; Jones & Tarr, 2007; Li, 2000). Ovning ger firdighet tycks frimst relatera till
en procedurell kunskap med fokus pa direkt anvdndning av en vélbekant metod péd ett mer
automatiserat sitt (Kaur, 2010). Med tanke pa resultat fran tidigare forskning om
problemldsnings positiva inverkan pa elevers ldrande (Boaler, 1998; Hiebert m.fl., 1996;
Hiebert, 2003; Jonsson m.fl., 2014; Schoenfeld, 1985a), och den centrala plats som problem-
16sning har i1 styrdokumenten (Boesen m.fl., 2014; Kilpatrick m.fl., 2001; NCTM, 2000; Niss,
2003; Ministry of Education, Singapore, 2012; Skolverket, 2011a) ar det rimligt att pasta att det
finns utrymme for en 6kad andel matematiska problem i lirobdckerna och i undervisningen,
utan att riskera att ta bort fokus pd det procedurella. Det dr alltsa nskvért att de aktdrer som
utformar ldrobdcker och uppgifter 1 en hdgre utstrackning beaktar fler aspekter 1 processen med

denna utformning (Davis m.fl., 2014; Newton & Newton, 2007).

En elevs mgjligheter att arbeta med matematisk problemldsning paverkas inte bara av andelen
matematiska problem i ldroboken, utan ocksa av vilka uppgifter en elev arbetar med. D4 det
visat sig att elever framfor allt arbetar med de uppgifter som ldroboksforfattarna valt att
kategorisera som enkla, dr det vésentligt att lagga mycket fokus pé att 6ka andelen matematiska

problem just dar.

Elevers uppfattningar om matematik paverkas av de uppgifter de arbetar med. Uppgifterna visar
for eleverna vilken kunskap som bor betraktas som vésentlig (Henningsen & Stein, 1997;
Lampert, 1990; Yackel & Cobb, 1996). Genom att 6ka andelen matematiska problem bland de
enkla uppgifterna finns en mojlighet att elevers uppfattningar om matematik utvecklas sa att
problemldsning ses som ndgot for alla och inte bara for de som arbetar med de svéaraste
uppgifterna i boken. Genom att dessutom vara noggrann med de etiketter som sétts pa
uppgifterna i en bok kan en storre forstielse for vad som avses med, till exempel, problem-

16sning erhallas.
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6.1.3 Ett medvetet uppgiftsurval

Trots den relativt homogena bilden av ldrobockerna frén tolv olika ldnder, med avseende pé
andelen uppgifter som erbjuder elever att arbeta problemldsande, presterar dessa lander pa vitt
skilda nivaer 1 internationella kunskapsmétningar (Mullis, 2012; OECD, 2014). Det har visat
sig att eleverna i de lander som presterar hogt i dessa métningar far mojligheter att arbeta med
matematiska problem (Hiebert m.fl., 2003). Detta stirker argumenten for att beakta sévél
larobokens utformning som hur liroboken anvénds for att utveckla undervisningen (Valverde

m.fl., 2002).

Bland annat blir urvalet och utformning av uppgifter av betydelse for elevers mojligheter att
utveckla de olika matematiska forméagorna (Stein & Lane, 1996; Watson & Sullivan, 2008) och
viktigt att beakta d& undervisningen ska utvecklas (Visnovska m.fl., 2012; Stein m.fl., 1996;
Pettersen & Nortvedt, 2018). Med tanke pa att det trots allt finns matematiska problem i
larobockerna kan resultaten signalera till ldrare att anvénda ldrobdckerna pé ett medvetet sétt
och gora ett uppgiftsurval s att de mdjligheter som erbjuds ocksa tas tillvara. Utan ett aktivt
uppgiftsurval risker elever att frimst mdta de forsta, enklare, uppgifterna i varje avsnitt, men
inte hinna med de svérare uppgifterna (Skolinspektionen, 2010). Med ett aktivt uppgiftsurval,
och genom att betrakta de begridsningar och tillgdngar som erbjuds genom anvéndningen av
olika uppgifter i relation till specifika larandemal, kan ldrare och deras undervisning utvecklas
(Watson & Sullivan, 2008; Son & Kim, 2015). For att 6ka andelen matematiska problem i
undervisningen bor 1 sa fall ldrare beakta uppgifterna i relation till de 16sningsmetoder de
forvantar sig att elever kinner till. Komplexiteten i detta gor det rimligt att larare behover
traning for att utveckla sin urvalsférmaga och de verktyg de har att tillgé 1 urvalsprocessen. Ett
utvecklat arbetssétt har visat sig mojligt att utveckla genom utbildning av lérare (Boston &
Smith, 2009; Son & Kim, 2015; Stein m.fl., 2008; Watson & Sullivan, 2008) och genom stod
for uppgiftsurval (Stein m.fl., 1996; Pettersen & Nortvedt, 2018).

Att anvinda ldarobockernas fulla potential, och till exempel utnyttja de matematiska problem
som 1 hogre utstrickning finns bland de svarare uppgifterna, kan vara ett sétt att utveckla
undervisningen. Med tanke pa att de matematiska problemen finns bland de svérare uppgifterna
kan dock hénsyn behdva tas for att anpassa uppgifterna till starka sdvil som svagare elever
(Russo & Hopkins, 2017b; Sullivan m.fl., 2015). Till flera ld&robdcker i matematik finns en

lararhandledning som utvecklar laroboksforfattarnas intentioner (Van Steenbrugge & Ryve,
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2018). Med en lararhandledning dr det mdjligt att ge visst stod 4t larare for att till exempel gora
uppgiftsurval med avseende pa en viss formaga sdsom problemlosningsformégan. I
utformningen av en lararhandledning ar det viktigt att stidrka ldrarnas mojligheter till egna beslut

och flexibilitet i sin undervisning (Van Steenbrugge & Ryve, 2018).

6.2 Utmaningarna vid problemlosning

Intentionerna med en uppgift behdver vara i linje med de uppsatta lairandemélen (Coles &
Brown, 2016). Séledes kan det finnas ett behov av att ytterligare nyansera vad som avses med
problemldsning 1 undervisningen i matematik. I f6ljande avsnitt diskuterar jag nigra av de
karaktirsdrag hos konceptuella och kreativa utmaningar som synliggjorts i studie 4 och 3,
utifran perspektivet att detta okar var kunskap om elevers matematiska problemldsning. En
vasentlig del av arbetet med studie 4 och 5 har varit utvecklingen av ett ramverk, och genom
att beskriva nigot av denna utvecklingsprocess kan dven mdjligheterna till en fortsatt
utveckling diskuteras. Forutsatt att utmaningen &r ndgorlunda anpassad efter en elevs
forutséttningar finns en potential att den bidrar till att skapa en mdjlighet for eleven att aktivera
specifika formagor sdsom matematisk kreativitet och en konceptuell forstaelse. Att kunna
identifiera de utmaningar som en elev kan tinkas mota 1 en uppgift blir alltsd en vérdefull
pusselbit till att ocksd bittre forstd de mojligheter till ldrande som erbjuds med hjdlp av

uppgiften.

6.2.1 Att identifiera kreativa utmaningar

Det visade sig 1 studie 4 att en karaktéristik hos den kreativa utmaningen var att finna, hirleda
och anvinda implicit information i uppgiften. I tolkningen av den matematiska informationen
kan en uppgift visa sig utmanande (Movshovitz-Hadar, Zaslavsky & Inbar, 1987). 1 studie 5
visade det sig ddremot att det rddde en viss oenighet bland ldrarna huruvida detta skulle kunna
betraktas som en matematisk forméga mdjlig att utveckla. Flera ldrares uttalanden var 1 linje
med en klassificering som en kreativ utmaning och relaterat till en forméga som med nya
erfarenheter kan utvecklas. Men andra larare ansag att det hade mer med andra aspekter att géra
om man lyckades komma forbi utmaningen eller inte. I en struktur for uppgiftslosning kan det
vara vardefullt att speciellt beakta det moment da information ska extraheras fran en uppgift.
Tidigare har vikten av att sitta sig in 1 elevers l6sningsprocess betonats (Choppin, 2011; Niss
m.fl., 2016; Son & Kim, 2015). Som ett stod for detta kan en struktur for en elevs uppgifts-
16sning anvédndas dér dven tolkningen av den information som ges i uppgiften inkluderas. Pdlya

(1957) beskriver inledningen av en uppgiftslosning som att forstd problemet for att sedan
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konstruera en 16sning. Schoenfelds (1985a) struktur inleds med ldsa, vilket {6ljs av analys och
utforskning, for att béttre forstd de matematiska begrepp som bor ingé i en 16sning, och sedan
planering. For att markera den delen av uppgiftslosningen dir informationen soks 1 uppgiften
skulle detta steg kunna fogas till konstruktions- eller planeringsfasen (P6lya, 1957; Schoenfeld,
1985a). I Lithner’s struktur for uppgiftslosning (2008) kan, att extrahera information ses som
en naturlig del av ett strategival. I vissa fall kommer valet att baseras pa att viss, explicit
information extraherats, medan det i andra fall kommer att vara ett strategival som kriver att
ytterligare, implicit information extraheras. Om explicit information inte kan extraheras frdn
uppgiften genom att anvinda ndgon vélbekant metod kan extraheringen betraktas som en del i
konstruktionen av en ny metod. Extraheringen av information kan séledes utgora underlag for

att sdga nagot om de kreativa aspekterna av uppgiftslosningen.

Resultatet fran studie 4 pekar pé att konstruktionen av en 16sningsmetod till stor del bygger pa
att flera delmetoder knyts samman. Beroende pa vilket lirandemaélet dr (Brousseau, 1997;
Simon & Tzur, 2004), ar det rimligt att reflektera Gver en uppgifts utformning pa
deluppgiftsniva. Det kan till exempel innebira att en komplex flerstegslosning inte alltid &r det
som bést stodjer en elevs larande (Watson & Sullivan, 2008), utan att det istéllet kan kravas att
fokus riktas mot specifika delar av exempelvis metodens uppbyggnad eller ett ingdende
matematiskt begrepp. Hela den struktur som presenterades ovan bor séledes kunna ses som
nagot som hénvisar till en deluppgift och dér utvirderingen av losningen kan leda till en ny

deluppgift i linje med Lithner’s (2008) struktur.

6.2.2 Att identifiera konceptuella utmaningar

Genom studie 4 och 5 kunde konceptuella utmaningen karaktériseras. I studie 4 genom att
koppla utmaningarna till den paverkan pé elevens begreppsbild den hade, och i studie 5
genom att egenskaper hos uppgiften kunde sérskiljas. Styrkan i att anvédnda olika metoder och
savil elever som ldrare skapade forutséttningar for en bred bild av den konceptuella
utmaningen. Studie 4 hade som ett syfte att utveckla ett ramverk och i analysen fanns ett
fokus pé att undersdka mdjligheterna att anvinda teorin for begreppsbilder for identifieringen
av konceptuella utmaningar. I studie 5 diremot anvindes definitionerna pa utmaningarna som
utgangspunkt och fokus var istéllet pa att gora relationen mellan en uppgift och dess
elevlosning, och de utmaningar en elev forvintas méta, sd tydliga som mdjligt. Det visade sig

att ldrarna 1 hog utstrickning relaterade till egenskaper i uppgifterna eller I6sningarna da de
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beskrev utmaningarna. De tre huvudsakliga karaktdrsdrag som kunde identifieras med stod av
studie 4 och 5 ger underlag for en diskussion om:
1. Distinktionen mellan assimilation och ackommodation.
2. Nya situationer som ett sétt att skapa mojligheter for en mer flexibel anvandning av en
begreppsbild, inte minst i relation till grundldggande begrepp.
3. Vikten av att forankra anvindningen av berdkningsprocedurer och representationer i

en forstaelse for de relevanta matematiska begreppen.

Genom att anvdnda Piagets teori (1952) om ldrande kan en konceptuell utmaning antingen
knytas till assimilation, och en utveckling av en begreppsbild (eller en ldnkning av tva
begreppsbilder), eller ackommodation, diar en existerande begreppsbild inte riktigt stimmer
Overens med de nya erfarenheter en elev far vid uppgiftslosning. Det dr rimligt att anta att savil
assimilation som ackommodation dr vérdefullt for en elev att kunna hantera och for en lérare
att vara vaksam pa. I och med att det innebér olika processer for eleven kan en tidig identifiering
av utmaningen som det ena eller det andra vara fruktbar for att skapa en undervisning som bést

stottar eleven att ta sig an och forbi dessa respektive utmaningar och att lara sig fran dem.

Flexibilitet har i tidigare forskning knutits till kreativa aspekter av uppgiftslosning (Silver,
1997), medan det 1 studie 4 och 5 framkom att flexibiliteten ocksé har tydliga kopplingar till
konceptuella hidnsyn. Detta synliggjordes i elevers uppgiftslosande, men blev dn mer tydligt da
larare ocksa lyfte fram relativt grundlaggande matematiskt innehall som potentiellt utmanande.
Till exempel framkom att flertalet ldrare sdg division som nagot utmanande for eleverna.
Lararna uttryckte att eleverna givetvis kiande till division som procedur och ocksa vad det kan
innebdra att dividera, men sag trots detta utmaningar 1 att till exempel hantera km/h eller att
forsta vad p/2 innebir 1 ett uttryck. Det dr situationerna som verkar gora utmaningen lika
mycket som sjdlva matematiken. En utvecklad forstaelse for ett begrepp sasom division kan
stimuleras genom tanken pé procept, och ett delat fokus pa division som savél en process som
ett matematiskt objekt (Gray & Tall, 1994). Det skulle till exempel innebéra att kunna betrakta
p/2 som savil nagot som med ett viarde pa p skulle kunna berdknas, men ocksa som ett objekt

1 sig som till exempel gar att skriva som 0,5p.

Tall m.fl. (2001) beskriver det som att en flexibel anvéndning av procedurer kan vara ett sétt

att knyta procedurell kunskap till konceptuell kunskap. Att tidigt forankra procedurer i en
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medvetenhet om de bakomliggande matematiska begreppen och dess egenskaper blir virdefullt
for mojligheterna for en elev att ocksa utveckla dessa procedurer till att anvéndas i nya
situationer. Samtidigt som ett visst matt av automatisering dr nddvéandigt finns alltsé ett behov
av att ocksd kunna g tillbaka till en matematisk grund for att kunna anvdnda begreppsbilden
pa ett mer flexibelt sitt (Hiebert, 2003). Den procedurella kunskapen som eleverna far en
mojlighet att utveckla ér virdefull for att behérska matematiken (Fan & Bokhove, 2014). Det
blir dock avgorande for kunskapsutvecklingen att den procedurella kunskapen ockséa kopplas
till en forstaelse for matematiken (Baroody m.fl., 2007; Kamii & Dominick, 1997). Procedurer
kan anvéndas for att skapa mening 4t och monster i matematiken genom en slags metakunskap
som till exempel lédnkar procedurer till varandra (Peled & Zaslavsky, 2008; Schumacher &
Rezat, 2019). Liksom for att bereda elever mgjligheter att arbeta problemldsande, kravs en stor
medvetenhet 1, till exempel, urval och genomforande av uppgifter, for att eleverna ska ges en
mojlighet att gora kopplingarna fran det procedurella till det konceptuella. Om inte detta sker
finns risken att det hela stannar i ndgot procedurellt eller méjligen pseudokonceptuellt (Vinner,

1997).

Det dr exempelvis mojligt for en elev att 10sa en ekvation genom att anvdnda enbart
procedurella kunskaper, en slags algoritm som steg for steg beskriver tillvigagangssittet.
Genom att eleven “flyttar” termer och dndrar tecken enligt ett bestimt schema, kan hon I6sa en
ekvation. Det innebdr dock inte per automatik att eleven har eller utvecklar en konceptuell
kunskap som innefattar, exempelvis begreppen ekvation och obekant och dess relation till
varandra. Den algoritm som krévs for att 10sa en ekvation utvidgas sannolikt med &ren och
kommer snart att omfatta en ansenlig mangd regler att komma ihdg. Det &r inte heller orimligt
att tinka sig att en elev vid en viss tidpunkt inte ldngre lyckas halla i minnet och ordning pa alla
regler for de algebraiska manipulationerna som krévs. I detta skede skulle det hjdlpa eleven att,
utover forstielsen for hur ndgot ska genomforas, dven forsta varfor (Skemp, 1976). I fallet med
ekvationen kan det till exempel handla om att utgd fran ekvivalensen mellan tva uttryck som
ska behallas och vad som krivs for att formulera en ekvation déir det &r mojligt att tydligare se
vilket virde en obekant har. Eller att reflektera over giltigheten i att ’flytta en term med dndrat
tecken till andra sidan”, det vill sdga exempelvis subtrahera samma vérde frdn bégge sidor av
en likhet, vilket kan relateras till motsvarande rent aritmetiska operationer for att visa pa den

roda traden och logiken 1 matematiken (Linchevski & Herscovics, 1996).
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Det har visat sig att elever som arbetar med rutinuppgifter och blir presenterade for sévél
lampliga 10sningsmetoder som matematiskt grundade argument for de val och
implementeringar som gors, inte lyckas lika vél pé efterfoljande tester, som de elever som fatt
mojligheten att arbeta problemldsande (Norqvist, 2017). Nér man, som 1 studie I analyserar
larobocker finner man att flera av de 16sta exemplen presenteras med tillhdrande argument for
metodens giltighet. Niar man fortsétter analysen kan man dock upptécka att de uppgifter som
foljer, till stor del liknar rutinuppgifter diar det inte stélls nagra krav pd resonemang och
reflektioner, och dir den snabbaste vigen till ett ritt svar dr just genom att anvdnda den
presenterade algoritmen. Négot som bekréiftas av den relativt ldga andelen matematiska
problem, framfor allt bland de inledande och enklare uppgifterna i lirobockerna. For att knyta
procedurerna till en forstaelse for de monster och samband som finns ér det rimligt att inkludera
uppgifter som kriaver av eleverna att fora kreativa matematiska resonemang kring dessa
samband (Schumacher & Rezat, 2019), eller att de far anvinda sambanden i nya situationer.
Genom att bli utmanad i sin konceptuella kunskap, finns ocksé en mdjlighet att begreppsbilden
utvecklas. Till exempel kan man i utformningen av uppgifter beakta flera olika sétt att definiera
ett begrepp och anvénda olika exempel och motexempel for att variera de situationer som elever

stélls infor (Zaslavsky & Shir, 2005) och pa sa sitt skapa utmaningar av gagn for elever.

6.2.3 Reflektioner kring ramverket for konceptuella och kreativa utmaningar

For larandet och for att utveckla en matematisk kunskap dr det véardefullt att inte bara mota och
arbeta med matematiska problem, utan att ocksd lyckas 16sa, eller &tminstone gora
anstrangningar for att 16sa dessa problem (Hiebert & Grouws, 2007; Kapur, 2014; Olsson &
Granberg, 2018). Det bor dven fortsdttningsvis vara en av ledstjarnorna da ramverket utvecklas.
Genom att analysera uppgifter med hjilp av (forvidntade) elevldsningar finns en mgjlighet att
véirdera utmaningar i relation till en elevs formégor, vilket gor det mdjligt att sdga ndgot om hur

anpassad utmaningen 4r.

I avhandlingens studier har diskrepansen mellan en framkallad och en (for uppgiften) adekvat
begreppsbild varit i fokus. Niss (2006) beskriver en diskrepans mellan elevers begreppsbilder
och den formella begreppsdefinitionen som en av anledningarna till elevers inldrnings-
svarigheter. Det existerar dock sannolikt ockséd en diskrepans mellan den adekvata begrepps-
bilden och den formella begreppsdefinitionen som innefattar helheten av ett begrepp vad géller

egenskaper, kopplingar till andra begrepp, representationer och transformationer (se figur 11).
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Figur 11. Relationen mellan en formell begreppsdefinition, en begreppsbild och en adekvat begreppsbild.

Genom att studera de adekvata i relation till de formella begreppsbilderna kan vi skapa oss en
uppfattning om i vilken omfattning eleverna bereds mdjlighet att utveckla sin begreppsbild, och
vad eventuella ytterligare uppgifter bor erbjuda och kriava av eleven. Det dr genom erfarenheter
och de uppgifter som en elev arbetar med som deras begreppsbilder utvecklas (Niss, 2006) och
for att kunna utforma uppgifter som ger eleven mojlighet att vidareutveckla sin begreppsbild

krévs att en mer omfattande, formell begreppsbild beaktas.
Med en djupare forstaelse for elevers mojligheter att arbeta med problemldsning, och for de

utmaningar som ingar i problemldsning, finns forutsittningar for att ocksé blicka framat, mot

en fas dir laromedel och uppgifter utformas och provas utifran denna forstaelse.
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Efterord

Fardigskrivet. Fardigtankt. Fardigtfardigt. S& beskrev Jakob Hellman kénslan nédr han blev
ombedd att skriva en pressrelease for sitt album ”...och stora havet”. Jag kan forstd hans kénsla
ndr jag nu, knappt étta ar efter att jag inledde mina forskarstudier och arbetet med den hér
avhandlingen, sdtter mig ner for att skriva ett efterord. For &ven om den mesta av tiden jag
anvént for att skapa det ni nu haller i er hand har varit rolig, stimulerande och utvecklande,
infinner sig en tidpunkt da det ar dags att ga vidare. Fardigt ar ju ett relativt begrepp som kan
tolkas pa olika sdtt. Min handledare under forsta halvan av arbetet med den hér avhandlingen,
Michael Hornquist besvarade min frdga om hur jag vet nér jag ar fardig, med “du ar fardig nar
tiden r slut”. Hér tror jag det &r ett sunt synsétt, dd utgangspunkten for all forskning ar att det
finns mojligheter att forsta mer, undersdka djupare, dra fler paralleller och bredda kunskapen.
Samtidigt som det alltsa ar fardigtfardigt, kan jag se pa avhandlingen som starten pa nagonting

nytt och spannande.

Ja, men da var jag ju igdng med att skriva trots allt. Det finns sd manga genrer att forhélla sig
till ndr man skriver. Vetenskapliga artiklar ska skrivas stringent, kort, koncist och utan ett
overflod, men énda tillrackligt tydligt. I en kappa finns storre mojligheter att svéva ut, om én
inte som 1 prosa eller poesi. I efterord sitter ofta forfattaren sin egen priagel pa texten och
balanserar mellan att vara unik och att passa in. Under arbetets gdng med den hir avhandlingen
har jag nog tvivlat p4, sdvil om jag passar in i forskarmiljon, som om jag véagar och lyckas vara
sé unik som jag tror kravs for att ocksa vara relevant och intressant. I slutindan handlar en del
om att bevisa for sig sjdlv att svaret pd bagge fragorna &r ja. Att passa in beror ju inte bara pa
en sjilv utan pa den miljo man befinner sig i. Och den har i mitt fall varit hogst tillmotesgaende.
Jag har haft glidjen av att bli handledd av en skara 6dmjuka, roliga, prestigelosa och
kompetenta handledare. Ett stort tack vill jag rikta till mina bitrddande handledare Mathias
Norqvist och Anna Teledahl. Mathias, som med sin eftertinksamhet och sin blick for skolan
och dess elever hjélpt mig att forhalla mig till savil skolan som till forskningen. Och Anna, som
med sitt 6ga for spraket och orden, i kombination med en total optimism, fatt mig att se nyanser
1 texterna och dess koppling utgdngspunkter, analyser och slutsatser. Och sé Johan Lithner, min
huvudhandledare, utan vars stod jag inte skrivit detta forord. Det har varit en trygghet att veta
att det finns s mycket inbyggd klokskap dér. Jag har flera génger, i efterhand, tédnkt pa vad som
sagts pé olika handledningsmdéten, och insett att de forslag, tips och rdd som Johan och de andra

kommit med, inte bara fungerat i stunden, utan varit nagot att ta med sig som kunskap. Det &r
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nog larande pé riktigt. Tillmotesgéende har dven alla Gvriga kollegor vid Umed universitet varit.
Tack! Den tillatande miljon dr ocksd min arbetsplats vid Hogskolan Dalarna i Falun. Trots att
jag inte alltid under tiden d& den hér avhandlingen vuxit fram varit lika aktiv och nérvarande 1
miljon, har jag varje gang péd jobbet kidnt mig som hemma, och bland vanner. Med all den
samlade erfarenhet som finns i korridorerna vid den matematikdidaktiska avdelningen har det
alltid funnits mdjlighet till sdvél framétstravande diskussioner som larvigt fikaprat. Tack ocksé
till mina handledare under den forsta halvan av forskarstudierna, Michael Hornquist, Konrad
Schonborn och Lena Tibell, for en rakt igenom positiv upplevelse. Och till mina medforfattare
Johan Sidenvall, Johan Lithner och Lovisa Sumpter, som alla bidragit med stimulans, kunskap

och gléddje.

Nar jag for ungefér 5 ar sedan kastade upp licentiatbollen i luften visste jag inte om jag skulle
fi chansen att finga den och studsa vidare mot en doktorsexamen. Nagra personer drev pa denna
process och gjorde det mdjligt. Jag vill for detta tacka Magnus Jobs, min divarande
avdelningschef, och min nuvarande avdelningschef, Maria Sundberg som tillsammans med
Pedagogiskt Utvecklingscentrum Dalarna och Bengt Ericsson skapade mdjligheten for mig att
fortsdtta mina forskarstudier. Ett stort tack vill jag ocksa rikta till alla de 14rare och elever som
stallt upp med sin tid och sitt engagemang och deltagit i mina studier. Ett lika stort tack till alla

de som ldst mina texter och diskuterat innehall och sprak med mig.

Livet bestér inte bara av arbete och inte heller for mig har avhandlingsarbetet fétt ta dverhand.
Det har givetvis funnits perioder ddr de ndrmaste fatt ha orimligt mycket tdlamod med mig.
Slakt, familj och vinner, det har varit underbart att ha er alla omkring mig. Ingen ndmnd och
ingen glomd. Med renoveringsprojekt, badutflykter, goda middagar, konserter, skidturer,
kajakpaddling och téltnétter har ni hjdlpt mig att ladda batterierna och att géra det hér
avhandlingsarbetet mgjligt. Ett speciellt tack och odndligt med kérlek till Rasmus och Love
som varit med pé hela resan, och pé néra hall sett bade glddje och vanda dver datainsamlingar,

texter och annat.

Forordet till licentiatavhandlingen skrevs i ett Hudiksvall i snoskrud. Nér jag nu sitter hér, i

november 2019, sndar det utanfor och vérlden ér sa dir vackert vit igen.
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