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Abstract 
In mathematics education, there is generally too much emphasis on rote learning 
and superficial reasoning. If learning is mostly done by rote and imitation, im-
portant mathematical competencies such as problem-solving, reasoning, and 
conceptual understanding are not developed. Previous research has shown that 
students who work with problems (i.e. constructs a new solution method to a 
task), to a greater extent increase their mathematical understanding than stu-
dents who only solve routine tasks. 

The aim of the thesis was to further understand why teaching is dominated by 
rote learning and imitation of procedures and investigate how opportunities for 
students to solve tasks through problem-solving could be improved. This was 
done through the following studies. (1) Investigating the relation between types 
of solution strategy required, used, and the rate of correct task solutions in stu-
dents’ textbook task-solving. (2) Studying the relationship between students’ be-
liefs and choice of solution strategy when working on problems. (3) Conducting a 
textbook analysis of mathematics textbooks from 12 countries, to determine the 
proportions of tasks that could be solved by mimicking available templates and 
of tasks where a solution had to be constructed without guidance from the text-
book. (4) Conducting a literature review in order to characterize teaching designs 
intended to enhance students to develop mathematical understanding through 
problem solving and reasoning. (5) Conducting an intervention study were a 
teacher guide, structured in line with central tenets of formative assessment, was 
developed, tested, and evaluated in real classroom settings. The teacher guide was 
designed to support teachers in their support of students’ in their problem-solv-
ing process. Studies I, II and V were conducted in Swedish upper secondary 
school settings.  

The students’ opportunities to solve tasks through problem-solving were limited: 
by the low proportion of problems among the easier tasks in the textbooks; by the 
students' choice of using imitative solution strategies; and by the guidance of so-
lution methods that students received from other students and their teachers. The 
students’ opportunities were also limited by the students' beliefs of mathematics 
and the fact that a solution method of problem tasks was not always within reach 
for the students, based on the students' knowledge. In order to improve students’ 
opportunities, teachers should allow students to work with more problems in a 
learning environment that lets students engage in problem-solving and support 
students' work on problems by adapting their support to students' difficulties. 
The results also give implications for the construction and use of textbooks and 
how the use of the teacher guide could be part of teachers’ professional develop-
ment and a tool that teacher students may meet within their education. 
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Förkortningar 
AR – Algorithmic reasoning (se avsnitt 3.1) 

CMR – Creative mathematically founded reasoning (se avsnitt 3.1) 

GLR – Global low relatedness (se avsnitt 6.1.2) 

HR – High relatedness (se avsnitt 6.1.2) 

IR – Imitative reasoning (se avsnitt 3.1) 

LLR – Local low relatedness (se avsnitt 6.1.2) 

LR – Low relatedness (se avsnitt 6.1.2) 

TDS – Theory of didactical situations (se avsnitt 5.1) 
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Sammanfattning 
En anledning till elevers svårigheter med matematik är att elever inte får de för-
utsättningar som krävs för att utveckla sin matematiska förståelse. Ett centralt 
skäl är att undervisningen i alltför stor utsträckning domineras av utantillinlär-
ning och imitation av procedurer. Detta verkar till viss del ske på bekostnad av en 
undervisning som betonar att elever får arbete med problemuppgifter, det vill 
säga behöver använda sig av en lösningsstrategi som kräver skapande av lös-
ningsmetoder. Elever som arbetar med problemuppgifter ökar sin matematiska 
förståelse i högre grad, än elever som arbetar med rutinuppgifter som löses ge-
nom imitativa lösningsstrategier.  

Syfte. För att ytterligare förstå varför undervisning domineras av imitation av 
procedurer har tre studier utförts. I studie I undersöktes vilka förutsättningar till 
problemlösning gymnasieelever fick när de jobbade med läroboksuppgifter. I stu-
die II undersöktes hur elevers uppfattningar om matematik påverkade deras för-
utsättningar att lösa problemuppgifter. I studie III undersöktes i vilken utsträck-
ning läroböcker från 12 länder innehöll uppgifter där en lösningsmetod kan imi-
teras och i vilken utsträckning en lösningsmetod behöver skapas. Därtill har två 
studier utförts för att undersöka hur man skulle kunna förbättra förutsättning-
arna för elever att jobba med problemlösning. I studie IV undersöktes vilken ti-
digare interventionsforskning som gjorts innehållande problemlösning och reso-
nemang och hur dessa studier har motiverat sina interventionsdesigner. I studie 
V undersöktes hur och under vilka förutsättningar lärare kunde dra nytta av ett 
lärarstöd (en lärarguide) för att diagnostisera och, utifrån principerna för forma-
tiv bedömning, ge återkoppling till elever som behövde stöd vid problemlösning.  

Metod. I studie I undersöktes, inom ramen för elevers klassrumsundervisning 
och genom observationer, relationen mellan vilka typer av lösningsstrategier som 
elever använde när de arbetade med läroboksuppgifter och vilka lösningsmetoder 
som teoretiskt krävdes för att lösa uppgifterna samt om elever lyckades lösa upp-
gifterna. I studie II undersöktes relationen mellan elevers lösningsstrategier och 
deras uppfattningar om matematik när de arbetade med problemuppgifter. Detta 
skedde genom observationer och intervjuer. I studie III utfördes en läroboksana-
lys av vanliga läroböcker från tolv länder (Australien, Finland, Indien, Irland, Ka-
nada, Nepal, Singapore, Skottland, Sverige, Sydafrika, Tanzania och USA). Detta 
skedde genom att undersöka i vilken omfattning läroböckernas uppgifter kunde 
lösas med imitativa lösningsstrategier. Studie IV utfördes som en systematisk lit-
teraturöversikt över interventionsstudier publicerade mellan åren 2000–2016 i 
någon av sju topprankade matematikdidaktiska tidskrifter. I studien analysera-
des vilka lärandemål som förekom, hur lärandemålen skulle nås samt de argu-
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ment man angav för de påståenden som fanns i studierna. Studie V var en inter-
ventionsstudie utförd i samarbete med lärare. Där undersöktes, genom observat-
ioner och intervjuer, på vilket sätt som lärarguiden var ett stöd för lärare att 
hjälpa elever. I studierna I, II och V ingick elever från gymnasiets praktiska och 
teoretiska program. 

Resultat. Eleverna arbetade nästan uteslutande med uppgifter där det inte kräv-
des att en lösningsmetod skulle skapas. För ungefär 10% av uppgifterna i de un-
dersökta kapitlen i läroböckerna krävdes skapande av en lösningsmetod. Detta 
resultat var relativt lika i alla läroböckerna från de 12 länderna. Läroböckerna var 
också lika i hänseendet att de 10% av uppgifterna som krävde skapande av en 
lösningsmetod i de flesta fall placerade bland läroböckernas svårare uppgifter. I 
de fall då eleverna inte klarade att lösa uppgifterna på egen hand var det vanligt 
att de tog hjälp av en annan elev eller lärare. Denna hjälp innebar att eleverna 
blev lotsade fram till en lösning. Ibland möte eleverna också uppgifter som var 
för svåra för dem att lösa genom att skapa en lösningsmetod. Eleverna visade få 
tecken på reflektion under sin uppgiftslösning. Elevernas uppfattningar om ma-
tematik, som ett ämne där uppgifter löses med kända metoder, påverkade ele-
verna att välja imitativa lösningsstrategier när de arbetade problemuppgifter. Lit-
teraturöversikten visade att problemlösning i kombination med stödjande strate-
gier från lärare var vanligt för att nå lärandemål i form av att utveckla en mate-
matisk förmåga. Detta tillvägagångssätt motiverades med hjälp av teoretiska ar-
gumentet om den proximala utvecklingszonen (Vygotsky, 1978). Lärarguiden vi-
sade sig vara användbar för lärare i situationer där de gav stöd till elever i deras 
problemlösning. De främsta förutsättningarna för lärarguidens funktionalitet vi-
sade sig vara att eleverna erbjöds problemuppgifter att arbeta med, att ha tid att 
hjälpa eleverna, att eleverna kunde svara på diagnosfrågorna, att eleverna kunde 
ta till sig av den återkoppling som gavs samt att eleverna kände sig bekväma med 
den ansträngning som problemlösningsprocessen utgjorde.  

Slutsats och diskussion. Elevers förutsättningar att lösa uppgifter genom att 
skapa lösningsmetoder begränsas av det inte finns problemuppgifter av olika svå-
righetsgrad i alla delar av läroboken, av elevers val att välja imitativa lösnings-
strategier och av den lotsning som elever får av andra elever och av sina lärare. 
Elevers förutsättningar begränsas också av att en lösningsmetod för problemupp-
gifter inte alltid är inom räckhåll utifrån elevers kunskap samt av elevers uppfatt-
ningar om matematik. För att förbättra elevers förutsättningar bör lärare låta ele-
ver arbeta med fler och lagom svåra problemuppgifter och stödja elevers arbete 
med problemuppgifter genom att anpassa sitt stöd till elevers svårigheter. Resul-
taten ger även implikationer för läroböckers konstruktion och användning samt 
hur användningen av lärarguiden skulle kunna vara en del av en lärarprofessions-
utveckling och ett verktyg som lärarstudenter får möta inom ramen för sin utbild-
ning. 
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Avhandlingens studier 

Studie I 
Sidenvall J., Lithner J., & Jäder J. (2015). Students’ reasoning in mathematics 
textbook task-solving. International Journal of Mathematical Education in Sci-
ence and Technology, 46(4), s. 533-552. http://dx.doi.org/10.1080/ 
0020739X.2014.992986.  

Till artikeln är undertecknad huvudförfattare, det innebär att undertecknat har 
ansvarat för utformning av analysmetoden, utfört datainsamling och dataanalys 
samt författat artikeln. Till artikeln finns två medförfattare, Johan Lithner och 
Jonas Jäder, vars bidrag bestått i ett kontinuerligt samarbete med undertecknad 
kring studien, utformningen av analysverktyget, viss analys samt aktivt medver-
kande i skrivprocessen.  

Studie II 
Jäder, J., Sidenvall, J. & Sumpter, L. (2017). Students' mathematical reasoning 
and beliefs in non-routine task solving. International Journal of Science and 
Mathematics Education, 15(4), s.759–776. http://dx.doi.org/ 10.1007/s10763-
016-9712-3 

Studien som ligger till grund för artikeln är undertecknad och Jonas Jäder hu-
vudförfattare. Vi har tillsammans jobbat med urval, datainsamling samt analys 
av data med stöd av Lovisa Sumpter. Vi tre har tillsammans författat artikeln.  

Studie III 
Jäder, J., Lithner, J. & Sidenvall, J. (under granskning). Mathematical problem 
solving in textbooks from twelve countries. International Journal of Mathema-
tical Education in Science and Technology.  

Till manuskriptet består undertecknads bidrag av ett kontinuerligt samarbete 
med huvudförfattare Jonas Jäder, samt medförfattare Johan Lithner. Underteck-
nads bidrag har stärkt det använda ramverket och innefattat delaktighet i proces-
sen att utforma analysverktyget, tolkningar av empirin och stöd i utformning av 
texten. 

Studie IV 
Sidenvall, J. (2019). Literature review of mathematics teaching design for prob-
lem solving and reasoning. Nordic Studies in Mathematics Education 24(1), 51–
74. 
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Studien som ligger till grund för artikeln har till största del gjorts av underteck-
nad. Utveckling av datainsamlingsmetod och analysmetod har gjorts med stöd av 
Johan Lithner, Carina Granberg och Björn Palmberg. Artikeln har författats av 
undertecknad. 

Studie V 
Sidenvall, J., Granberg, C., Lithner, J. & Palmberg, P. (manuskript). Supporting 
teachers to support students’ problem-solving. 

Studien som ligger till grund för manuskriptet är ett samarbete där undertecknad 
är huvudförfattare. Undertecknad har tillsammans med Carina Granberg, Johan 
Lithner och Björn Palmberg utvecklat materialet som ligger till grund för studien, 
utformat datainsamlings- och dataanalysmetoden samt författat manuskriptet. 
Datainsamling och dataanalys har till största del gjorts av undertecknad i samar-
bete med Carina Granberg och Björn Palmberg. 

 

Artiklarna till studie I, II och IV dubbelpubliceras i avhandlingen med godkän-
nande från den aktuella tidskriften.  
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1 Introduktion1 
Ett övergripande mål med matematikundervisning är att elever ska få en djup och 
rik förståelse av matematik (Hiebert & Wearne, 2003). Tyvärr har jag ändå under 
mina 15 år som lärare på högstadiet, gymnasiet och Komvux inte sällan mött ele-
ver som beskrivit matematik som något som är svårt eller omöjligt att förstå. 
Flera av dem har berättat att det tidigare har gått bra, eller till och med mycket 
bra, vad det gäller matematik men att de nu ”inte fattar någonting”. Andra elever 
menar att de under hela sin skoltid haft svårt att lära sig matematik, att det känns 
som om de har en ”teflonhjärna” eftersom de upplever att kunskapen inte fastnar. 
Man kan fråga sig vilka orsaker som kan ligga till grund för denna känsla av till-
kortakommande och vad jag som lärare skulle kunna göra för att hjälpa mina ele-
ver att nå längre.  

Niss (2007) beskriver lärandet som komplext och denna komplexitet gör det svårt 
att veta varför ovannämnda grupp elever upplevde matematik som svårt att för-
stå. En central anledning till elevers svårigheter med matematik beskrivs i termer 
av att de inte fått tillräckliga förutsättningar att utveckla sin matematiska förstå-
else (Hiebert & Grouws, 2007). Ett skäl till att elever inte får tillräckliga förutsätt-
ningar är att matematikuppgifter och matematikundervisning i alltför hög grad 
betonar imitation och utantillinlärning av givna procedurer (Cox, 1994; Hiebert, 
2003; Schoenfeld, 1991; Tall, 1996; Verschaffel, Greer, & De Corte, 2000). Om 
elever istället ges möjlighet att arbeta med problemuppgifter, det vill säga upp-
gifter till vilka elever inte har en given lösningsmetod, ökar förutsättningarna till 
en fördjupad förståelse av matematiken (Boaler, 1998, 2014; Schoenfeld, 1985, 
2018). Det bör dock påpekas att utantillinlärande inte är ett problem i sig. Tvär-
tom, att komma ihåg regler och procedurer är en förutsättning för att göra arbetet 
med matematiken effektivt och hanterligt (Gravemeijer & van Galen, 2003). Pro-
blemet är snarare att överbetoning på utantillinlärning och imitation av givna 
procedurer sker på bekostnad av utvecklandet av andra matematiska förmågor 
(Boesen et al., 2014; Hiebert, 2003).  

Med denna avhandling vill jag ge fördjupade insikter till varför undervisningen 
fortsätter att domineras av imitation och utantillärande, på bekostnad av under-
visning genom problemlösning. Detta har jag gjort genom att undersöka vilka för-
utsättningar elever får att möta och lösa problemuppgifter. Jag har också under-
sökt och utifrån det föreslagit hur lärare kan stödja elever i deras problemlös-
ningsprocess och på så sätt förbättra elevers förutsättningar att lösa problemupp-
gifter ( 

                                                             
1 Några textavsnitt i doktorsavhandlingen har likheter med texter i min licentiatavhandling Att lära 
sig resonera (2015). Tre av doktorsavhandlingens studier var också en del av licentiatavhandlingen.  
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Figur 1). 
Avhandlingen består av fem studier där de tre första behandlar de förutsättningar 
som elever har för att skapa egna lösningsmetoder. Dessa tre studier fokuserar: 
(I) i vilken utsträckning elever möter och löser problemuppgifter vid uppgiftslös-
ning i sin klassrumsmiljö, (II) elevers val av lösningsstrategier vid problemlös-
ning i relation till deras uppfattningar om matematik och (III) i vilken utsträck-
ning det finns problemuppgifter i läroböcker.  

För att undersöka hur elever skulle kunna erbjudas förbättrade förutsättningar 
att möta och lösa problemuppgifter, genomfördes en litteraturstudie (IV) av hur 
tidigare forskning beskrivit hur en sådan undervisning ser ut. Därtill utfördes en 
studie (V), som till del bygger på resultat från avhandlingens övriga studier, vars 
syfte var att testa och utvärdera ett stödmaterial för lärare att använda när de 
försöker stödja elevers arbete vid problemlösning. Studierna relaterar i första 
hand till gymnasieskolan.  

Figur 1 ger en schematisk översikt över relationerna mellan studierna och hur de 
relaterar till avhandlingens syfte.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figur 1. En schematisk bild över hur avhandlingens studier relaterar till varandra och till avhandling-
ens syfte 
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2 Bakgrund 
Elever kan bara lära sig det de får möjligheter att lära sig (Hiebert, 2003). Hiebert 
beskriver att möjligheter till lärande är kopplat till de förutsättningar som elever 
har. I avhandlingen studeras elevers förutsättningar att lösa problemuppgifter 
utifrån aspekter av deras lärandemiljö. Med lärandemiljö avses den miljö som 
elever är en del av och får ta del av genom skolans matematikundervisning. Ele-
vers förutsättningar påverkas av till exempel vilka uppgifter som eleverna arbetar 
med, vilken typ av hjälp som elever får av lärare och andra elever samt vilka upp-
fattningar om matematik som elever har. Om elever ges goda förutsättningar att 
arbeta med matematiska problemuppgifter, så ökar förutsättningarna till en för-
djupad förståelse av matematik (Boaler, 1998, 2014; Schoenfeld, 1985, 2018). Be-
greppet matematisk förståelse (eng. ”understanding”) är svårbeskrivet, men kan 
definieras som nätverk av representationer och samband (Hiebert & Carpenter, 
1992; NCTM, 2000). Representationer utgörs av abstrakta och konkreta enheter, 
i form av till exempel matematiska idéer, procedurer och fakta. Samband är kopp-
lingarna mellan representationerna. Graden av förståelse beror på antalet och 
styrkan hos dessa samband, vilket också innebär att det inte är någon antingen-
eller-relation för en persons förståelse, utan en persons grad av förståelse kan ses 
som ett kontinuum mellan icke-förståelse och förståelse (Hiebert & Carpenter, 
1992).  

Detta kapitel tar sin utgångspunkt i två olika sätt att lösa uppgifter, imitera- eller 
skapa lösningsmetod. För att göra detta definieras problemlösning och problem-
uppgifter (avsnitt 2.1). Därefter presenteras undervisning som bygger på imitat-
ion av lösningsmetoder (avsnitt 2.2) respektive skapa lösningsmetoder (avsnitt 
2.3). För dessa ges argument till varför den tidigare typen är vanligare och varför 
den senare typen leder till bättre matematisk förståelse samt relaterar dessa till 
elevers förutsättningar att lösa problemuppgifter. Avsnitt 2.3.3 behandlar också 
hur elevers förutsättningar att skapa lösningsmetoder påverkas av deras uppfatt-
ningar om matematik. Sist beskrivs formativ bedömning som ett verktyg i en 
undervisning som kan bidra positivt till elevers förutsättningar att få lösa pro-
blemuppgifter (avsnitt 2.4).  

2.1 Problemlösning 
Inom undervisning och inom matematikdidaktisk forskning finns skillnader i hur 
problemlösning och problemuppgifter definieras och karaktäriseras. Ibland be-
nämns alla matematikuppgifter som problem (Lithner, 2017). I andra samman-
hang beskrivs samtliga uppgifter med en kontext (s.k. lästal) som problemupp-
gifter (Cai & Lester, 2010). Problemuppgifter kan även karaktäriseras som sådana 
uppgifter som innehåller komponenterna: har en lösningsmetod som inte är på 
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förhand känd och har potential att vara utmanande (Schoenfeld, 1985). Denna 
avhandling fokuserar på en av dessa komponenter – komponenten att skapa en, 
på förhand inte känd, lösningsmetod till en uppgift. Problemuppgifter definieras 
i avhandlingen som sådana uppgifter som inte kan lösas på rutin utan där elever 
istället behöver skapa en lösningsmetod för att lösa uppgiften och problemlös-
ning definieras som att arbeta med problemuppgifter (Lithner et al., 2010; 
NCTM, 2000)2.  

En problemuppgift behöver inte vara komplex eller begreppsmässigt svår för att 
för att vara en uppgift som kräver skapandet av en lösningsmetod (Lithner, 
2008). Ett exempel på en problemuppgift som med viss sannolikhet skulle kräva 
skapande av en egen lösningsmetod för en elev som går i gymnasieskolans första 
år skulle kunna se ut som i Figur 2.  

Beskriv med ord sambandet mellan a och b. 

 

Figur 2. Exempel på en uppgift som behöver lösas genom att skapa en lösningsmetod (Alfredsson, 
Bråting, Erixon, & Heikne, 2011, s. 157) 

För att lösa ovanstående uppgift behöver eleven jämföra värdena för a och b för 
respektive rad. En tänkbar lösningsmetod för att upptäcka relationen ”b är 5 
större än a” skulle kunna vara att utforska uppgiften genom att utföra subtrakt-
ionerna 6 − 1, 7 − 2 och 9 − 4, skapa en hypotes om att differensen är konstant 
för att sedan formulera lösningsidé om att skillnaden mellan b och a är 5, för att 
slutligen komma till en slutsats gällande relationen mellan a och b. I den lärobok 
där denna uppgift återfinns har inga tidigare lösta exempel, eller andra uppgifter 
med liknande lösningsmetod, presenterats. Antaget att eleven inte fått lösnings-
metoden på något annat sätt, kan det vara ett rimligt antagande att en elev skulle 
behöva skapa en lösningsmetod för att kunna lösa denna uppgift. 

Det är inte entydigt om en uppgift är en problemuppgift, utan det avgörs av relat-
ionen mellan uppgiften och eleven (Schoenfeld, 1985) och hur hon hanterar upp-
giften (Liljekvist, 2014). Betrakta uppgiften: ”Är 2/3 mer än 2/5?”. En högstadie- 

                                                             
2 Att definiera problemuppgifter som uppgifter där man på förhand inte känner till lösningsmetoden 
är den definition som används för problemuppgifter inom matematikämnet i den svenska gymnasie-
skolan (Skolverket, u.å.). 
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eller gymnasieelev skulle kunna lösa denna uppgift genom att använda den för 
henne kända proceduren att göra bråken liknämniga och sedan jämföra talen. 
Detta skulle alltså vara en rutinuppgift för denna elev. Men för en elev i årskurs 3 
kan detta vara en problemuppgift i bemärkelsen att eleven inte har tillgång till en 
procedur för att lösa uppgiften utan måste behandla uppgiften som en problem-
uppgift, där hon måste skapa en lösningsmetod för att jämföra de två talen.  

I princip är det också tänkbart att en elev väljer att lösa uppgifter som eleven kän-
ner till lösningsmetoder för, genom att skapa en ny (ytterligare en) lösningsmetod 
(Liljekvist, 2014). Detta skulle innebära att alla uppgifter för den eleven blir pro-
blemuppgifter, eftersom eleven skapar lösningsmetoder till dessa uppgifter (utan 
att det egentligen krävs). I praktiken förekommer detta sällan, istället använder 
elever i stort sett uteslutande en känd lösningsmetod om en sådan finns tillgäng-
lig (Boesen et al., 2014; Hiebert, 2003; Lithner, 2003). Detta innebär i praktiken 
att uppgifter med en på förhand känd lösningsmetod med stor sannolikhet kom-
mer att lösas med den kända metoden. Detta innebär i sin tur att uppgifter med 
känd lösningsmetod inte ger faktiska förutsättningar att skapa lösningsmetoder. 

2.2 Imitation inom undervisning fortsätter vara vanligt 
Lärande och undervisning i matematik som bygger på och domineras av imitation 
har varit och är alltjämt vanligt (Boesen et al., 2014; Hiebert, 2003). Undervis-
ning som domineras av imitation går ut över elevers utveckling av matematisk 
förståelse. Detta kan innebära att elever kanske inte förstår innebörden av de pro-
cedurer de använder och att de inte utvecklar andra matematiska förmågor såsom 
resonemang och problemlösning (Hiebert, 2003; Niss, 2007). Ett skäl till att 
undervisning domineras av imitation är att läraren kan uppleva att det är lättare 
att undervisa på detta sätt än en undervisning som innebär att elever i stor ut-
sträckning arbetar med att skapa lösningsmetoder (Ball, 1993, 2001; Leinhardt & 
Steele, 2005; Schoenfeld, 1998; Sherin, 2002; Tall, 1996). Ball (2001) nämner tre 
skäl till att detta. 1) För att stödja eleven i sin problemlösning behöver läraren 
förstå var eleven befinner sig i sitt lärande och vilka svårigheter eleven har. Det 
kan vara en utmaning för en elev att förklara vad hon har förstått och inte förstått. 
Det kan även vara en utmaning för läraren att försöka förstå elevens svårighet. 
Lärarens vilja att försöka förstå så mycket som möjligt riskerar å ena sidan att 
innebära att hon tolkar in mer än eleven faktiskt förstår. Å andra sidan, om lära-
ren inte alls försöker läsa mellan raderna i det som eleven beskriver riskerar lä-
raren att missa något av elevens faktiska förståelse. 2) Att jobba med problemlös-
ning innebär att många lösningsförslag till problemuppgifter lyfts, vilket i sin tur 
kan skapa förvirring för elever om inte läraren hanterar (och använder) situat-
ionen på ett klokt sätt. 3) Det kan vara svårt att engagera elever, med stora kun-
skapsskillnader sinsemellan, i problemlösningsaktiviteter. 
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2.2.1 Användandet av algoritmer kan vara kortsiktigt effektivt 
Utantillinlärning i sig är inte negativt för lärandet (Gravemeijer & van Galen, 
2003). Att besitta en god procedurell förmåga, det vill säga bland annat kunna 
procedurer utantill, är viktigt för att göra arbetet med matematik effektivt, vilket 
i sin tur kan generera lärande (Hiebert & Lefevre, 1986). Användandet av proce-
durer har orättvist, delvis ensidigt, koppats ihop med ytligt lärande (Fan & 
Bokhove, 2014). Att använda procedurer är lämpligt för att lösa uppgifter i be-
kanta situationer och dessutom krävs det då en begränsad ansträngning av den 
som utför proceduren. Matematiken skulle bli ohanterlig om det inte fanns fär-
diga lösningsprocedurer, till exempel skulle det innebära att man ständigt skulle 
behöva gå tillbaka till grundläggande räknelagar för att lösa en differentialekvat-
ion. Det är när undervisningen alltför mycket domineras av utantillinlärning och 
imitation som elever inte får förutsättningar att utveckla en djupare matematisk 
förståelse (Hiebert, 2003). 

En undervisning som bygger på imitation av algoritmer är på kort sikt effektiv 
genom att elever snabbt kan lösa många, även komplexa, uppgifter (Brousseau, 
1997). En algoritm definieras som en ändlig sekvens av utförbara instruktioner 
som leder till ett definitivt svar för en given grupp av uppgifter (Brousseau, 1997, 
s. 129). Poängen med definitionen är att valet av algoritm alltid kan avgöras i för-
väg. Till algoritmer räknas även alla fördefinierade procedurer. Till exempel är en 
metod för att finna nollställen till en funktion genom att zooma in med hjälp av 
ett digitalt verktyg på funktionsgrafens skärning med x-axeln en algoritm. Brous-
seau (1997) menar att det kan vara frestande för lärare att låta undervisning bygga 
på imitation av algoritmer, eftersom bland annat kan elever komma igång direkt 
med att lösa uppgifter. Brousseau menar vidare att algoritmer kan användas utan 
att elever behöver förstå vad man gör och algoritmernas betydelse framstår som 
enkel att påvisa genom att de är ett effektivt verktyg för att lösa uppgifter. Dessu-
tom kan algoritmer användas utan koppling till matematisk förståelse. En under-
visning som domineras av förmedlande av algoritmer innebär att elever inte kom-
mer att behöva förstå vad de gör och ytterst går miste om en djupare och rikare 
förståelse av matematik (Brousseau, 1997; Hiebert, 2003).  

2.2.2 Imitation av algoritmer och förekomsten av dessa i läro-
böcker 

Läroboken och dess uppgifter är en hörnsten i elevers arbete med matematik 
(Rezat & Strässer, 2012; Stein, Remillard, & Smith, 2007). Matematikuppgifter 
riktar elevers uppmärksamhet på innehållsliga aspekter likväl som på vilket sätt 
en uppgift ska processas (Doyle, 1983). Läroboken har en central roll i undervis-
ningen och fungerar i praktiken som en informell läroplan (Schmidt et al., 2001) 
både i Sverige (Boesen et al., 2014; Jablonka & Johansson, 2010; Johansson, 
2006; Skolinspektionen, 2010; Skolverket, 2003) och internationellt (Valverde, 
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Bianchi, Wolfe, Schmidt, & Houang, 2002). Uppgifter som kan lösas genom imi-
tation av lösta exempel dominerar i läroböcker i gymnasieskolan (Brehmer, Ryve, 
& van Steenbrugge, 2016) och i en vanligt förekommande lärobok vid svenska 
universitet (Lithner, 2004). Brehmer et al. (2016) undersökte kursböcker för 
gymnasieskolans matematikkurser 3c, 4 och 5 från tre stora läroboksserier. Re-
sultatet visade att 95% av läroböckernas uppgifter kunde lösas genom imitation. 
Motsvarande andel i den analyserade universitetsläroboken var 70%. För tio pro-
cent av uppgifterna krävdes skapande av lösningsmetod och för resterande 20% 
krävdes att en mindre del av lösningsmetoden skapades. En majoritet av de upp-
gifter där lösningsmetoden behövde skapas var placerade bland läroböckernas 
svårare uppgifter. I en likande studie, gjord på amerikanska läroböcker för mel-
lanstadiet, studerades i vilken omfattning det krävdes att elever skulle behöva 
skapa matematiska argument för att lösa läroböckernas uppgifter. Det visade sig 
att 3,7% läroböckernas uppgifter krävde lösning med hjälp av matematiska argu-
ment (Bieda, Ji, Drwencke, & Picard, 2014). 

Ett exempel på en uppgift med en tillgänglig lösningsmetod är (
)
= 12. Uppgiften 

(som skulle kunna finnas i vilken lärobok som helst) är hämtad från en lärobok 
som på samma uppslag som uppgiften finns på, återfinns ett löst exempel av ek-
vationen (

+
= 5 (Szabo, Larsson, Viklund, Dufåker, & Marklund, 2011, s. 90-91). 

En elev har då möjligheten att imitera algoritmen från det lösta exemplet, utan 
att själv behöva skapa någon del av lösningsmetoden eller reflektera över vad 
uppgiften går handlar om.  

Det är inte bara uppgifter utan kontext som kan lösas genom algoritmer, utan 
även uppgifter med kontext (lästal). Uppgiften i Figur 3 är ett exempel på detta.  

Ett lån på 30 000 kr ska amorteras med tre lika stora belopp på tre år. Räntan är 5,20 %. 
a) Rita och fyll i tabellen. 

b) Vilket totalbelopp ska betalas till banken?  

 

Figur 3. Exempel på läroboksuppgift som kan lösas genom att imitera en lösningsmetod från ett löst 
läroboksexempel (Alfredsson, Erixon, & Heikne, 2011, s. 107) 

På samma uppslag som ovanstående uppgift, finns nedanstående lösta exempel 
med ifylld tabell (se Figur 4).  
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När Malin ska köpa sin första bil måste hon ta ett lån på 10 000 kr. Lånet ska betalas tillbaka på 
4 år. 
Varje år betalar hon tillbaka en fjärdedel av lånet. Vi säger att hon amorterar 2500 kr per år. 
Räntan på Malins lån är 7,00 %. 
Hur mycket mer än 10 000 kr kommer Malin att ha betalt banken när hela lånet är återbetalt?  

 

Malin har betalat banken 1750 kr i räntekostnader. Det motsvarar 17,5 % mer än det beloppet hon 
lånade.  

Figur 4. Ett löst läroboksexempel, vars lösningsmetod kan imiteras för att lösa en av lärobokens upp-
gifter (Alfredsson, Erixon, et al., 2011, s. 106) 

För att lösa uppgiften gällande lånet om 30 000 kr kan hela lösningsmetoden 
imiteras från det lösta exemplet. Det är också tänkbart att en elev kan få motsva-
rande information om lösningsmetoden från en klasskompis eller från lärarens 
genomgång vid tavlan. 

Konsekvenserna av att ha ett allt för stort fokus i undervisningen på procedur-
uppgifter sammanfattas av Doyle (1988): 

1. Det ger en signal om att uppgifter ska kunna lösas enkelt genom algorit-
mer. 

2. Att signalera att många uppgifter ska göras snabbt, leder till att elever be-
gränsas i att utveckla förmågor som skulle stötta lösandet av uppgifter.  

3. Att jobba utifrån att koppla ihop uppgifter med algoritmer signalerar att 
uppgifter bäst löses genom algoritmer snarare än med matematiska reso-
nemang.  

2.2.3 Sammanfattning 
En undervisning som bygger på imitation är vanlig, bland annat för att den fram-
står som effektiv och enkel, både för lärare och elever. Men en undervisning som 
domineras av imitation innebär att elever inte får förutsättningar att utveckla alla 
förmågorna i matematik. Eftersom denna typ av undervisning fortsätter att vara 
vanlig verkar det som om det finns ett behov av att ytterligare förstå varför det är 
så. Detta för att mer förstå vad i nuvarande undervisning som behöver utmanas 
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för att kunna föreslå alternativ till denna undervisning. Detta var det övergri-
pande argumentet för att utföra studierna I, II och III. 

2.3 Undervisning som bygger på problemlösning 
En undervisning som bygger på att elever möter och löser problemuppgifter har 
större möjlighet att utveckla elevers matematiska förståelse än en undervisning 
som betonar imitation (Boaler, 1998, 2014; Schoenfeld, 1985, 2018). När elever 
får tillfälle att arbeta med problemuppgifter innebär det att elever ges möjlighet 
att greppa mer än isolerade idéer. Det innebär också att de testar hypoteser, mo-
tiverar och utvärderar sina slutsatser (Cobb et al., 1991; Hiebert et al., 1996; 
Marcus & Fey, 2003; NCTM, 2000). Att undervisa genom problemlösning, det 
vill säga med problemlösning som medel, innebär att elever förbättrar sin pro-
blemlösningsförmåga, inte bara på grund av att de lär sig probelmlösningsstrate-
gier, utan också för att de får en djupare matematisk förståelse vilket i sin tur 
bidrar till elevers problemlösningsförmåga (Stein, Boaler, & Silver, 2003). Elever 
i länder som presterar bäst i världen i jämförande studier, ägnar en majoritet av 
undervisningstiden åt problemlösning (Hiebert et al., 2003). 

2.3.1 Exempel på fördelen med en undervisning som bygger på 
problemlösning 

I en longitudinell studie (Boaler, 1998), undersöktes två högstadie- och gymna-
sieskolor i Storbritannien. Den ena skolan, Amber Hill, hade en matematikun-
dervisning inriktad på utantillinlärning, med fokus på att komma ihåg definit-
ioner och algoritmer. Den andra skolan, Phoenix Park, hade en matematikunder-
visning som präglades av att eleverna fick arbeta med problemuppgifter. Under-
visningen innebar bland annat att eleverna diskuterade hur de skulle angripa pro-
blemuppgifter och hur de skulle göra för att lösa olika problem. En uppföljnings-
studie av eleverna som gått på de båda skolorna gjordes åtta år senare (Boaler & 
Selling, 2017). I uppföljningsstudien visade det sig att de personer som tidigare 
hade gått på Amber Hill generellt sett visade ett intresse för viss typ av matema-
tik, som till exempel att lösa sudoku, men de relaterade matematik endast till ett 
visst innehåll så som tal, procent och trigonometri och såg inte att matematik 
hade någon praktisk användning i deras vardagliga liv. De personer som tidigare 
hade gått på Phoenix Park såg å andra sidan matematik som något användbart. 
När de talade om matematik handlade det inte främst om innehåll utom hur det 
kunde användas, till exempel till att lösa problem som de mött. Resultaten från 
uppföljningsstudien visade också att personerna som gått på Phoenix Park hade 
fått en, relativt sett, mer gynnsam socioekonomisk situation jämfört med perso-
nerna som gått på skolan Amber Hill, detta trots att utgångsläget då personerna 
gick i skolan var det omvända. Resultatet kopplat till socioekonomiska faktorer 
relaterade Boaler snarare till den sammantagna skolmiljön i respektive skola än 
enbart matematikundervisningen, som dock påpekas var en integrerad del av den 
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totala skolmiljön. Ett femårigt forskningsprojekt i USA (Silver & Stein, 1996) med 
sex skolor motsvarande mellan- och högstadiet visade att de elever som fick en 
undervisning som var baserad på att lösa problemuppgifter presterade bättre på 
tester som testade problemlösning, resonemang och kommunikation jämfört 
med elever som hade fått en mer procedurinriktad undervisning (Stein & Lane, 
1996). Deltagande skolor visade inte heller någon nedgång vad det gäller prestat-
ioner gällande att lösa uppgifter av procedurkaraktär. Dessa skolors elever pre-
sterade dessutom bättre på nationella prov än jämförbara elever från andra sko-
lor (Silver & Lane, 1995). I ytterligare en annan studie (Ridlon, 2009) på mellan-
stadieklasser, vilken pågick under två år, jämfördes två undervisningsmetoder 
varav en mer imitativ och en mer problemlösningsorienterad. Den problemlös-
ningsorienterade undervisningen innebar för eleverna ett ökat lärande och de fick 
mer positiva uppfattningar om matematik, jämfört med de elever som fick den 
mer imitativa undervisningen. Dessutom var den problemlösningsorienterade 
undervisningen speciellt gynnsam för de lågpresterande eleverna. I en fjärde stu-
die (Hiebert & Wearne, 1993) studerades sex stycken lågstadieklasser under ett 
läsår, varav två av klasserna hade en undervisning som innebar att jobba med 
problemuppgifter, undersöka matematiska relationer och diskutera olika lös-
ningsmetoder. Eleverna från dessa två klasser uppvisade en större ökning i lä-
rande, både vad gäller beräkningar och att lösa problemuppgifter, jämfört med 
eleverna i de fyra klasser som fick en mer konventionell undervisning med upp-
gifter ur läroboken. Denna skillnad i resultat gällde både elever som hade det svå-
rare och de som hade det lättare med matematik. Andra exempel med resultat 
som visar på lärandefördelar om undervisningen bygger på att lära genom pro-
blemlösning är till exempel Abdu, Schwarz och Mavrikis (2015); Csíkos, Szitányi 
och Kelemen (2012); N. H. Lee, Yeo och Hong (2014). 

Ovanstående exempel har beskrivit fördelen med en undervisning som på olika 
sätt låtit problemlösning vara en del av undervisningen. En rad jämförande stu-
dier (Jonsson, Kulaksiz, & Lithner, 2016; Jonsson, Norqvist, Lithner, & Liljekvist, 
2014; Karlsson Wirebring et al., 2015; Olsson & Granberg, 2018) har fokuserat på 
vilken betydelse elevers skapande av lösningsmetoder har för lärande. I studierna 
har man låtit elever träna på uppgifter på två olika sätt. Den ena gruppen elever 
har fått tillgång till lösningsmetoderna (algoritmer) till uppgifter vid träningstill-
fället, medan den andra gruppen elever blivit tvungna att skapa lösningsmetoder 
vid träningstillfället. En vecka efter träningen gjordes eftertester i dessa studier 
som visade att elever som själva fick skapa lösningsmetoder kom ihåg det de trä-
nat på bättre än de elever som fått tillgång till lösningsmetoder under träningen. 
En av studierna (Jonsson et al., 2014) visade dessutom att det var de kognitivt 
svagaste eleverna som hade mest att vinna på att behöva skapa lösningsmetoder. 
Studierna visade också att framgångsfaktorn för att lära sig genom att skapa lös-
ningsmetoder till uppgifter var att klara av att lösa uppgifterna. Att bara tilldelas, 
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men inte klara att lösa en uppgift hjälpte alltså inte. I ett sådant skede blir lära-
rens stöd avgörande för elevers förutsättningar att lösa problemuppgifter. För en 
elev som kört fast i sin problemlösning och behöver hjälp av sin lärare innebär 
detta att läraren inte ska ge lösningsmetoden till eleven, eftersom eleven då inte 
behöver skapa den. Att undersöka hur man skulle kunna utforma ett stöd för lä-
rare när de ska stödja elever som kört fast i sin problemlösning, utan att ge lös-
ningsmetoden, var ett av skälen till och syftet med att utföra studie IV och V. Att 
lärare ger delar eller hela lösningsmetoden, alternativt ställer ledande frågor, till 
elever är däremot vanligt (Boaler & Brodie, 2004; Stein et al., 2007).  

2.3.2 Kritik mot undervisning genom problemlösning 
Viss kritik har lyfts mot att man beskriver att en undervisning som baseras på 
problemlösning ger effektivt lärandet. Denna kritik vänder sig främst mot att helt 
utlämna elever att upptäcka och konstruera matematik på helt egen hand. I relat-
ion till detta alternativ finns det fördelar med lärande av algoritmer via imitation 
och utantillinlärning (Kirschner, Sweller, & Clark, 2006; Mayer, 2004). Det finns 
fördelar med att ge direkta instruktioner. Dessa är framförallt att sådana instrukt-
ioner ger information om hur en procedur ska utföras, ger korrekta lösningar och 
förklaringar, pekar på kritiska delar i givna exempel, är tidseffektivt och minime-
rar risken att ägna sig åt irrelevant sökande efter lösningsmetoder (Kirschner et 
al., 2006; Mayer, 2004). Nackdelarna med att ge direkta instruktioner är till ex-
empel att elever glömmer bort givna lösningsmetoder, att det inte uppmuntrar 
att söka sig bortom givna instruktioner och att elever inte utmanas i sin matema-
tiska förståelse (H. S. Lee & Anderson, 2013). H. S. Lee och Anderson (2013) har 
i en litteraturöversikt jämfört forskningsresultat från studier där elever fått en 
undervisning baserad på direkta instruktioner med studier där elever fått upp-
täcka matematiken på egen hand. H. S. Lee och Anderson (2013) understryker att 
de mest lovande undervisningsmetoderna inte återfinns i ytterligheterna – ingen 
lärarhjälp respektive direkta instruktioner till lösningar. De bästa lärandeeffek-
terna återfinns där elever får stöd av läraren i sitt upptäckande av matematiken 
(H. S. Lee & Anderson, 2013). Hur denna kombination av lärarstöd och eget upp-
täckande ser ut i mer detalj är dock inte klarlagt (H. S. Lee & Anderson, 2013).  

2.3.3 Uppfattningar om matematik 
En persons problemlösningsförmåga beror på följande fyra problemlösnings-
kompetenser: resurser, heuristiska strategier, metakognitiva överväganden och 
uppfattningar om matematik (eng. ”beliefs”) (Schoenfeld, 1985, 1992). Dessa fyra 
kompetenser låg till grund för konstruktionen för det lärarstöd (nedan kallad 
lärarguide) som användes i studie V. Kompetenserna resurser, heuristiska stra-
tegier, metakognitiva överväganden kommer att behandlas i avsnitt 3.2, medan 
uppfattningar om matematik behandlas här. Fokus för studie II var att studera 
uppfattningar om matematik i relation till problemlösning.  
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En elevs uppfattningar om matematik är hennes matematiska världsbild som 
påverkar hennes matematiska beteende och förståelse. Det handlar om synen på 
henne själv i förhållande till lärandemiljö och till matematiken (Schoenfeld, 
1995). Definition av uppfattningar är en individs förståelser och känslor, vilka 
formar hur individen tolkar och engagerar sig i matematisk aktivitet (Schoenfeld, 
1992, s. 358). Med en undervisning som ska utveckla mer komplexa förmågor, 
såsom problemlösningsförmåga, innebär det också att lärare behöver förstå att 
en elevs uppfattningar kan utgöra ett hinder för detta. Lärare behöver till exempel 
ha insikt om att elever kan ha uppfattningen om att de inte kan lösa uppgifter 
utan, för dem, kända lösningsmetoder. Det finns en ganska klar bild av vilka ne-
gativa uppfattningar om matematik som elever kan ha (Schoenfeld, 1992):  

1. Matematikuppgifter har ett och bara ett rätt svar. 
2. Det finns bara ett rätt sätt att lösa matematikuppgifter på – vanligtvis sen-

aste regeln som läraren gått igenom med klassen. 
3. Vanliga elever kan inte förvänta sig att förstå matematik. Elever förväntar 

sig endast behöva memorera och använda vad de har lärt sig mekaniskt 
och utan att förstå. 

4. Matematik är något man ägnar sig åt ensam. 
5. Elever som har förstått den matematik som de arbetar med kommer att 

kunna lösa alla givna uppgifter på fem minuter eller snabbare. 
6. Den matematik som lärs ut i skolan har lite eller inget att göra med den 

riktiga världen. 
7. Matematiska bevis är inte till någon hjälp i en process av upptäckande och 

utforskande.  

Elever på skolan Amber Hill (Boaler, 1998) (avsnitt 2.3.1) hade till exempel upp-
fattningen att matematik handlar om att lära sig regler utantill och när de ställdes 
inför en uppgift var det viktigare att komma ihåg likande uppgifter, istället för att 
tänka efter vad som behövdes för att lösa uppgiften. Uppfattningen att matematik 
handlar om att lära sig en uppsättning regler verkar ha hindrat dessa elever från 
att försöka tolka nya situationer med hjälp av matematik (Boaler, 1998). I svensk 
gymnasiekontext har det också påvisats att elever uppvisar uppfattningar som in-
nebär att procedurer hade en central position vid uppgiftslösning och att elever 
inte litade på sin förmåga att skapa lösningsmetoder till problemuppgifter 
(Sumpter, 2013). Studie II bygger på resultat från Sumpters studie.  

2.3.4 Lärarens roll  
När lärare ska stödja en elevs skapande av lösningsmetod är det viktigt att de fo-
kuserar på elevens svårighet och den aktuella situationen för att ge eleven rätt 
stöd för att kunna fortsätta sin uppgiftslösning (Anthony, Hunter, & Hunter, 
2015; Franke & Kazemi, 2001; Levin, Hammer, & Coffey, 2009; Stockero, 
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Rupnow, & Pascoe, 2017). Om lärarna ställer utforskande frågor inverkar detta 
positivt på elevers förmåga att argumentera matematiskt och på elevers lärande 
(Fennema et al., 1996; Kazemi & Stipek, 2001; Kosko, Rougee, & Herbst, 2014; 
Martino & Maher, 1999; Mata-Pereira & Ponte, 2017). Att lärare inte ska ställa 
ledande frågor handlar alltså inte om att inte säga något till eleverna eller att inte 
hjälpa dem, istället är hjälp vid rätt tillfälle helt nödvändigt och en viktig kataly-
sator i lärandet (Lobato, Clarke, & Ellis, 2005).  

2.3.5 Sammanfattning 
En undervisning som bygger på att elever möter och löser problemuppgifter har 
bättre förutsättningar att utveckla elevers matematiska förståelse, än en under-
visning som bygger på att elever möter uppgifter som innebär att de kan imitera 
algoritmer för att komma fram till lösningen. Om elever har negativa uppfatt-
ningar om matematik innebär dessa ett hinder för att arbeta med problemupp-
gifter. När elever kör fast i deras problemlösning, kommer den typ av hjälp lära-
ren ger att spela stor roll för elevernas förutsättning att fortsätta att jobba med 
problemuppgiften. På ett mer övergripande plan är det känt hur läraren ska agera 
i dessa situationer, men inte mer i detalj. 

Ett verktyg för lärare som har visat sig effektivt för att stödja elevers lärande är 
formativ bedömning. Formativ bedömning kan också kopplas till lärarens stöd-
jande roll i elevers problemlösningsprocess. Formativ bedömning var en bärande 
del av en den klassrumsintervention som gjorde i studie V. 

2.4 Formativ bedömning 
Formativ bedömning har bedömts vara en av de mest kraftfulla metoderna för att 
stärka elevers lärande (Black & Wiliam, 1998; Hattie, 2009). Även om en hel del 
tekniker som kan öka mängden av och höja kvaliteten på en formativ klassrums-
praktik utvecklats och visat sig vara effektiva, är det inte klarlagt hur en formativ 
bedömning ska utformas mer i detalj (Black & Wiliam, 1998, 2010). Det behövs 
till exempel mer forskning och utveckling om hur formativ klassrumspraktik mer 
specifikt kan utformas i olika ämnen (Bennett, 2011). Det behövs också mer kun-
skap om hur en lärare i praktiken ska kunna få reda på var en elev befinner sig i 
sitt lärande och hur läraren bäst hjälper henne framåt för att nå ett visst lärande-
mål (Black & Wiliam, 2009; Heritage, Kim, Vendlinski, & Herman, 2009). Dessa 
behov av forskning var också motiv till utförande av studie V. 

Formativ bedömning definieras här som:  

Practice in a classroom is formative to the extent that evidence about stu-
dent achievement is elicited, interpreted, and used by teachers, learners, 
or their peers, to make decisions about the next steps in instruction that 
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are likely to be better, or better founded, than the decisions they would 
have taken in the absence of the evidence that was elicited. (Black & 
Wiliam, 2009, s. 9) 

Begreppet ”instruction” ska här tolkas som alla typer av aktiviteter som är av-
sedda att skapa lärande (Black & Wiliam, 2009). Alla aktörer i klassrummet kan 
göra formativa bedömningar. I den här avhandlingen fokuseras den formativa 
bedömningen som läraren kan göra.  

Den lärarguide som användes i studie V var ämnad att vara ett stöd för lärares 
interaktion med elever som kört fast i sin problemlösning. För detta ändamål an-
vändes formativ bedömning som en bärande del för hur instruktionen för inter-
aktionen mellan lärare och elev skulle utformas. Interaktionen innebar att lära-
ren skulle ge återkoppling baserat på den diagnostiserade svårigheten som eleven 
hade med uppgiften. I en formativ bedömningssituation är lärare och elev bero-
ende av varandra. Läraren är beroende av elevens respons för att kunna ge en 
formativ återkoppling. Eleven i sin tur är beroende av läraren för att kunna 
komma vidare i sitt lärande. Det som läraren registrerar är inte nödvändigtvis det 
som eleven har svårigheter med och det som eleven registrerar är inte nödvän-
digtvis det som läraren hade för avsikt att förmedla. Figur 5 illustrerar dialogens 
villkor och utmaning i det att pilarna, som illustrerar det som avses att kommu-
niceras, är avbrutna. De avbrutna pilarna ska ses som att det finns ingen automa-
tik att det som kommuniceras ut från en lärare eller elev uppfattas på avsett sätt 
och vice versa.  

 

 

 

 

 

Det som ska kommuniceras är dessutom baserat på beslut som fattas inom loppet 
av sekunder, eller till och med en bråkdel av en sekund. Sammantaget är den for-
mativa bedömningsprocessen komplex (Black & Wiliam, 2009). Denna komplex-
itet har kopplingar till de skäl som angivit ovan (avsnitt 2.2) till att lärare riskerar 
att välja en undervisning som domineras av imitation. En annan aspekt av denna 
komplexitet är att formativ bedömning och dess återkoppling ytterst handlar om 
ett möte mellan individer. Detta gör att läraren behöver beakta att återkopplingen 

Figur 5. De tre interagerande områdena inom lärande. En adaption av figur från Black and 
Wiliam (2009, s. 11) 

Lärare Elev 
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behöver utformas på ett personligt och meningsfullt sätt i ett här-och-nu-per-
spektiv. Där läraren inser och tar i beaktande vad som hjälper den specifika ele-
ven, i en specifik situation (Ginsburg, 2009). 

Sammanfattningsvis är formativ bedömning är ett kraftfullt verktyg för att stödja 
elever i deras lärande. Formativ återkoppling sker genom en komplex process där 
elevers svårigheter diagnostiseras och återkoppling ges baserat på ställd diagnos. 
Detaljer för hur detta bäst sker är inte klarlagt. 

2.5 Sammanfattning av kapitlet 
En undervisning som domineras av imitation kan framstå som enklare och mer 
effektiv. Detta, tillsammans med den bland elever förekommande uppfattningen 
att matematikuppgifter ska kunna lösas med algoritmer, leder till att undervis-
ning som domineras av imitation är vanlig. En undervisning som istället bygger 
på att elever får försöka lösa problemuppgifter är däremot positiv för deras lä-
rande, men mer komplex att utföra. Det finns slutsatser från forskning om att en 
problemlösningsundervisning bör innehålla formativ bedömning, detta innebär 
att lärares frågor ska stödja elevers problemlösande istället för att styra och lotsa 
dem mot en lösningsmetod.  



 

16 

3 Begreppsramverk 
Ett begreppsramverk ska presentera begrepp nödvändiga för det som studeras 
samt ange argument för att dessa begrepp är relevanta för utförda studier (Lester, 
2005). I detta kapitel presenteras ett ramverk för att kategorisera lösningsstrate-
gier, begreppen för problemlösningskompetenser och begreppet resonemang. 
Det beskrivs också hur kopplingen mellan ramverket för att kategorisera lös-
ningsstrategier hör ihop med problemlösning och resonemang.  

3.1 Ramverk för typer av lösningsstrategier 
För att lösa en matematikuppgift kan en elev antigen använda sig av lösningsstra-
tegin att imitera en lösningsmetod eller lösningsstrategin att skapa en lösnings-
metod. I ett ramverk av Lithner (2008) karaktäriseras den senare typen av att 
eleven behöver koppla ihop matematik och explicit eller implicit ge argument för 
gjorda kopplingar samt varför den skapade lösningsmetoden kommer att lösa 
den aktuella uppgiften. Att utföra detta kallas, enligt Lithner (2008), för ett kre-
ativt matematiskt resonemang, CMR3. Om en lösningsmetod istället kan imite-
ras, från något eller någon annan inklusive sig själv, kallas detta för imitativt re-
sonemang, IR4. I Lithner (2008) benämns båda dessa två lösningsstrategier som 
resonemang. I denna avhandling har istället begreppet lösningsstrategi valts för 
att särskilja lösningsstrategier från avhandlingens definition av resonemang (av-
snitt 3.3).  

Lithners (2008) ramverk har varit centralt för avhandlingens studier och har an-
vänts i alla studier utom i litteraturöversiktsstudien (studie IV). Ramverket syftar 
till att kunna karaktärisera lösningsstrategier och att förklara ursprunget till och 
konsekvenserna av olika lösningsstrategier. Lösningsstrategi definieras som re-
sultatet av en tankeprocess som utförts för att producera påståenden och nå slut-
satser i en uppgiftlösning (Lithner, 2008). En lösningsstrategi är enligt Lithners 
definition inte nödvändigtvis byggd på formell logik, alltså inte begränsad till be-
vis, och kan även vara felaktig så länge det finns rimliga (för den som utför lös-
ningsstrategin) skäl som stödjer lösningsstrategin. En elevs lösningsstrategi ses 
som avtryck av hennes tankeprocess. Det är sedan detta avtryck som kan stude-
ras. Elevens tankeprocess är beroende av hennes förmågor. Förmågorna är for-
made av den lärandemiljö som eleven befinner sig i (Figur 6). 
  

                                                             
3 CMR är akronym för creative mathematically founded reasoning. 
4 IR är akronym för imitative reasoning 
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Ramverket innehåller alltså två huvudkategorier av lösningsstrategier, CMR och 
IR. Lösningsstrategin IR används här i vid bemärkelse och innebär att en elev kan 
imitera sina egna kunskaper eller en lösningsmetod från något eller någon annan, 
till exempel en lärobok eller en lärare. Lösningsstrategin IR delas i sin tur upp i 
lösningsstrategier som är memorerade, till exempel ett memorerat matematiskt 
bevis, och de lösningsstrategier som följer en algoritm (algoritmiskt resone-
mang, AR). Lösningsstrategin AR kan utföras på tre sätt, genom bekant AR, be-
gränsat AR eller ett lotsat AR. Användning av ett bekant AR innebär att eleven 
identifierar något, ett nyckelord eller annan ledtråd i uppgiften som triggar ett val 
av algoritm. Om en elev använder sig av begränsat AR, väljer eleven inom en 
grupp av algoritmer som hon anser vara rimliga att välja mellan. Denna typ av 
lösningsstrategi kan kopplas till om eleven är vilsen i sitt uppgiftslösande och är 
beredd att använda ”vad som helst” för att komma vidare i sin uppgiftslösning 
Sökandet efter algoritm är dock begränsat inom det matematiska område som 
eleven tror sig kunna hitta en algoritm. Den tredje typen av AR, lotsat AR innebär 
att en elev blir lotsad av någon eller något. Om det är en person, är det vanligtvis 
en lärare eller en elev som lotsar en annan elev genom lösningen till en uppgift. 
En elev kan också bli lotsad av en algoritm i läroboken, antigen genom en tidigare 
likadan uppgift som nyss lösts eller ett löst exempel som återfinns i boken. Denna 
typ av lösningsstrategi kallas då textlotsat AR. Av Tabell 1 framgår förhållandet 
mellan de olika typerna av CMR respektive IR. För en elev som använder sig av 
CMR för att lösa en uppgift, innebär det att IR i huvudsak inte används. Eleven 
1) skapar en ny eller återskapar en bortglömd (för eleven) lösningsmetod, 2) ger 
argument för rimligheten för både vilka val som gjorts och vilken strategi som 
används och hur implementeringen är utförd, 3) ger argument som baserar sig 
på icke-ytliga och relevanta matematiska egenskaper. Att basera argumenten på 
ytliga egenskaper är till exempel att endast se till talens (9, 15, 2, 3) storlek för att 
avgöra om 9/15 är större än 2/3. Att basera argumenten på icke-ytliga egenskaper 
är att ta hänsyn till att det rör sig om en jämförelse mellan två kvoter (Lithner, 
2008). Om lösningsstrategin i huvudsak innehåller CMR och till mindre delar IR 
klassas lösningsstrategin som ett globalt CMR, om lösningsstrategin endast till 
en mindre del innehåller CMR och till större del IR klassas det som ett lokalt CMR 
(se Tabell 1). 

  

Figur 6. Ursprunget till en lösningsstrategi, från tanke till uttryck (Lithner, 2008, s. 256) 

  Lärandemiljö Lösningsstrategi Elevens förmågor Tankeprocess 
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Tabell 1 
Typer av lösningsstrategier, fördelade utifrån huvudtyperna CMR och IR (Lithner, 2008) 

CMR IR 

Globalt 
CMR 

Lokalt 
CMR 

AR Memorerad lös-
ningsstrategi 

Bekant 
AR 

Begrän-
sat AR 

Elevlot-
sat AR 

Lärarlot-
sat AR 

Textlot-
sat AR 

 

Den egenskap som beskrivits för CMR under 1) ovan - att skapa eller återskapa 
en bortglömd lösningsmetod- är identisk med begreppet problemlösning så som 
det används i denna avhandling. Att en lösningsstrategi kallas kreativ innebär 
inte att lösningsstrategin måste vara ett verk av ett geni eller att det ska vara ex-
ceptionellt nyskapande, utan det handlar om att lösningsstrategin är ny för den 
som skapat (kreerat) den (Jonsson et al., 2014). Ramverket medger endast att 
lösningsstrategierna kategoriseras i diskreta kategorier, medan det i verkligheten 
snarare är så att olika lösningsstrategier kan placeras längs ett kontinuum, från 
att vara helt imitativa till att vara helt kreativa. Det är även så att en uppgift där 
det kan krävas en viss lösningsstrategi för den ena eleven, kan det krävas en an-
nan lösningsstrategi för en annan elev (Palm, Boesen, & Lithner, 2011). Det kan 
till exempel vara att ekvationen 2𝑥 + 3 = 7 endast kräver användandet av bekant 
AR för en elev på gymnasiet att lösa ekvationen, medan det för en mellanstadie-
elev som stöter på denna typ av ekvation för första gången, krävs CMR för att 
komma fram till en lösning. Detta är i analogi med det som beskrevs i avsnitt 2.1, 
det vill säga att det inte är entydigt om en uppgift är en problemuppgift, utan att 
det beror på eleven som möter uppgiften. 

Ramverket (Lithner, 2008) för att kategorisera lösningsstrategier kan användas 
på flera sätt och i flera kontexter. Det kan användas för att, som angivits ovan, 
kategorisera elevers lösningsstrategier. Detta har gjorts i avhandlingens studier 
I, II och V. Denna typ av kategorisering har tidigare gjorts i både gymnasiekontext 
(t.ex. Bergqvist, Lithner & Sumpter, 2008; Boesen, Lithner & Palm, 2010; 
Sumpter, 2013) och i universitetskontext (Lithner, 2003). Vidare kan ramverket 
användas för att kategorisera matematikuppgifter i sig själva, med antagande om 
vilken lösningsstrategi som kan antas krävas för att lösa en viss uppgift utifrån en 
viss tänkt nivå av matematisk kunskap. Denna typ av kategorisering har gjorts 
inom ramen för studierna I, II, III och V. Uppgiftskategorisering har tidigare 
gjorts i gymnasiekontext (t.ex. Boesen et al., 2010; Palm et al., 2011) och univer-
sitetskontext (Lithner, 2004). Ramverket har även använts för att kategorisera 
lärares genomgångar (Bergqvist & Lithner, 2012).  
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3.2 Problemlösningskompetenser 
Som nämnts i avsnitt 2.3.3 beror en persons problemlösningsförmåga på följande 
fyra problemlösningskompetenser: resurser, heuristiska strategier, metakogni-
tiva överväganden och uppfattningar om matematik (Schoenfeld, 1985). I avsnitt 
2.3.3 beskrevs kompetensen uppfattningar om matematik. Nedan karaktäriseras 
de tre övriga kompentenserna. Som tidigare också nämnts, har dessa fyra kom-
petenser legat till grund för konstruktionen av den lärarguide som användes i stu-
die V och att elevers uppfattningar om matematik studerades i studie II. 

En elevs resurser är kunskaper i matematik som en elev har och som hon kan 
använda, när så behövs. Det rör sig i första hand om kunskaper om definitioner 
och om hur algoritmer utförs. En elevs resurser kan vara inkorrekta eller otill-
räckliga, till exempel kan en elev ha missförstått användningen av en beräknings-
algoritm. För en elev som har svaga matematiska resurser handlar det för läraren, 
enligt Schoenfeld (1985), inte om att igen visa hur en viss algoritm används, utan 
om att identifiera de fel eller missförstånd som finns i elevens användning av den 
algoritmen och därefter jobba med att komma till rätta med fel och missförstånd. 
En elevs heuristiska strategier är de strategier och tekniker som eleven har för 
att angripa och göra framsteg inom en problemuppgift. Erfarna matematiker har 
ofta genom egen erfarenhet utvecklat angreppssätt och tekniker för att lösa pro-
blemuppgifter. Det har också visat sig svårt att undervisa på ett sätt som innebär 
att elever utvecklar heuristiska strategier. En svårighet med heuristiska strategier 
är att de kan vara allt för generella för att vara till någon större hjälp i problem-
lösningsprocessen. I sig själv är inte till exempel strategierna ”undersök likheter 
med andra lösningsprocesser” eller ”dela upp lösningsprocessen i delmål” till så 
stor hjälp om man inte vet hur man ska göra detta. Om man inte besitter stora 
erfarenheter av att angripa olika typer av problemuppgifter, kan det också vara 
svårt att veta hur man ska välja strategi. En elevs metakognitiva överväganden 
är elevens övergripande beslut gällande val och implementering av resurser och 
heuristiska strategier. Detta inbegriper planering, utvärdering och beslutsta-
gande. Elevens metakognitiva överväganden är helt centrala för om problemlö-
sandet kommer att vara framgångsrikt eller inte. Det är, enligt Schoenfeld (1985), 
inte ovanligt att mindre goda problemlösare inte gör metakognitiva övervägan-
den, inte ens i situationer där det framstår som enkelt att utföra dessa. Det är då 
inte ovanligt att en elev som egentligen har tillräckliga matematiska resurser för 
att lösa en problemuppgift istället går in i en återvändsgränd och där ägnar sig åt 
fruktlösa försök att lösa uppgiften. Trots de metakognitiva övervägandenas cen-
trala position i vad som utgör en god problemlösare finns det anmärkningsvärt 
lite forskning som undersökt hur elever ska kunna utveckla denna kompetens 
(Lester, 2013). 
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3.3 Resonemang 
Resonemang och problemlösning har kopplingar till varandra genom att båda be-
rör skapande av lösningsmetod (Francisco & Maher, 2005). Den litteraturöver-
sikt (studie IV) som utfördes behandlade därför både resonemang och problem-
lösning.  

Resonemang är en fundamental aspekt av matematik (Ball & Bass, 2003). Reso-
nemang handlar om att motivera val genom att relatera dessa till tidigare känd 
matematisk kunskap. Resonemang blir därför en viktig del för att elever ska 
kunna skapa lösningsmetoder. I avhandlingen definieras resonemang som den 
explicita handlingen att motivera val och slutsatser som är grundade i matema-
tiska argument (Lithner et al., 2010). Avhandlingens definition av resonemang 
överlappar till stor del med den del av definitionen av CMR (avsnitt 3.1), som 
fokuserar på argumenten till gjorda val och slutsatser vid skapandet av en lös-
ningsmetod. För att återskapa en bortglömd lösningsmetod, bortglömd kunskap 
eller för att skapa ny kunskap behöver en person kunna resonera (Ball & Bass, 
2003). Detta skulle till exempel kunna vara en elev som för första gången ska lösa 
uppgiften om hur stor sannolikheten är att få två klave om ett mynt kastas två 
gånger och som inte har fått någon lösningsmetod presenterad för sig. Denna elev 
behöver själv koppla ihop tidigare kunskap som kan vara relevant för uppgiften 
och argumentera (inför sig själv) om varför dessa kunskapsbitar kommer att 
hjälpa henne att lösa uppgiften. Eller en elev som glömt bort vad produkten av 
5 ∙ 6 är. Denna elev skulle med hjälp av upprepad addition kunna resonera sig 
fram till en lösningsmetod för att beräkna produkten.  

3.4 Sammanfattning av kapitlet 
Som verktyg för att analysera lösningsstrategier för uppgiftslösning har ett ram-
verk använts. Ramverkets två huvudkategorier IR respektive CMR innebär att 
lösningsmetod kan imiteras respektive att en lösningsmetod behöver skapas för 
att lösa en aktuell uppgift. En persons problemlösningsförmåga beror på pro-
blemlösningskompetenserna: resurser, heuristiska strategier, metakognitiva 
överväganden och uppfattningar om matematik. Resonemang har här definierats 
som den explicita handlingen att motivera val och slutsatser som är grundade i 
matematiska argument.  
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4 Avhandlingens syfte och forskningsfrå-
gor 

Denna avhandling studerar inte elevers lärande i sig eller i vilken omfattning ele-
ver lär sig matematik. Syftet är att öka kunskapen om vilka förutsättningar läran-
demiljön ger elever att skapa lösningsmetoder och därigenom få en djupare för-
ståelse i matematik. Avhandlingens syfte omfattar även hur lärare kan stödja ele-
ver som kört fast i sitt arbete med problemuppgifter. För att göra detta har föl-
jande övergripande forskningsfrågor ställts:  

1. När elever arbetar med matematikuppgifter, vilka förutsättningar har de 
att utifrån lärandemiljön skapa lösningsmetoder?  

2. Hur kan lärare stödja elevers arbete med problemuppgifter om målet är 
att elever ska lösa dessa genom att själva skapa en lösningsmetod? 

Forskningsfrågorna kommer att besvaras med hjälp av resultaten från avhand-
lingens fem studier. Avhandlingens studier hade följande syften: 

Studie 1. Syftet var att undersöka i vilken utsträckning elever möter problem-
uppgifter och vilka lösningsstrategier som de använder när de arbetar med läro-
bokens uppgifter i klassrumsmiljö. 

Studie 2. Syftet var att undersöka elevers val av lösningsstrategier i relation till 
deras uppfattningar om matematik. 

Studie 3. Syftet var att undersöka i vilken omfattning som uppgifter i läroböcker 
från tolv länder i fem världsdelar kan lösas genom att imitera en algoritm och i 
vilken omfattning en lösningsmetod behöver skapas, samt var i läroböckernas 
uppgiftsavsnitt som dessa två olika uppgiftstyper återfinns. 

Studie 4. Syftet var att kartlägga och karaktärisera hur tidigare forskning, ge-
nomförd i form av interventionsstudier, beskrivit en undervisning som stödjer 
lärande genom problemlösning och resonemang. 

Studie 5. Syftet var att ge insikter om, och på vilket sätt, en lärarguide som kon-
struerats för att användas i klassrumsundervisning, kan ge stöd till lärare när de 
hjälper elever i deras problemlösning. 
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5 Teoriramverk 
Ett teoriramverk syftar till att stödja forskning, både med avseende på utform-
ning av studier samt att förklara orsaker och samband (Lester, 2005). Detta ka-
pitel presenterar den teori, teorin om didaktiska situationer (TDS), som använts 
i avhandlingen. 

En teori kan vara mycket generell, till exempel Piagets perspektiv på kunskaps-
konstruktion eller sociokulturell teori, därmed alltför generell för att kunna för-
klara skeenden i undervisning eller stödja utformning av undervisning (Ruthven, 
Laborde, Leach, & Tiberghien, 2009; Thomas, 1997). En teori kan också vara allt-
för lokal, bunden till en viss kontext, för att kunna användas i andra kontexter 
(Thomas, 1997). Det som behövs är därför ett anpassat teoretiskt ramverk, som 
ligger mellan generella lärandeteorier och kontextualiserade teorier (Ruthven et 
al., 2009). Ett sådant anpassat teoretiskt ramverk formas genom att extrahera, 
och kontextualisera relevanta aspekter från generella teorier som är relevanta för 
att kunna utveckla, analysera och utvärdera undervisning (Ruthven et al., 2009, 
s. 330). Brousseaus (1997) TDS utgör ett sådant anpassat teoriramverk inom ma-
tematikdidaktisk forskning (Ruthven et al., 2009). 

5.1 Teorin om didaktiska situationer 
Brousseaus (1997) TDS ger dels förklaringar till varför det är attraktivt att ha en 
undervisning som innebär tillhandahållande av algoritmer för elever och varför 
en undervisning som bygger på imitation av algoritmer är ineffektiv utifrån ett 
lärandeperspektiv (avsnitt 5.1.1). Teorin om didaktiska situationer ger också ett 
värdefullt bidrag till hur en undervisning kan designas för att elever ska kunna 
konstruera kunskap (avsnitt 5.1.2). Teorin om didaktiska situationer har använts 
för att utforma den interventionsstudie (studie V) som ingår i avhandlingen. I 
kapitel 8, Diskussion används TDS som stöd för att förklara avhandlingens resul-
tat och som stöd för hur en undervisning kan designas.  

5.1.1 En förenklad undervisning 
En elevs svårigheter med matematik kan, enligt Brousseau (1997), bero på att ele-
ven har en felaktig eller inte fullt utvecklad förståelse av den matematik hon hål-
ler på med. Dessa svårigheter kan användas som en del av en lärandeprocess för 
att utveckla elevens matematiska förståelse (Brousseau, 1997). Det finns en risk, 
menar Brousseau, att läraren istället för att göra detta, förenklar undervisningen 
för att på ett ytligt sätt överbrygga elevens svårighet. Denna förenkling innebär 
att presentera algoritmer för eleven vilket leder till att hon klarar av de uppgifter 
som hon nyss hade svårigheter med att lösa, utan att hon behövt omvärdera och 
utveckla sin matematiska förståelse.  
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Eftersom användandet av algoritmer är tidseffektivt och innebär en hög tillförlit-
lighet vid uppgiftslösning blir det attraktivt för både lärare och elever att låta 
undervisningen domineras av dessa. En sådan undervisning bygger på följande 
principer: 

a) Bara sådan kunskap introduceras som antigen kan accepteras direkt eller 
sådant som kan definieras eller förklaras med tidigare känd kunskap. 

b) Alla definitioner och förklaringar måste lätt förstås. 
c) ”Undervisning” får endast ske på ett förutsägbart sätt och ”undervis-

ningen” är begränsad till sådant som lätt kan läras. 
d) Förvärvandet av kunskap sker utifrån användbarheten för kommande 

lektioner (Brousseau, 1997, s. 127).  

Användandet av vissa läroböcker innebär enligt Brousseau (1997) att lärandet ris-
kerar att reduceras till mekanisk träning där elever endast tränas i att söka efter 
ytliga ledtrådar i form av nyckelord för att lösa uppgifter, eftersom sådana läro-
böcker är designade för att kunna användas på detta sätt. Till exempel skulle en 
elevs ytliga sökande efter nyckelord som skulle kunna ge ledtråd om val av lös-
ningsmetod kunna vara ord som ”mindre än”, ”det återstår” eller ”du tar bort”. 
Dessa ord signalarer då att utföra en subtraktionsalgoritm (Brousseau, 1997). Ett 
oreflekterat, ytligt sökande kan, i andra sammanhang, leda till fel lösningsmetod. 
Betrakta uppgiften: ”En dieseldriven bil kostar 250 000 kr. Det är 200 000 kr 
mindre än en eldriven bil. Vad kostar en eldriven bil?” Om en elev söker efter 
nyckelord riskerar eleven tolka ”mindre än” att en subtraktionsalgoritm ska an-
vändas, medan en korrekt lösningsmetod innebär en addition av de båda belop-
pen. Brousseau menar att i en algoritmiskt inriktad undervisning lär sig inte ele-
ver matematik. En sådan undervisning är också på sikt ineffektiv ur ett lärande-
perspektiv, eftersom användandet av algoritmer inte kräver ny kunskap, beslut 
eller tolkningar. Detta sammantaget gör att en undervisning som domineras av 
förmedlande av algoritmer innebär att elever inte får förutsättningar att skapa 
lösningsmetoder, som i sin tur är viktiga för att få en ökad matematisk förståelse 
(Brousseau, 1997; Hiebert, 2003).  

5.1.2 Designa undervisning för lärande  
Något tillspetsat skulle man kunna säga att Brousseau (1997) menar att en elev 
endast kan lära sig det eleven själv kommer på och inser. Läraren måste skapa, 
designa en undervisning som möjliggör sådana situationer för eleven. Detta in-
nebär också att det behöver finnas en överenskommelse, ett didaktiskt kontrakt, 
mellan lärare och elev. Kontraktet som i första hand och till största del är implicit, 
reglerar hur lärandet ska gå till och vilka roller läraren respektive eleven har 
(Brousseau, 1997). Centralt för att lärande ska komma till stånd är att kontraktet 
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innebär att läraren överlämnar ansvar för lärandet till eleven och att eleven ac-
cepterar detta ansvar. Detta sker genom överlämnade av makt (devolution), från 
läraren till eleven. Engelskans ”devolution” syftar ursprungligen på handlingen 
där kungen, genom gudomlig rätt, överlät makt och ansvar. Dessa kunde inte tas 
med egen kraft, utan kungen behövde medvetet överlämna dessa. På samma sätt 
behöver läraren överlämna makten och ansvaret över att lära sig till eleven 
(Warfield, 2006). I och med överlämningen är läraren inte längre – för tillfället 
– sanningens väktare, borgensman, tillflyktsort och slutliga mottagaren av alla 
barns frågor (Brousseau, 1997, s. 206). I överlämnandet behöver också eleven ac-
ceptera utmaningen att ta ansvar för lärandet. Eleven har alltså ett ansvar för att 
möta upp de krav ett överlämnade innebär och det är först då som lärande kan 
ske.  

5.2 Sammanfattning av kapitlet 
Ett teoriramverk syftar till att stödja forskning, både med avseende på utform-
ning av studier och förklaring av orsaker och samband. Därför har TDS använts 
som stöd för att förklara avhandlingens resultat och för utformningen av utförd 
interventionsstudie. Teorin om didaktiska situationer ger en förklaring till varför 
undervisning som domineras av imitation är förrädiskt attraktiv men samtidigt 
ineffektiv ur ett lärandeperspektiv. Teorin anger att en undervisning som möjlig-
gör lärande innebär att läraren ska skapa rätt förutsättningar för elever där över-
lämnade av ansvaret för skapandet av lösningsmetoder är den centrala kompo-
nenten. 
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6 Metod och metoddiskussion 
I detta kapitel redogörs för de bakomliggande argumenten för val av datain-
samlingsmetod och utformande av dataanalys för avhandlingens studier. Kapitlet 
avslutas med en diskussion gällande studiernas validitet och en redogörelse för 
de forskningsetiska övervägandena. Tabell 2 nedan ger en översikt över studierna 
med avseende på urval, datainsamlingsmetod, typ av data och dataanalysmetod. 
Ytterligare information om studiernas metoder återfinns i respektive artikel/ma-
nuskript.  

Tabell 2 
Metodöversikt för avhandlingens studier vad det gäller urval, insamlingsmetod, data och analysme-
tod 

Studie Urval Insamlingsmetod Data  Analysmetod 
I 15 elever Video, observation, fo-

tograferade elevlös-
ningar 

39 uppgifter 
86 elevlösningar 
 

Använd lösningsstra-
tegi 
Uppgiftskategorisering 
  

II 3 elever Video, fotograferade 
elevlösningar, intervju 
(stimulated recall) 

4 uppgifter 
3 elevlösningar 
3 intervjuer 

Använd lösningsstra-
tegi  
Tematisk analys av 
uppfattningar  
 

III 12 läro-
böcker från 
12 länder 
 

Se avsnitt 7.3 5738 uppgifter Uppgiftskategorisering  

IV 7 tidskrifter Databassökning 26 artiklar Systematisk littera-
turöversikt  
 

V 5 lärare Audio, fotograferade 
elevlösningar, obser-
vation, intervju (fokus-
grupp & ostrukture-
rade) 

96 lärar-elevin-
teraktioner, 
uppgifter och 
elevlösningar 

Kategorisering av lä-
rar-elevinteraktioner 

6.1 Metoder för att studera lösningsstrategier 
Det ramverk (Lithner, 2008) som har använts för att studera lösningsstrategier 
(avsnitt 3.1) i avhandlingens studier kan användas och har använts för att studera 
lösningsstrategier på flera sätt. Ramverket har i avhandlingens studier använts 
för att studera vilken typ av lösningsstrategi som elever har använt vid uppgifts-
lösning (studie I, II och V), för kategorisering av uppgifter med avseende på vil-
ken typ av lösningsstrategi som krävs för att lösa dessa uppgifter (studie I och III) 
och för kategorisering av uppgiftlösningssituation med avseende på typ av rimlig 
lösningsstrategi för att kunna fortsätta arbeta med uppgiften (studie V).  
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6.1.1 Att studera elevers lösningsstrategi  
För att studera en elevs lösningsstrategi genom Lithners (2008) ramverk är det 
första steget att dela upp data i delar, i sekvenser. Hur finkornigt data ska delas 
upp beror på vad som ska studeras. Om en lösning av en hel uppgift ska studeras 
kan en sekvens vara hela uppgiftslösningen. Om en mer noggrann analys ska gö-
ras kan man behöva dela upp uppgiftslösningen i flera sekvenser. En sekvens in-
nehåller följande steg: 

1. Eleven stöter på en (del)uppgift. 
2. Ett strategival görs. “Strategi” innebär allt från lokala procedurer till 

övergripande angreppssätt och “val” har en bred innebörd (erinra, skapa, 
upptäcka, gissa etc.). Strategivalet kan stödjas av argument om varför vald 
strategi kommer att lösa uppgiften. 

3. Strategin implementeras. Implementering kan stödjas av argument till 
varför vald strategi har löst uppgiften. 

4. En slutsats dras. 

I analysen av elevens strategival och strategiimplementering försöker man avgöra 
om strategin grundar sig på ytliga eller icke-ytliga matematiska egenskaper. Man 
försöker också undersöka vilka argument som förs fram för att en vald lösnings-
metod kommer att lösa uppgiften/löste uppgiften och om lösningsmetoden är 
imiterad eller ny. En sekvens avslutas med en slutsats, till exempel angivandet av 
ett svar eller att uppgiften överges. 

Data till studierna I (elevers arbete med läroboksuppgifter i klassrummet) och II 
(elevers arbete med problemuppgifter relaterat till elevers uppfattningar om ma-
tematik) har erhållits genom elevanteckningar, elevers tal, gester och mimik (Bju-
land, Cestari, & Borgersen, 2008; Lithner, 2008). Metoden för att generera data, 
vilken är en utveckling av en metod av Långström och Lithner (2008), var att låta 
två eller tre elever arbeta med uppgifter tillsammans. Det var inte växelverkan 
eller samarbetet mellan elever som primärt studerades, utan enskilda elevers lös-
ningsstrategier vid uppgiftslösning. I övervägandet om data skulle erhållas ge-
nom att elever löste uppgifter tillsammans eller enskilt har nedanstående övervä-
ganden gjorts. 

Ett sätt att studera elevers uppgiftslösning är att låta enskilda elever ”tänka högt”. 
Denna metod går ut på att eleven uppmanas berätta vad hon gör och tänker under 
uppgiftslösandet (Bergqvist et al., 2008; Boesen et al., 2010; Boren & Ramey, 
2000; Ericsson & Simon, 1993; Lithner, 2003). Det finns fördelar med att an-
vända sig av en datainsamlingsmetod som bygger på att låta en elev ”tänka högt”. 
Enligt Ericsson och Simon (1993) är denna metod den som ligger närmast att 
spegla en tankeprocess. En nackdel med denna metod är att den kan skapa lås-
ningar hos den elev som ska ”tänka högt” (Schoenfeld, 1985). De låsningar som 
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enligt Schoenfeld kan inträffa när en enskild ombeds ”tänka högt” blir mer säll-
synta när en elev får möjligheten att för en annan elev blotta sin låsning genom 
att till exempel kunna säga ”Jag har ingen aning hur jag ska göra här”. Ett alter-
nativ är därför att låta elever i grupp lösa uppgifter (Långström & Lithner, 2008, 
Schoenfeld, 1985). På detta sätt ökar chansen att elever verbaliserar sina tankar 
utan att det behöver påkallas. Även denna metod kan anses ha sina nackdelar. 
Dels kan en elevs tankebana ändras av att en annan elev verbaliserar sin tanke 
och dels kan det sociala samspelet på flera sätt påverka hur arbetet fortlöper. Det 
finns till exempel risk att en elev dominerar i gruppen eller att elever kan förvirra 
varandra (Schoenfeld, 1985). Schoenfeld menar att fördelarna överväger att låta 
elever arbeta tillsammans vid uppgiftslösning när data ska genereras jämfört med 
att låta elever lösa uppgifter individuellt och ”tänka högt”. Förutom den minskade 
risken för låsningar när data erhålls via elevgrupper, innehåller de ofta bättre in-
formation om de val som elever gör genom att elevers val oftare motiveras och att 
det oftare finns indikationer på om andra alternativ har överlagts. Ytterligare en 
fördel är att denna metod har en högre ekologisk validitet eftersom den utgår från 
elevens spontana sätt att jobba med matematikuppgifter.  

Elever från första årskursen på gymnasiet valdes ut för att delta i studie I och II. 
Skälet till detta var att år 1 är det sista året som samtliga elever läser matematik. 
Därmed kunde elever från samtliga tre kursspår studeras. Kursspåren är föl-
jande: spår a (yrkesprogram), spår b (högskoleförberedande program, mindre 
matematikintensivt) och spår c (högskoleförberedande program, mer matema-
tikintensivt). I studie I var alla tre spåren representerade medan spår a och b var 
representerade i studie II. 

6.1.2 Att studera lösningsstrategier vid arbete med läroboksupp-
gifter 

Lärobokens innehåll indikerar vilka förutsättningar till lärande som elever får 
(Schmidt, 2012; Törnroos, 2005). Genom att studera elevers läroböcker går det 
alltså att säga något om vilka förutsättningar elever får att skapa lösningsme-
toder. När elever arbetar med läroboksuppgifter är det möjligt för elever att ge-
nom likheter koppla uppgiften till lärobokens lösta exempel eller annan inform-
ation i läroboken. Detta sätt att arbeta ger elever en mall för hur uppgiften ska 
lösas, något som kan göras utan att ha nått en djupare förståelse av den aktuella 
matematiken (Brousseau, 1997). Analysmetoden som användes i studie I och III 
bygger på Lithner (2004) och Palm et al. (2011) och går i korthet ut på att under-
söka om en uppgift i läroboken kan lösas med hjälp av algoritmer (återfunna i 
lösta exempel, teori eller uppgifter) som presenterats tidigare i läroboken. Åter-
finns en algoritm tidigare i läroboken blev den analyserade uppgiften kategorise-
rad som att den kan lösas utan att skapa en lösningsmetod (high relatedness, 
HR), i annat fall krävs att en lösningsmetod behöver skapas (low relatedness, 
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LR). Om skapandet av lösningsmetoden innebar att det inte fanns någon algoritm 
alls att följa, kallades uppgiften att ha global low relatedness (GLR). Om algorit-
men finns tillgänglig i läroboken men måste modifieras innan den skulle kunna 
används kallades uppgiften att ha local low relatedness (LLR). 

Hypotetiskt skulle elever istället kunna få den information som finns i läroboken 
förmedlad vid exempelvis en lärargenomgång. Den information som elever har 
tillgång till är i så fall densamma, vare sig läroboken eller läraren är informat-
ionsbäraren. Den information som facit ger har undantagits från analysen av lär-
oböckerna. Data från studie I visade att användningen av facit verkade ha en in-
verkan på uppgiftslösandet. Dessutom finns indikationer på att användandet av 
facit kan inverka negativt på elevers lärande (Skolinspektionen, 2010). Det hade 
därför varit eftersträvansvärt om aspekten av användandet av facit ingått i ana-
lysen av läroboksuppgifterna. Vid utformandet av analysramverket för analys av 
läroboksuppgifter inkorporerades inte på grund av att det var metodiskt svårt att 
undersöka på vilket sätt facit kan antas inverka på den lösningsstrategi som krävs 
för att lösa en uppgift. 

I studie III analyserades läroböcker från tolv länder för att undersöka i vilken 
omfattning som uppgifter i läroböckerna kan lösas genom att imitera en algoritm. 
Urvalet av länder begränsade sig till länder där svenska eller engelska är vanliga 
undervisningsspråk. Kriteriet för valet av lärobok från respektive land var att det 
skulle vara en lärobok som var vanligt förekommande i undervisningen. Urvalet 
av de länder vars läroböcker kom att ingå i studien, gjordes utifrån en vilja att ha 
en geografisk spridning. Detta antogs kunna ha en koppling till läroböckernas ut-
formning. De länder som ingick i studie III visade sinsemellan en spridning med 
avseende på resultat i den senaste Trends in International Mathematics and Sci-
ence Study (TIMSS)-undersökningen (Mullis, Martin, Foy, & Hooper, 2016) och 
den senaste Programme for International Student Assessment (PISA)-undersök-
ningen (OECD, 2014a, 2014b). Spridningen i resultatet användes dock inte som 
urvalsgrund eftersom alla världens länder inte är med i TIMSS- eller PISA-under-
sökningarna. För att kunna hitta jämförbara matematiska områden användes in-
nehållsramverk från TIMSS (Mullis, Martin, & Foy, 2008). Innehållsramverket 
specificerar 44 matematikområden, varav två valdes – area och omkrets (geome-
tri) och ekvationer av första graden (algebra). Valet av dessa matematikområden 
gjordes dels på grund av att dessa två områden återfanns i alla ingående länders 
läroböcker. Dels gjordes valet för att området geometri potentiellt verkar ha rela-
tivt hög andel uppgifter där man behöver skapa lösningsmetoder (G. J. 
Stylianides, 2009), medan algebra är ett område där det i lägre utsträckning krävs 
att man skapar nya lösningsmetoder (G. J. Stylianides, 2009; Vincent & Stacey, 
2008). 
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6.1.3 Att studera lärar-elevinteraktion och lärarguidens funktion-
alitet 

Den metod som användes i studie V (test av lärarguide för att stödja elevers pro-
blemlösning) för att erhålla och analysera data utarbetades för den aktuella stu-
dien. Eftersom eleverna befann sig i sin vanliga klassrumsundervisning valdes en 
metod som inte bygger på att eleverna ska ”tänka högt”, eftersom denna metod i 
praktiken svår att genomföra inom ramen för vanlig klassrumsundervisning. 
Istället observerades lärarnas och elevernas interaktion med varandra och elever-
nas fortsatta arbete med uppgifterna efter att läraren lämnat eleverna. Den ana-
lysmetod för att analysera lärar-elevinteraktionerna med avseende på lärargui-
dens funktion syftade dels till att bedöma om det var rimligt att den aktuella upp-
giften skulle kunna lösas genom att skapa en lösningsmetod och dels om den lä-
rarhjälp som gavs resulterade i att eleven fortsatte uppgiftlösningen genom CMR 
(se avsnitt 3.1 för en beskrivning av CMR). För att ytterligare få insikter om be-
gränsningarna och förtjänsterna av lärarguidens användning gjordes fokus-
gruppintervjuer (Robson, 2011) och ostrukturerade intervjuer (Robson, 2011) 
med lärarna. De ostrukturerade intervjuerna skedde i anslutning till en avslutad 
lärar-elevinteraktion eller i anslutning till en avslutad lektion. Syftet med de 
ostrukturerade intervjuerna var att fånga upp lärarnas synpunkter och klargöran-
den rörande enskilda händelser samt ge lärarna ytterligare ett tillfälle att ge sina 
reflektioner på guidens användning och funktion. 

Primärt för urvalet för studie V var att samarbeta med lärare som var intresserade 
av, och engagerade i, en undervisning som hade tydliga inslag av problemlösning. 
Elevurvalet var därför sekundärt. Elever från alla tre kursspår (spår a, b och c) 
samt alla tre årskurser var dock representerade genom att deltagande lärare un-
dervisade dessa elever.  

6.2 Att studera elevers uppfattningar 
Att studera uppfattningar är komplext (McLeod, 1994). Berger (1998) använder 
en metafor för att beskriva vilka utmaningar som en forskare i didaktik kan stå 
inför när uppfattningar studeras. Berger jämför paleontologens upptäckt av ett 
fossilfynd av en dinosaurie till en rekonstruktion av dinosaurien med didakti-
kerns upptäckt i empiri från en individs utsagor och beteende till konstruktionen 
av en trolig bild av en individs uppfattningar. Från iakttagelser försöker paleon-
tologen respektive didaktikern återskapa en dinosauries skelett, respektive en 
modell för individens uppfattningar. För paleontologen går byggandet av skelet-
tet från fossilfyndet via utgrävningar till rekonstruktion. För didaktikern går byg-
gandet av modellen av uppfattningar via datainsamling och analys av data. Utse-
endet av själva dinosaurien bygger på kvalificerade antaganden gjorda av paleon-
tologen, men likväl är och förblir utseendet av originalet dolt. På liknande sätt är 
det när en individs uppfattningar beskrivs av didaktikern. Konstruktionen av det 
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dolda bygger på empiri, men själva uppfattningarna blir aldrig synliga. En inne-
börd av metaforen är att det finns element av godtycklighet i rekonstruktionen av 
individens uppfattningar utifrån individens uttalande och beteende. För att fånga 
denna komplexitet behöver man använda en datainsamlingsmetod som ger goda 
förutsättningar att konstruera en trolig bild av individens uppfattningar (Fu-
ringhetti & Morselli, 2009, McLeod, 1994).  

Sumpter (2013) studerade svenska gymnasieelevers uppfattningar kopplat till 
lösningsstrategier genom induktiv metod (kategorisera data utan fördefinierade 
teman). De teman på indikerade uppfattningar som Sumpter identifierade var 
elevers förväntningar på sig själv och ämnet, inre- och yttre motivation samt sä-
kerhet (se Tabell 3).  

Tabell 3 
Teman från Sumpter (2013) av elevers indikerade uppfattningar om matematik kopplat till ele-
vers arbete med matematikuppgifter och med exempel på elevutsagor 

Teman  Exempel 
Förväntningar “Uppgifter ska lösas med kända metoder” 
 “Det är ok att gissa” 
Motivation - inre  “Jag vet inte hur man gör det här” 
 ”Det kändes rätt” 
Motivation–yttre  ”En lösning måste presenteras (redovisas)” 
Säkerhet  “Jag är osäker när jag måste tänka annorlunda” 
 “Jag är osäker om det är rätt” 
 “Jag känner mig säker” 

 

I studie II användes deduktiv metod (kategorisera data utifrån fördefinierade te-
man) med teman från Sumpter (2013) och med syftet att fokusera relationen mel-
lan elevers uppfattningar och val av lösningsstrategi. För att göra detta användes, 
förutom videoinspelning av uppgiftslösningen, även stimulated recall-intervjuer 
för att samla ytterligare data och därmed underlätta tolkningen av förekom-
mande uppfattningar. Därefter utfördes en tematisk analys med avseende på ele-
vernas uppfattningar (Braun & Clarke, 2006). Skälet till att använda deduktiv 
metod med teman från Sumpter (2013) var att studie II i stor utsträckning var en 
uppföljningsstudie till Sumpters (2013) studie. Detta genom att båda studierna 
behandlade relationen mellan lösningsstrategi och uppfattningar hos svenska 
gymnasielever. En skillnad mellan studierna var att eleverna i studie II var elever 
från de mindre matematikintensiva kursspåren a och b, medan Sumpters studie 
hade elever från det naturvetenskapliga programmet (motsvarande det mer ma-
tematikintensiva kursspår c). En annan skillnad var att studie II ytterligare foku-
serade på relationen mellan val av lösningsstrategi vid problemlösning och upp-
fattningar om matematik. 
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6.3 Designforskning och hur den används i avhandlingen 
I detta avsnitt presenteras designforskning som metodologisk forskningsansats 
och hur ansatsen har använts i avhandlingen.  

6.3.1 Designforskning 
Under lång tid har utbildningsforskning kritiserats för dess svaga koppling till, 
och påverkan på, undervisning (A. J. Stylianides & Stylianides, 2013; van den 
Akker, Gravemeijer, McKenney, & Nieveen, 2006). Som respons och svar på 
denna kritik har, till exempel, A. J. Stylianides och Stylianides (2013) föreslagit 
att forskning behöver: ske i faktiska klassrum, fokusera på de mest centrala frå-
gorna för att förbättra undervisningen samt föreslå empiriskt och teoretiskt grun-
dade lösningar för att visa vad som fungerar och kunna förklara varför det funge-
rar. Genom en designforskningsansats görs denna typ av forskning möjlig genom 
att den syftar till att bidra till både undervisningsutveckling och forskning 
(McKenney & Reeves, 2012; van den Akker et al., 2006). Designforskningens an-
sats är att utforma, testa, utvärdera och förklara varför en viss utformning av 
undervisning fungerar (Cobb, Confrey, diSessa, Lehrer, & Schauble, 2003; 
McKenney & Reeves, 2012). Det kan även handla om andra typer av design, till 
exempel design av uppgifter eller organisation. Inom undervisningsdesignforsk-
ning ser man inte klassrummet främst som ett ställe där forskare hämtar data 
utan istället som en plats där forskare och lärare gemensamt kan utveckla en lä-
randemiljö som uppmuntrar en reflekterande och utvecklande praktik (Brown, 
1992; Prediger, Gravemeijer, & Confrey, 2015). Genom att studera en design i 
praktiken, med siktet inställt på att iterativt göra förbättringar kan forskare och 
lärare konstruera allt bättre interventioner för både forskning och praktik (Coll-
lins, Joseph, & Bielaczyc, 2004). Eftersom designforskning sker med tillsammans 
med lärare ökar chansen att de forskningsresultat som kommer fram också får 
genomslag i undervisningen (McKenney & Reeves, 2012). Studie V hade en de-
signforskningsansats genom att dels testa, utvärdera och förbättra den lärarguide 
som syftade till att hjälpa lärare att stödja elevers problemlösning och dels, till-
sammans med andra studier, vara teoriutvecklande.  

Cobb et al. (2003) har identifierat fem karaktäristika hos designforskning. Dessa 
är: 

1. Genererar teori. Ett mål är att generera teori om lärprocessen och hur 
lärandet stöttas. Detta innebär både att skapa och utveckla teori. De stu-
dier som görs syftar till att nå längre än att skapa en undervisning som 
fungerar. Teoriutvecklingen är en del av syftet. 

2. Interventioner. Syftet är att skapa och studera nya typer av undervisning. 
3. Framåtsyftande och reflekterande. Bygger på de två ovanstående, fram-

åtsyftande in den mening att designerna är implementerade med en 
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tänkt lärprocess och reflekterande in den mening att en initial idé blir 
testad, kanske avfärdad och att alternativa idéer därefter kan genereras 
och testas. 

4. Iterativ. Den tredje karaktäristikan resulterar i en fjärde. Idéer genere-
ras, omformuleras och kanske avfärdas. Detta resulterar i ett iterativt ar-
betssätt av skapande och revision. 

5. Teori i praktiken. De teoretiska utgångspunkterna är tätt kopplade till 
praktiken - teorin måste fungera i praktiken.  

Den övergripande idén med designforskning är att man startar ett projekt med 
initiala hypotetiska idéer sprungna ur tidigare forskning, erfarenhet och teori. 
Den initiala hypotetiska idén kallas för en designprincip. Det är denna design-
princip som testas och utvärderas i en intervention. Utifrån en analys av inter-
ventionen formuleras en fördjupad eller mer omfattande och reviderad design-
princip, som är mindre hypotetisk än den ursprungliga designprincipen. Den re-
viderade designprincipen kan sedan i sin tur fungera som en mindre hypotetisk 
designprincip i en ny intervention (Cobb et al., 2003; McKenney & Reeves, 2012). 
Denna iterativa process åskådliggörs i Figur 7.  

 

 

 

En designprincip bör innehålla information om ett mål för vad som ska uppnås, 
ett påstående om hur målet nås och argument för att ställt påstående är plausi-
belt (van den Akker, 2010). Ett mål skulle kunna vara att elever ska utveckla en 
viss matematisk förmåga eller metod. Påstående innehåller information om till-
vägagångssättet för att nå målet. Argumenten bygger på både teoretiska och em-
piriska argument. Teoretiska argument kan till exempel vara ett argument som 
bygger på TDS. De empiriska argumenten är av två typer. Den ena typen av argu-
ment hänvisar till tidigare empiriska forskningsresultat. Den andra typen är re-
sultat från den egna genomförda forskningen där designprincipen har blivit tes-
tad (Cobb et al., 2003; McKenney & Reeves, 2012; van den Akker, 2010). Van den 
Akkers (2010) tre kategorier för karaktärisering av designprincip utgjorde också 
grunden för den analysmetod som konstruerades för studie IV (littereraturöver-
sikten). I studie IV undersöktes hur tidigare forskning, genomförd i form av in-
terventionsstudier, beskrivit en undervisning som stödjer lärande genom pro-
blemlösning och resonemang. Analytiskt gjordes detta genom att, för varje ingå-
ende studie, karaktärisera lärandemål, påstående om hur målet skulle nås och 
argument för detta påstående. 

Figur 7. Den övergripande idén med designforskningsmetodologin 

Designprincip Intervention Reviderad designprincip 
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Studie V gjordes inom ramen för ett forskningsprogram ("Att lära matematik 
genom imitativa och kreativa resonemang," 2019, LICR5) som bland annat syftar 
till att utveckla designprinciper för undervisning. Den designprincip som infor-
merade interventionen för studie V var följande: 

Mål. Målet för undervisning är att eleverna ska använda CMR för att 
lösa problemuppgifter. 

Påstående. Låt eleverna först försöka skapa egna lösningar. Om detta miss-
lyckas, ges återkoppling baserat på en diagnos av elevernas svårig-
heter som stöder elevernas förmåga och ansvar att skapa lösnings-
metoder.  

Argument. Denna designprincip är i linje med TDS och har stöd i forsknings-
översikter (Hiebert, 2003; Niss, 2007). Om lärarens mål är att 
stödja elevernas CMR, är det nödvändigt att både diagnostisera 
elevernas svårigheter med den specifika uppgiften och ge åter-
koppling som anpassas till elevernas svårigheter (men utan att ge 
en lösningsmetod). Således är sådan undervisning av nödvändig-
het utformad utifrån formativ bedömning, som i flera litteraturö-
versikter har visat sig vara ett av de mest effektiva sätten att för-
bättra elevernas lärande (Black & Wiliam, 1998; Hattie, 2009). 
(Lithner, 2017, s. 10-11) 

Ovanstående designprincip skulle kunna leda till många olika typer av undervis-
ningsinterventioner. Därför ska valet, i studie V, av att skapa en lärarguide ses 
om en operationalisering av designprincipen ovan. 

I studie V beskrivs endast en iteration av användningen av lärarguiden. Denna 
iteration föregicks dels av en tidigare iteration med samma lärare, men också av 
tre års utveckling innehållande konstruktion av lärarguide, pilotförsök inom fors-
kargruppen, en parallell studie med elever där forskarna agerade lärare samt pi-
lotförsök med endast ett par lärare. Inför den rapporterade iterationen bedömdes 
lärarguiden vara tillräckligt robust för att kunna användas och utvärderas inom 
ramen för ordinarie matematikundervisning. Detta tillvägagångssätt är i linje 
med McKenney och Reeves (2012) samt Swan (2014) som föreslår att design-
forskning sker i en flerårig iterativ process. I början av denna process är forskare 
vanligtvis delaktiga i interventionen och endast ett fåtal elever ingår i de första 
försöken vilka sker i en tillrättalagd miljö. Efter detta inledande steg kan utvalda 
klassrum och lärare delta i interventionen (studie V rapporterar från detta steg i 

                                                             
5 LICR är akronym för Learning by Imitative and Creative Reasoning. 
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processen.). Därefter kan fler lärare och klassrum komma att ingå, som inte tidi-
gare varit delaktiga i designprocessen. För varje cykel av processen är idén att 
urvalsantalet ökar och blir mer representativt för den miljö som den designade 
undervisningen ytterst är tänkt att fungera i. 

6.3.2 Konstruktion, utveckling och användning av lärarguiden 
Lärarguiden (se Appendix för lärarguidens matris) som användes i studie V var 
konstruerad utifrån designprincipen (avsnitt 6.3.1) för att stödja lärares hjälp när 
elever kört fast i sin problemlösning. Konstruktionen av lärarguiden byggde på 
principer för formativ bedömning (avsnitt 2.4), de fyra problemlösningskompen-
tenserna (avsnitt 2.3.3 och 3.2) och på steg i problemlösningsprocessen, som byg-
ger på av Schoenfeld (1985) identifierade problemlösningssteg. Dessa steg var 
tolkning av information i problemuppgiften, utforska och analysera relevanta 
aspekter för problemuppgiften, skapa hypotes för en lösningsidé (eventuellt uti-
från tidigare gjord utforskning), motivera lösningsmetod särskilt utifrån repre-
sentationer och kopplingar och applikation av den skapade lösningsmetoden. 
Problemlösningskompentenserna och stegen i problemlösningsprocessen skap-
ade tillsammans två dimensioner som kom att utgöra en matris som ingick i lärar-
guiden. Matrisens olika celler utgjorde, utifrån formativ bedömning, en diagnos 
kopplad till en viss problemlösningskompetens och till ett visst problemlösnings-
steg. Diagnosen kopplades i sin tur till en återkoppling att ge till eleven (Figur 8).  
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Figur 8. En schematisk bild av lärarguiden. Kolumnerna utgörs av problemlösningskompetenserna 
och raderna utgörs av steg i problemlösningsprocessen  

Figur 8 utgör en schematisk bild av lärarguidens matris och även den initiala 
strukturen för matrisen som den hade vid projektets början för tre år sedan. Ut-
över lärarguidens matris innehöll även lärarguiden tre andra delar: diagnosfrågor 
för läraren att ställa, information till läraren om hur lärarguiden skulle användas 
och mer utförliga förklaringar om vad de olika cellernas diagnoser och återkopp-
lingar innebar. 



 

35 

Utifrån den ursprungliga konstruktionen, som var i linje med det som beskrivits 
ovan, kom den version av lärarguiden som användes i studie V att göras mer an-
vändarvänlig och mer relevant utifrån de stöd som lärarna behövde för att kunna 
stödja elevers problemlösning. Utvecklingen mot en mer, i praktiken, användbar 
lärarguide innebar till exempel för matrisens del 1) förtydliganden av diagnosti-
serade svårigheter (dvs. texterna i cellerna som korresponderar mot den schema-
tiska tabellen, Figur 8 förtydligades), 2) borttagning av raden kopplad till appli-
kation, 3) sammanslagning av raderna för utforskning och hypotes, 4) bortta-
gande av kolumnerna kopplade till uppfattningar och resurser och 5) axlarna i 
matrisen bytes inbördes. Skälet till borttagande av applikationskolumnen var att 
det visade sig att elever sällan upplevde svårigheter i detta steg. Skälet till sam-
manslagningen av raderna för utforskning och hypotes var att det var svårt att i 
praktiken särskilja dessa två steg, både med avseende på diagnos och på åter-
koppling. Skälet till att uppfattningskolumnen togs bort var att lärar-elevinter-
aktionerna ansågs vara för korta för att kunna påverka elevernas svårigheter 
kopplade till uppfattningar. Skälet till att resurskolumnen togs bort var att ele-
vernas svårigheter kopplade till resurser var lättdiagnostiserade och återkopp-
lingen enkel för lärare att ge, att detta inte explicit behövdes finnas i matrisen. 
Till exempel kunde en diagnos vara att en elev glömt bort en deriveringsregel, 
som i sin tur behövdes för att skapa en lösningsmetod. Återkopplingen är då gi-
ven, att tala om deriveringsregeln för eleven. Skälet till att byta axlar i matrisen 
var att den ansågs mer lättläst då. Dessutom gjordes en justering och ett förtydli-
gande av målet med lärarens hjälp. Justeringen innebar att målet inte var att ele-
ven skulle lösa uppgiften, utan att målet var att hon skulle jobba vidare med upp-
giften genom CMR.  

Användningen av lärarguiden tar sin början utifrån att en elev bett om lärarens 
hjälp eller att läraren på annat sätt insett att eleven behöver hjälp. Användningen 
av lärarguiden innebar ett agerade från läraren i tre faser. Fas 1 utgjordes av att 
få information om elevens svårigheter med att komma vidare i sin lösning av pro-
blemuppgiften. Fas 2 var att, utifrån informationen, ställa en diagnos över svå-
righeten. Fas 3 var att, utifrån ställd diagnos, ge återkoppling. Fas 1 innebar att 
läraren tog del av det som eleven hade skrivit och ställde diagnosfrågor för att få 
tillräckligt med information för att gå över i fas 2. Lärarguidens diagnosfrågor 
var: 1) ”Kan du berätta med egna ord vad det är som efterfrågas i uppgiften?”, 2) 
”Vad har du gjort/tänkt hittills?” och 3) ”Varför har du gjort/tänkt så?”. Utifrån 
informationen som läraren fått av elevens arbete och svar på diagnosfrågorna 
gjordes först en bedömning om det var rimligt att eleven skulle kunna jobba vi-
dare med uppgiften genom CMR eller inte. Skäl till att bedöma att det inte var 
rimligt att fortsätta att lösa problemet med CMR skulle kunna vara att det skulle 
ta för lång tid i relation till den tid som fanns att tillgå eller att uppgiftslösningen 
genom CMR kunskapsmässigt var utom räckhåll för eleven. Efter denna initiala 
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bedömning gjordes en mer detaljerad diagnos över elevens svårighet och en över-
gång till fas 2. Under fas 2 diagnostiserades elevens svårigheter med att komma 
vidare i sin problemlösning genom att ta reda på vilken problemlösningskompe-
tens och vilket problemlösningssteg som eleven hade svårighet med. Utifrån 
ställd diagnos gavs återkoppling till eleven (fas 3). Därefter var lärarguidens in-
struktion att eleven skulle lämnas så snart som lärarens bedömde att eleven 
kunde fortsätta (i alla fall en liten stund) på egen hand. 

6.4 Validitet 
Detta avsnitt redogör för vilka överväganden som gjorts för att nå en hög validitet 
för studierna. Andra aspekter av validitet är reliabilitet, bias och generaliserbar-
het, vilka också behandlas i avsnittet. 

Vid datainsamling och dataanalys ska hög validitet eftersträvas, det vill säga att 
det man avser studera studeras (Robson, 2011). Att använda sig av triangulering 
är ett sätt att nå hög validitet (Schoenfeld, 2002). Triangulering kan ske genom 
datatriangulering (använda fler än en metod att samla data), observationstrian-
gulering (mer än en observatör eller medkodare), metodologisk triangulering 
(kombinera kvantitativa och kvalitativa ansatser) och teoritriangulering (använ-
dandet av multipla teorier eller perspektiv) (Denzin, 1989). Hög validitet efter-
strävats för avhandlingens studier. Därför har:  

1. Flera datainsamlingsmetoder har använts för att undersöka elevers förut-
sättningar till att skapa sina lösningsmetoder: videoinspelning och obser-
vationer, intervju samt textanalys. 

2. Urval och kategorisering av data har föregåtts av pilotförsök. 
3. Utifrån pilotdata har sedan minst två personer gjort urval och kalibrerat 

använda analysmetoder. 
4. Urval och kategorisering av data som ingått i studierna har sedan i huvud-

sak gjorts av en person. Vid osäkerhet vid kategoriseringen konsulterades 
en medkodare. 

5. För att konstruera studierna och för att förklara resultaten har tidigare 
publicerade teorier och ramverk används: formativ bedömning och åter-
koppling (Black & Wiliam, 1998; Hattie & Timperley, 2007), TDS (Brous-
seau, 1997), ramverk för lösningsstrategier (Lithner, 2008), problemlös-
ningskompetenser (Schoenfeld, 1985) och indikerade uppfattningar om 
matematik (Sumpter, 2013). 

6. Både kvalitativa- och kvantitativa metoder har använts. Studie I, II, IV och 
V bygger framförallt på kvalitativa metoder. Studie I, IV och V innehåller 
även kvantitativa metoder. Studie III bygger enbart på kvantitativ metod. 
För studie I, II och V har data samlats in mitt under terminen för att inte 
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generera data i en uppstartsfas av en kurs eller i en mer intensiv examin-
ationsfas vilket är vanligt förekommande i slutet av en termin. För att få 
ett bredare urval av elever till studie I och II har elever valts från två olika 
skolor och från olika gymnasieprogram, vilka också var olika matematik-
intensiva. För studie V valdes däremot att ha lärare från samma skola för 
att metodvalet var sådant att lärarna skulle delta i workshop tillsammans 
och intervjuades genom fokusgruppintervju. 

6.4.1 Reliabilitet 
Aspekter av reliabilitet, det vill säga resultatens tillförlitlighet och reproducerbar-
het (LeCompte & Goetz, 1982; Robson, 2011), har också beaktats. Vid användning 
av kvantitativa metoder är ett sätt att nå hög reliabilitet att använda standardise-
rade mätmetoder, till exempel tester och protokoll (Robson, 2011). Om det inte 
finns standardiserade mätmetoder eller om ansatsen är kvalitativ kan ändå en 
hög reliabilitet uppnås genom att använda tidigare publicerade metoder (Robson, 
2011). Brist på reliabilitet kan även bero på hur urvalet av data har gjorts och hur 
data har bearbetats (Robson, 2011). Därför har studierna I-V i så stor utsträck-
ning som möjligt byggt på publicerade ramverk (Gough, Oliver, & Thomas, 2013; 
Lithner, 2008; Sumpter, 2013; van den Akker, 2010) och publicerade metoder 
(t.ex. Bergqvist et al., 2008; Bjuland, Cestari, & Borgersen, 2008; Braun & Clarke, 
2006; Långström & Lithner, 2008; Lithner, 2003; Palm et al., 2011).  

6.4.2 Val för att undvika bias 
Det kan finnas flera orsaker till att bias (Cohen, Manion, & Morrison, 2002). För 
avhandlingens utförda studier skulle bias kunna uppkommit under utförda ob-
servationer och intervjuer. Bias vad gäller observationer handlar till exempel om 
selektiv eller bristande uppmärksamhet hos observatören eller att informanter 
under en observation ändrar sitt vanliga beteende till något annat (Cohen et al., 
2002). För att minimera risken för selektiv eller bristande uppmärksamhet vid 
observationer fördes alltid fältanteckningar samt audio eller video användes 
också genomgående. Vid flera observationstillfällen var det mer än en observatör 
närvarande. De senare gjorde att utförda observationer kunde jämföras, för att se 
att samma eller likande fenomen hade uppmärksammats under observationerna. 
I den laboratoriesituation (angränsande grupprum till elevernas klassrum) där 
data till studie II genererades kan man ana att det funnits element av bias genom 
att eleverna sa eller gjorde på ett visst sätt på grund av laboratoriemiljön. Det 
observerades att eleverna viskade ibland, trots att de var de enda personerna i 
rummet. Viskandet gjordes kanske för att talet inte skulle fångas upp av mikrofo-
nen. Detta sågs som en indikation på att eleverna var påverkade av situationen. I 
studie I och V verkade inte eleverna ha blivit påverkade av att de var del av en 
datainsamling i lika hög grad som eleverna i studie II. Detta kunde observeras 
genom att eleverna även samtalade mycket spontant om företeelser som inte hade 
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koppling till uppgiftslösandet. Anledningen till att eleverna verkade vara mindre 
påverkade vid denna datainsamling antogs vara att de befann sig i sin normala 
klassrumssituation med bekanta arbetsuppgifter. För intervjuer kan bias upp-
komma om till exempel frågeformuleringar ändras eller om inspelningstekniken 
under intervjuerna är bristfällig (Cohen et al., 2002). Intervjuer användes främst 
inom studie II och till del inom studie V. För studie II användes samma frågebat-
teri för alla respondenter och materialet som användes under intervjun var video 
från uppgiftslösningslösningen som två av författarna tillsammans valde ut. Fo-
kusgruppintervjun (studie V) utfördes av två forskare. Intervjun spelades in med 
ljud och minnesanteckningar fördes. 

Urval av data och analys av data kan också vara föremål för bias (Robson, 2011). 
För att det ska vara möjligt att i efterhand kontrollera och följa datainsamlings-
metod och analysmetod är det viktigt att det finns en audit trail (eng.), vilket in-
nebär att forskaren bokför steg i forskningsprocessen i syfte att andra forskare 
skulle kunna följa bakåt de steg och val som gjorts (Robson, 2011). Därför har alla 
avgörande steg i metodhanteringen i studierna I-V:s dokumenterats, exempelvis 
genom noggranna och omfattande kalkylbladsfiler med data över elevernas kate-
goriserade resonemang, lärar- och elevinteraktioner, kategoriserade läroboks-
uppgifter och analyserade forskningsartiklar. 

Vad gäller urval kan nedanstående vara källor till bias. I resultatet för studie I 
framgår det att eleverna ofta gav varandra lösningsmetoder (Elevlotsat AR). 
Detta sätt att lösa uppgifter på bör inte ses som representativt för elever generellt 
eftersom metoden att generera data byggde på att elever satt och löste uppgifter 
i grupper om två eller tre elever där de därmed pratade med varandra. För studie 
II förelåg det en potentiell bias vad det gäller urval genom att lärare ombads fö-
reslå elever som brukade arbeta tillsammans och precis antogs klara kursen. I 
efterhand har kontroll gjorts för att undersöka vilket provbetyg eleverna erhöll på 
det nationella prov som gjordes vid kursslut. Samtliga tre elever som ingick i stu-
die II fick provbetyget E. För studie III gjordes urvalet av läroböcker med hjälp 
av personer med god kännedom om det aktuella landets matematikläroböcker. 
Stickprover gjordes mot bokhandlare i det aktuella landet för att se om det fanns 
en överensstämmelse mellan den sakkunnige personens bedömning och bokhan-
delns bedömning. Stickprovens resultat var att det rådde överensstämmelse mel-
lan de båda bedömningarna. Urvalet av länder har dock inte skett på ett systema-
tiskt sätt, dels på grund av begränsningar i språk (engelska och svenska) och dels 
för att urvalet av länder skett utifrån de kontakter som författargruppen haft in-
ternationellt. Urvalet till studie IV kan innehålla en viss bias genom hävdandet 
att de viktigaste forskningsresultaten publiceras i artiklar. Att så skulle vara fallet 
har dock utmanats av Niss (2018), som istället menar att de nytänkande (och po-
tentiellt viktigaste) resultaten publiceras i böcker snarare än i tidskrifter.  
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6.4.3 Generaliserbarhet 
En annan aspekt av validitet är generaliserbarheten hos resultaten för en studie 
(Robson, 2011). Enligt LeCompte och Goetz (1982) bör hänsyn tas till på vilket 
sätt resultatet är specifikt vad gäller urval, kontext eller speciella egenskaper hos 
de eller det studerade. Studie I, II och V har sina begränsningar i att data genere-
rats i en svensk gymnasiekontext, men inom den kontexten har strävan varit att 
generera data från vanliga elever, till exempel inte från väldigt låg- eller högpre-
sterande elever. Lärarna i studie V har dock tillfrågats utifrån ett känt intresse av 
att jobba med undervisningsutveckling och undervisning utifrån problemlösning. 
Resultaten från studie I och V kan sägas ha högre ekologisk validitet (Robson, 
2011) än resultaten i studie II. En högre ekologisk validitet har kunnat uppnås 
eftersom data genererats i autentisk klassrumsmiljö i studie I och V. I studie I, II 
och V var antalet informanter få, vilket gör att resultatet ur det hänseendet är 
svårt att generalisera. Urvalet till studie III har en begränsning i att det endast är 
gjort på läroböcker i länder där engelska eller svenska är vanliga språk samt där 
författargruppen haft kontakter. Möjligheten till generaliserbara resultat från 
studie III finns dock i den bemärkelsen att läroböckerna var relativt lika i uppläg-
get och att inga speciella (unika) egenskaper hos läroböckerna observerades. Där-
emot finns en begränsning i att generalisera resultaten från studie III vad gäller 
att med säkerhet uttala sig om vilka förutsättningar elever får att lära sig skapa 
egna lösningsmetoder. Ett skäl till att det inte går att avgöra vilka förutsättningar 
elever får att lära sig skapa egna lösningsmetoder är att det inte har studerats hur 
läroböckerna används i respektive land. I Sverige har detta skett i någon utsträck-
ning genom studie I. Studie IV:s resultat kan generaliseras i den mening att ur-
valet av artiklar skedde på ett systematiskt sätt. Men generaliserbarheten begrän-
sas av att litteraturöversikten endast inkluderat de sju högst rankade tidskrifterna 
inom matematikdidaktisk forskning. 

6.5 Forskningsetiska överväganden 
Under hela forskningsprocessen har den aktuella versionen av Vetenskapsrådets 
principer (Vetenskapsrådet, 2011, 2017) för god forskningssed följts. Detta inne-
bar bland annat följande för avhandlings studier. För datainsamlingen för studie 
I, II, och V har forskningsetiska överväganden gjords utifrån att de involverar 
personer. Eftersom studierna inte behandlade några känsliga personuppgifter, 
inte innebar fysiska ingrepp på forskningpersonerna och inte använde en metod 
som syftade till att påverka forskningspersonen fysiskt eller psykiskt krävdes inte 
prövning och godkännande av datainsamlingen av en etikprövningsnämnd. Föl-
jande information gavs till försökspersonerna: information om studien, hur fors-
karna kommit i kontakt med försökspersonerna, studiens utförande, vilka tänk-
bara risker och fördelar som finns, hantering av data och sekretess, hur försöks-
personerna kan få information om studiens resultat, att deltagandet är frivilligt, 
att försökspersonen när som helst får avbryta och få insamlade data borttagen 
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samt information om ansvarig forskare. Samtliga försökspersoner fick skriva un-
der ett skriftligt medgivande till att medverka i studien. Inför datainsamlingen till 
studie III gjorde forskningsetiska överväganden med avseende på val av läro-
böcker. Valen av läroböcker gjorde med hjälp av lärare och forskare med god kän-
nedom om läroböckerna i sina respektive länder. Det har inte utgått någon er-
sättning till de personer som har konsulterats för val av läroböcker. Alla läro-
böcker har forskargruppen köpt antigen via ombud eller genom beställning hos 
bokhandlare.  
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7 Sammanfattning av studierna och resul-
tat 

I föreliggande kapitel sammanfattas avhandlingens fem studier. Med utgångs-
punkt i studiernas slutsatser besvaras därefter avhandlingens forskningsfrågor.  

I nedanstående sammanfattningar används benämningen HR-uppgifter (high re-
latedness) för läroboksuppgifter där det endast krävs av en tänkt elev att denne 
imiterar ett löst exempel eller beskrivna regler, metoder samt definitioner i läro-
boken. Om det krävs att en lösningsmetod ska skapas benämns dessa uppgifter 
LR-uppgifter (low relatedness), krävs en mindre egen konstruktion av lösnings-
metoden benämns dessa uppgifter LLR-uppgifter (local low relatedness) och om 
uppgiften kräver att en lösningsmetod behöver skapas i stor utsträckning be-
nämns dessa uppgifter för GLR-uppgifter (global low relatedness) (se även av-
snitt 6.1.2). En elevs lösningsstrategi benämnas IR (imitative reasoning) eller AR 
(algorithmic reasoning) om elevens lösningsstrategi innebär att eleven inte 
skapar någon egen lösningsmetod, utan kan imitera eller lotsas fram till en lös-
ning. En elevs lösningsstrategi benämns CMR om eleven skapar en lösningsme-
tod för att lösa en uppgift (se även avsnitt 3.1 och 6.1.1). 

7.1 Studie I 

Studien ”Elevers lösningsstrategier vid arbete med läroboksuppgifter” 

Bakgrund och syfte. Läroboken används mycket i undervisningen och har där-
för stor inverkan på vilka förutsättningar elever får för att lära matematik genom 
problemlösning. Studien hade till syfte att undersöka i vilken utsträckning elever 
möter problemuppgifter och vilka lösningsstrategier som de använder när de i 
klassrumsmiljö arbetar med lärobokens uppgifter.  

Metod. För att uppfylla studiens syfte undersöktes relationerna mellan vilka ty-
per av lösningsstrategier som eleverna använde när de arbetade med läroboks-
uppgifter och vilka lösningsmetoder som teoretiskt skulle krävas för att lösa upp-
gifterna samt om eleverna lyckades lösa uppgifterna. Studien genomfördes i fyra 
förstaårsklasser på två gymnasieskolor med elever från både praktiska och teore-
tiska program där 15 elever arbetade med totalt 86 läroboksuppgifter. Lektion-
erna videofilmades och data bestod av transkriptioner av elevernas dialoger med 
varandra och deras lärare, fältanteckningar, elevernas uppgiftslösningar och ele-
vernas läroböcker. För att kategorisera matematikuppgifter och elevers lösnings-
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strategier användes Lithners (2008) begreppsramverk och modifierade analys-
metoder utgående från Boesen et al. (2010), Långström och Lithner (2008), 
Lithner (2003) samt Palm et al. (2011). 

Slutsats. Åttiofyra procent av de uppgifter som eleverna jobbade med tillhörde 
de enklaste uppgifterna (vanligen kallade nivå 1- eller a-uppgifter i läroböcker), 
enligt den bedömning av uppgifternas svårighetsgrad som läroboksförfattarna 
gjort. Ingen av de 86 uppgifterna tillhörde den svåraste gruppen uppgifter (van-
ligen kallade nivå 3- eller c-uppgifter). Av de 86 uppgifterna kategoriserades 14 
stycken som LR (16%), det vill säga uppgifter som potentiellt krävde att eleverna 
skulle skapa egna lösningsmetoder. Till uppgifter som endast krävde imitation 
för att komma fram till en lösning användes i stort sett uteslutande IR (70/72). 
Med andra ord användes nästan aldrig CMR som lösningsstrategi om det inte 
krävdes. Åttio procent av alla uppgifter som löses med IR, löstes korrekt. Vanlig-
ast var att försöka lösa uppgifter med metoder eleven redan kunde (bekant-AR) 
och näst vanligast var att de fick lösningsmetoden av en kamrat (elevlotsat-AR). 
Det förekom även att lärarna gav lösningsmetoder (lärarlotsat-AR) till elever som 
bad om hjälp. De få uppgifter som eleverna angrep genom CMR, löstes korrekt. 
Eleverna visade generellt få tecken på att reflektera över sin uppgiftslösning. Ele-
verna i studien gavs begränsade förutsättningar att skapa lösningsmetoder när de 
arbetar med läroboksuppgifter, eftersom de uppgifter eleverna arbetade med 
endast i undantagsfall krävde CMR för att kunna lösas. 

7.2 Studie II 

Studien ”Elevers resonemang och uppfattningar om matematik i arbetet med 
problemuppgifter” 

Bakgrund och syfte. Tidigare forskning har studerat elevers uppfattning om 
matematik och matematikuppgifter. Elever kan exempelvis ha uppfattningen att 
alla uppgifter bör kunna lösas med en på förhand känd metod och/eller att upp-
gifter ska kunna lösas på kort tid, högst fem minuter. Relationen mellan elevernas 
uppfattningar om matematik och val av lösningsstrategi har dock studerats i 
mindre utsträckning. Studie II hade därför som syfte att undersöka elevers val av 
lösningsstrategier vid problemlösning i relation till deras uppfattningar om ma-
tematik.  

Metod. I studien undersöktes relationen mellan elevernas lösningsstrategier 
(CMR och IR) och deras uppfattningar om matematik (förväntningar, motivation 
och säkerhet) när de arbetade med fyra LR-uppgifter där svårighetsgraden 
stegrades. Åtta förstaårselever från både praktiska och teoretiska program ingick 
i studien. Eleverna var inte desamma som i studie I. Eleverna arbetade parvis och 
datainsamlingen skedde utanför ordinarie lektionstid. Sessionerna videofilmades 



 

43 

och data bestod av transkriptioner av elevdialoger, elevernas uppgiftslösningar 
och stimulated recall-intervjuer. Tre av eleverna ingick i den slutliga analysen, 
data för de övriga eleverna var inte tillräckligt rik för analys. För att kategorisera 
elevers lösningsstrategier användes Lithners (2008) ramverk. Elevernas uppfatt-
ningar om matematik kategoriserades med hjälp av tematisk analys (Braun & 
Clarke, 2006) och med kategorier avseende elevers uppfattningar om matematik 
(Sumpter, 2013).  

Slutsats. Resultaten visade att elevernas uppfattningar om matematik och val 
av lösningsstrategier skiljde sig åt på individnivå. En elev (Leila) visade på en 
uppfattning av osäkerhet inför att använda CMR och hon valde därför IR som 
lösningsstrategi (vilket gav fel lösning), eftersom hon upplevde IR som ett tryg-
gare alternativ. Även i de fall där hon provade att använda CMR övergav hon den 
strategin och övergick till IR. Den andre eleven (Karl) visade på en uppfattning 
av osäkerhet inför att använda CMR, en förväntan att uppgifter borde ha en känd 
lösningsmetod samt en förväntan om att problemlösningsuppgifter inte går att 
förstå. Han valde, och lyckades lösa tre av uppgifterna med, CMR. För att försöka 
lösa den svåraste uppgiften valde han att använda IR. Den tredje eleven (Eric) 
visade en uppfattning av förväntan att ytligt grundade gissningar kan vara en del 
av en acceptabel lösningsstrategi. Eric valde att använda CMR på samtliga upp-
gifter, men då hans slutsatser byggde på matematiskt felaktiga och ytligt grun-
dade argument ledde detta till inkorrekta lösningar. 

Sammanfattningsvis kunde valet av IR som lösningsstrategi tydligast kopplas till 
elevens uppfattning om osäkerhet inför att använda CMR. IR upplevs som det 
säkra, trygga alternativet för att lösa LR-uppgifter. Eleverna visade en uppfatt-
ning av förväntan om att det borde finnas en känd lösningsmetod, men denna 
uppfattning ledde inte nödvändigtvis till att eleverna försökte lösa uppgifterna 
med IR, utan CMR visade sig vara en tänkbar lösningsstrategi.  

7.3 Studie III 

Studien ”Matematisk problemlösning i läroböcker från tolv länder” 

Bakgrund och syfte. Läroböcker och dess uppgifter är centrala inom matema-
tikundervisning, därför är det viktigt att veta i vilken utsträckning läroboken 
överensstämmer med de krav på problemlösningsförmåga som eleverna förvän-
tas utveckla. I studie I kategoriserades endast de uppgifter som eleverna arbetade 
med, medan i studie III kategoriserade alla uppgifter inom två förvalda matema-
tikområden i läroböcker. Studiens syfte var att undersöka fördelningen av HR- 
och LR-uppgifter i läroböcker från tolv länder (Australien, Finland, Indien, Ir-
land, Kanada, Nepal, Singapore, Skottland, Sverige, Sydafrika, Tanzania och 
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USA). Studien utfördes också för att fått ett mått på likheter och skillnader mellan 
ländernas läroböcker. 

Metod. Kriterium för urvalet av länder var att få en geografisk spridning. Län-
derna visade också en stor spridning utifrån resultat i internationella mätningar 
som TIMSS och PISA. Läroböckerna valdes utifrån att de skulle vara författade 
på svenska eller engelska, samt att de skulle vara en vanligt förekommande läro-
bok i landet. Totalt kategoriserades 5738 uppgifter från kunskapsområdena alge-
bra och geometri. I studien undersöktes även var uppgifterna, GLR, LLR respek-
tive HR var placerade, under vilken avsnittsrubrik och i vilken del av avsnittet, 
till exempel i början av ett avsnitt. För att kategorisera matematikuppgifterna an-
vändes Lithners (2008) begreppsramverk och en analysmetod modifierad utifrån 
Palm et al. (2011). 

Slutsats. Resultatet visar att HR-uppgifter dominerade i alla tolv länders läro-
böcker. Andelen HR-uppgifter i de studerade läroböckerna var i genomsnitt för 
algebra 81%, 12% var LLR-uppgifter och 8% var GLR-uppgifter. Motsvarande an-
delar var för geometri 71%, 17% och 12%. Proportionerna mellan HR, LLR och 
GLR i ländernas läroböcker var relativt lika. För den svenska läroboken var dessa 
andelar algebra: 74%, 15% och 11%, geometri 65%, 15%, 20%. Studien visade 
också att LR-uppgifter vanligtvis var placerade i slutet av respektive uppgiftsav-
snitt och därmed förmodades vara bland de svåraste uppgifterna. Även för upp-
giftsavsnitt med rubriken ”problemlösning”, där man kunde förvänta hög andel 
LR-uppgifter var den dominerande uppgiftstypen HR-uppgifter. 

7.4 Studie IV 

Studien ”Litteraturöversikt över undervisningsdesign för problemlösning och re-
sonemang” 

Bakgrund och syfte. Trots insikterna om behovet av en undervisning som in-
nebär att elever får arbeta med problemlösning är det inte tillräckligt utrett hur 
en sådan undervisning kan se ut. Syftet var att kartlägga och karaktärisera tidi-
gare forskning, gjord som interventionsstudier, vilka beskrivit hur en undervis-
ning som stödjer lärande genom problemlösning och resonemang kan se ut. 

Metod. Tjugosex artiklar från sju topprankade matematikdidaktiska tidskrifter, 
publicerade 2000–2016 ingick i studien. Gemensamt för studierna var att de var 
interventionsstudier kopplade till problemlösning eller resonemang. Datain-
samlingsmetoden följde i stort Gough et al. (2013). Utifrån kategorier presente-
rade av van den Akker (2010) konstruerades en analysmetod där intervention-
erna karaktäriserades genom kategorierna a) lärandemålet för interventionen, b) 
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påståendena om hur detta mål ska nås och c) de empiriska och teoretiska argu-
menten som stödjer dessa påståenden.  

Slutsats. Resultatet visade att mål relaterade till matematiska förmågor var van-
ligt. Allra vanligast var matematiska förmågorna begreppsförmåga och kommu-
nikationsförmåga, näst vanligast var problemlösning, medan det var ovanligt att 
ha förmågan att resonera som lärandemål för interventionen. Vanligt (9/26) var 
också att nå lärandemålen genom stödjande strategier (eng. scaffolding) från lä-
rarens sida, bland annat adaptivt stöd som innebar att läraren gav stöd utifrån 
elevers problemlösningssvårigheter. I 25 av 26 studier användes problemlös-
nings- eller resonemangsprocesser som en del i påståendet om hur ett lärandemål 
skulle nås. De vanligaste teoretiska argumenten för vald metod att nå lärandemå-
len var Freudenthals (1973) realistisk matematikundervisning (vilket innebär att 
använda matematik i verklighetsbaserade matematiska problem, för att gradvis 
utveckla en mer formell och en ökad matematisk förståelse) och Vygotskys (1978) 
den proximala utvecklingszonen (skillnad i avstånd från de problem som t ex. en 
elev klarar själv och de problem som en elev kan lösa med hjälp av t ex. en lärare 
(Vygotsky, 1978, s. 86)). Tio av 26 studier hade ingen tydlig förankring i teoretiska 
argument. Enligt McKenney och Reeves (2012) behövs teoretiska argument för 
att göra designprinciper för undervisning mer stabila och därmed på sikt utveckla 
undervisningen genom föreslagen design. 

7.5 Studie V 

Studien ”Stödja lärare att stödja elevers problemlösning”  

Bakgrund och syfte. När elever kör fast vid problemlösning behöver lärare 
stödja dem på ett sådant sätt att de får möjlighet att jobba vidare med problem-
uppgiften genom CMR. Studie IV visade att ett förekommande sätt vara att lära-
ren använde stödjande strategier anpassade till elevers svårigheter. Forskning om 
formativ bedömning har också föreslagit att läraren måste ta reda på elevers svå-
righet och ge lämplig återkoppling kopplat till just den svårigheten. För detta än-
damål konstruerades ett lärarstöd (en lärarguide) för att diagnostisera elevers 
svårighet och ge formativ återkoppling. Syftet var att ge insikter om och på vilket 
sätt som en lärarguide, konstruerad för att användas i klassrumsundervisning, 
kan ge stöd till lärare. Lärarguiden var tänkt att mer precist hjälpa eleven med 
hennes svårigheter att skapa en lösningsmetod då eleven själv inte klarar att göra 
detta, jämfört med tidigare föreslagna lärarstöd. 

Metod. Metodologiskt har studien inspirerats av designforskning. Genom ett 
samarbete mellan fem verksamma gymnasielärare och fyra forskare har en lärar-
guide, för att stödja elevers egna konstruktioner av lösningsmetoder, utvecklats 
och utprovats. Lärarguiden konstruerades utifrån fyra ramverk, Lithners (2008) 
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uppdelning av lösningsstrategierna AR och CMR, Schoenfelds (1985) problem-
lösningskompetenser, ramverk för uppgiftslösningssteg för problemlösning och 
ramverk för formativ bedömning (Wiliam & Thompson, 2008). Lärarguiden er-
bjöd läraren vägledning för att först diagnostisera elevens aktuella svårighet och 
därefter ge passande formativ återkoppling. Denna återkoppling syftade inte till 
att lotsa eleven fram till en lösning på uppgiften utan till att stimulera elevens 
användande av CMR för att själva skapa lösningsmetoden. Elever från tolv mate-
matikkurser i årskurs 1–3 på både praktiska och teoretiska gymnasieprogram 
ingick i studien. Data utgjordes av ljudupptagningar och observationer av 96 lä-
rar-elevinteraktioner fördelade på 20 lektioner samt uppföljande intervjuer och 
en fokusgruppintervju. För att kategorisera och beskriva lärar-elevinteraktion-
erna konstruerades ett analytiskt ramverk för att avgöra om det var rimligt att 
lösa aktuell uppgift med CMR, i vilken utsträckning lärarguiden användes och om 
användningen ledde till fortsatt CMR. 

Slutsats. Studien visade att elever kan ges förutsättningar att lösa uppgifter med 
hjälp av CMR (41/96 interaktioner) även när de arbetar med läroboksuppgifter, 
vilket studie I och III indikerade framförallt innebär arbete med HR-uppgifter. 
Av de 41 tillfällena använde lärarna helt eller delvis lärarguiden vid 16 interakt-
ioner och vid 15 av dessa tillfällen ledde det till att eleverna kunde fortsätta att 
arbeta med aktuell uppgift genom CMR. I de fall läraren inte använde lärarguiden 
gavs sådan hjälp att eleven löste uppgiften med IR. Lärarguidens diagnosfrågor 
var främst ett verktyg för att ta reda på elevers svårigheter. Det fanns tillfällen då 
diagnosfrågorna även fungerade som metakognitiv återkoppling till eleverna vil-
ket gjorde att de kunde fortsätta sin problemlösning på egen hand. Studien visade 
också på situationer där läraren inte kunde använda guiden, till exempel om det 
fanns en upplevd tidsbrist, att lärarguiden inte gav tillräckligt med stöd i att ställa 
en diagnos över elevens svårighet eller om eleven inte ville eller kunde interagera 
med läraren så som lärarguiden krävde (t. ex. att frågorna upplevdes för svåra att 
svara på). Av de 55/96 interaktioner där det inte fanns möjlighet för eleverna att 
lösa uppgiften genom CMR förekom ibland att lärarna gav information om lös-
ningsmetoden eftersom läraren bedömde att eleven inte skulle klara av att skapa 
den. De främsta förutsättningarna för lärarguidens funktionalitet verkade vara 
att elever erbjuds problemuppgifter att arbeta med, tid att hjälpa elever, att elever 
kan svara på typen av diagnosfrågor och ta till sig återkoppling av den typ guiden 
föreslår samt där eleverna känner sig bekväma med den ansträngning som pro-
blemlösning utgör. 

Se Appendix för den version av lärarguidens matris som användes i studie V. 
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7.6 Svar på forskningsfrågor 

I följande avsnitt besvaras avhandlingens forskningsfrågor. 

7.6.1 Elevers förutsättningar att skapa lösningsmetoder 
Forskningsfråga 1 lyder: ”När elever arbetar med matematikuppgifter, vilka för-
utsättningar har elever utifrån lärandemiljön att skapa egna lösningsmetoder?”  

Avhandlingens studier pekar på att elever ges begränsade förutsättningar att 
jobba problemlösning, det vill säga lösa problemuppgifter genom att skapa egna 
lösningsmetoder. Fyra faktorer har lyfts fram som betydande: läroböckernas in-
nehåll och upplägg, de uppgifter som eleverna arbetar med, den hjälp elever får 
av lärare och kamrater samt elevernas uppfattningar om matematik.  

Läroböcker erbjuder få uppgifter där det krävs problemlösning för att kunna lösa 
uppgifterna. Studie III visade att totalt sett, för alla tolv länders läroböcker, 
krävde cirka tio procent av uppgifterna en konstruktion av lösningsmetod (GLR-
uppgift). Den observerade fördelningen mellan uppgifter som saknade (GLR-
uppgifter), respektive inte saknade (HR-uppgifter), lösningsprocedur i läroböck-
erna var i stort sett lika i alla ingående länders läroböcker. De GLR-uppgifter som 
inbjuder elever till CMR återfanns främst i de senare, svårare delarna av respek-
tive uppgiftsavsnitt. Detta kan tolkas som att problemuppgifterna ansågs vara av 
sådan svårighet att läroboksförfattarna har placerat dem i den kategori uppgifter 
som kan bedömas vara bland de svårare. Studie I visade att det var vanligt att 
framförallt jobba med de uppgifter som låg tidigt i varje uppgiftsavsnitt i läro-
böckerna. Eleverna arbetade endast till 16% (14/86 uppgifter) med uppgifter där 
lösningsmetoden behövde skapas. Av dessa problemuppgifter var det färre än 
hälften som löstes genom CMR, resterande löstes eller försökte lösas genom IR-
strategier, framförallt elevlotsat-AR. Studie I visade att den hjälp eleverna ofta 
fick innebar lotsning av elev eller lärare fram till en lösning. Det vill säga, de upp-
gifter som krävt att eleven arbetar med CMR övergår till att vara en uppgift som 
kan lösas genom AR (elevlotsat-AR eller lärarlotsat-AR). Dessutom utfördes en 
stor del av lösningarna utan någon tydlig reflektion kring lösningsmetoden från 
elevernas sida. Studie V tog sin utgångspunkt i formativ bedömning och visade 
på möjligheten att diagnostisera elevernas svårigheter och utifrån ställd diagnos 
ge eleverna återkoppling som hjälpte dem att återuppta problemlösning med 
CMR. Som stöd för lärarna användes (helt eller delvis) en för studien framtagen 
lärarguide. Studie II gav exempel på att elevers uppfattningar av matematik på-
verkar vilken lösningsstrategi de väljer. Tydligast var resultatet att en uppfattning 
om osäkerhet ledde till att försöka lösa problemuppgifter genom IR (vilket ledde 
till fel lösning). Denna osäkerhet innebar då också ett missat tillfälle att använda 
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sig av CMR. På så sätt kan elevers uppfattningar om matematik bli en begrän-
sande förutsättning för elever att skapa lösningsmetoder till problem. Eleverna i 
studie II gav också exempel på att om en problemuppgift upplevs som svår och 
kräver för mycket ansträngning väljs IR som lösningsstrategi, snarare än CMR.  

Sammanfattning. Elevers förutsättningar att skapa egna lösningsmetoder be-
ror på vilka uppgifter som elever får jobba med, det vill säga elever behöver få 
möta problemuppgifter för att få en grundförutsättning för att skapa egna lös-
ningsmetoder, eftersom IR nästan uteslutande används för HR-uppgifter. Förut-
sättningarna påverkas också av vilka uppfattningar om matematik som elever har 
samt vilken hjälp elever får när de inte kan lösa uppgiften på egen hand. Om hjäl-
pen innebär att lösningsmetoden ges av lärare eller annan elev försämras elevers 
förutsättningar att skapa lösningsmetoder, men om lärare ger en viss formativ 
återkoppling (med hjälp av en lärarguide) kan detta vara en positiv förutsättning 
för elever att lära sig skapa lösningsmetoder till problemuppgifter. Sammantaget 
indikerar resultaten från studierna I, II, III och V att elever riskerar att arbeta 
med mycket få LR-uppgifter och därför mycket sällan använda CMR för att lösa 
uppgifter, men att elevers förutsättningar att skapa sina egna lösningsmetoder 
kan påverkas positivt om lärare kan ge en hjälp som innebär ett stöd att skapa 
lösningsmetoder genom CMR. 

7.6.2 Lärares stöd i problemlösningssituationer 
Forskningsfråga 2 lyder: ”Hur kan lärare stödja elevers arbete med problemupp-
gifter om målet är att elever ska lösa dem genom att skapa en egen lösningsme-
tod?”  

Avhandlingens studier pekar på att lärare kan stödja elevers arbete med problem-
uppgifter genom adaptiva stödjande strategier (scaffolding-strategier) och ge-
nom den lärarguide som användes av lärare i studie V. För att lärare, med hjälp 
av lärarguiden, ska kunna stödja elever att arbeta med problemuppgifter behöver 
elever arbeta med uppgifter som är rimliga att lösa med hjälp av CMR. Därtill 
behöver lärare kunna ställa en diagnos över elevers svårighet med aktuell uppgift 
och utifrån diagnosen ge återkoppling som stimulerar elevers CMR. 

Studie IV och V visade att lärare kunde stödja elevers skapande av lösningsme-
toder genom olika stödjande strategier. Studie IV visade att scaffolding-strategier 
var vanliga i kombination med att elever jobbade med att lösa problemuppgifter. 
Scaffolding genomfördes dels genom lärarledd stöttning i form av dialog, där lä-
raren anpassade återkopplingen utifrån elevers behov av stöd. Även stödjande 
strategier som elever själva använde under interventionen förekom i studie IV, 
till exempel genom att de följde ett schema med utforskande frågor som syftade 
till att fokusera förståelse och planering.  
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Studie V visade att lärarguiden (med diagnos kopplad till återkoppling) funge-
rade som stöd för lärare i hjälpen av elever i skapandet av lösningsmetoder, där 
eleverna själva inte klarade att skapa dessa. Återkopplingen syftade till att stimu-
lera elever att lösa uppgifter med CMR istället för att lotsa elever fram till en lös-
ning genom att presentera delar eller hela lösningsmetoden. I de 16 av 41 lärar-
elevinteraktioner där det var rimligt att eleven skulle kunna skapa en egen lös-
ningsmetod kunde lärarna stödja eleverna att skapa en sådan. Diagnosfrågorna i 
lärarguiden i studie V upplevdes av lärarna som ett stöd för att diagnostisera ele-
vernas svårigheter med aktuell problemuppgift samtidigt som diagnosfrågorna 
också kunde fungera som metakognitiv återkoppling till eleverna och på så sätt 
hjälpa eleverna att komma vidare i sin problemlösning. 

För att lärare ska kunna stödja elever i skapandet av lösningsmetoder behöver 
elever möta uppgifter där detta är en förutsättning för att lösa uppgiften. I studie 
I arbetade eleverna med få LR-uppgifter och de HR-uppgifter som de jobbade 
med kunde de lösa genom at de blev lotsade till en lösning av en bänkkamrat 
(elevlotsat-AR) eller läraren (lärarlotsat-AR). Resultaten från studie III visade att 
en minoritet av uppgifterna var LR-uppgifter och att de som fanns återfanns i 
störst utsträckning bland de uppgifter som läroboksförfattarna kategoriserat som 
svårast. Ovanstående indikerar att elever inte i någon större omfattning möter 
uppgifter som kräver CMR. I Studie I fanns det elever som jobbade med uppgifter 
som kategoriserats som HR-uppgifter, men de lyckades ändå inte lösa dessa på 
egen hand. Vissa av dessa uppgifter löstes genom lärarlotsat-AR. Studie V 
utgjorde en viss kontrast till studie I, åtminstone när det gällde elever som sökte 
hjälp av läraren. Vid nästan hälften (41/96) av interaktionerna var det rimligt att 
eleverna skulle kunna lösa uppgiften genom att skapa lösningsmetoden (använda 
CMR) med lärarens stöd. Detta kunde alltså även gälla för uppgifter som skulle 
kunna ha kategoriserats som HR-uppgifter om metoden från studie I och III an-
vänds på uppgiften. Detta innebär att det kan finns större förutsättningar att an-
vända CMR för elever än vad studie I och III indikerar. Men detta förutsätter att 
elever får sådan hjälp av läraren att de löser resterande del av uppgiften genom 
CMR. Detta skedde vid 15 av 41 interaktioner. För att lärare ska kunna ge denna 
hjälp behöver de kunna diagnostisera elevers svårighet med uppgiften. Studie V 
visade dels att lärarguiden var ett visst stöd för att göra detta men att diagnosstäl-
landet utgjorde en utmaning för lärarna och av och till var svårt att lyckas med. 
Skäl till detta var att lärarguiden inte gav tillräckligt stöd eller att om eleven inte 
gav tillräckligt med information om sin svårighet med att lösa uppgiften (t.ex. för 
att frågorna upplevdes för svåra att svara på). För att lärare ska kunna stödja ele-
ver i att skapa lösningsmetoder måste eleverna känna sig bekväma med att an-
stränga sig och vara mottagliga för en återkoppling som inte innebär att lösnings-
metoden ges. 
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Sammanfattning. Om målet är att elever ska lösa problemuppgifter genom att 
skapa lösningsmetoder kan lärare genom adaptiva stödjande strategier stödja 
eleverna i deras arbete med att lösa problemuppgifter. För att detta ska fungera 
behöver eleverna få arbeta med problemuppgifter som dessutom är rimliga för 
eleven att lösa med hjälp av CMR. Därtill måste läraren kunna diagnostisera ele-
vers svårigheter med aktuell problemuppgift. Diagnosfasen visade sig vara en kri-
tisk punkt och avgörande för att ge rätt stöd till elever (ge ett adaptivt stöd). 
Lärarguiden som användes i studie V visade sig vara ett stöd för lärare att på ett 
detaljerat sätt kunna diagnostisera elevers svårighet och ge en återkoppling kopp-
lad till aktuell svårighet. Lärarguidens funktionalitet skulle förbättras om den 
kunde vara ett bättre stöd för diagnos, detta speciellt i ljuset av att eleverna ibland 
hade svårt beskriva sina svårigheter. Funktionaliteten skulle också förbättras om 
lärandemiljön var sådan att eleverna i högre grad kunde ta emot den typen av 
återkoppling som användningen av lärarguiden innebar. 
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8 Diskussion 
Avhandlingsarbetet har visat att elevers förutsättningar att arbeta med problem-
uppgifter begränsas av att de möter få problemuppgifter (dvs. uppgifter där känd 
lösningsmetod saknas), hur de väljer att angripa de problemuppgifter som de fak-
tiskt möter samt vilken typ av hjälp som andra elever och läraren ger. Avhand-
lingen visar också att ett lärarstöd utformad för att ge elever formativ återkopp-
ling kan användas för att stödja elevers problemlösningsprocess.  

I detta kapitel diskuteras avhandlingens resultat utifrån svaren på forskningsfrå-
gorna (avsnitt 0). Därefter följer implikationer för design av uppgifter och under-
visning utifrån avhandlingens resultat. Kapitlet avslutas med uppslag för fortsatt 
forskning. 

8.1 Elevers förutsättningar att få möta och lösa problemupp-
gifter  

Elevers begränsade förutsättningar att skapa lösningsmetoder till problemupp-
gifter beror på att det finns få problemuppgifter i läroböckerna, på sättet elever 
väljer att lösa problemuppgifterna, på elevers uppfattningar om matematik och 
på uppgifternas konstruktion.  

8.1.1 Få problemuppgifter i läroböcker 
Resultaten av avhandlingsarbetet visar att läroböcker för gymnasieelever inne-
håller få problemuppgifter, och att de problemuppgifter som erbjuds nästan ute-
slutande återfinns bland läroböckernas svårare uppgifter (ofta kallade ”c-uppgif-
ter” eller ”nivå 3-uppgifter”). Läroböckernas fördelning av problemuppgifter är 
inte unik för Sverige. Den studie där läroböcker från tolv olika länder analyserats, 
visade på en liknande fördelning också i dessa länder. Tidigare studie av svenska 
gymnasieläroböcker har visat på liknande resultat vad det gäller andelen pro-
blemuppgifter samt att dessa företrädelsevis finns bland läroböckernas svårare 
uppgifter (Brehmer et al., 2016). Studierna visar också att elever (och lärare) inte 
i första hand väljer att arbeta med bokens svårare uppgifter. Resultaten ger ex-
empel på en undervisning som domineras av imitation av lösningsmetoder sna-
rare än problemlösning. Då studier av svenska förhållanden (Boesen et al., 2014; 
Jablonka & Johansson, 2010; Johansson, 2006; Skolinspektionen, 2010; 
Skolverket, 2003) har visar att en stor del av lektionstiden ägnas åt arbete med 
lärobokens uppgifter ger detta sammantaget att elever möter få problemuppgifter 
under sin lektionstid. Även resultatet att undervisningen fortsätter att domineras 
av arbete med uppgifter som kan lösas med imitation är i linje med tidigare forsk-
ning både nationellt (Boesen et al., 2014) och internationellt (Hiebert, 2003).  
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Att läroböckerna mellan länderna har stora likheter med varandra med avseende 
på andelen problemuppgifter gör det tydligt att även andra aspekter utöver läro-
boken har betydelse för elevers förutsättningar att lära sig matematik. Detta ef-
tersom eleverna i länder som till exempel Singapore, Sverige och Sydafrika, som 
trots liknande fördelning av problemuppgifter i ländernas respektive lärobok, 
presterar väldigt olika i internationella mätningar (t. ex. TIMSS 2015, Mullis et 
al., 2016).  

Tidigare studier visar att bedömningen om en uppgift är en problemuppgift eller 
ej, behöver göras i förhållande till den elev som ska lösa uppgiften (Palm et al., 
2011). I linje med detta visar avhandlingen på att även när elever arbetar med 
uppgifter i sin lärobok, möter de uppgifter till vilka de inte ser någon lösningsme-
tod att imitera. Uppgiften som har en lösningsalgoritm, och som elever borde 
känna till, blir till en problemuppgift som elever har möjlighet att lösa genom att 
(re)-konstruera en lösningsmetod. Resultatet pekar också på att det sedan beror 
på hur elever och lärare tillvaratar möjligheten att lösa problemuppgiften om ele-
ver får möjlighet till att (re)-konstruera dess lösningsmetod.  

8.1.2 Elever väljer ofta lotsning framför CMR  
När elever inte känner till lösningsmetoden till en uppgift är det avgörande hur 
elever (och lärare) går vidare i en sådan situation. Studierna visade att elever, 
även när de saknar en känd lösningsmetod, inte gärna löser problemuppgiften 
genom CMR (avsnitt 3.1). Istället för att ge sig tid att försöka hitta lösningar valde 
elever ofta att be om hjälp. Den hjälp de vanligtvis fick var en beskrivning som 
lotsade dem fram till rätt svar. Lotsningen (avsnitt 3.1) gavs av en annan elev 
(elevlotsat-AR) eller av läraren (lärarlotsat-AR). Uppgifterna löstes också ofta 
utan någon tydlig reflektion kring lösningsmetoden. Målet med att lösa en uppgift 
verkar vara att komma fram till rätt svar, snarare än att skapa en lösningsmetod 
till uppgiften. Att elever företrädesvis använder sig av IR-strategier (avsnitt 3.1) 
för att lösa uppgifter är i linje med tidigare studier (Boesen et al., 2014; Hiebert, 
2003). Schoenfeld (1985) pekar på behovet av reflektion som en del av de meta-
kognitiva överväganden som en god problemlösare behöver göra. Ett oreflekterat 
arbetssätt som dessutom innebär att fokusera på IR-strategier för att lösa uppgif-
ter kan leda till att lösandet av läroboksuppgifter reduceras till ett mekaniskt räk-
nande (Brousseau, 1997). Brousseaus (1997) förklaring till att undervisning do-
mineras av imitation är att denna typ av undervisning är kortsiktigt effektiv. Ele-
ver som får tillgång till lösningsmetoder kommer att i hög utsträckning klara de 
uppgifter som de jobbar med. Men att prioritera imitativa arbetssätt leder till att 
elever inte utvecklar matematisk förståelse (Brousseau, 1997) 
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Resultatet att elevlotsat-AR är vanligt pekar på att elevers förutsättningar att lösa 
läroböckernas uppgifter genom problemlösning försämras när de arbetar tillsam-
mans. Att elevers förutsättningar att lära sig inte automatiskt förbättras bara för 
att de jobbar tillsammans i smågrupper är i linje med tidigare forskning 
(Francisco, 2013; Fuchs et al., 1997; Webb & Mastergeorge, 2003). Att arbeta i 
smågrupper och lösa problemuppgifter är däremot ingen motsättning vad gäller 
att lära sig matematik, utan kan tvärtom vara framgångsrikt (Abdu et al., 2015; 
Ridlon, 2009), men detta behöver ske utifrån en medveten undervisning där ele-
ver vet hur de ska interagera med varandra (Francisco, 2013; Webb et al., 2009).  

8.1.3 Elevers uppfattningar begränsar förutsättningarna 
Ytterligare en förutsättning som påverkar elever att kunna lösa problemuppgifter 
genom att själv skapa lösningsmetoden är elevers uppfattningar om matematik. 
Avhandlingens resultat visar att elevers uppfattning att alla uppgifter bör ha en 
färdig lösningsmetod, att det är säkrare att använda algoritmer än att skapa lös-
ningsmetoder samt att problemuppgifter inte är något som alla kan lösa begrän-
sar elevers förutsättningar för lösa problemuppgifter. Detta resultat är i linje med 
tidigare forskning (Schoenfeld, 1985, 1992). Genom elevers benägenhet att välja 
IR som lösningsstrategi, på grund av deras uppfattningar om matematik, innebär 
sammantaget att elevers förutsättningar att lösa uppgifter genom CMR begrän-
sas. Läroböckers struktur med att problemuppgifter nästan uteslutande återfinns 
bland de svårare uppgifterna riskerar eventuellt att förstärka elevers uppfattning 
om att problemlösning är något som endast ett de duktigaste eleverna klarar av.  

8.1.4 Lösningsmetoden måste vara inom räckhåll 
Avhandlingen visar att omständigheten att eleven saknar lösningsmetod till pro-
blemuppgifter inte är ett tillräckligt kriterium för att eleven ska försöka lösa upp-
gifter genom CMR. Problemuppgifternas lösningsmetoder behöver dessutom 
vara inom räckhåll för eleven. Det finns alltså uppgifter som inte lämpar sig för 
CMR-lösningar trots att eleven inte känner till lösningsmetoden. Till exempel 
uppgifter som är för svåra (väldigt tekniska, begreppsmässigt för svåra, för kom-
plexa etc.) eller uppgifter som enbart löses med en lösningsalgoritm som eleven 
har glömt bort och som är för svår för eleven att re-konstruera. Det senare skulle 
till exempel kunna vara en integral där eleven inte känner till (eller glömt bort) 
aktuella regler för primitiva funktioner. 

Hiebert och Grouws (2007) har i sin stora litteraturöversikt uppmärksammat att 
en lösningsmetod behöver vara inom räckhåll för eleven och dessutom behöver 
eleven bli utsatt för viss konstruktiv ansträngning (eng. ”struggle”) vid uppgift-
slösande för att utveckla sin matematiska förståelse. Motsatsen till att anstränga 
sig inom matematiklärandet är att få informationen om hur uppgiften ska lösas 
serverad (Hiebert & Grouws, 2007). Konstruktiv ansträngning kan skapas genom 
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att elever får möta uppgifter där de behöver skapa lösningsmetoder, det vill säga 
lösa problemuppgifter. Vad denna ansträngning består i mer konkret är däremot 
inte klarlagt (Hiebert & Grouws, 2007). En tänkbar väg framåt är att utarbeta 
vägledande principer för hur balansen mellan ansträngning och att ha en lös-
ningsmetod inom räckhåll bör utformas. 

8.1.5 Sammanfattning 
Elevers förutsättningar att lösa uppgifter genom att skapa lösningsmetoder be-
gränsas av att det inte finns problemuppgifter med olika svårighetsgrader i alla 
delar av läroboken, av elevernas val av algoritmiska lösningsstrategier och av den 
lotsning som hjälpsökande elever får av andra elever och sina lärare. Förutsätt-
ningar begränsas även av elevers uppfattningar om matematik och av att en lös-
ningsmetod för problemuppgifter inte alltid är inom räckhåll utifrån elevernas 
kunskap.  

8.2  Lärarguide som stödjer elevers problemlösning  
Om målet är att elever ska få goda förutsättningar till problemlösning, behöver 
lärarens hjälp vara utformat så att uppgiften behåller sin egenskap av att vara en 
problemuppgift. Läraren ska alltså inte ge eleverna lösningsmetoden utan bibe-
hålla eller skapa förutsättningar för eleverna att skapa en lösningsmetod till upp-
giften. I en förlängning kan stödjande av elevers problemlösningsprocess leda till 
ökad självständighet i problemlösandet och eventuellt förändrade uppfattningar 
om matematik. Det är dock inte trivialt för lärare att ge formativ återkoppling och 
inte heller lätt för elever att göra något konstruktivt av en sådan återkoppling. 

I detta avsnitt diskuteras på vilket sätt ett lärarstöd i form av en lärarguide kan 
vara ett stöd vid elevers problemlösning. Vidare diskuteras guidens möjligheter 
att stödja elever att bli mer självständiga problemlösare samt hur elevers uppfatt-
ningar om matematik kan påverkas. Avsnittet avslutas med att poängtera att gui-
den inte avser att automatisera lärar-elev-interaktionen utan att vara en hjälp för 
lärare i att stödja elevers problemlösningsprocesser.  

8.2.1 Lärarguide som stöd vid problemlösning 
Om en elev kört fast i sin problemlösning och målet är att eleven ska lösa pro-
blemuppgifter genom CMR behöver eleven stöd med problemlösningsprocessen 
och inte lotsning genom AR fram till rätt svar. Studie V hade som syfte att utprova 
ett lärarstöd till lärare för att kunna identifiera elevers svårighet och därefter ge 
återkoppling för att hjälpa elever att återuppta problemlösningsprocessen. Stu-
dien visade att ett lärarstöd i form av en lärarguide, trots svårigheterna med dia-
gnostiseringen, är ett stöd för lärarna att ge anpassad hjälp till elever. Utma-
ningen att ställa diagnos på elevers svårigheter är känt sedan tidigare (Ball, 2001; 
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Black & Wiliam, 2009; Teuscher, Moore, & Carlson, 2016). Till viss del ligger svå-
righeterna i dialogens villkor, det vill säga att det inte finns någon automatik i att 
det som kommuniceras av läraren uppfattas på avsett sätt av eleven och vice versa 
(se Figur 5, s. 14). Det är heller inte självklart att eleven är villig eller kan artiku-
lera sin svårighet. Resultaten visar att lärarguidens utformning med diagnosfrå-
gor, specificerade diagnoser utifrån brister i problemlösningskompentenser och 
svårigheten med att komma vidare i problemlösningens olika steg fungerar som 
ett verktyg för att till vissa delar överbrygga den utmaning som dialoger innebär. 
Lärarguiden fungerar också som ett stöd att, utifrån ställd diagnos, ge återkopp-
ling. Även resultat från forskningsöversikten visade att ge lärarstöd kopplat till 
elevers svårighet i problemlösningsprocessen var framgångsrikt för att elever ska 
utveckla sin matematiska förståelse (t.ex. Prediger & Pöhler, 2015; Visnovska & 
Cobb, 2015). 

8.2.2 Lärares stöd till elevers ökade självständighet 
Lärarna i studie V pekade på svårigheten att balansera mellan att stödja elevernas 
problemlösningsprocess (via lärarguiden) och viljan att hjälpa fler elever. Att 
frångå lärarguiden och ge lotsande hjälp (lärarlotsat-AR) beskrivs som mindre 
tidskrävande. Om läraren ständigt ger lotsande hjälp är risken att eleven i sin tur 
väljer strategin att snabbt be om hjälp och lösa uppgiften på det sätt som läraren 
beskriver snarare än att hitta egna vägar att lösa problemuppgiften på. Eleven 
behöver därmed inte utveckla några andra strategier än att fråga läraren om 
hjälp. Eleven kommer då inte att vare sig utveckla sin problemlösningsförmåga 
eller sin förmåga att arbeta mer självständigt. Att sträva mot en ökad självstän-
dighet i problemlösningssituationer skulle kunna vara ett sätt att börja lösa upp 
dilemmat med att hinna hjälpa men inte lotsa. En del av en scaffolding-strategi 
är att över tid minska lärares stöd till eleverna, vilket innebär att eleverna blir mer 
självständiga och kan ta mer ansvar för sitt lärande (Smit, van Eerde, & Bakker, 
2013; van de Pol, 2012). Om elever som vanligtvis får AR-hjälp blir mer vana vid 
att läraren ställer utmanande diagnosfrågor kommer de sannolikt med tiden att 
själva börja fundera över svar till diagnosfrågorna innan hon ber om hjälp. Eleven 
kan också på sikt eventuellt börja göra egna självdiagnoser över sina svårigheter. 
Att överlämna allt större del av problemlösningen till eleven är i linje med TDS 
(Brousseau, 1997) om nödvändigheten av överlämnade av ansvar till eleven för 
att elever ska kunna lära sig. Det didaktiska kontraktet (avsnitt 5.1.2) mellan lä-
rare och elev behöver alltså vara sådant att elever har och tar ansvar för sitt lä-
rande genom att komma fram till lösningsmetoder på de problemuppgifter som 
hon jobbar med. Att eleven i större utsträckning själv kan styra sitt lärande är 
också i linje med Hattie och Timberlys (2007) idéer om självreglerat lärande. 
Självreglerat lärande innebär att eleven själv är aktiv i att sätta mål, följa och över-
vaka sitt lärande (Zimmerman, 2008).  
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8.2.3 Förändra elevers uppfattningar om matematik  
Användandet av lärarguiden skulle kunna vara ett av sätten att på sikt förbättra 
elevers förmåga att lösa problemuppgifter och förändra elevers uppfattningar om 
matematik. Detta skulle kunna gälla uppfattningar om att alla uppgifter ska ha en 
känd lösningsmetod, att bara vissa elever kan förstå matematik eller att man som 
elev, förutsatt att man förstått matematiken ska kunna lösa alla givna uppgifter 
inom fem minuter. Även om uppfattningar om matematik är relativt stabila över 
tid och kan vara svåra att förändra (Hannula, 2006), finns det studier som visar 
att elevers uppfattningar om matematiska kan förändras i en positiv riktning 
både med hjälp av längre, men även kortare interventioner (Carpenter, Franke, 
Jacobs, Fennema, & Empson, 1998; Cobb et al., 1991; A. J. Stylianides & 
Stylianides, 2014; Verschaffel & De Corte, 1997; Yeager & Walton, 2011). Det 
finns även studier som visar att en undervisning som just bygger på lärande ge-
nom problemlösning kan förändra elevers uppfattningar om matematik på ett 
positivt sätt (t.ex. Bruder & Prescott, 2013; Carpenter et al., 1998; Cobb et al., 
1991; Verschaffel & De Corte, 1997).  

8.2.4 Lärare kan aldrig bli robotar  
Matematikundervisning är komplex (Niss, 2007). Detta gör att det går att ifråga-
sätta om det går att utforma en lärarinstruktion, en lärarguide, till något så kom-
plext som undervisning. Användandet av en lärarguide för att stötta lärares in-
teraktion med elever skulle kunna kritiseras för att försöka styra lärare att inte 
agera utifrån autonomi och erfarenhet, utan endast följa en mall. Den lärarguide 
som använts inom ramen för avhandlingen är inte ett verktyg som lärare strikt 
kan följa i alla lägen eftersom ett angreppssätt som hjälper i en situation kan vara 
rent kontraproduktivt i en annan (Feldon, 2007). Lärarguiden täcker heller inte 
alla tänkbara problemsituationer som uppstår i ett klassrum. Dessutom behöver 
lärare ha en känsla för den aktuella situationen för vad som är lämplig återkopp-
ling vid ett visst tillfälle (Ginsburg, 2009). Det lärarguiden kan utgöra är ett hand-
fast stöd för lärare och elever för att fokusera problemlösningsprocesser snarare 
än imitativa lösningsmetoder. 

8.2.5 Sammanfattning 
Lärarguiden kan fungera som stöd för att diagnostisera och ge återkoppling till 
elever som behöver stöd vid problemlösning utifrån principerna för formativ be-
dömning. Eftersom undervisning är en komplex verksamhet ska lärarguiden ses 
som ett stöd till lärare för att fokusera elevers problemlösningsprocesser.  

8.3 Design av uppgifter och undervisning 
Avhandlingens resultat visar att det inte är tillräckligt att ge eleverna lämpliga 
uppgifter om en eventuell lärarhjälp ändå innebär att läraren lotsar eleven förbi 
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alla svårigheter med att skapa en lösningsmetod. Fenomenet att arbetet med upp-
gifter kan degenerera, med avseende på elevens egeninsats, genom lärarlotsning 
är tidigare känt som vanligt förekommande (Boaler & Brodie, 2004; Stein et al., 
2007). Därför behöver lämpliga uppgifter åtföljas av en undervisning som är an-
passad till typen av uppgifter (Stein et al., 2007), det vill säga att problemuppgif-
ter behöver ackompanjeras av en lärarhjälp som bibehåller problemlösningska-
raktären hos uppgiften. I termer av designforskning bör det inte vara en strikt 
uppdelning mellan en uppgiftsdesign och en design av en undervisning, eftersom 
en framgångsrik implementering av en uppgiftsdesign är beroende av en under-
visningsdesign som stödjer uppgiftsdesignen (Kieran, Doorman, & Ohtani, 2015). 
Avhandlingens resultat indikerar att även det omvända gäller, att en undervis-
ningsdesign är beroende av en uppgiftsdesign, genom att lärarguidens funktion-
alitet var beroende av att elever jobbade med lämpligt svåra uppgifter som be-
hövde lösas genom CMR. 

Lithner (2017) har närmat sig frågan om vad som är en lämplig ansträngning (av-
snitt 8.1.4) i termer av utmaningar vad det gäller problemuppgifter genom att 
formulera en designprincip för uppgiftsdesign. Denna princip är formulerad en-
ligt nedan. 

Mål. Om uppgiften ska lösas med CMR 

Påstående. behöver utmaningarna vad det gäller kreativitet, matematisk ar-
gumentation och begreppsförståelse vara lämpliga.  

Argument.  Argumenten för påståendet är att uppgiften måste utföras på egen 
hand i enlighet med TDS (Brousseau, 1997) (avsnitt 5.1) och tidi-
gare analys av uppgifter (Lithner, 2004). Denna analys visar att 
det finns två typer att svårigheter som har relevans i detta avse-
ende, dels är det en kreativ utmaning och dels är det en begrepps-
förståelseutmaning. Dessa två är inte nödvändiga i uppgifter där 
det endast krävs IR för att lösa dem. Andra svårigheter såsom 
komplexa beräkningar och språkliga svårigheter har samma bä-
ring på IR-uppgifter, vilket gör att dessa svårigheter utesluts här 
eftersom fokus är på utmaningar som är specifika för problemupp-
gifter. Den kreativa utmaningen handlar om nivå av uppfinnings-
rikedom. Till exempel är det troligt att en uppgift kan lösas stegvis 
snarare än genom ett långsökt trick. Begreppsförståelseutma-
ningen innebär hur avancerade de matematiska representation-
erna och de matematiska kopplingarna som sammanbinder dem 
är, för att skapa en lösningsmetod. Argumentationsutmaningen 
handlar om hur svårt det är att förutse utfallet av en hypotes eller 
att verifiera att en lösningsmetod är korrekt. Lithner (2017) ger 
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fyr-färgsproblemet som ett exempel på en uppgift som har en hög 
argumentationsutmaning vad det gäller verifieringen av lösnings-
metoden, men en låg argumentationsutmaning vad det gäller hy-
potesen att det just räcker med fyra färger för att två färger inte 
ska vara bredvid varandra på en godtycklig karta. (s. 9) 

Genom denna designprincip kan man närma sig frågan hur problemuppgifter ska 
kunna konstrueras för att vara av en lämplig utmaning för att uppgifter ska be-
höva lösas med CMR.  

Sammanfattningsvis är design av uppgifter och en design av undervisning är be-
roende av varandra. Ett förslag till en designprincip för att konstruera uppgifter 
som behöver lösas genom CMR är att sådana uppgifter behöver innehålla en, för 
eleven, lämplig utmaning vad det gäller kreativitet, matematisk argumentation 
och begreppsförståelse. 

8.4 Implikationer till praktiken 
Nedan följer implikationer utifrån avhandlingens resultat och diskussionen ovan 
gällande hur undervisningen skulle kunna fokusera på problemlösning samt lär-
oböckers konstruktion och användning. Det föreslås också hur lärarguiden skulle 
kunna vara ett verktyg för att ge elever förbättrade förutsättningar att lära sig ge-
nom problemlösning samt hur lärarguiden kan vara en del av en professionsut-
veckling och ett verktyg som lärarstudenter får möta i sin utbildning.  

8.4.1 Tydligt fokus på problemlösning 
Länder som är framgångsrika i TIMSS-mätningar använder en majoritet (>80%) 
av sin undervisningstid till att arbeta med problemuppgifter (Hiebert et al., 
2003). En annan likhet är att en väsentlig del av undervisningstiden också ägnas 
också åt arbete med nytt innehåll, medan endast en liten del ägnas åt repetition 
(Hiebert et al., 2003). I övrigt skiljer sig undervisningen sig åt mellan de mest 
framgångsrika länderna. Till exempel i Hong Kong (SAR) innebär elevernas läxor 
till stor del repetition av procedurer, undervisningen i Japan fokuserar på pro-
blemuppgifter kopplat till att eleverna behöver reflektera över hur de ska använda 
procedurer och enbart använda dem samt undervisningen i Nederländerna beto-
nar relationen mellan matematik och verklighetsbaserade situationer. Detta im-
plicerar att det inte finns ett bästa sätt att undervisa på som optimerar elevers 
lärande. 

Ett förslag, som har fått visst genomslag, om hur man kan undervisa med fokus 
på problemlösning har Stein, Engle, Smith och Hughes (2008) givit. De har uti-
från insikten att det är svårt att undervisa problemuppgifter, även när problem-
uppgifterna i sig är lämpliga, utarbetat en undervisningsmodell för arbete med 
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och helklassdiskussioner om problemuppgifter. Denna modell innebär i korthet 
att läraren behöver vara förutseende vad det gäller elevers tänkbara angreppssätt 
och svårigheter med en problemuppgift, följa elevers progression, välja olika ty-
per av elevlösningar i en medveten sekvens och relatera de olika lösningsme-
toderna till varandra. 

8.4.2 Förslag på lärobokens konstruktion och användning 
Att distributionen av problemuppgifter i läroböcker är ojämnt fördelande mellan 
läroböckernas olika uppgiftsavsnitt samt att läroböckernas lösta exempel och te-
oridelar sällan användes, trots att dessa ges stor plats i läroböcker, ger ett par 
implikationer. För det första bör elever och lärare förhålla sig aktiva till lärobo-
kens innehåll för att använda hela dess potential, till exempel genom att välja att 
arbeta med de problemuppgifter som finns i läroböckerna. För det andra bör lär-
oboksförfattare kritiskt förhålla sig till fördelningen mellan problemuppgifter och 
uppgifter med känd lösningsmetod både inom läroboken som helhet och att det 
finns problemuppgifter på olika svårighetsnivåer. Till exempel skulle detta kunna 
inbära att det ska finnas fler problemuppgifter bland de lättare uppgifterna. Dess-
utom kan läroboksförfattare behöva förhålla sig kritiskt till hur en lärobok bäst 
byggs upp för att stödja elevers lärande, till exempel genom att fundera på i vilken 
omfattning lösta exempel ska finnas i läroböckerna och hur dessa är tänkta att 
användas av elever. 

Ett vanligt, konventionellt lektionsupplägg innebär att läraren håller en lärarge-
nomgång följd av elevers arbete med matematikuppgifter (Boesen et al., 2014; 
Hiebert, 2003; Lesh & Zawojewski, 2007; Love & Pimm, 1996). Om lärargenom-
gången innebär att lösningsmetoder presenteras för de uppgifter som sedan ska 
lösas av eleverna kan detta upplägg liknas vid läroböckernas upplägg, det vill säga 
att lösningsmetoder presenteras som elever sedan kan imitera. Ett sådant lekt-
ionsupplägg ger inte elever förutsättningar att träna på att skapa lösningsme-
toder. Med ett annat lektionsupplägg där läraren inte presenterar lösningsme-
toder inför arbetet med en ny grupp uppgifter, skulle det vara möjligt att använda 
många av lärobokens uppgifter som problemuppgifter genom att eleverna i detta 
läge inte fått lösningsmetoderna presenterade för sig. Uppgifterna kan, i linje 
med Brousseau (1997), istället bli ett verktyg för eleverna att utforska och skapa 
lösningsmetoder själva. Genom att eleverna kommer att möta svårigheter och ut-
maningar i arbetet med uppgifterna kommer de att behöva förhålla sig till sin 
tidigare matematiska förståelse i relation till den nya matematiken som de är på 
väg att erövra. Dessa utmaningar kan läraren använda som en del av lärandepro-
cessen. Ett mål med arbetet med uppgifterna skulle kunna vara att komma fram 
till formaliserade algoritmer för att lösa uppgifter. På detta sätt har eleverna kom-
mit fram till de lösningsmetoder som vid ett mer traditionellt lektionsupplägg 
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skulle ha presenterats av läraren innan eleverna påbörjade arbetet med uppgif-
terna. Eleverna skulle på detta sätt få ökade möjligheter att arbete med problem-
uppgifter, genom arbete med lärobokens uppgifter.  

8.4.3 Lärarguiden som verktyg för elevers och lärares lärande  
Lärarguider, till exempel den som studeras i denna avhandling, kan vara ett verk-
tyg för att stödja elevers arbete med problemuppgifter om den används som en 
del av en i övrigt rik undervisningen. Över tid är det tänkbart att en lärares syste-
matiska användning av lärarguiden leder till att elever utvecklar flera matema-
tiska förmågor (Stein et al., 2003) och även justerar sina uppfattningar om mate-
matik så att dessa istället stödjer hennes arbete med problemuppgifter (Bruder & 
Prescott, 2013). Processen att systematiskt använda lärarguiden skulle kunna in-
nebära att elevers inställning att utan större reflektion söka svar på uppgifter änd-
ras. Detta skulle kunna ske genom att lärarguiden pekar på processen av skap-
ande av lösningsmetod och att argumentera för och hitta strategier till en lös-
ningsmetod. Det är också tänkbart att lärarguiden kan vara ett verktyg för att ut-
veckla lärarens förmåga att hjälpa elever, både för verksamma lärare och lärar-
studenter. 

8.5 Fortsatt forskning 
Utifrån avhandlingens resultat finns det flera riktningar för fortsatt forskning. 
Nedan ges förslag på fortsatt forskning inriktad på utveckling av designprincipen 
för undervisning samt lärarguidens användning och utveckling.  

1. Utveckla den designprincip som ligger till grund för studie V, till exempel 
genom att komplettera den genom att uttrycka under vilka omständig-
heter som den gäller, genom att ytterligare specificera designprincipen 
och koppla ihop den designprincipen med en designprincip gällande 
uppgifter. 

2. Undersöka delar av lärarguiden som studie V har identifierat som poten-
tiellt behöver utvecklas, till exempel hur ska uppgifter designas för att 
passa med lärarguidens mål att stödja elevers skapande av en lösnings-
metod. 

3. Undersöka om lärarguiden kan vara ett verktyg för att utveckla elevers 
problemlösningskompetenser och lärares undervisning. 
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Appendix 
Lärarguidens matris 

 
 
 

 
 

 Uppgiftslösningssteg 
Tolkning Utforskning och hypotes av lösningsmetod Verifiering lösningsmetod 
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Eleven inser inte att 
hens tolkning är fel-
aktig. 
”Läs uppgiften högt.” 
”Kan du nu förklara 
vilken information 
som finns och vad du 
ska komma fram till.”
   
 

A. Eleven inser inte att ansatsen att utforska 
problemet eller skapa lösningsmetod inte le-
der till en lämplig lösning av problemet. 

A. Eleven har en lösningsme-
tod som hon försöker imple-
mentera, men inser inte att 
lösningsmetoden är felaktig 
eller alltför ineffektiv. 
”Kan du övertyga mig om att 
lösningsmetoden fungerar/är 
tillräckligt effektiv?” 
 

A1. Fel övergripande ansats: 
”Jag, ser att du försöker lösa problemet ge-
nom att [sammanfatta den felaktiga ansat-
sen, men beskriv inte vad som är fel]. Kan du 
berätta hur du tänkt här och på vilket sätt det 
tar dig fram mot en lösning på uppgiften?” 
A2. Lokalt fel i en del av ansatsen: 
”Jag, ser att du försöker lösa problemet ge-
nom att [visa på den del av ansatsen som in-
nehåller felet, men beskriv inte vad som är 
fel]. Kan du berätta hur du tänkt här och på 
vilket sätt denna del bidrar till en lösning på 
uppgiften?” 

B. Eleven har en lösningsme-
tod som hon tror eller vet kan 
vara felaktig eller alltför inef-
fektiv, men klarar inte att ve-
rifiera. 

Eleven inser inte att 
hon missat viktig in-
formation i uppgiften. 
”Finns det informat-
ion i uppgiften som 
kan ge en idé om vad 
du ska göra?” 

B. Eleven har avbrutit försöket att utforska 
eller skapa lösningsmetod, och/eller klarar 
inte att välja lämplig ansats. 

B1. Eleven har gjort ett bra 
försök att verifiera sin lös-
ningsmetod, men har kört 
fast. 
Riktat mot den del av försöket 
som kan utvecklas: ”Kan du 
bygga vidare på det du kommit 
på hittills?” 

B1. Eleven har gjort ett bra försök att ut-
forska eller skapa en lösningsmetod, men 
har kört fast: Riktat mot den del av försöket 
som kan utvecklas:  
”Kan du bygga vidare på det du kommit på 
hittills?” 

B2. Eleven är osäker på om 
lösningsmetoden är fel-
aktig/ineffektiv, men försöker 
inte avgöra om så är fallet. 
”Kan du försöka övertyga mig 
antingen om att lösningsme-
toden fungerar/är tillräckligt 
effektiv/ att den inte är till-
räckligt effektiv det?” 

Tids- eller resurs-
brist: 
Förklara vad som ef-
terfrågas i uppgiften 
och vad det finns för 
information som ele-
ven kan använda.  
 

B2. Elevens försök är inte tillräckligt bra att 
bygga vidare på:  
"Finns det något annat sätt att försöka ta sig 
an problemet?” 

St
ra

te
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 (H
U

R
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C. Eleven försöker men hittar ingen lämplig 
strategi för att utforska eller skapa lös-
ningsmetod.  
Välj lämpligast av följande 4 strategier. 
”Prova att: rita figur/ prova några exempel / 
lös enklare version / dela upp lösningen i 
olika steg.” Alternativt annan strategi på ge-
nerell nivå. 
Först kortfattat generellt, därefter (om svå-
righeter kvarstår) mer uppgiftsspecifikt.  

C. Eleven försöker men hittar 
ingen lämplig strategi för att 
verifiera sin lösningsmetod 
Välj lämplig strategi, t ex ”Rita 
figur / testa din lösningsmetod 
på ett enkelt exempel /gör en 
rimlighetsbedömning / försök 
hitta motexempel.” Först gene-
rellt, därefter mer uppgiftsspe-
cifikt. 

D. Eleven är på väg att formulera bra stra-
tegi för utforskning eller skapa lösningsme-
tod, men når inte ända fram:   
Summera vad som är bra och led in på vad 
som behöver utvecklas. 

D. Om elev är på väg formu-
lera bra strategi för verifie-
ring, men misslyckas med 
sista stegen. 
Summera vad som är bra, led 
in på vad som behöver utveck-
las. 

 

Diagnosfrågor: fet text 
Diagnos: kursiverad text 
Återkoppling: normal text 

Diagnosfrågor:  
1. ”Kan du med egna ord berätta vad är det som efterfrågas i uppgiften?” 
2. ”Vad har du gjort/tänkt hittills?” 
3. ”Varför har du gjort/tänkt så?”  


