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Аннотация

Показано, что ограниченность сублинейного оператора на конусе монотонных функ-
ций эквивалентна ограниченности связанного с ним нового оператора в идеальном про-
странстве, которое строится конструктивно. Используя эту конструкцию, приведены
новые экстраполяционные теоремы для операторов на конусе в весовых пространствах
Лебега.

1 Введение
Хорошо известна роль точных оценок классических операторов в гармоническом ана-
лизе и смежных областях. В последнее время, исходя из новых задач анализа, весьма
популярными стали оценки операторов не на всем пространстве, а на некоторых ко-
нусах в этих пространствах (см., например, [1], [36], [4], [40], [41], [20], [39], [28],
[27], [17]). Кроме того, в теории интегральных операторов с положительными ядра-
ми хорошо известена теорема экстраполяции Шура (см., например, [25]), которая
говорит, что интегральный оператор Tx(t) =

∫
k(t, s)x(s)ds с k(t, s) ≥ 0 ограничен

в пространстве Lp тогда и только тогда, когда существует положительная, конечная
п.в. функция u(t), что оператор ограничен в парах T : L∞

u → L∞
u и T : L1

v → L1
v, где

v = u1/p−1. Отметим, что в связи с различными задачами анализа интерес к теоремам
экстраполяции значительно возрос [5], [8], [9], [7]. Поэтому и в теоремах экстра-
поляции естественным явился бы переход от пространства Лебега Lp к конусам в
пространствах Лебега.

Настоящая работа задумывалась еще начале 2000-х. Краткое изложение основ-
ных результатов приведено в [10]. В настоящей работе для важнейших конусов в
пространствах Лебега предлагается редукция задачи оценки оператора на конусе к
задаче об оценке оператора на новом пространстве, которое строится конструктив-
но по конусу и исходному пространству. Такая редукция позволяет применить всю
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разработанную технику получения точных оценок на весовых пространствах Лебе-
га к получению точных оценок операторов на конусах. Используя редукцию, нами
также предложена для некоторого класса операторов новая теорема экстраполяции
операторов, определенных на конусах в пространствах Лебега.

2 Предварительные сведения
Пусть S(µ) = S(R+,Σ, µ) (R+ = (0,+∞)) пространство измеримых функций x :
R+ → R, χ(D) – характеристическая функция множества D, через ∥x|X∥ обозна-
чается норма элемента x в пространстве X. Напомним, что банахово пространство
X = (X, ∥.|X∥), состоящее из измеримых функций, называется идеальным [26], [24],
если из y ∈ X, измеримости x и выполнения п.в. на R+ неравенства |x(t)| ≤ |y(t)|,
следует, что x ∈ X и ∥x|X∥ ≤ ∥y|X∥. Как обычно, символом Lp (1 ≤ p ≤ ∞) обо-
значается классическое пространство Лебега, для p ∈ [1,∞] через p

′ обозначается
сопряженный индекс: 1

p
+ 1

p′
= 1.

Пусть v : R+ → R+ положительная функция (вес). Если X идеальное простран-
ство, то символом Xv обозначается новое идеальное пространство, норма в кото-
ром задается равенством ∥x|Xv∥ = ∥vx|X∥. В частности, норма в пространстве Lp

v,
(1 ≤ p < ∞) имеет вид

∥x|Lp
v∥ = (

∫ ∞

0

|x(t)v(t)|pdt)1/p,

что несколько отличается от общепринятого, так как обычно вес вводят в меру.
Для каждого идеального пространства X определено дуальное идеальное про-

странство X
′ , состоящее из непрерывных на X функционалов, представимых в ин-

тегральном виде, норма каждого из которых определяется равенством ∥y|X ′∥ =
sup{

∫
R
y(t)x(t)dt : ∥x|X∥ ≤ 1}. Если v вес, X идеальное пространство, то легко про-

верить равенство
(Xv)

′
= (X

′
)1/v. (1)

Определение 1. Пусть X идеальное пространство в S(µ), K- некоторый конус в
S(µ). Символом K ∩X обозначается пересечение конуса K с конусом X+.

Обозначим через K(↓) конус в S(µ), состоящий из функций x : R+ → R+, каждая
из которых не возрастает, т.е. x(t+ h) ≤ x(t) для h ≥ 0, через K(↑) обозначим конус
в S(µ), состоящий из функций, каждая из которых не убывает.

Опишем теперь классы операторов, которые мы будем рассматривать в работе.
Через Sub(+) обозначим класс сублинейных операторов T определенных на неко-

тором идеальном пространстве X или в S(µ) и принимающего значения в S(µ). Для
T ∈ Sub(+) сопряженный оператор существует далеко не всегда, но его роль вполне
успешно может исполнять ассоциированный оператор T ′ ∈ Sub(+), который можно
определить следующим образом.

Для T ∈ Sub(+) оператор T ′ ∈ Sub(+) называется ассоциированным для T в шка-
ле пространств Lp, если для всех 1 ≤ p ≤ ∞ и всех весовых функций u выполняется
соотношение T : Lp

u → Lp
u ограничен тогда и только тогда, когда T ′ : Lp′

1/u → Lp′

1/u
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также ограничен и, более того, выполняются неравенства

C−1∥T |Lp
u → Lp

u∥ ≤ ∥T ′|Lp′

1/u → Lp′

1/u∥ ≤ C∥T |Lp
u → Lp

u∥

с некоторой константой C > 0 не зависящей от p и веса u.
Ассоциированный оператор определен неоднозначно. Если T является линейным

оператором, то в качестве ассоциированного T ′ можно рассматривать сопряженный
оператор T ∗. Также для линейного оператора T оператор x 7−→ |Tx| является суб-
линейным, у которого не существует сопряженного, но в качестве ассоциированного
можно взять оператор T ′x = |T ∗x|. Если T ∈ Sub(+) и задан линейный оператор
T1, то в качестве ассоциативных к операторам суперпозиции TT1, T1T можно рас-
сматривать операторы (T1)

∗T
′
, T

′
(T1)

∗. Поэтому множество T, T
′ ∈ Sub(+) являет-

ся двусторонним идеалом относительно суперпозиции с линейными ограниченными
операторами.

Расширим теперь класс операторов Sub(+).

Определение 2. Будем говорить, что оператор T : X ∩K(↓) → Y принадлежит
классу Sub(α, β, γ, ↓), ( α ≥ 1, β > 0, γ > 0), если

a) для любых x, y ∈ X ∩K(↓) выполняется неравенство

∥T (y + x)|Y ∥ ≤ α(∥Ty|Y ∥+ ∥Tx|Y ∥);

b) для каждого x ∈ X ∩K(↓) и любого λ ∈ R выполняется равенство

∥T (λx)|Y ∥ = |λ|∥Tx|Y ∥;

c) для каждого x ∈ X ∩K(↓) выполняется равенство

inf{∥Ty|Y ∥ : y(t) ≥ βx(t) : y ∈ X ∩K(↓)} ≥ γ∥Tx|Y ∥.

Прямо из определения следует, что каждый оператор из класса Sub(+) принадле-
жит Sub(↓). Для этого достаточно положить α = 1, в качестве β можно взять любое
положительное число, а γ можно определить равенством γ = max{1, 1

β
}.

Для T ∈ Sub(α, β, γ, ↓) по аналогии со случаем T ∈ Sub(+) вводится ассоцииро-
ванный в шкале пространств Лебега Lp оператор T ′.

Доказательство следующей леммы нетрудно получить прямо из определений.

Лемма 1. (a) Пусть T ∈ Sub(α, β, γ, ↓) и δ ∈ (0,∞). Тогда:
(a) если δ > 1, то T ∈ Sub(α, δβ, γ, ↓);
(b) если δ < 1, то T ∈ Sub(α, δβ, 1

δ
γ, ↓).

Поскольку значения констант в этой работе не имеют значения, то через Sub(↓)
обозначим класс операторов, определяемый равенством

Sub(↓) =
∪

β,γ>0

( ∪
α≥1

Sub(α, β, γ, ↓)).

Сейчас мы на примере покажем, что класс операторов Sub(↓) значительно шире
класса Sub(+).
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Зафиксируем возрастающую последовательность натуральных чисел {ki}∞1 и
пусть k1 > 4. Определим функцию w : [0,∞) → R+ на каждом промежутке [i, i + 1)
равенством

w(t) =

{
1, пpи t ∈ [i− 1, i− 1

ki
)

−ki
4
, пpи t ∈ [i− 1

ki
, i)

, i = 1, 2, ...

Определим функционал f с помощью формулы:

f(x) =

∫ ∞

0

w(s)x(s)ds.

Тогда для каждого x ∈ K(↓) верно неравенство∫ i

i−1

w(s)x(s)ds =

∫ i− 1
ki

i−1

w(s)x(s)ds+

∫ i

i− 1
ki

w(s)x(s)ds ≥

∫ i− 1
ki

i−1

x(s)ds− ki
1

4ki
x(i− 1

ki
) ≥

∫ i− 1
2

i−1

x(s)ds ≥ 1

2

∫ i

i−1

x(s)ds.

Из последнего неравенства следует, что для каждого x ∈ K(↓) верны оценки∫ ∞

0

x(s)ds ≥
∫ ∞

0

w(s)x(s)ds = f(x) =
∞∑
i=1

∫ i

i−1

w(s)x(s)ds ≥

1

2

∞∑
i=1

∫ i

i−1

x(s)ds =
1

2

∫ ∞

0

x(s)ds.

Если теперь y ∈ K(↓) и для почти всех t выполнено неравенство y(t) ≥ βx(t), то,
применяя последнее неравенство, получим

f(x) ≤
∫ ∞

0

x(s)ds ≤ 1

β

∫ ∞

0

y(s)ds ≤ 2

β
f(y).

Таким образом построенный функционал f принадлежит классу Sub(1, β, 2
β
, ↓). С

другой стороны из limi→∞ ki = ∞ следует, что не существует неотрицательной функ-
ции w0 такой, чтобы функционалы

f(x) =

∫ ∞

0

w(s)x(s)ds, f0(x) =

∫ ∞

0

w0(s)x(s)ds

были эквивалентны на конусе неотрицательных функций, т.е. построенный функци-
онал f не эквивалентен никакому функционалу f0 из класса Sub(+).

Ниже мы часто будем использовать классические операторы интегрирования, ко-
торые на естественной области определения определены равенством

Px(t) =

∫ t

0

x(s)ds, Qx(t) =

∫ ∞

t

x(s)ds.

Следующий результат об ограниченности этих операторов в весовых Lp − Lq-
пространствах хорошо известен (см. [35], [28] и [27]).
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Лемма 2. (a) Пусть 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Тогда оператор P : Lp
v → Lq

w ограничен тогда
и только тогда, когда выполняется неравенство

sup
t>0

∥1
v
χ[0,t]|Lp′∥∥wχ[t,∞)|Lq∥ < ∞. (2)

Оператор Q : Lp
v → Lq

w ограничен тогда и только тогда, когда выполняется нера-
венство

sup
t>0

∥1
v
χ[t,∞)|Lp′∥∥wχ[0,t]|Lq∥ < ∞. (3)

(b) Пусть 1 < q < p < ∞, 1
r
= 1

q
− 1

p
. Тогда оператор P : Lp

v → Lq
w ограничен тогда

и только тогда, когда выполняется неравенство(∫ ∞

0

(
∥1
v
χ[0,t]|Lp′∥p′/q′∥wχ[t,∞)|Lq∥

)r
v(t)−p′dt

)1/r

< ∞. (4)

Оператор Q : Lp
v → Lq

w ограничен тогда и только тогда, когда выполняется нера-
венство (∫ ∞

0

(
∥1
v
χ[t,∞)|Lp′∥p′/q′∥wχ[0,t]|Lq∥

)r
v(t)−p′dt

)1/r

< ∞. (5)

(c) В случае 1 = q < p < ∞ верно равенство r = p′. Поэтому формулу (4) следует
понимать так (∫ ∞

0

∥wχ[t,∞)|L1∥p′v(t)−p′dt

)1/p′

< ∞. (6)

Аналогично для (5) предельный переход дает равенство(∫ ∞

0

∥wχ[0,t]|L1∥p′v(t)−p′dt

)1/p′

< ∞. (7)

(d) Если 1 ≤ q < p = ∞, то формула (4) примет вид(∫ ∞

0

(
w(t)∥1

v
χ[0,t]|L1∥

)q
dt

)1/q

< ∞, (8)

а неравенство (5) перейдет в следующее(∫ ∞

0

(
w(t)∥1

v
χ[t,∞)|L1∥

)q
dt

)1/q

< ∞. (9)

3 Представление конусов в весовых Lp-
пространствах

Сначала мы приведем две главные теоремы (теоремы 1 и 2), которые являются ос-
новным инструментом для исследования операторов из класса Sub(↓) на конусах.
Разберем сначала случай 1 ≤ p < ∞.
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Теорема 1. Зафиксируем 1 ≤ p < ∞ и весовую функцию v, такую, что для любого
t ∈ R+ выполнено неравенство ∫ t

0

v(s)pds < ∞, (10)

и справедливо равенство ∫ ∞

0

v(s)pds = ∞. (11)

Определим новую весовую функцию v̄ с помощью равенства

∥vχ[0,t]|Lp∥∥1
v̄
χ[t,∞)|Lp′∥ ≡ 1. (12)

Тогда
(a) Q((Lp

v̄)+) ⊂ K(↓) ∩ Lp
v, и более того, для любого x ∈ (Lp

v̄)+ справедливо нера-
венство

∥Qx|Lp
v∥ ≤ ∥x|Lp

v̄∥; (13)

(b) для всякого x ∈ K(↓)∩ (Lp
v)+ и любого ε > 0 найдется xε ∈ (Lp

v̄)+ такой, что

∥xε|Lp
v̄∥ ≤ 16(1 + ε) ∥x|Lp

v∥ (14)

и для почти каждого t > 0 выполняется неравенство

Q(xε)(t) ≥
1

8
x(t). (15)

Доказательство теоремы 1 мы предложим в последней части работы. Здесь же
мы прокомментируем некоторые условия в этой теореме и проиллюстрируем прило-
жения этой теоремы.

Предположение (10) соответствует тому, что при каждом t > 0 для характеристи-
ческой функции χ[0,t) выполнено условие χ[0,t) ∈ K(↓)∩Lp

v, т.е. конус K(↓)∩Lp
v не вы-

рожден. Условие (11) соответствует тому, что для каждой x ∈ K(↓)∩Lp
v выполняется

соотношение limt→∞ x(t) = 0. Полезно также заметить, что, если
∫∞
0

v(s)pds < ∞, то
при p ∈ [1,∞) соотношение (12) не может выполняться для t → +0 или для t → ∞.

Соотношение (12) для v̄ можно записать в развернутом виде:

v̄(t) =
(p− 1)1/p

′

v(t)p−1

∫ t

0

v(s)pds, для p > 1, и v̄(t) =

∫ t

0

v(s)ds, для p = 1. (16)

Сейчас мы продемонстрируем ряд следствий теоремы 1.

Следствие 1. Пусть 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, (p ̸= ∞), и весовая функция v удовлетворят
условиям (10) и (11). Тогда вложение K(↓)∩ (Lp

v)+ ⊂ (Lq
w)+, или, что то же самое,

справедливость для каждого x ∈ K(↓) ∩ (Lp
v)+ соотношения

∥x|Lq
w∥ ≤ C1 ∥x|Lp

v∥ (17)

выполняется тогда и только тогда, когда справедливо неравенство

sup
t>0

∥wχ[0,t]|Lq∥
∥vχ[0,t]|Lp∥

= C2 < ∞. (18)
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Доказательство. Необходимость условия (18) следует из того, что χ[0,t] ∈ K(↓) ∩
(Lp

v)+. Для доказательства достаточности мы используем теорему 1: условие (17)
эквивалентно выполнению для любого x ∈ (Lp

v̄)+ неравенства

∥Qx|Lq
w∥ ≤ C3 ∥x|Lp

v̄∥, (19)

где весовая функция v̄ определена в (12). Применяя (18) и (12), получим

∞ > C2 = sup
t>0

∥wχ[0,t]|Lq∥
∥vχ[0,t]|Lp∥

= sup
t>0

∥wχ[0,t]|Lq∥∥1
v̄
χ[t,∞)|Lp′∥.

Из последнего неравенства и леммы 2 следует справедливость (19).

Доказательства следствия 1, основанные на других подходах, можно найти у
Сойера [36, замечание (i), p. 148], Степанова [41, утверждение 1(a)], Карро-Сориа
[14, следствие 2.7] и Хайниг-Малигранда [20, утверждение 2.5(a)]. Структура кону-
са K(↓) ∩ Lp

v, если его рассматривать в квазибанаховом пространстве Лоренца Λp,vp

также изучалась в [22].

Следствие 2. Пусть 1 ≤ q < p < ∞, 1
r
= 1

q
− 1

p
и весовая функция v удовлетворяет

условиям (10) и (11). Тогда вложение

K(↓) ∩ (Lp
v)+ ⊂ (Lq

w)+ (20)

или эквивалентное ему соотношение

∥x|Lq
w∥ ≤ C1 ∥x|Lp

v∥ для любого x ∈ K(↓) ∩ (Lp
v)+ (21)

выполняется тогда и только тогда, когда выполняется неравенство

C4 :=

(∫ ∞

0

(
∥wχ[0,t]|Lq∥

)r∥vχ[0,t]|Lp∥−pr/qvp(t)dt

)1/r

< ∞. (22)

Доказательство. Условие (20) выполняется тогда и только тогда, когда тождествен-
ный оператор I ограниченно действует из конуса K(↓)∩Lp

v в конус (Lq
w)+. Покажем,

что последнее эквивалентно тому, что для оператора Q выполняется соотношение

∥Q|Lp
v̄ → Lq

w∥ < ∞. (23)

Достаточность (23) получается применением (14) и (15):

sup{∥x|Lq
w∥ : x ∈ K(↓) ∩ Lp

v &∥x|Lp
v∥ ≤ 1} ≤

8 sup{∥x|Lq
w∥ : x ≤ Qxε & ∥xε|Lp

v̄∥ ≤ 16(1 + ε)}.

Необходимость (23) следует из (12 - 15):

∥Q|Lp
v̄ → Lq

w∥ = ∥I(Q)|Lp
v̄ → Lq

w∥ ≤ ∥Q|Lp
v̄ → Lp

v∥∥I|K(↓) ∩ Lp
v → Lq

w∥.

Согласно (5), условие (23) эквивалентно неравенству
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(∫ ∞

0

(
∥1
v̄
χ[t,∞)|Lp′∥p′/q′∥wχ[0,t]|Lq∥

)r
v̄(t)−p′dt

)1/r

< ∞,

или (∫ ∞

0

(
∥wχ[0,t]|Lq∥∥vχ[0,t]|Lp∥−p

′
/q

′)r
(− d

dt
∥vχ[0,t]|Lp∥−p

′

)dt

)1/r

< ∞. (24)

Поскольку

− d

dt
∥vχ[0,t]|Lp∥−p

′

= − d

dt
(

∫ t

0

vp(s)ds)(1−p
′
) =

(p
′ − 1)(

∫ t

0

vp(s)ds)−p
′

vp(t) = (p
′ − 1)∥vχ[0,t]|Lp∥−pp

′

vp(t),

то (24) следует из соотношений

(∫ ∞

0

(
∥wχ[0,t]|Lq∥∥vχ[0,t]|Lp∥−p

′
/q

′)r
(− d

dt
∥vχ[0,t]|Lp∥−p

′

)dt

)1/r

=

(
(p

′ − 1)

∫ ∞

0

∥wχ[0,t]|Lq∥r∥vχ[0,t]|Lp∥−(p
′
p+ p

′
r

q
′ )
vp(t)dt

)1/r

=

(
(p

′ − 1)

∫ ∞

0

∥wχ[0,t]|Lq∥r∥vχ[0,t]|Lp∥−pr/qvp(t)dt

)1/r

= (p
′ − 1)1/r · C4.

Другие доказательства следствия 2 можно найти у Сойера [36, замечание (i), p.
148] и Степанова [41, утверждение 1(b)].

Следствие 3. Пусть 1 ≤ q < p < ∞, 1
r
= 1

q
− 1

p
, весовая функция v удовлетворяет

условиям (10) - (11) для p, а весовая функция w удовлетворяет условиям (10) - (11)
для q. Тогда

K(↓) ∩ (Lp
v)+ ̸= K(↓) ∩ (Lq

w)+,

то есть эти два конуса для любых весов v, w удовлетворяющих (10) и (11) не сов-
падают.

Доказательство. Предположим противное, т.е. пусть

K(↓) ∩ (Lp
v)+ = K(↓) ∩ (Lq

w)+.

Тогда согласно следствию 2, вложение K(↓) ∩ (Lp
v)+ ⊂ (Lq

w)+ эквивалентно (23) или
(24): (∫ ∞

0

(
∥wχ[0,t]|Lq∥∥vχ[0,t]|Lp∥−p

′
/q

′)r
(− d

dt
∥vχ[0,t]|Lp∥−p

′

)dt

)1/r

< ∞, (25)

а согласно следствию 1 вложение K(↓) ∩ (Lp
w)+ ⊂ (Lq

v)+ эквивалентно (18):

sup
t>0

∥vχ[0,t]|Lp∥
∥wχ[0,t]|Lq∥

= C2 < ∞. (26)
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Тогда, используя (25) и (26), получим

∞ >

(∫ ∞

0

(
∥wχ[0,t]|Lq∥∥vχ[0,t]|Lp∥−p

′
/q

′)r
(− d

dt
∥vχ[0,t]|Lp∥−p

′

)dt

)1/r

≥

1

C2

(∫ ∞

0

(
∥vχ[0,t]|Lp∥∥vχ[0,t]|Lp∥−p

′
/q

′)r
(− d

dt
∥vχ[0,t]|Lp∥−p

′

)dt

)1/r

.

Учитывая равенства (1 − p
′

q′
)r = p

p−1
= p

′ и делая замену τ = ∥vχ[0,t]|Lp∥−p
′
, что

возможно, т.к.
lim
t→0

∥vχ[0,t]|Lp∥p
′

= 0, lim
t→∞

∥vχ[0,t]|Lp∥p
′

= ∞,

получим

∞ >
1

C2

(∫ 0

∞

1

τ
(−dτ)

)1/r

=
1

C2

(∫ ∞

0

1

τ
dτ

)1/r

= ∞.

Мы пришли к противоречию. Значит посылка была ложной.

Приведем теперь результат об оценках норм операторов из Sub(↓).

Теорема 2. Пусть фиксировано число p ∈ [1,∞), весовая функция v, удовлетворя-
ющая условиям (10) и (11), по которой построена функция v̄ из теоремы 1, и X
идеальное пространство.

Для того, чтобы оператор T ∈ Sub(↓) действовал и был ограничен как оператор
из K(↓) ∩ Lp

v в X, т.е. для любого x ∈ K(↓) ∩ (Lp
v)+выполнялось неравенство

∥Tx|X∥ ≤ C5 ∥x|Lp
v∥ (27)

необходимо и достаточно, чтобы оператор суперпозиции TQ действовал и был
ограничен как оператор из Lp

v в X, т.е. для любого x ∈ (Lp
v̄)+ выполнялось соот-

ношение
∥TQx|X∥ ≤ C6 ∥x|Lp

v̄∥. (28)

Доказательство. Покажем сначала справедливость импликации (28) =⇒ (27). Как
следует из теоремы 1, для каждого x ∈ K(↓) ∩ (Lp

v)+ найдется xε ∈ (Lp
v̄)+ такой, что

выполняются соотношения:

∥xε|Lp
v̄∥ ≤ 16(1 + ε) ∥x|Lp

v∥ и Q(xε)(t) ≥
1

8
x(t) для всех t > 0.

Из определения множества Sub(↓) и леммы 1 следует, что найдутся константы α ≥ 1
и γ > 0 такие, что T ∈ Sub(α, 1

8
, γ; ↓). Поэтому

∥Tx|X∥ ≤ γ ∥TQ(xε)|X∥ ≤ γC6 ∥xε|Lp
v̄∥ ≤ 16(1 + ε)γC6 ∥x|Lp

v∥,

что и доказывает справедливость импликации (28) =⇒ (27).
Докажем теперь, что справедлива и обратная импликация: (27) =⇒ (28). Отобра-

жение Q переводит любую неотрицательную функцию в не возрастающую, т.е. для
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каждого x ∈ (Lp
v̄)+ справедливо соотношение Qx ∈ K(↓) ∩ (Lp

v)+. Далее, согласно
определения v̄ равенством (12), оператор Q ограничен, если его рассматривать как
Q : Lp

v̄ → Lp
v. Поэтому справедлива цепочка неравенств:

∥TQx|X∥ ≤ C5 ∥Qx|Lp
v∥ ≤ C5 ∥Q|Lp

v̄ → Lp
v∥ ∥x|L

p
v̄∥.

Используя технику оценок операторов L : Lp
w → X (см., например, [3], [4],

[6], [28], [27]), из теоремы 2 можно получить различные результаты, посвященные
оценкам операторов на конусе монотонных функций в пространствах Лебега. Про-
иллюстрируем сказанное рядом классических примеров.

Сначала мы с помощью нового подхода докажем теорему Сойера [36], которая,
наряду с результатом Ариньо и Макенхаупта [1], не только решила важную задачу
гармонического анализа об ограниченности оператора Харди в пространствах Ло-
ренца с весом, но и явилась источником целого ряда проблем, интерес к которым не
угасает и сейчас.

Теорема 3. Пусть p, v и v̄ такие, как в теореме 1. Пусть задана измеримая функ-
ция g : R+ → R+. Тогда справедливы неравенства

1

C8

∥
∫ t

0

g(s)ds|Lp
′

1
v

∥ ≤

sup{
∫ ∞

0

y(t)g(t)dt : y ∈ K(↓) ∩ Lp
v, ∥y|Lp

v∥ ≤ 1} ≤ C8∥
∫ t

0

g(s)ds|Lp
′

1
v

∥, (29)

причем константа C8 > 0 не зависит от g.

Доказательство. Определим функционал F : K(↓) ∩ Lp
v → R равенством Fy(t) =∫∞

0
y(t)g(t)dt. Этот функционал является квазилинейным и неотрицательным. По-

этому можно применить теорему 2, из которой получим, что существует константа
c > 0, такая, что

1

c
∥FQ|Lp

v → R∥ ≤ ∥F |K(↓) ∩ Lp
v → R∥ ≤ c∥FQ|Lp

v → R∥.

Проинтегрируем по частям и получим∫ ∞

0

g(t)Qy(t)dt =

∫ ∞

t

y(s)ds

∫ t

0

g(s)ds
∣∣∞
0
+

∫ ∞

0

(

∫ t

0

g(s)ds)y(t)dt. (30)

Предположим сначала, что выполняются условия

lim
t→0

1

∥χ[0, t)v|Lp∥
·
∫ t

0

g(s)ds = 0, lim
t→∞

1

∥χ[0, t)v|Lp∥
·
∫ t

0

g(s)ds = 0. (31)

Тогда для y ∈ K(↓)∩Lp
v с ∥y|K(↓)∩Lp

v∥ ≤ 1, принимая во внимание равенство (1),
внеинтегральный член можно оценить следующим образом

|
∫ ∞

t

y(s)ds

∫ t

0

g(s)ds| ≤ ∥χ[t,∞)
1

v
|Lp

′

∥ ·
∫ t

0

g(s)ds =
1

∥χ[0, t)v|Lp∥
·
∫ t

0

g(s)ds.
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Из (30), последнего неравенства, (31) и определения дуальной нормы, следует
(29).

Для того, чтобы избавиться от предположения (31) можно поступить следующим
образом.

Для неотрицательной функции g для каждого n ∈ N положим gn(t) ≡
χ(n−1,n)(t)g(t). Тогда для функции gn выполнены (31) и поэтому верно равенство (29).
Предельный переход можно осуществить с помощью классической теоремы Б.Леви
(см., например, [24]).

Заметим, что следя за константой в теореме 3, можно получить оценку константы
в (29).

Теперь мы рассмотрим один из важнейших операторов анализа - оператор Хар-
ди, который на своей естественной области определения определяется с помощью
равенства

Hx(t) =
1

t

∫ t

0

x(s)ds.

Теорема 4. Пусть 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, и функции v и v̄ удовлетворяют
условиям теоремы 1. Для того, чтобы оператор Харди был ограничен как оператор

H : K(↓) ∩ Lp
v → Lq

w (32)

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения:
a) если 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, 1

p
+ 1

p′
= 1, то

sup
t>0

∥χ(0, t)w(s)|Lq∥
∥χ(0, t)v(s)|Lp∥

< ∞; sup
t>0

1

t
∥χ(0, t) s

v(s)
|Lp′∥ · ∥χ(t,∞)w(s)|Lq∥ < ∞; (33)

b) если 1 ≤ q < p < ∞, 1
r
= 1

q
− 1

p
, то

(

∫ ∞

0

(
∥χ(0, t)w(s)|Lq∥
∥χ(0, t)v(s)|Lp∥

)r(− d

dt
(

1

∥χ(t,∞)v(s)|Lp∥
)p

′
)dt)1/r < ∞; (34)

(

∫ ∞

0

(∥χ(0, t) s

v(s)
|Lp′∥ · ∥χ(t,∞)w(s)|Lq∥)r(− d

dt
(

1

∥χ(t,∞)v(s)|Lp∥
)p

′
)dt)1/r < ∞. (35)

Доказательство. Согласно теореме 2 соотношение (32) выполнено тогда и только
тогда, когда оператор HQ будет ограниченно действовать в паре

HQ : Lp
v̄ → Lq

w.

Поскольку оператор HQ положительный, то проверять его ограниченность можно
на неотрицательных функциях.

Пусть x(t) ≥ 0 почти всюду. Тогда, используя теорему Фуббини (см., например,
[24]) для неотрицательных функций, получим равенство

HQx(t) =
1

t

∫ t

0

(

∫ ∞

s

x(τ)dτ) = ds =
1

t
(

∫ t

0

[

∫ t

s

x(τ)dτ +

∫ ∞

t

x(τ)dτ)]ds) =

11



1

t
(

∫ t

0

[

∫ τ

0

ds]x(τ)dτ + t

∫ ∞

t

x(τ)dτ)) =
1

t

∫ t

0

τx(τ)dτ +

∫ ∞

t

x(τ)dτ.

Окончание доказательства получается применением леммы 2 для каждого слага-
емого из последнего равенства.

Сейчас мы перейдем к рассмотрению конуса K(↓) ∩ L∞
v . Отметим, что в этом

случае ситуация сильно отличается от рассмотренного выше случая p < ∞.
Наша цель – привести аналоги утверждений, которые были изложены выше, для

конуса K(↓) ∩ L∞
v . Центральными в этом пункте, несмотря на относительную про-

стоту доказательств, будут теоремы 5 и 6.

Теорема 5. Зафиксируем p = ∞ и весовую функцию v : [0,∞) → R+. Определим
новую функцию ṽ с помощью равенства

ṽ(t) = ess sup0<τ<tv(τ). (36)

Тогда ṽ не убывает, а конусы K(↓) ∩ L∞
v и K(↓) ∩ L∞

ṽ совпадают. Более того, для
каждого x ∈ K(↓) ∩ L∞

v справедливо равенство

∥x|L∞
v ∥ = ∥x|L∞

ṽ ∥; (37)

Доказательство. Монотонность функции ṽ следует прямо из определения (36).
Докажем равенство (37). Прямо из определения (36) следует, что для почти всех

t ∈ [0,∞) выполняется неравенство ṽ(t) ≥ v(t). Поэтому для каждого x ∈ K(↓)∩L∞
v

справедливо неравенство для норм:

∥x|L∞
ṽ ∥ ≥ ∥x|L∞

v ∥. (38)

Пусть теперь x ∈ K(↓). Тогда для почти каждого t ∈ R+ выполняется неравенство

ṽ(t)x(t) ≤ ess sup
0<s≤t

v(s)x(s) ≤ ess sup
s>0

v(s)x(s) = ∥x|L∞
v ∥.

Поэтому
∥x|L∞

ṽ ∥ ≤ ∥x|L∞
v ∥. (39)

Неравенства (38)-(39) и доказывают равенство (37).

Следствие 4. Пусть p = ∞, q ∈ [1,∞]. Тогда вложение K(↓) ∩ (L∞
v )+ ⊂ (Lq

w)+,
или, что тоже самое, справедливость для каждого x ∈ K(↓)∩ (L∞

v )+ соотношения

∥x|Lq
w∥ ≤ C1 ∥x|L∞

v ∥ (40)

выполняется тогда и только тогда, когда справедливо равенство

∥1
ṽ
w|Lq∥ = C1 < ∞. (41)
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Доказательство. Из теоремы 5 следует, что конусы K(↓)∩L∞
v и K(↓)∩L∞

ṽ совпада-
ют. Принадлежащая пересечению единичного шара пространства L∞

ṽ и конуса K(↓)
функция 1

ṽ
является поточечной мажорантой для всех функций из конуса K(↓)∩L∞

ṽ

с единичной нормой. Поэтому условия (40) и (41) эквивалентны.

Следствие 5. Пусть p = ∞.
Если q ̸= ∞, то

K(↓) ∩ (L∞
v )+ ̸= K(↓) ∩ (Lq

w)+,

то есть эти два конуса для любых весов v, w не совпадают.
Если q = ∞, то равенство

K(↓) ∩ (L∞
v )+ = K(↓) ∩ (L∞

w )+,

выполняется тогда и только тогда, когда выполняются соотношения

sup
t>0

w̃(t)

ṽ(t)
< ∞, sup

t>0

ṽ(t)

w̃(t)
< ∞. (42)

Доказательство. Из теоремы 5 следует, что конусы K(↓)∩L∞
v и K(↓)∩L∞

ṽ совпадают.
Пусть сначала q < ∞. Тогда для всех τ ∈ R+ функция χ[0, τ ] 1

ṽ(t)
принадлежит

конусу K(↓) и для ее нормы справедливы соотношения

∥χ[0, τ ]1
ṽ
|L∞

ṽ ∥ = 1, ∥χ[0, τ ]1
ṽ
|Lq

w∥ = (

∫ τ

0

(w(t)
ṽ(t)

)q
dt)1/q. (43)

Если теперь τ устремить к нулю, то из (43) следует, что нормы ∥.|L∞
ṽ ∥ и ∥.|Lq

w∥ не
могут быть эквивалентны на конусе K(↓).

Пусть теперь q = ∞. Снова применяя теорему 5 получим, что конусы K(↓) ∩ L∞
w

и K(↓) ∩ L∞
w̃ совпадают.

Самой большой функцией из конуса K(↓) единичной нормы в L∞
ṽ является функ-

ция 1
ṽ
, а самой большой функцией из конуса K(↓) единичной нормы в L∞

w̃ является
функция 1

w̃
. Условия (42) как раз и означают включения 1

ṽ
∈ L∞

w̃ и 1
w̃
∈ L∞

ṽ .

Аналог теоремы Сойера в случае p = ∞ выглядит так.

Следствие 6. Пусть p = ∞ и задана измеримая функция g : R+ → R+. Тогда
справедливо равенство

sup{
∫ ∞

0

x(t)g(t)dt : x ∈ K(↓) ∩ L∞
v , ∥x|L∞

v ∥ ≤ 1} =

∫ ∞

0

1

ṽ(s)
g(s)ds.

Доказательство. Из теоремы 5 следует, что конусы K(↓)∩L∞
v и K(↓)∩L∞

ṽ совпадают.
Для окончания доказательства осталось заметить, что самой большой функцией из
конуса K(↓) единичной нормы в L∞

ṽ является функция 1
ṽ
.
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Следствие 7. Пусть p = ∞, 1 ≤ q ≤ ∞. Для того, чтобы оператор Харди был
ограничен как оператор

H : K(↓) ∩ L∞
v → Lq

w

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство:

∥wH
(1
ṽ

)
|Lq∥ < ∞.

Теорема 6. Зафиксируем p = ∞, и пусть X - некоторое идеальное банахово про-
странство в S(µ). Для того, чтобы оператор T ∈ Sub(↓) действовал и был ограни-
чен T : K(↓)∩L∞

v → X необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство

∥T
(1
ṽ

)
|X∥ < ∞.

Для доказательства обеих утверждений, сформулированных выше, применяются
те же самые соображения, как и в доказательстве следствия 6.

Теперь мы переходим к аналогу теоремы 1 для конуса K(↓) ∩ L∞
v .

Для этого нам потребуются некоторые предварительные рассмотрения.
Сразу же отметим, что для весовой функции v : [0,∞) → R+ условие

lim supt→∞v(t) = ∞ (44)

эквивалентно соотношению
lim
t→∞

ṽ(t) = ∞. (45)

Отметим, что условие (44) или эквивалентное ему условие (45) совершенно
естественно, так как любая функция, представимая в виде y(t) = Qx(t) c x ∈
∪n∈NL

1( 1
n
,∞) удовлетворяет соотношению

lim
t→∞

y(t) = 0. (46)

А условие (45) как раз и является необходимым и достаточным для того, чтобы для
каждой функции x ∈ K(↓) ∩ L∞

v выполнялось равенство limt→∞ x(t) = 0.

Теорема 7. Зафиксируем весовую функцию v, для которой выполнено условие (44),
и с помощью равенства (36) определим функцию ṽ. Пусть существует абсолютно
непрерывная функция ṽac ∈ K(↓) ∩ L∞

v такая, что для некоторой константы c > 0
при всех t ∈ R+ выполняются соотношения

1

c
ṽac(t) ≤ ṽ(t) ≤ cṽac(t). (47)

Положим
1

v̄(t)
= − d

dt

1

ṽac(t)
. (48)

Тогда
(a) Q((L∞

v̄ )+) ⊂ K(↓)∩L∞
v , т.е. для каждого x ∈ (L∞

v̄ )+ выполняется неравенство

∥Qx|L∞
v ∥ ≤ C ∥x|L∞

v̄ ∥, (49)

14



(b) для каждого x ∈ K(↓)∩(L∞
v )+ найдется xε ∈ (L∞

v̄ )+, для которого выполнены
соотношения

∥xε|L∞
v̄ ∥ = ∥x|L∞

v ∥ и Q(xε)(t) ≥
1

8
x(t), для почти всех t > 0.

Доказательство теоремы 7 мы предложим в последней части работы. Там же в
лемме 7 мы дадим необходимые и достаточные условия на ṽ для того, чтобы су-
ществовала ṽac ∈ K(↓) ∩ L∞

v такая, что выполнены соотношения (47). По существу,
функция ṽac ∈ K(↓) ∩ L∞

v существует тогда и только тогда, когда ṽ удовлетворяет
∆2 - условию в точках разрыва.

Утверждение теорем 1 и 7 делает оправданным следующее определение.

Определение 3. Пусть заданы два идеальных пространства X0, X1, два конуса
K0 ∩X0, K1 ∩X1 и сублинейный оператор T : K0 ∩X0 → K1 ∩X1. Будем говорить,
что пара {K0 ∩X0, T} генерирует конус K1 ∩X1, если выполнены условия:

a) существует константа c0 > 0 такая, что для каждого x ∈ K0 ∩ X0 выпол-
няется неравенство ∥Tx|X1∥ ≤ c0∥x|X0∥;

b) существует константа c1 > 0 такая, что для каждого y ∈ K1∩X1 найдется
xy ∈ K0 ∩X0 такой, что выполняется неравенство для норм ∥y|X1∥ ≤ c1∥xy|X0∥ и
почти всюду выполняется поточечное неравенство y(t) ≤ c1Txy(t).

Теорема 8. Пусть 1 ≤ p < ∞, и задана весовая функция v, для которой выполнено
условие (10). Пусть функция v̄ определена равенством (12).

Для того, чтобы пара ((Lp
w)+, Q) генерировала конус K(↓) ∩ Lp

v необходимо и
достаточно, чтобы выполнялись соотношения:

a) для v выполнено условие (11);
b) для каждого t > 0 выполнены неравенства

C−1
7 ≤ ∥vχ[0,t]|Lp∥ · ∥ 1

w
χ[t,∞)|Lp′∥ ≤ C7 (50)

с константой C7 > 0, не зависящей от t;
c) для любого t > 0 выполнены неравенства

C−1
8 ∥1

v̄
χ[0,∞)|Lp

′

∥ ≤ ∥ 1
w
χ[t,∞)|Lp′∥ ≤ C8∥

1

v̄
χ[0,∞)|Lp

′

∥ (51)

с константой C8 > 0, не зависящей от t.

Доказательство. Сразу отметим, что условия (50) и (51) эквивалентны в силу ра-
венства (12).

Проверим необходимость. Пусть пара ((Lp
w)+, Q) генерирует конус K(↓) ∩ Lp

v. Из
этого предположения сразу следует, что для каждой функции x(t) из K(↓) ∩ Lp

v вы-
полняется условие

lim
t→∞

x(t) = 0. (52)

Для невырожденного конуса K(↓) ∩ Lp
v условие (12) эквивалентно тому, что харак-

теристическая функция всей полупрямой R+ не принадлежит конусу K(↓)∩Lp
v. По-

этому из (52) следует необходимость условия (12).
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Покажем необходимость (50) – (51). Из того, что пара ((Lp
w)+, Q) генерирует конус

K(↓)∩Lp
v следует, что для любого t > 0 с константой c0 > 0 не зависящей от t должны

выполняться неравенства

1

c0
∥χ(0, t)|Lp

v∥ ≤ inf{∥y|Lp
w∥ : 1 ≤

∫ ∞

t

y(s)ds} ≤ c0∥χ(0, t)|Lp
v∥. (53)

Из соображений двойственности и формулы (1) получим неравенство

1 ≤
∫ ∞

t

y(s)ds ≤ ∥yχ(t,∞)|Lp
w∥∥χ(t,∞)

1

w
|Lp

′

∥,

или
∥yχ(t,∞)|Lp

w∥ ≥ 1

∥χ(t,∞) 1
w
|Lp′∥

. (54)

Из определения дуального пространства следует, что можно выбрать последователь-
ность функций yn из единичной сферы пространства Lp

w, для которой выполняются
соотношения

∥ynχ(t,∞)|Lp
w∥∥χ(t,∞)

1

w
|Lp

′

∥ ≥
∫ ∞

t

yn(s)ds ≥

∥ynχ(t,∞)|Lp
w∥∥χ(t,∞)

1

w
|Lp

′

∥ − 1

n
= ∥χ(t,∞)

1

w
|Lp

′

∥ − 1

n
.

Определим теперь последовательность функций zn равенствами

zn(t) =
yn(t)∫∞

t
yn(s)ds

.

Тогда ∫ ∞

t

zn(s)ds = 1 и ∥znχ(t,∞)|Lp
w∥ ≤ 1

∥χ(t,∞) 1
w
|Lp

′∥ − 1
n

. (55)

Из (54)–(55) следует, что справедливо равенство

inf{∥y|Lp
w∥ : 1 ≤

∫ ∞

t

y(s)ds} =
1

∥χ(t,∞) 1
w
|Lp′∥

. (56)

Условия (53) и (56) доказывают необходимость (50)-(51).
Доказательство достаточности условий (a), (b) и (c) можно провести дословно

повторяя доказательство теоремы 1.

Теорема 9. Пусть p = ∞, и задана весовая функция w. Пусть функция w̃ опреде-
лена равенством (36).

Для того, чтобы пара ((L∞
u )+, Q) генерировала конус K(↓) ∩ L∞

w необходимо и
достаточно выполнение следующих соотношений:

(a) для w выполнено условие

lim supt→∞w(t) = ∞; (57)
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(b) существует абсолютно непрерывная функция w̃ac ∈ K(↓) ∩ L∞
w такая, что

для некоторой константы C при всех t ∈ R+ выполняются соотношения

1

c
w̃ac(t) ≤ w̃(t) ≤ cw̃ac(t). (58)

(c) для любого t > 0 выполнены неравенства

C−1
7

1

w̃(t)
≤
∫ ∞

t

1

u(s)
ds ≤ C7

1

w̃(t)
(59)

с константой C7 > 0, не зависящей от t.

Доказательство. Из теоремы 5 следует, что конусы K(↓)∩L∞
w и K(↓)∩L∞

w̃ совпадают.
Проверим необходимость. Пусть пара ((L∞

u )+, Q) генерирует конус K(↓) ∩ L∞
w̃ .

Из этого предположения сразу следует, что для каждой функции x(t) из K(↓) ∩ L∞
w̃

выполняется условие limt→∞ x(t) = 0. Последнее эквивалентно тому, что

lim
t→∞

w̃(t) = ∞, (60)

а как указано выше при доказательстве эквивалентности (44) и (45) условие (60)
эквивалентно (57).

Далее, из того, что пара ((L∞
u )+, Q) генерирует конус K(↓)∩L∞

w̃ следует, что для
функции 1

w̃
∈ K(↓) ∩ L∞

w̃ с константой 10 не зависящей от t должно выполняться
неравенство

1

w̃(t)
≤ C10

∫ ∞

t

1

u(s)
ds. (61)

А условие ограниченности оператора Q : L∞
u → L∞

w̃ согласно лемме 2 имеет вид

supt∈R+w̃(t)

∫ ∞

t

1

u(s)
ds ≤ 11 < ∞. (62)

Соотношения (61) - (62) доказывают необходимость условий (b) и (c).
Доказательство достаточности условий (a), (b) и (c) можно провести дословно

повторяя доказательство теоремы 7.

4 Экстраполяционные теоремы для конусов

В теории интегральных операторов с положительными ядрами специальную роль
играет так называемая лемма Шура или тест Шура (см. [25, p. 37] and [42, p. 42]),
который гласит, что интегральный оператор Kx(t) =

∫
k(t, s)x(s)ds с положитель-

ным ядром k(t, s) ≥ 0 ограничен в Lp для 1 < p < ∞ тогда и только тогда, когда
существует положительная функция u такая, что

Kup′(t) ≤ Cup′(t) и K ′up(t) ≤ Cup(t),
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здесь K ′ формально сопряженный оператор и 1/p′ + 1/p = 1. На эту теорему можно
смотреть как на теорему о факторизации или экстраполяции: существует положи-
тельная функция u (весовая функция u) такая, что оператор K ограничен в парах
пространств

K : L∞
u−p′ → L∞

u−p′ , K : L1
up → L1

up .

Сначала мы переформулируем теорему экстраполяции Шура в современном виде
[9, следствие 7]:

Утверждение 1 (тест Шура). Пусть T, T ′ ∈ Sub(+), 1 < p < ∞ и заданы две
весовые функции v, w. Тогда следующие условия эквивалентны:

(a) оператор T : Lp
v → Lp

w ограничен,
(b) найдутся четыре весовых функции v0, v1, w0, w1 такие, что выполнены соот-

ношения: для всех t ∈ R+ справедливы равенства

v(t) = v0(t)
1/pv1(t)

1−1/p, w(t) = w0(t)
1/pw1(t)

1−1/p, (63)

и оператор T ограниченно действует в парах

T : L1
v0

→ L1
w0
, T : L∞

v1
→ L∞

w1
. (64)

Импликация (b) =⇒ (a) следует из теорем об интерполяции позитивных операто-
ров для конструкции Кальдерона – Лозановского Xθ

0 X1−θ
1 (см. [26], [2], [37], [30], [31,

теорема 15.13]) и соотношений

(L1
v0
)1/p(L∞

v1
)1−1/p = Lp

v
1/p
0 v

1−1/p
1

= Lp
v, (L1

w0
)1/p(L∞

w1
)1−1/p = Lp

w
1/p
0 w

1−1/p
1

= Lp
w.

Обратная импликация (a) =⇒ (b), которая и является содержанием теорем типа
теста Шура, доказана в [9, следствие 7] (см. также [5, p. 728], [8, теорема 1], [7, p.
18]).

В настоящем пункте мы переходим к теоремам экстраполяции для операторов,
действующих в конусах.

Сначала мы дадим общий вариант теоремы экстраполяции для операторов на
конусе K(↓).

Теорема 10. Пусть T, T
′ ∈ Sub, 1 < p < ∞, и задана весовая функция v, которая

удовлетворяет условиям (10), (11). Определим новую функцию v̄ из равенства (12).
Положим θ = 1/p.
Тогда следующие условия эквивалентны:
a) оператор T ограничен как оператор в паре

T : K(↓) ∩ Lp
v → Lp

u;

b) найдутся функции v0, v1, u0, u1 для которых выполнены соотношения:

vθ0(t) · v1−θ
1 (t) ≡ v(t), uθ

0(t) · u1−θ
1 (t) ≡ u(t); (65)

такие, что оператор TQ действует и ограничен, если его рассматривать в парах:

TQ : L1
v0

→ L1
u0
, TQ : L∞

v1
→ L∞

u1
. (66)
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Доказательство. Пусть выполнено a). Тогда из теоремы 4 следует, что a) эквива-
лентно ограниченности оператора TQ в паре TQ : Lp

v̄ → Lp
u. Поскольку операторы

TQ и (TQ)
′ являются элементами класса Sub(+), то к оператору TQ : Lp

v̄ → Lp
u

можно применить тест Шура. Тогда получим, что выполнены условия пункта b).
Пусть выполнено b). Тогда из интерполяционной теоремы для оператора TQ сле-

дует ограниченность оператора TQ как оператора

TQ :
(
L1
v0

)θ(
L∞
v1

)1−θ →
(
L1

u0

)θ(
L∞

u1

)1−θ
. (67)

Из хорошо известного равенства(
L1
w0

)θ(
L∞
w1

)1−θ
= Lp

w,

где wθ(t) ≡ wθ
0(t)w

1−θ
1 (t), и (68) следует ограниченность оператора TQ как оператора

TQ : Lp
vθ

→ Lp
uθ
,

где vθ(t) ≡ vθ0(t)v
1−θ
1 (t) и uθ(t) ≡ uθ

0(t)u
1−θ
1 (t). Поскольку vθ(t) ≡ v̄(t) uθ(t) ≡ u(t), то

(68) эквивалентно ограниченности оператора TQ как оператора

TQ : Lp
v̄ → Lp

u.

Поскольку T ∈ Sub(+), а по теореме 8 пара ((Lp
v̄)+, Q) генерирует конус K(↓) ∩ Lp

v,
то из последнего соотношения следует, что выполнено a).

Теорема 10 имеет один важный недостаток. Вместо условий (65) и (66) более
естественными были бы условия:

найдутся функции v0, v1, u0, u1 для которых выполнены соотношения:

vθ0(t) · v1−θ
1 (t) ≡ v(t), uθ

0(t) · u1−θ
1 (t) ≡ u(t); (68)

такие, что оператор T действует и ограничен, если его рассматривать в парах:

T : K(↓) ∩ L1
v0

→ L1
u0
, T : K(↓) ∩ L∞

v1
→ L∞

u1
. (69)

Сейчас мы в одном важном частном случае получим аналог теоремы 10 с заменой
пары условий (65) и (66) на пару условий (68) и (69).

Для этого нам потребуются некоторые предварительные рассмотрения.
Пусть X0, X1 два идеальных пространства X0, X1 ⊂ S(µ).
Зафиксируем 0 < θ < 1. Новое идеальное пространство Xθ

0X
1−θ
1 ( конструкция

Кальдерона - Лозановского ) состоит из тех x ∈ S(µ), для которых конечна норма

∥x|Xθ
0 X1−θ

1 ∥ =

inf{λ > 0 : |x(t)| ≤ λ · |x0(t)|θ|x1(t)|1−θ ∀t ∈ [0,∞); ∥x0|X0∥ ≤ 1, ∥x1|X1∥ ≤ 1}. (70)

Пространство Xθ
0 X1−θ

1 введено А.П. Кальдероном [13] при изучении комплекс-
ного метода интерполяции.
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Определение 4. Будем говорить, что конус K канонический, если для каждой
пары функций x, y из конуса K и произвольного числа θ ∈ (0, 1) функция xθ · y1−θ

снова принадлежит конусу K.

Отметим, что конусы монотонных функций являются каноническими.
Если K некоторый канонический конус в S(µ), то по аналогии с пространством

Xθ
0 X1−θ

1 можно ввести новый конус (K ∩X0)
θ(K ∩X1)

1−θ, рассматривая разложения
в (70) только по элементам конуса.

Замечание 1. Нетрудно видеть, что для канонического конуса для θ ∈ (0, 1) всегда
выполняется непрерывное вложение

(K ∩X0)
θ(K ∩X1)

1−θ ⊆ K ∩Xθ
0 X1−θ

1 .

С другой стороны, как это обычно бывает в теории интерполяции, для произволь-
ного канонического конуса K равенство

(K ∩X0)
θ(K ∩X1)

1−θ = K ∩Xθ
0 X1−θ

1

справедливо далеко не всегда. Даже для наиболее исследованного конуса K(↓) неиз-
вестны точные условия для выполнения этого равенства в шкале пространств Ле-
бега.

Следующая теорема носит интерполяционный характер. Для конуса, состоящего
из неотрицательных функций, она хорошо известна (см., например, [2], [30], [31]).

Теорема 11. Пусть T позитивный оператор, K0, K1 два канонических кону-
са в S(µ)+. Пусть в S(µ) задано четыре идеальных банаховых пространства
X0, X1, Y0, Y1. Пусть оператор T действует и ограничен как оператор T :
K0 ∩Xi → K1 ∩ Yi, (i = 0, 1). Пусть фиксировано число θ ∈ (0, 1).

Тогда для любых x0 ∈ K0∩X0, x1∩X1 ∈ K1 справедливо поточечное неравенство

T (x0
θ · x1

1−θ)(t) ≤ (Tx0(t))
θ · (Tx1(t))

1−θ, (71)

и оператор T действует и ограничен как оператор T : (K0 ∩ X0)
θ(K0 ∩ X1)

1−θ →
(K1 ∩ Y0)

θ(K1 ∩ Y1)
1−θ.

Доказательство. Пусть заданы функции x0 ∈ K0 ∩ X0, x1 ∈ K0 ∩ X1, по которым
построен элемент x0

θ · x1
1−θ ∈ (K ∩ X0)

θ(K ∩ X1)
1−θ. Тогда из справедливости для

всех a > 0, b > 0 числового равенства

aθ · b1−θ = inf
ε>0

{εθa+ ε−
θ

1−θ (1− θ)b} (72)

следует неравенство

T (x0
θ · x1

1−θ)(t) ≤ T (εθx0(t) + ε−
θ

1−θ (1− θ)x1(t)) ≤

εθTx0(t) + ε−
θ

1−θ (1− θ)Tx1(t). (73)

При каждом фиксированном t минимизируя правую часть в (73) по ε > 0 и,
учитывая (72), придем к неравенству (71).

Ограниченность оператора T как оператора T : (K0 ∩X0)
θ(K0 ∩X1)

1−θ → (K1 ∩
Y0)

θ(K1 ∩ Y1)
1−θ сразу следует из неравенства (71).
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Лемма 3. Зафиксируем θ ∈ (0, 1). Пусть в пространствах L1
w0

, L∞
w1

, L1
u0

, заданы
конусы K(↓) ∩ L1

w0
, K(↓) ∩ L∞

w1
, K(↓) ∩ L1

u0
, для которых выполнено непрерывное

вложение

(K(↓) ∩ L1
w0
)θ(K(↓) ∩ L∞

w1
)1−θ ⊆ (K(↓) ∩ L1

u0
)θ(K(↓) ∩ L∞

w1
)1−θ.

Тогда выполняется непрерывное вложение

K(↓) ∩ L1
w0

⊆ K(↓) ∩ L1
u0
.

Доказательство. Из леммы 8, приведенной в последнем разделе, следует, что каж-
дый элемент из (K(↓)∩L1

w0
)θ(K(↓)∩L∞

w1
)1−θ единичной нормы справедливы соотно-

шения
z(t) ≤ xθ

0(t) · (
1

w̃(t)
)1−θ(t), (t ∈ R+), (74)

с x0 ∈ K(↓) ∩ L1
w0

и ∥x0|L1
w0
∥ = 1.

Поскольку w̃ отлична от нуля п.в., то из (74) вытекает утверждение леммы.

Теперь у нас все готово для того, чтобы получить аналог теоремы 10 с заменой
пары условий (65) и (66) на пару условий (68) и (69).

Теорема 12. Пусть фиксировано число p ∈ (1,∞) и задана весовая функция v,
которая удовлетворяет условиям (10), (11). Определим новую функцию v̄ из равен-
ства (12). Положим θ = 1/p.

Пусть заданы операторы T, T
′ ∈ Sub(+), причем T ∈ Sub(+) действует и огра-

ничен в паре
T : K(↓) ∩ Lp

v → Lp
v.

Тогда найдутся функции w0, w1 для которых выполнены соотношения:

wθ
0(t) · w1−θ

1 (t) ≡ v(t);

такие, что оператор T действует и ограничен, если его рассматривать в парах:

T : K(↓) ∩ L1
w0

→ L1
w0
, T : K(↓) ∩ L∞

w1
→ L∞

w1
.

Доказательство. Определим новый оператор T1 с помощью равенства

T1x(t) = Tx(t) + x(t)

и применим для него теорему 10, из которой следует, что найдутся функции v0, v1,
w0, w1 такие, что выполнены соотношения:

vθ0(t) · v1−θ
1 (t) ≡ v(t), wθ

0(t) · w1−θ
1 (t) ≡ v(t) (75)

(здесь функция v̄ определена из равенства (12));
оператор T1Q действует и ограничен, если его рассматривать в парах:

TQ+Q : L1
v0

→ L1
w0
, TQ+Q : L∞

v1
→ L∞

w1
.
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Определим функцию u0 равенством

∥χ(0, t)u0|L1∥ · ∥χ(t,∞)
1

v0
|L∞∥ ≡ 1. (76)

и построим пространство L1
u0

. В силу равенства (76) и теоремы 8 пара ((L1
v0
)+, Q)

генерирует конус K(↓) ∩ L1
u0

.
Определим функцию u1 равенством

1

u1(t)
≡
∫ ∞

t

1

v1(s)
ds (77)

и построим пространство L∞
u1

. В силу равенства (77) и теоремы 9 пара ((L∞
v1
)+, Q)

генерирует конус K(↓) ∩ L∞
u1

.
Из того, что оператор Q действует и ограничен, если его рассматривать в парах:

Q : L1
v0

→ L1
w0
, Q : L∞

v1
→ L∞

w1
,

и того факта, что конусы K(↓)∩L1
u0

, K(↓)∩L∞
u1

сгенерированы парами ((L1
v0
)+, Q) и

((L∞
v1
)+, Q) соответственно, получим, что выполняются непрерывные вложения

K(↓) ∩ L1
u0

⊆ K(↓) ∩ L1
w0
, K(↓) ∩ L∞

u1
⊆ K(↓) ∩ L∞

w1
. (78)

C другой стороны из позитивности оператора Q и неравенства (71) теоремы 11
следует, что для любых x0 ∈ L1

v0
, x1 ∈ L∞

v1
почти всюду выполняется неравенство

Q(xθ
0 · x1−θ

1 )(t) ≤ (Qx0(t))
θ · (Qx1(t))

1−θ. (79)

Из теоремы 8 следует, что пара ((Lp
v)+, Q) генерирует конус K(↓) ∩ Lp

v. Поэтому из
(79) следует, что выполняется непрерывное вложение

K(↓) ∩ Lp
v ⊆ (K(↓) ∩ L1

u0
)θ(K(↓) ∩ L∞

u1
)1−θ. (80)

С другой стороны из (75), замечания 1 и определений следует, что выполняется
следующее непрерывное вложение

(K(↓) ∩ L1
w0
)θ(K(↓) ∩ L∞

w1
)1−θ ⊆ K(↓) ∩ Lp

v. (81)

Поэтому из (84) и (81) получим

(K(↓) ∩ L1
w0
)θ(K(↓) ∩ L∞

w1
)1−θ ⊆ K(↓) ∩ Lp

v ⊆ (K(↓) ∩ L1
u0
)θ(K(↓) ∩ L∞

u1
)1−θ.

Откуда следует непрерывное вложение

(K(↓) ∩ L1
w0
)θ(K(↓) ∩ L∞

w1
)1−θ ⊆ (K(↓) ∩ L1

u0
)θ(K(↓) ∩ L∞

u1
)1−θ.

Из последнего соотношения и второго вложения в (78) следует непрерывность вло-
жений

(K(↓)∩L1
w0
)θ(K(↓)∩L∞

u1
)1−θ ⊆ (K(↓)∩L1

w0
)θ(K(↓)∩L∞

w1
)1−θ ⊆ (K(↓)∩L1

u0
)θ(K(↓)∩L∞

u1
)1−θ,
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откуда
(K(↓) ∩ L1

w0
)θ(K(↓) ∩ L∞

u1
)1−θ ⊆ (K(↓) ∩ L1

u0
)θ(K(↓) ∩ L∞

u1
)1−θ. (82)

Из (82), используя лемму 3, получим, что справедливо вложение

K(↓) ∩ L1
w0

⊆ K(↓) ∩ L1
u0
.

Сопоставляя последнее вложение с первым вложением в (78) получим, что с точно-
стью до эквивалентных норм выполняется равенство

K(↓) ∩ L1
w0

= K(↓) ∩ L1
u0
. (83)

Таким образом, из (76) и (83) следует, что найдется константа c > 0 такая, что для
всякого t > 0 выполняются неравенства

c < ∥χ(0, t)w0|L1∥ · ∥χ(t,∞)
1

v0
|L∞∥ <

1

c
.

Из равенств (12), (75) и последнего соотношения получим справедливость при
всех t ∈ R+ соотношений

1 = (

∫ t

0

(wθ
0(s) · w1−θ

1 (s))1/θds)θ · (
∫ ∞

t

(
1

vθ0(s) · v1−θ
1 (s)

)1/(1−θ)ds)1−θ =

(

∫ t

0

w0(s) · w(1−θ)/θ
1 (s)ds)θ · (

∫ ∞

t

(
1

v0(s)
)θ/(1−θ)(

1

v1(s)
)ds)1−θ ≤

sup
s≤t

w1−θ
1 (s) · (

∫ t

0

w0(s)ds)
θ · sup

s≥t

1

vθ0(s)
· (
∫ ∞

t

1

v1(s)
ds)1−θ =

(sup
s≤t

w1(s) ·
∫ ∞

t

1

v1(s)
ds)1−θ · (sup

s≥t

1

v0(s)
·
∫ t

0

w0(s)ds)
θ ≤

(
1

c
·)θ · (sup

s≤t
w1(s) ·

∫ ∞

t

1

v1(s)
ds)1−θ.

Откуда получим справедливость при всех t ∈ R+ неравенства

c
θ

1−θ · inf
s≤t

1

w1(s)
≤

∫ ∞

t

1

v1(s)
ds.

Учитывая (77) и определение (36) последнее неравенство можно переписать в экви-
валентной форме: для всех t ∈ R+ выполняется неравенство

1

w̃1(t)
≤ c

−θ
1−θ

1

u1(t)

или в форме вложений
K(↓) ∩ L∞

w̃1
⊆ K(↓) ∩ L∞

u1
. (84)
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Из теоремы 5 следует равенство K(↓) ∩ L∞
w1

= K(↓) ∩ L∞
w̃1
. Поэтому вложение (84)

эквивалентно вложению
K(↓) ∩ L∞

w1
⊆ K(↓) ∩ L∞

ũ1
.

Это соотношение и второе вложение в (78) показывают, что с точностью до эквива-
лентных норм выполняется равенство

K(↓) ∩ L∞
u1

= K(↓) ∩ L∞
w1
.

Последнее равенство вместе с (83) и доказывают теорему.

Поскольку оператор Харди подпадает под действие теоремы 12, то справедлива
следующая теорема.

Теорема 13. Пусть фиксировано число p ∈ (1,∞) и задана весовая функция v,
которая удовлетворяет условиям (10), (11). Положим θ = 1/p. Для того, чтобы
оператор Харди H был ограничен как оператор

H : K(↓) ∩ Lp
v → Lp

v

необходимо и достаточно, чтобы нашлись функции w0, w1 такие, что выполнены
соотношения:

a) wθ
0(t) · w1−θ

1 (t) ≡ v(t) при всех t ∈ R+;
b) оператор H действует и ограничен, если его рассматривать в парах:

H : K(↓) ∩ L1
w0

→ L1
w0
, H : K(↓) ∩ L∞

w1
→ L∞

w1
.

5 Доказательства теорем 1 и 7 и вспомогательные
леммы.

Для доказательства теоремы 1 нам потребуются некоторые вспомогательные утвер-
ждения, к которым мы и переходим.

Лемма 4. Пусть X - идеальное пространство. Пусть задана числовая последова-
тельность

0 < . . . < tj < tj+1 < . . . < ∞, для которой lim
j→−∞

tj = 0.

Пусть элемент x =
∑∞

−∞ 2−jχ[0, tj) принадлежит пространству X и удовлетво-
ряет соотношению

lim
k→−∞

∥
k∑

j=−∞

2−jχ[0,tj)|X∥ = 0. (85)

Тогда найдется последовательность целых чисел kj : −∞ < ... < kj < kj−1 < ... <
k0 < ∞ такая, что выполняется неравенство

∞∑
i=0

∥
ki∑

j=ki+1+1

2−jχ[0,tj)|X∥+ ∥
∞∑

j=k0

2−jχ[0,tj)|X∥ ≤ 2 ∥x|X∥.
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Доказательство. Последовательность ki можно определить так. Согласно (85) вы-
берем k0 так, чтобы выполнялось неравенство

∥
k0∑
−∞

2−jχ[0, tj)|X∥ ≤ 2−1∥x|X∥,

и пусть числа ki−1 < ki−2 < ... < k1 < k0 построены. Тогда выберем ki < ki−1 так,
чтобы выполнялось неравенство

∥
ki∑
−∞

2−jχ[0, tj)|X∥ ≤ 2−i−1∥x|X∥.

Возможность такого выбора следует из (85).
Так как пространство X является идеальным, то простой подсчет показывает,

что справедливы неравенства

∞∑
i=0

∥
ki∑

j=ki+1+1

2−jχ[0, tj)|X∥+ ∥
∞∑

j=k0+1

2−jχ[0, tj)|X∥

≤
∞∑
i=0

∥
ki∑
−∞

2−jχ[0, tj)|X∥+ ∥
∞∑

j=k0+1

2−jχ[0, tj+1)|X∥

≤
∞∑
i=0

2−i−1∥x|X∥+ ∥x|X∥. ≤ 2∥x|X∥.

Следующая лемма позволяет оценивать нормы некоторых специальных функций.

Лемма 5. Пусть p ∈ [1,∞) и задано пространство Lp
v, причем для веса v для любого

t > 0 выполнено условие (10), т.е. конус K(↓) ∩ Lp
v является невырожденным.

Пусть задана числовая последовательность {tj}∞j=k такая, что для всех j =
k, k+1, ..., выполняются соотношения tj+1 > tj. Пусть элемент x =

∑∞
j=k 2

−jχ[0, tj)
принадлежит пространству Lp

v. Тогда справедливы соотношения

∥x|Lp
v∥p = 2(1−k)p∥χ[0, tk)v|Lp∥p +

∞∑
j=k

2−(j+1)p∥χ[tj, tj+1)v|Lp∥p, (86)

∞∑
j=k

2−jp∥χ([0, tj)v|Lp∥p

=
1

1− 2−p
(2−kp∥χ[0, tk)v|Lp∥p +

∞∑
j=k

2−(j+1)p∥χ[tj, tj+1)v|Lp∥p). (87)
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Доказательство. Проверим сначала (86):

∥x|Lp
v∥p = ∥

∞∑
j=k

2−jχ[0, tj)|Lp
v∥p = ∥2−k+1χ[0, tk) +

∞∑
j=k

2−jχ[tj, tj+1)|Lp
v∥p

= 2p∥2−kχ[0, tk)|Lp
v∥p +

∞∑
j=k

2−pj∥χ[tj, tj+1)|Lp
v∥p.

Теперь перейдем в доказательству (87). Из условия (10) следует, что для любого
tj выполняется неравенство ∥χ[0, tj)v|Lp∥p < ∞. Поэтому, для любого m ≥ k спра-
ведливо равенство

∥χ[0, tm)v|Lp∥p = ∥χ[0, tk)v|Lp∥p +
m−1∑
i=k

∥χ[ti, ti+1)v|Lp∥p. (88)

Предположим сначала, что левая часть в равенстве (87) конечна. Тогда с учетом
(88) будем иметь

∞∑
j=k

2−jp∥χ[0, tj)v|Lp∥p

= ∥χ[0, tk)v|Lp∥p
∞∑
j=k

2−jp +
∞∑
i=k

(
∞∑

j=i+1

2−jp)∥χ[ti, ti+1)v|Lp∥p

=
2−kp

1− 2−p
∥χ[0, tk)v|Lp∥p +

∞∑
i=k

2−(i+1)p

1− 2−p
∥χ[ti, ti+1)v|Lp∥p. (89)

Таким образом в этом случае равенство (87) доказано.
Если же теперь левая часть равенства (87) равна бесконечности, то, учитывая, что

все преобразования в (89) проводились для неотрицательных слагаемых, получим,
что и правая часть в равенстве (87) тоже будет равна бесконечности.

Следующая лемма является одной из основных в данной работе.

Лемма 6. Пусть фиксировано число p ∈ [1,∞), и зафиксирована весовая функция
v такая, что ∀t > 0 выполнено неравенство (10), т.е. конус K(↓) ∩ Lp

v является
невырожденным.

Определим новую функцию v из равенства

∥χ[0, t)v|Lp∥ · ∥χ[t,∞)
1

v
|Lp′∥ ≡ 1. (90)

Тогда для любой функции x из единичного шара пространства Lp
v вида x =∑k1

i=k0
2−iχ[0, ti) (0 ≤ tk0 < ... < ti < ti+1 < ... < ∞, где k0 - конечное число, а k1

может принимать и бесконечное значение, для любого ε > 0 найдется функция
xε ∈ Lp

v с
∥xε|Lp

v∥ ≤ 1 + ε

(2p − 1)1/p
∥x|Lp

v∥, (91)
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для которой при всех t ∈ [0,∞) выполнено неравенство

(Qxε)(t) ≥
1

16
x(t). (92)

Доказательство. Итак, пусть задана функция из единичного шара пространства Lp
v

x =
∑k1

i=k0
2−iχ[0, ti) (0 ≤ tk0 < ... < ti < ti+1 < ... < ∞, k0 - конечное число, а k1

может принимать и бесконечное значение.
Нетрудно видеть, что для любого допустимого i = k0, k0+1, ..., справедливы нера-

венства
2−i−1 ≤ x(ti) ≤ 2−i. (93)

Для каждого допустимого i ∈ Z определим числа bi равенством

bi = inf{ ∥y|Lp
v∥ :

∫ ∞

ti

y(s)ds ≥ 2−i−1 }. (94)

Поскольку ti < ∞, а весовая функция конечна почти всюду, то все числа bi конечны.
Кроме того, из соотношения p ∈ [1,∞) и идеальности пространства Lp

v следует
справедливость равенства

inf{ ∥y|Lp
v∥ :

∫ ∞

ti

y(s)ds ≥ 2−i−1 } = inf{ ∥y|Lp
v∥ :

∫ ∞

ti

y(s)ds = 2−i−1}, (95)

то есть в (94) вместо неравенства можно считать, что выполнено равенство. Из опре-
деления дуального пространства, (90) и (95) непосредственно следуют два важных
соотношения

2−i−1 =

∫ ∞

ti

y(s)ds ≤ ∥χ[ti,∞)y|Lp
v∥ · ∥χ[ti,∞)|(Lp

v)
′∥

= ∥χ[ti,∞)y|Lp
v∥ · ∥χ[ti,∞)

1

v
|Lp′∥, (96)

bi =
2−i−1

∥χ[ti,∞) 1
v
|Lp′∥

= 2−i−1 · ∥χ[0, ti)v|Lp∥. (97)

Зафиксируем ε > 0 и для каждого i = k0, k0 + 1, ..., выберем "по-
чти"экстремальную функцию yi так, чтобы выполнялись соотношения:

supp yi ⊆ [ti,∞);∫ ∞

ti

yi(s)ds = 2−i−1;

bi ≤ ∥yi|Lp
v∥ ≤ bi(1 + ε). (98)

Возможность такого выбора очевидна.
Дальнейшее построение искомой функции носит вполне алгоритмический харак-

тер. Поэтому мы и изложим его в терминах алгоритма. Итак, пусть задан набор
функций {yk(t)}k1k0 .
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Зафиксируем k0 ∈ Z. Положим k = k0, ζk0(t) = yk0(t).
Шаг А. Если выполнено неравенство∫ tk+1

tk

ζk(s)ds ≥
1

2

∫ ∞

tk

ζk(s)ds, (99)

то положим zk(t) = ζk(t)χ[tk, tk+1), k = k + 1, ζk(t) = yk(t). Вернуться к шагу А.
Шаг B. Если неравенство (99) не выполняется, то есть выполнено неравенство∫ tk+1

tk

ζk(s)ds <
1

2

∫ ∞

tk

ζk(s)ds, (100)

то снова определим функцию zk равенством zk(t) = ζk(t)χ[tk, tk+1), функцию yk+1

выбросим из набора {yk(t)}k1k0 , положим ζk+1(t) ≡ ζk(t), k = k + 1 и вернемся к шагу
А.

Отметим, что в случае k1 < ∞ последний шаг работы алгоритма выполняется
для k = k1 − 1. В этом случае zk1 нужно модифицировать. Если последним шагом
алгоритма был шаг А, то zk1 определен равенством zk1(t) = yk1(t), если же последним
шагом работы алгоритма был шаг В, то положим zk1(t) = ζk1−1χ[tk1 ,∞).

Покажем сначала, что при всех допустимых k: k ≥ k0 выполняются неравенства∫ ∞

tk

ζk(s)ds ≥
∫ ∞

tk

yk(s)ds. (101)

Действительно, для k = k0 в (101) выполнено равенство. Проведем индуктивный
шаг. Если мы идем на шаг А после шага А, то в (101) снова выполнено равенство.
Если мы идем на шаг А после шага В, то из (100) и индуктивного предположения
получим ∫ ∞

tk+1

ζk+1(s)ds =

∫ ∞

tk+1

ζk(s)ds =

∫ ∞

tk

ζk(s)ds−
∫ tk+1

tk

ζk(s)ds ≥

1

2

∫ ∞

tk

ζk(s)ds ≥
1

2

∫ ∞

tk

yk(s)ds =

∫ ∞

tk+1

yk+1(s)ds.

Таким образом, (101) доказано.
В результате работы алгоритма вместо набора {yk(t)}k1k0 получим новый набор

функций {zk(t)}k1k0 , причем прямо из алгоритма следует, что носители функций из
набора {zk(t)}k1k0 не пересекаются.

Образуем новую функцию

xk0(t) =

k1∑
k0

zk(t).

Убедимся сначала, что для любого j = k0, k0 + 1, ... выполняется неравенство

Qxk0(tj) =

∫ ∞

tj

k1∑
k0

zk(s)ds ≥
1

4

∫ ∞

tj

yj(s)ds = 2−j−3 ≥ 2−3x(tj). (102)
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У нас есть три возможности.
а). Пусть zj(t) ≡ yj(t)χ[tj, tj+1), zj+1(t) ≡ yj+1(t)χ[tj+1, tj+2), т.е. реализуется шаг

А. В этом случае из неравенства (99) получим

Qxk0(tj) =

∫ ∞

tj

k1∑
k0

zk(s)ds ≥
∫ tj+1

tj

zj(s)ds =

∫ tj+1

tj

yj(s)ds ≥
1

2

∫ ∞

tj

yj(s)ds,

что и доказывает (102) в этом случае.
b). Пусть, начиная с некоторого числа m ≥ k0, выполняется равенство

zk(t)χ([tk, tk+1)) ≡ ym(t)χ([tk, tk+1)), k = m,m + 1, ...,m + l, (1 < l < ∞), zm+l+1(t)
не совпадает с ym(t) на [tm+l+1, tm+l+2). Это получается, если алгоритм, начиная с
k = m уходит на шаг В и не меняет функцию ζm(t) (l − 1) раз, т.е. согласно (99) и
(100) выполняются соотношения∫ tj+1

tj

ym(s)ds <
1

2

∫ ∞

tj+1

ym(s)ds для j = m,m+ 1, ...,m+ l − 1;

∫ tm+l+1

tm+l

ym(s)ds ≥
1

2

∫ ∞

tm+l+1

ym(s)ds. (103)

В этом случае для j = m,m+ 1, ...,m+ l положим

aj =

∫ tj+1

tj

ζj(s)ds =

∫ tj+1

tj

zj(s)ds =

∫ tj+1

tj

ym(s)ds, dj =

∫ ∞

tj+1

ζj(s)ds =

∫ ∞

tj+1

ym(s)ds.

(104)
Поэтому из (103) и (104) следует, что при всех j = m,m + 1, ...,m + l справедливы
неравенства

Qxk0(tj) =

∫ ∞

tj

k1∑
k0

zk(s)ds ≥
∫ tm+l+1

tj

m+l∑
i=j

zj(s)ds =

∫ tj+m+l

tj

ym(s)ds = aj + aj+1 + ...+ am+l =

aj + aj+1 + ...+ am+l−1 +
1

2
am+l +

1

2
am+l ≥

aj + aj+1 + ...+ am+l−1 +
1

2
am+l +

1

4
dm+l ≥

1

4

∫ ∞

tj

ym(s)ds =
1

4

∫ ∞

tj

ζj(s)ds.

Для доказательства (102) в этом случае осталось воспользоваться неравенствами
(101).

с). Осталось рассмотреть случай, когда, начиная с некоторого числа m ≥ k0, для
всех k ≥ m выполняется равенство zk(t) ≡ ym(t). Это получается, если алгоритм,
начиная с k = m уходит на шаг В и больше не меняет функцию ζm(t). В этом случае
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при всех j = m,m + 1, ..., справедливы соотношения ζm(t) ≡ ζj(t) ≡ ym(t). Отсюда и
неравенств (101) следует, что справедливы неравенства

Qxk0(tj) =

∫ ∞

tj

k1∑
k0

zk(s)ds =

∫ ∞

tj

ym(s)ds =

∫ ∞

tj

ζj(s)ds ≥
∫ ∞

tj

yj(s)ds.

Поэтому снова выполнено (102).
Пусть теперь t ∈ (tj, tj+1). Тогда из явного вида функции x, неравенства (93) и

неотрицательности xk0(t) следует соотношение

Qxk0(t) =

∫ ∞

t

k1∑
k0

zk(s)ds ≥
∫ ∞

tj+1

k1∑
k0

zk(s)ds ≥

2−j−4 ≥ 1

16
x(tj) ≥

1

16
x(t).

Положим xε(t) ≡ xk0(t). Тогда из последнего неравенства и (102) следует, что
выполнено (92). Осталось проверить (91).

Покажем сначала, что справедливо соотношение

∥xε|Lp
v∥p =

k1∑
j=k0

∥zj|Lp
v∥p ≤

k1∑
j=k0

∥yj|Lp
v∥p. (105)

Равенство в неравенстве (105) следует из того, что носители функций из набора
{zj(t)}k1k0 не пересекаются. С другой стороны, при работе алгоритма каждая функция
yj либо умножается на характеристическую функцию, либо просто выбрасывается,
то есть

k1∑
j=k0

zj =

k1∑
j=k0

χ(Dj)yj,

где Dj = ∅, если при работе алгоритма функция yj была выброшена, Dj = [tj, tj+1),
если yj участвовала в работе алгоритма лишь один раз, Dj = [tj, tj+2), если yj участ-
вовала в работе алгоритма два раза и т.д. Поэтому

k1∑
j=k0

∥zj|Lp
v∥p =

k1∑
j=k0

∥yjχ(Dj)|Lp
v∥p ≤

k1∑
j=k0

∥yj|Lp
v∥p.

Таким образом, соотношения (105) доказаны.
Далее, учитывая выбор функций yj, согласно (98) и (97) получим неравенство

∥xε|Lp
v∥p ≤

k1∑
j=k0

∥yj|Lp
v∥p ≤ (1 + ε)p

k1∑
j=k0

bpj ≤
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(1 + ε)p
k1∑

j=k0

(2−j−1∥χ[0, tj)v|Lp∥)p.

Из последнего неравенства и (87) получим неравенство

∥xε|Lp
v∥p ≤

2−p(1 + ε)p

1− 2−p
((2−k0p∥χ[0, tk0)v|Lp∥p +

k1∑
j=k0

(2−j−1∥χ[tj, tj+1)v|Lp∥)p.

Далее, используя (86), окончательно получим

∥xε|Lp
v∥ ≤ (1 + ε)

(2p − 1)1/p
∥x|Lp

v∥.

Теперь у нас все готово для доказательства теоремы 1.

Доказательство. Согласно лемме 2 вложение

QLp
v ⊆ K(↓) ∩ Lp

v

следует из ограниченности оператора Q как оператора из пространства Lp
v в про-

странство Lp
v ( именно так выбирался вес v.) Кроме того, оператор Q переводит

любую неотрицательную функцию в монотонно убывающую. Следовательно свой-
ство (a) доказано.

Докажем второе утверждение теоремы.
Зафиксируем функцию x ∈ K(↓)∩Lp

v, норма которой отлична от нуля. Из условия
(11) следует, что выполнено равенство

lim
t→∞

x(t) = 0. (106)

Из абсолютной непрерывности нормы в пространстве Lp
v и (106) следует, что найдет-

ся строго монотонная непрерывная функция x0 ∈ K(↓) ∩ Lp
v такая, что выполнены

соотношения
x0(t) ≥ x(t) (∀t > 0); (107)

∥x0|Lp
v∥ ≤ 2∥x|Lp

v∥; (108)

lim
t→∞

x0(t) = 0; (109)

lim
t→0

x0(t) = ∞. (110)

Из строгой монотонности непрерывной функции x0(t) и условий (109), (110) следует,
что для каждого i ∈ Z найдется единственная точка ti ∈ (0,∞), для которой верно
равенство x0(ti) = 2−i. Образуем две новых функции

ys0(t) =
∞∑
−∞

χ[ti, ti+1)2
−i; ys1(t) =

∞∑
−∞

χ[0, ti+1)2
−i.
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Прямые вычисления показывают, что для каждого t > 0 справедливы соотношения

ys1(t) ≡ 2ys0(t), ys0(t) ≥ x0(t) ≥
1

2
ys0(t). (111)

Поэтому справедливы и такие соотношения

∥ys1|Lp
v∥ = 2∥ys0|Lp

v∥ ≥ 2∥x0|Lp
v∥ ≥ 1

2
∥ys0|Lp

v∥. (112)

А из (108), (111) и абсолютной непрерывности нормы в Lp
v получим

lim
i→−∞

∥
i∑

−∞

χ[0, tj+1)2
−j|Lp

v∥ = lim
i→−∞

2∥
i∑

−∞

χ[tj, tj+1)2
−j|Lp

v∥ =

2 lim
i→−∞

∥ys0χ[0, tj+1)|Lp
v∥ ≤ 4 lim

i→−∞
∥x0χ[0, tj+1)|Lp

v∥ = 0. (113)

Для функции ys1, учитывая (113), применим лемму 4. Тогда найдется последователь-
ность {ki}∞0 , такая, что выполнено неравенство

∥
∞∑

k0+1

2−jχ[0, tj+1)|Lp
v∥+

∞∑
i=0

∥
ki∑

ki+1+1

2−jχ[0, tj+1)|Lp
v∥ ≤ 2∥ys1|Lp

v∥. (114)

Образуем функции

z0 =
∞∑

k0+1

2−jχ[0, tj+1); zi+1 =

ki∑
ki+1+1

2−jχ[0, tj+1), (i = 0, 1, 2, ...).

Зафиксируем ε > 0 и для каждой из функций {zi}∞0 применим лемму 6. Тогда най-
дется набор функций {ziε}∞0 , для которых выполнены условия

Qziε(t) ≥
1

16
zi(t) (∀t > 0); (115)

∥ziε|Lp
v∥ ≤ 1 + ε

(2p − 1)1/p
∥zi|Lp

v∥. (116)

Положим

xε =
∞∑
i=0

ziε.

Тогда из (107), (111), (114) и (115) следует, что для каждого t > 0 будут выполнены
неравенства

Qxε(t) = Q(
∞∑
i=0

ziε)(t) ≥
1

16

∞∑
i=0

zi(t) =
1

16
ys1(t) =

1

8
ys0(t) ≥

1

8
x0(t) ≥

1

8
x(t).

А из (108), (111), (112) и (116) получим неравенство

∥xε|Lp
v∥ = ∥

∑
ziε|Lp

v∥ ≤
∑

∥ziε|Lp
v∥ ≤
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1 + ε

(2p − 1)1/p

∑
∥zi|Lp

v∥ ≤

2
1 + ε

(2p − 1)1/p
∥ys1|Lp

v∥ ≤ 8
1 + ε

(2p − 1)1/p
∥x0|Lp

v∥ ≤ 16
1 + ε

(2p − 1)1/p
∥x|Lp

v∥.

Перейдем теперь к доказательству теоремы 7.

Доказательство. Из теоремы 5 следует, что конусы K(↓)∩L∞
v и K(↓)∩L∞

ṽ совпадают.
Проверим сначала (a). Из леммы 2 следует, что оператор Q : L∞

u → L∞
w ограничен

тогда и только тогда, когда выполняется соотношение

sup
t>0

w(t)

∫ ∞

t

ds

u(s)
= C8 < ∞. (117)

В нашем случае (117) имеет вид

sup
t>0

ṽ(t)

∫ ∞

t

ds

v̄(s)
= sup

t>0
ṽ(t)

∫ ∞

t

(− d

ds

1

v̄ac
(s)) = sup

t>0
ṽ(t)

1

ṽac(t)
≤ C8. (118)

Докажем теперь (b). Пусть x ∈ K(↓)∩L∞
ṽ и c0 = supt>0 x(t)ṽ(t). Положим yε(t) =

c0
v̄(t)

. Тогда ∥yε|L∞
v̄ ∥ = c0, и выполнено неравенство

Qyε(t) =

∫ ∞

t

yε(τ)dτ =

∫ ∞

t

c0
v̄(τ)

dτ = c0

∫ ∞

t

(− d

ds

1

v̄ac(s)
ds = c0

1

v̄ac(t)
(t) ≥ c0

c
x(t).

Теперь мы переходим к лемме, которая дает необходимые и достаточные усло-
вия для того, чтобы для весовой функции v нашлась эквивалентная ей абсолютно
непрерывная функция.

Сразу же отметим, что для весовой функции для пространства L∞
v значение в

каждой точке существенно. Поэтому для определенности ниже мы будем считать,
весовая функция v непрерывна слева.

Лемма 7. Зафиксируем p = ∞ и весовую функцию v : [0,∞) → R+, по которой с
помощью равенства (36) определим функцию ṽ. Для того, чтобы нашлась абсолют-
но непрерывная функция ṽac ∈ K(↓) ∩ L∞

v такая, что для некоторой константы C
при всех t ∈ R+ выполнялись соотношения

1

c
ṽac(t) ≤ ṽ(t) ≤ cṽac(t). (119)

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство

sup
t∈R+

ṽ(t+ 0)

ṽ(t− 0)
= d < ∞. (120)
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Доказательство. Покажем справедливость импликации (119) ⇒ (120). Из того, что
функция ṽac абсолютно непрерывна и выполнено (119) следует, что справедливо со-
отношение

ṽ(t+ 0)

ṽ(t− 0)
≤ cṽac(t+ 0)

ṽ(t− 0)
≤ c2ṽac(t+ 0)

ṽac(t− 0)
= c2, (121)

что и доказывает импликацию (119) ⇒ (120).
Докажем теперь справедливость импликации (120) ⇒ (119). Поскольку ṽac не

убывает, то из разложения Радона - Никодима следует, что справедливо представле-
ние

ṽ(t) = x1(t) + x2(t) + x3(t), (122)

где функции x1, x2, x3 ∈ K(↓) есть абсолютно непрерывная и сингулярная функции
и функция скачков соответственно. Покажем, как для каждой из них строить экви-
валентную абсолютно непрерывную функцию.

Функция x1 сама абсолютно непрерывна и поэтому ничего строить не нужно.
Для функции x2 у нас есть две возможности: a) функция x2 положительна при

всех t ∈ R+, b) существует τ0 ∈ R+ такая, что x2(τ0) = 0, а при t < τ0 выполняется
неравенство x2(t) > 0. Рассмотрим сначала a).

Положим c = x2(1). Для каждого k ∈ Z определим точки tk ∈ R+ равенством
tk = sup{t : x2(t) ≥ 2kc}. Если 0 ≤ tk+1 < tk < ∞, то для t ∈ [tk+1, tk] определим
функцию x2ac равенством x2ac(t) = x2(tk) + (t − tk)

x2(tk+1)−x2(tk)

tk+1−tk
. Тогда при всех t ∈

[tk+1, tk] выполняются соотношения

x2ac(tk) ≤ x2(t) ≤ x2ac(tk+1) = 2x2ac(tk) ≤ 2x2(t). (123)

Если 0 < tk < tk−1 = ∞, то для t ∈ [tk,∞) определим функцию x2ac равенством
x2ac(t) = x2(tk). Тогда при всех t ∈ [tk,∞) выполняются неравенства

x2(t) ≤ x2ac(tk) ≤ 2x2(t). (124)

Если теперь x2(0) < 2x2(tk). Тогда при t ∈ [0, tk] определим функцию x2ac равенством
x2ac(t) = x2(0). Тогда при t ∈ [0, tk] снова выполняются неравенства (124).

Соотношения (123)-(124) показывают, что в случае выполнения a) для x2 мы по-
строили эквивалентную ей с константой 2 абсолютно непрерывную функцию x2ac.

Если выполняется условие b), то для всех t ∈ [τ0,∞) определим функцию x2ac

равенством x2ac(t) ≡ 0. Дальнейшие построения вполне аналогичны разобранному
выше случаю a).

Покажем теперь как строить для x3 эквивалентную абсолютно непрерывную
функцию из K(↓).

Снова для функции x3 у нас есть две возможности: a) функция x3 положительна
при всех t ∈ R+, b) существует τ0 ∈ R+ такая, что x3(τ0) = 0, а при t < τ0 выполняется
неравенство x2(t) > 0.

Рассмотрим сначала a). Для каждого k ∈ Z определим точки tk ∈ (τ,∞) равен-
ством tk = inf{t : x3(t) ≤ (d + 1)k}. Из непрерывности справа следует, что при всех
k верны неравенства x3(tk) ≤ (d+ 1)k.
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Снова будем строить линейную аппроксимацию. Если 0 ≤ tk+1 < tk < ∞, то для
t ∈ [tk+1, tk] определим функцию x3ac равенством x3ac(t) = x3(tk)+(t−tk)

x3(tk+1)−x3(tk)

tk+1−tk
.

Тогда, если x3(tk+1) ≤ (d+1)x3(tk), то для всех t ∈ [tk+1, tk] справедливы соотношения

x3ac(tk) ≤ x3(t) ≤ x3ac(tk+1) ≤ (d+ 1)x3ac(tk) ≤ (d+ 1)x3ac(t). (125)

Если же x3(tk+1) > (d + 1)x3(tk), то для любого δ > 0 выполняется неравенство
x3(tk−δ) > (d+1)k. Поэтому из (120) следует, что x3(tk+1) ≤ (d+1)k+1 ≤ (d+1)x3(tk−δ)
и, следовательно, x3(tk+1) ≤ d(d+1)x3(tk). Поэтому для всех t ∈ [tk+1, tk] справедливы
соотношения

x3ac(tk) ≤ x3(t) ≤ x3ac(tk+1) ≤ d(d+ 1)x3ac(tk) ≤ d(d+ 1)x3ac(t). (126)

Если 0 < tk < tk−1 = ∞, то для t ∈ [tk,∞) определим функцию x3ac равенством
x3ac(t) = x3(tk).

Снова применяя (120), получим, что при всех t ∈ [tk,∞) будут выполняться нера-
венства

x3(t) ≤ x3ac(t) ≤ d(d+ 1)x3ac(t). (127)

Соотношения (125)-(127) показывают, что, если выполнено a), то для x3 мы постро-
или эквивалентную ей с константой d(d+1) абсолютно непрерывную функцию x3ac.

Если выполнено b), то для всех t ∈ [τ0,∞) определим функцию x3ac равенством
x3ac(t) ≡ 0. Далее действуем по схеме случая a).

Лемма 8. Зафиксируем θ ∈ (0, 1). Пусть в пространствах L1
w0

, L∞
w1

заданы конусы
K(↓) ∩ L1

w0
, K(↓) ∩ L∞

w1
. Пусть x ∈ (K(↓) ∩ L1

w0
)θ(K(↓) ∩ L∞

w1
)1−θ и выполняется

равенство
∥x|(K(↓) ∩ L1

w0
)θ(K(↓) ∩ L∞

w1
)1−θ∥ = 1. (128)

Тогда найдется x0 ∈ K(↓) ∩ L1
w0

с ∥x0|L1
w0
∥ = 1, такая, что для всех t ∈ R+ выпол-

няется неравенство

x(t) ≤ xθ
0(t) · (

1

w̃1(t)
)1−θ(t). (129)

Доказательство. Из теоремы 5 следует, что конусы K(↓) ∩ L∞
w1

и K(↓) ∩ L∞
w̃ совпа-

дают.
Пусть выполнено (128). Это означает, что найдется последовательность пар функ-

ций x0n ∈ K(↓) ∩ L1
w0

с ∥x0n|L1
w0
∥ = 1 и x1n ∈ K(↓) ∩ L∞

w̃ с ∥x1n|L∞
w̃ ∥ = 1, такая, что

при всех t ∈ R+ выполнены неравенства

x(t) ≤ (1 +
1

n
) · xθ

0n(t)x
1−θ
1n (t). (130)

Поскольку для каждой функции x ∈ K(↓) ∩ L∞
w̃1

с ∥x|L∞
w̃1
∥ = 1 для всех t ∈ R+

справедливо неравенство x(t) ≤ 1
w̃(t)

, то (130) можно переписать в виде

x(t) ≤ [(1 +
1

n
)1/θ · x0n(t)]

θ · ( 1

w̃1(t)
)1−θ. (131)
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Определим функцию y в каждой точке t ∈ R+ равенством y(t) = infn(1+
1
n
)1/θ ·x0n(t).

Тогда y ∈ K(↓) ∩ L1
w0

, а из поточечного неравенства y(t) ≤ (1 + 1
n
)1/θ · x0n(t) следует,

что при любом n ∈ N верно неравенство ∥y|L1
w0
∥ ≤ (1 + 1

n
)1/θ. Это означает, что

∥y|L1
w0
∥ ≤ 1. Перейдем в неравенстве (131) к нижней грани по n в каждой точке

t ∈ R+. Тогда получим, что при всех t ∈ R+ выполнено неравенство

x(t) ≤ y(t)θ · ( 1

w̃1(t)
)1−θ. (132)

Если теперь предположить, что ∥y|L1
w0
∥ = q < 1, то полагая q0 = qθ получим, что

при всех t ∈ R+ выполнено неравенство

x(t) ≤ (
y(t)

q
q0)

θ · ( q0
w̃1(t)

)1−θ,

причем q0
q
y ∈ K(↓)∩L1

w0
с ∥ q0

q
y|L1

w0
∥ = q0, а также q0 1

w̃1
∈ K(↓)∩L∞

w̃1
с ∥q0 1

w̃1
|L∞

w̃1
∥ = q0,

что противоречит (128).
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